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XIV
RUZNE DOPLNKY.

107. AFINNI KLASIFIKACE REGULARNICH KVADRIK. Budiz
dan eukleidovsky prostor E,, , jehoz béZnou nadrovinou oznaéime N .
Kvadrikou prostoru E, rozumime kvadriku projektivniho roziifeni
E,, , kterd neobsahuje jako ¢dst celou nadrovinu N ; v&imdme si zpra-
vidla pouze bodli v konec¢nu takové kvadriky. V nésledujicim si v&is
mneme pouze reguldrnich Q,_, v prostoru E, (m = 2). Délime
je na stfedové a na paraboloidy podle toho, zda Gbézna nadrovina N
neni ¢&i je te¢nou nadrovinou pro Q,,_, .

Vy&etiujme nejprve stfedové Q,,_, . Stfedem takové Q,,_, nazveme
pél S nadroviny N vzhledem ke Q,,_, ; je to e. bod, ktery neleZi na,
Q._, . Piimka prochdzejici stftedem 8 se jmenuje pramér kvadriky.
Pramér, jehoz Ubéiny bod lezi na Q,_,, se jmenuje asymplota
kvadriky. Z véty 76.3 soudime, Ze prumér, ktery neni asymptotou,
mé 8 Q_, spolecné dva (redlné nebo imaginarni) e. body 4 , 4" tak,
ze S je sttedem dvojice 4 , 4’; naproti tomu asymptota nema s Q,_,
v konefnu Zadny spoleény bod. Asymptoty jsou tetny pro Q,_,
(s ubéinym bodem dotyku); kaidy jiny realny primér je pro Q,._,
budto setnou nebo nesecnou.

Mezi stfedové kvadriky patii viecky formalné realné kvadriky;
u nich kazdy redlny primeér je nesecnou. Déle si vSimnéme stfedovych
eliptickych (regularnich) kvadrik. Ty jsou dvojiho druhu podle toho,
zda stied S lezi uvniti nebo vné Q,_,; lezi-li S uvnit¥, nazveme
Q.._, elipsoidem (pro m = 2 elipsou); lezi-li S vné, nazveme Q,,_,
dvojdilnow kvadrikow z divodu, ktery v dalsim vylozime; dvojdilnd Q,
se jmenuje hyperbola,

Kazda ptimka prochazejici néjakym vnitinim bodem elipsoidu,
zejména tedy také kazdy jeho prumér, je secnou elipsoidu (viz vétu
102.4). Kazd4 neseéna elipsoidu lezi vné elipsoidu a totéZ platii o kazdé
teéné s vyjimkou jejiho bodu dotyku. Jsou-li H , K prisetiky seény
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8 elipsoidem Q,,_,, potom, jelikoz pfi kladné orientaci elipsoidu
ubézny bod je kladny a vnitini body jsou zaporné vzhledem ke Q,,_, ,
podle poznamky na konci ¢lanku 99 tsecka HK lezi (aZ na své krajni
body) uvniti Q,,_, a ostatek pfimky HK lezi vné elipsoidu. Vnitiek
elipsoidu Q,,_, je tedy mozZné definovat jako mnozinu vSech vnitinich
bodii viech tsecek, které maji své krajni body na Q,,_, . Te¢nd nad-
rovina elipsoidu Q,,_,; leZi aZ na svij bod dotyku celd vné Q,_, .
Nadrovina o , ktera neni teénou nadrovinou pro Q,,_, , budto nema
8 Q._, Zadny spoletny bod a lezi cela vné Q,_, , nebo protne Q,,_,
v elipsoidu Q,,_, (pro m = 3 v elipse, pro m = 2 ve dvou realnych
bodech); prvy pfipad nastane na pf. pro ubéinou nadrovinu, druhy
pak pro kazdou nadrovinu obsahujici bod uvnitt Q,,_, , zejména tedy
pro kazidou diametrdlni nadrovinu, t. j. nadrovinu jdouci sttedem S .
Je-li {u} libovolny smér a E,_; jeho polarni nadrovina, je E_,_,
diametralni nadrovinou; z véty 76.3 plyne, Ze E,, _, obsahuje pro kazdou
sefnu vedenou smérem {u} a protinajici Q,,_, v bodech H , K stred
dvojice H, K. Je-li Q,_, prinik E,_;, s Q,_,, potom piimka
sméru {u} vedend bodem na Q,,_, je teénou elipsoidu, pfimka sméru
{u} vedena bodem uvniti Q,,_, je senou a piimka sméru {u} vedena
bodem vné Q,,_, je nesetnou; pro m = 2 se Q, skladd ze dvou bodu
A , B a vnititkem zde musime rozumét vnitiek tsetky 4B, vnéjikem
¢ast piimky AB mimo useéku AB .

Budiz nyni Q,,_; dvojdilna kvadrika. Jezto pdl S Gbéiné nadroviny
N lezi vné Q,,_, , podle véty 102.5 N protne Q,,_, v reguldrni eliptické
Qn_:(prom = 2v Q,skladajici se ze dvou riznych redlnych ibéznych
bodu). Podle véty 102.5 (aplikované na kvadriku Q,,_, prostoru &)
existuje v N (m — 2)-rozmérny linedrni podprostor P,,_,, jehoi
viecky body lezi vné Q,,_, (coZ je zfejmé spravné i pro m = 2). Aviak
také bod 8, ktery je konjugovany ke kazdému bodu prostoru & , leii
vné Q,_,, takie podle véty 99:6 lezi vné Q,_, celd nadrovina p
prostoru E,, , kterd spojuje S a P,,_,. Jeito tedy Q,_, & o nemaji
zadny spoleény bod, mtZeme rozdélit mnoZinu vSech e. bodi nasi
kvadriky Q,,_, na dva t. zv. plddté, z nichZ jeden lezi cely v jednom
a druhy cely ve druhém z obou poloprostori, na které nadrovina p
rozklada e. prostor E,, . Pro m = 2 dvojdilnou Q, jsme nazvali hyper-
bolou; misto slova plaét se pro m = 2 uZivé slova vétev. Je tfeba oviem
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dokazat, Ze rozklad nasi Q,_, na dva plasté je nezéavisly na volbs
pomocné nadroviny g, o které ostatné stadi védét, Ze lezi celd vné
Qn_: (a nema tudiz s Q,,_, Zidny spoleény reilny bod); nezilezi
na tom, zda ¢ prochazi stfedem S . Abychom slibeny dikaz provedli,
uvazme, Ze podle poznamky na konci ¢lanku 99, jsou-li 4 , B dva riizné
e. body na Qp_,, lezi budto celd tise¢ka AB aZ na body A , B uvniti
a ostatek primky AB vné Q,_, nebo leii obricené celd usetka 4B
aZ na body 4 , B vné a ostatek piimky ABuvnitf Q,,_, ; ktery z obou
piipadt nastane, to zalezi na tom, zdali pruse¢ik pfimky AB s nad-
rovinou ¢ , ktery v projektivnim rozsiteni E,, prostoru E,, jists existuje,
nalezi do usecky AB . Z toho plyne: Jestlize dva rizné e. body A, B
dvojdilné kvadriky Q,,_, leZi oba na témée pldsti, je vnitfek dsecky AB
Casti vnitfleu kvadriky; jestliZe vdak leZi kaidy z obou bodit A , B v jiném
pldsti, je vnitiek tuselky AB &dsti vnéjsku kvadriky. Tim jsou plasts
skutecné popsiny nezivisle na pomocné nadroviné p. Na druhé
strané je patrné, Ze popis plastd pomoci poloprostori, na které nad-
rovina g rozdéli Q,,_, , zistane spravny i v tom piipadsé, je-li p teénou
nadrovinou, nebot kazd4 teéna nadrovina je celd vné Q,,_, aZ na sviyj
bod dotyku.

Rekli jsme si jiz, ze bézné body dvojdilné kvadriky Q,,_, tvoif
v nadroviné N prom = 3 regularni eliptickou kvadriku Q,, _,. Pfimky,
které spojuji stfed S se sméry lezicimi na Q,,_, jsou asymptoty kvad-
riky Q,_, a dohromady tvoii jeji asymptoticky kuZel Q. _,; je to
singuldrni (m — 1)-rozmérna eliptickd kvadrika s jedinym singularnim
bodem 8. Smér {u} leii uvnitf Q,_,, praivé kdyz lezi uvnitt Q,_,
neboli pravé kdy? lezi uvnité Q[,_,; podobné jestlie slovo uvnitf
nahradime slovem vné. Midme sméry trojiho druhu. Jestlize predné
smér {u} lezi na Q,_,, potom piimka sméru {u} jdouci stfedem S
je asymptotou a nema tudiz s Q,,_, v koneénu ziadny spoleény bod;
kazda jina pfimka sméru {u} ma s Q,,_, v koneénu pravé jeden spoleény
bod, ktery rozdéli pfimku na dvé poloptimky, z nichZ jedna lezi
uvnitf a druhd vné Q,_,. Jestlize za druhé smér {u} leii uvnitf
Q,._,, potom kaidid pfimka sméru {u} je setnou a protne Q,_,
ve dvou redlnych bodech H,, H,, z nichz je kazdy v jiném plasti;
stfedy vsech dvojic H,, H, vyplni polirni nadrovinu sméru {u}
vzhledem ke Q. _,, ktera prochazi sttedem S a lezi celd vné Q,,_, .
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Jestlize posléze smér {u} lezi vné Q,,_, , potom jeho polarni nadrovina
o protne Q,_, v regulirni dvojdilné eliptické kvadrice Q,_,(o)
[pro m = 3 v hyperbole Q,(c)], ktera ma s Q,,_, spole¢ny stied S ;
piimka, vedena ve sméru {u} bodem na Q,_,(d), je tetnou ke Q,,_,
v tomto bodé, piimka vedend ve sméru {v} bodem uvnitf Q,,_.(o)
protne Q,,_, ve dvou bodech H,, H, na témz plasti tak, Ze stied
dvojice H, , H, lezi v nadroviné ¢ ; posléze pfimka vedend ve sméru
{u} bodem vné Q,, _,(c) je nesecnou pro Q,._, .

Vysledky formulované v piedchizejicim odstavci plati téi pro
m = 2, t. j. pro hyperbolu Q, ; ,,asymptoticky kuZel* Q, se zde sklada
ze dvou asymptot a pro smér {u} lezici vné Q, kvadrika Q,(s) se sklada
ze dvou realnych bodi.

Pro m = 2 vedle formalné realné regularni Q, , elipsy a hyperboly
neexistuji jiné regularni stiedové Q,. Pro m = 3 vedle formalné
reilné regulirni Q, se signaturou (4,0}, elipsoidu se signaturou (3.1)
a dvojdilné Q, s touZ signaturou (3,1), nazyvané obycejné dvojdilny
hyperboloid, existuje jesté regularni stfedova Q, se signaturou (2,2);
je to primkova kvadrika zvani obycejné jednodilng hyperboloid.
Také jednodilny hyperboloid, stejné jako dvojdilny, protne tbéznou
rovinu v kuZelosetce Q,; primky spojujici stfed S s jednotlivymi
ubéznymi body na Q, tvoii opét asymptoticky kuzel Q, . Rozdil mezi
obéma hyperboloidy je na pf. v tom, Ze kdezto dvojdilny hyperboloid
lezi cely uvnit¥ svého asymptotického kuzele Q; , lezi jednodilny hyper-
boloid cely vné Q. Jiny rozdil je na pf. v tom, Ze pro jednodilny
hyperboloid je kaidd pfimka budto seénou nebo te¢nou; neseény ne-
existuji. Popis moZnych poloh piimky ke Q,, vyse podrobné udany
pro elipsoidy a dvojdilné hyperboloidy, nebudeme zde uvadst; étenaf
uz poznal, Ze tu béii jen o jednoduché specialisace projektivnich
vlastnosti znamych z pfedchazejici kapitoly.

Pro obecné m se omezme na poznamku, Ze existuje mimo formalné
redlnou Q,_, se signaturou (m + }, 0) pro liché m celkem }(m + 1)
mozZnych signatur pro regularni stfedové Q,,_, :

m+1 m+ 1)

2 2
kaZzdd z téchto signatur, s vyjimkou posledni, dava dva rizné typy
podle toho, zda stied S je uvnitf & vné Q,,_, , takZe celkem pro liché

(107.1) (m,1); m—1,2); ...; (
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m mame m ruznych typd bodové realnych regularnich stfedovych
Qr_; - Pro sudé m mimo signaturu (m + 1, 0) formalné realné Q,,_,
méame celkem {m mozZnych signatur pro regularni stfedové Q,_, :

(107.2)  (m,1); (m—1,2); ...; (-’2'i+1, %);

kazda z téchto signatur bez vyjimky dava dva rizné typy podle toho,
zda stfed S je uvnitf ¢ vné Q,,_,, takie pro sudé m stejné jako pro
liché m mame opét celkem m riznych typu bodové realnych regular-
nich stfedovych Q,,_, .

Z vysledku ¢lanku 100 plyne, Ze je-li dina regularni stfedovd Q,,_,
prostoru E,, ; je mozno v E,, nekoneéné mnoha zptsoby zavést linerni
soustavu soufadnic

(107.3) S up, .00, Uy
s potatkem ve stiedu S kvadriky Q,,_, tak, Ze rovnice kvadriky Q,,_, je
(107.4) c et e =1,
coz ovéem znamena, Ze e. bod X = [z, , ..., 2,] leZzi na Q,, _,, pravé
kdyz je splnéna rovnice (107.4). Pfi tom koeficienty ¢, , ..., &, jsou

rizné od nuly a ackoli jejich hodnoty jsou oviem zavislé na volbé
soustavy soufadnic (107.3), jsou jejich znameni na této volbé neza-
visla, nebot je-li (p,q) signatura dané Q,_,, pfi temz je p + q =
=m + 1 a mizeme predpoklidat, Ze p > ¢, je proformalné realnou
Qn_,:p=m+1, ¢g=0 a viecka ¢ (1 < 7r < m) jsou ziporni,
pro bodové realnou kvadriku pak: (1) v pfipadé p > ¢, jestlize stied S
lezi uvnitt Q,,_,, pocfet kladnych ¢, je roven p, pocet zdpornych e,
je roven ¢ — 1; (2) v pfipadé p > ¢, jestlize stied S lezi vné Q,, _,,
pocet kladnych ¢, je roven g, pocet zapornych ¢, je roven p —1;
(3) v pripadé p = ¢, ktery je moZny pouze pro licha m , je pocet
kladnych ¢, roven p, poet zapornych ¢, roven p— 1. Pro m = 2
v rovnici
£, 2 P2t =1

jsou obé disla ¢, , €, zdpornd v pripadé formalné redlné Q,, obé jsou
kladnd v pfipadé elipsy, jedno je kladné a druhé ziporné v piipadé
hyperboly. Pro m = 3 v rovnici

2 2 2
£,X) + £%g + 575 = 1
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jsou viecka tii ¢isla ¢, , €, , £, zapornd v pfipadé formalné realné Q, ,
viecka tfi jsou kladna v pripadé elipsoidu, jedno je kladné a dvé
zaporna v piipadé dvojdilného hyperboloidu, dvé jsou kladni a jedno
zaporné v pfipadé jednodilného hyperboloidu.

Zaroveii s kvadrikou Q,,_, danou rovnici (107.5) je iéelné uvazovat
také kvadriku Q/,_, danou rovnici

(107.5) ey + ... +Eprh +1=0,

coZ je opét regularni stiedovd kvadrika téhoZ E,, s tymz stfedem S .
Vztah mezi obéma kvadrikami Q,,_, a Q,,_, je zfejmé symetricky;
nazveme je navzajem stfedové sdrufené. Je patrné, ze kazdy pramé
je budto asymptotou zrovei pro Q,,_, ipro Q,,_,, nebo je pro jednu
z nich seénou a pro druhou nese¢nou. Vztah stfedové sdruZenost
je nezavisly na volbé soufadnicové soustavy (107.3), nebot se da
popsat tak, Ze je-li g polarni nadrovina e. bodu X vzhledem ke Q,,_,
a je-li X' obraz bodu X pfi stfedové soumérnosti se stiedem S, je g
poléarni nadrovina bodu X’ vzhledem ke Q;,_, .

Budiz nyni Q,,_,; paraboloid, t. j. regularni kvadrika prostoru E,, .
pro kterou tbézna nadrovina N je tednou nadrovinou; v pfipadé m =:
= 2, ktery v néasledujicim neni vyloulen, se misto slova paraboloii
uziva slova parabola.

Oznadéme {u,} (Gbéiny) bod dotyku nadroviny N a nazveme jej
osovym smérem paraboloidu. Jezto regularni kvadrika Q,_, obsahuje
redlny bod {u}, je paraboloid Q,,_, bodové reilnou kvadrikou; jeho
(neorientovand) signatura ma tvar (p,q), kde p=>¢ =1, p 4 ¢ =
=m + 1. Nadrovina N podle véty 102.2 protne Q,, , v kvadrice
Qn—s, kterd ma jediny singularni bod {u,} a kterd ma signaturu
(p—1,g—1).Jdelig =1, je Qn_, elipticky paraboloid, t. j. je to
paraboloid, ktery je zdroveni eliptickou kvadrikou; v tomto ptipadé,
ktery pro m = 2 je jedind mozny, je osovy smér {u,} jedinym realnym
ubéznym bodem paraboloidu; je-li v3ak ¢ > 2 (a tedy m = 3), je
ubéznd kvadrika Q,,_, bodové redlnd a obsahuje mimo svaj singularni
bod {u,} jesté nekoneéné mnoho regulirnich redlnych bodd.

Budiz nejprve Q,,_, elipticky paraboloid, takze pfi kladné orientaci
je signatura (m, 1); body vné Q,,_, jsou kladné, body uvnitt Qg _,
jsou zaporné. A% na osovy smér {u,}, ktery lezi na Q,,_, , leZi viecky
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ubéiné body vné Q,,_, . E. pfimka p osového sméru {u,} neni teénou
ke Q,._, v bodé {u,} , protoZe tetna nadrovina v tomto bodé je ub&zni;
tudiz p je senou pro Q,,_, a protne Q,,_, v kone¢nu v privé jednom
bod& A, ktery rozdéli p na dvé polopfimky tak, Ze aZ na bod 4 je
jedna celd uvnitf a druhd vné Q,-, . Ma-li e. pfimka p smér rizny
od {u;}, je jeji ibéiny bod vné Q,_, a jsou tfi moznosti: budto p
je nesecnou a leii cela vné Q. _,, nebo p je tetnou a aZ na sviij bod
dotyku lezi celd vné Q,,_,, nebo posléze p je se¢nou a protne Q,,_,
ve dvou ruznych e. bodech H,, H, tak, Ze usecka H H, aZ na své
krajni body lezi uvnitf Q,_,, ostatek pifimky p pak vné Q,_, . Tedy
jako u elipsoidu muzeme i u eliptického paraboloidu definovat vnitfek
jako mnozinu v3ech vnitfnich bodu vSech usecek, jejichZ krajni body
lezi na Q,,_, . JestliZe e. bod A4 lezf na Q,,_, , potom piimka p vedend
bodem 4 v osovém sméru {u,;} nenf te¢nou v bodé 4 , takZe zaméfeni
tetné nadroviny « bodu A neobsahuje smér {u,}. E. nadrovina
f + « rovnobéina s « nemiZe byt teénou nadrovinou pro Q.,_,.
Nebot g protne p v e. bodé B + 4 ; budiz B’ ten bod na pfimce p,
pro ktery A je stfedem dvojice B, B’; jeito oba body 4, {u,} leZi
na Q,.,, jsou B, B’ navzijem konjugovany vzhledem ke Q,_,,
mimo to v3ak také kaidy abéiny bod nadroviny « je konjugovén
jak s bodem A , tak i s bodem {u,} , tedy téZ s bodem B’; z toho plyne,
Ze f je polarni nadrovinou bodu B’, ktery neleii na g, takze § vskutku
neni te¢nou nadrovinou. Na druhé strané budiz P,,_, libovolny (m—1)-
smér neobsahujici smér {u,} ; potom ma Q,,_, te¢nou nadrovinu (podle
piedchoziho privé jednu) se zamérenim P,,_, . Nebof je-li § libovolné
zvolend e. nadrovina se zaméfenim P,,_,, potom jeji pél B vzhledem
ke Q. _, je bod v koneénu, jezto kazdy bod v nekoneénu je konjugovan
8 bodem {u,}, ktery neleii v § ; pfimka p vedend bodem B ve sméru
{u,} protne Q,,_, v e. bodé 4 a kaidy hubéiny bod nadroviny g je
konjugovan jak s bodem B, tak s bodem {u,}, tedy téZ s bodem 4 ,
takzZe teCna nadrovina bodu A je rovnobézna s 8 .

Jezto parabola ma signaturu (2,1), plati viecky vysledky pfedchd-
zejiciho odstavce i pro parabolu. Pro m > 3 nékteré z téchto vysledkia
plati pro vecky paraboloidy. Zejména plati, Ze kazda pfimka osového
sméru {u,} protne Q,_, v pravé jednom e. bodg,7e te¢ns nadrovina
nemuZe obsahovat osovy smér {u,} a Ze kazdy (m — 1)-smér, ktery
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neobsahuje smér {u,}, je zaméfenim priavé jedné teéné nadroviny.
To, co bylo pravé feceno, se vztahuje na ty teéné nadroviny, jejichz
bod dotyku je v koneénu; jestlize paraboloid Q._, neni elipticky,
obsahuje ubézné body {u} # {u,} a teénd nadrovina v takovém
b&zném bodé obsahuje smér {u,} .

DokaZme nyni, Ze je-li dan paraboloid Q,,_, prostoru E,, , je mozno
v E,, nekonetné mnoha zpusoby zavést linearni soustavu soufadnic

(107.6) CPiyuy, o, Uy
tak, aby rovnice paraboloidu Q. _, byla

(107.7) ey + ... + gl = 22,
coZ oviem znamend, Ze e. bod X = [z,, ..., %,] lezina Q,_, , pravé
kdyZ je splnéna rovnice (107.7). P tom koeficienty ¢, , ..., &, jscu

rizné od nuly a je-li mezi nimi p — 1 kladnych a ¢ — 1 zapornych,
jsou &isla p , ¢ nezavisla na volbé soustavy (107.6), jezto (p, g) je ne-
orientovana signatura kvadriky Q,,_, ; je patrné, ze jestlize soustavu
(107.6) zménime tak, Ze misto u; dime — u, , vyméni se p a ¢ mezi
sebou.

Nejprve je patrné, Ze jsou-li dina ¢isla ¢, ..., £, riznd od nuly,
potom pfilibovolné volbé linedrni soustavy soufadnic (107.6) je (107.7)
rovnice urité kvadriky Q,,_, . Snadno verifikujeme, Ze Q,_, nemd
ani v koneénu, ani v nekone¢nu singularni bod a Ze pélem bézné nad-
roviny N je ubézny bod {u,}, takie Q.,_, je paraboloid s osovym
smérem {u,} . Dale je patrné, Ze prinik Q,,_, s N ma rovnici e,x; +
+ ... + eqxs, = 0, takZe je-li p—1 &isel ¢, kladnych a ¢ — 1 za-
pornych, je tento prunik singularni Q,_, prostoru N s jedinym singu-
larnim bodem {u,} a s neorientovanou signaturou (p —1,¢— 1),
takze podle véty 102.2 Q,,_, ma neorientovanou signaturu (p,q) .

Obracené budiz din v E,, paraboloid Q,,_,. Budiz Q,_, prinik
Qm_, s ubéinou nadrovinou N , takie Q,,_, je singulirni kvadrika
v N s jednobodovym vrcholem, jimzZ je osovy smér paraboloidu Q,,_, .
Podle véty 100.2 existuje v N polarni ar. base u, , ..., u, pro Q,_,
a podle véty 100.1 existuje index s (1 < s < m) tak, Ze {u,} je osovy
smér pro Q,_, . Mazeme piedpokladat, Ze s = 1. Podle pfedchoziho
existuje na Q,,_, e. bod P tak, Ze te¢nd nadrovina ke Q,,_; v bodé P

. méa zaméleni {u,, ..., u,}. Je-li nyni Q,_, vytvofen kvadratickou
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formou f, pfislusnou bilinearni formé f , potom f,(P) =0, f(P, u,) =
=a *0, f(P,u)=0pro 2<r<m a dale fy(u,) =0, fyu,) =
=¢e £0pro2r<m,f(u,,u)=0pro2<r<m,f(u,,u) =0
pro 2<r,s<m,r ¥£s. Tedy pro X =x,P + z,u, + ... + Tptn
j®

fAX) = exxy + ... + £,2), + 2ax,7,

a jeito muzeme predpokladat, Ze a = — 1, dostdvame rovniei (107.7),
uvazime-li, Ze proe. bod X jez, = 1.

108. ABSOLUTNI POLARITA. Budi# dén eukleidovsky prostor E,,
(m > 2) a budiZ N jeho bézna nadrovina. Mnozina V,, viech vektora
prostoru E,, je ar. zdklad projektivniho (m — 1)-rozmérného prostoru
N . Je-li f(u,v) = uv skaldrni souéin vektorii u,v, je f symetricks
bilinearni forma ve V,, a pro pfislusnou kvadratickouformu f, mime
f2(u) = |u|?, takie forma f, je definitni kladna a tedy podle véty 99.1
regularni. Forma f, vytvoruje formalné realnou kvadriku prostoru N ,
kterou oznad¢ime A,,_, a nazveme absolutni kvadrikou prostoru E,, .
Polaritu vzhledem k A,,_, nazveme absolutni polaritou prostoru E,, .
Ztejmé dva realné sméry {u}, {v} jsou k sobé kolmé, pravé kdyz jsou
konjugované vzhledem k A, _,. MiZeme pojem kolmosti jako nazvu
pro konjugovanost vzhledem k A, _, rozsifit na komplexni sméry.
Pii tom se vSak vyskytnou imagindrni sméry, které jsou na sobé
kolmé; jsou to privé ty sméry, které naleZeji do absolutni kvadriky
A, _,; nazyvime je minimdlni nebo také isotropické sméry. Pro
m = 2 jsou pravé dva minimdalni sméry, které jsou navzajem komplex-
né sdruzené. Pro m > 3 je minimalnich smérid nekoneéné mnoho.
Smér komplexné sdruzeny s minimalnim smérem je také minimalni.

Pro m = 2 polarita vzhledem k A, je eliptickd involuce, ktera se
nazyva absolutni tnvoluce roviny E, . Je-li preilna involucena Gb&iné
pfimce roviny E, rtiznéd od absolutni involuce, plyne z véty 93.3, Ze ve
o existuje privé jedna dvojice sloZend ze dvou navzijem kolmych
smeéru.

Budiz m = 2 opét libovolné. Budiz v E,, din e. bod S a budiz dano
éislo r > 0. Nazveme kouli prostoru E, se stfedem S a polomérem r
mnoZinu vSech e. bodi X prostoru E,, , jejichZ vzdilenost od bodu §
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je rovna r . Koule prostoru E,, nazveme také (m — 1)-rozmérné koule,
Ztejmé jednorozmérné koule jsou totoiné s kruinicemi (viz ¢ldnek 58).
Podminka, aby bod X leZel na kouli se sttedem S a polomérem 7
zni (X —8).(X —8) =r?, takie v libovolné kartézské soustavé

soutadnic (P ;e,, ..., e,> rovnice koule zni
(2, — &)+ ... + (X — 8p)? = 12
a jestliZe pocatek P splyne se stfedem S, jednoduseji:
(108.1) z + ... 2k =12,

Z toho plyne, Ze koule prostoru E,, je regularni bodové redlnd kvadrika
v E,, , kterd protne ubéznou nadrovinu v absolutni kvadrice A,_, .
Obracené budiz dana v prostoru E,, kvadrika Q,_, tak, Ze Ubé&ind
nadrovina ji protne v absolutni kvadrice A,_,. (Pfedpokladime, Ze
@béZna nadrovina neni éasti Q,,_, .) MiZe se stat, Ze Q,,_, je singu-
larni; jeito v3ak A,,_, je regularni, je to zfejmé jen tak mozné, zZe
Q._; md jediny singularni bod S , ktery lezi v konednu; Q,,_, se potom
sklada ze v3ech minimilnich piimek prochazejicich bodem S, ktery
je jedinym reilnym bodem na Q,_,. Jestlize Q,,_, je regularni,
je to stfedovd kvadrika, ktera je budto eliptickd nebo formalneé redlna.
Je-li S jeji stied ve smyslu ¢lanku 107 a je-li{S;e,, ..., e,>libovolna
kartézski soustava soufadnic s poditkem 8, je patrné, ze S, e, ...
..., @y je polarni ar. base pro Q,,_,, takie Q,,_, ma rovnici tvaru
(107.4), pti demz ¢Cisla ¢, , ..., &, jsou si rovna, jezto Q,,_, obsahuje
A, _, . Jestlize Q,,_, je bodové realna, jsou &isla ¢, kladna a rovnici
(107.4) lze dat tvar (108.1), kde » > 0 ; tedy Q.._, je v tomto pripadé
koule a bod je jejim stfedem také ve smyslu definice tohoto &lanku.
Je-li Q,_, formédlné redlna, jsou ¢isla &, zdpornd a rovnici (107.4) lze
dat tvar
2+ .. 2t =0;

v tomto ptipadé kvadrika Q,,_, stiedové sdruzena s Q,,_, je koule
s rovniei (108.1).

V ¢&lanku 79 jsme poznali, Ze je-li f afinni transformace prostoru E,, ,
mé f projektivni roziifeni {f} , které je kolineaci prostoru E,, se samo-
druznou nadrovinou N, kde N znamend opét ubéZnou nadrovinu;
vime také, Ze obracené kazda kolineace prostoru E,, se samodruznou
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nadrovinou N je projektivnim rozsifenim uréité afinni transformace
prostoru E,, . Casti {f} je urditd kolineace K nadroviny N . Snadno
se dokédZe, Ze transformace f je podobnd nebo shodna, privé kdyz K
prevadi absolutni kvadriku A,_, samu v sebe. Je-li tomu tak, potom
transformace f je shodni, pravé kdyz determinant kolineace {f}
v samodruzné nadroviné N (viz ¢lanek 85) je roven +1, pfi ¢emz
+1 se tykd pfimé a —1 nepfimé shodné transformace. Diukazy pfe-
nechdvdme ctenafi.

Absolutni polarity lze uzit k dikazim vét metrické geometrie
pomoci projektivni geometrie. V této knize nebudeme se timto the-
matem zabyvat a spokojime se jednou drobnou ukizkou. V projektivni
roviné P, budiz dana kuZelosecka Q, a na ni dva rizné body 4, ,
A, ; dale budiz v P, dana piimka p prochazejici polem C pfimky 4,4,
vzhledem ke Q,, kterd neprochizi ani bodem A4,, ani bodem 4, ,
takZe protne Q, ve dvou riznych (redlnych nebo imaginarnich) bodech
M,, M,. Budiz p projektivni zobrazeni svazku n(4,, P,) na svazek
n{d,, P,) popsané ve vété 103.2. Potom na pifimce p existuje pro-
jektivita y tak, Ze je-li X libovolny bod pfimky p , X' jeho obraz pfi ¢,
potom piimka A,X m4a pfiy za obraz piimku 4,X’. Nyni zfejmé body
M,, M, jsou samodruzné pii y a je-li B priusecik pifimek 4,4,, p,
je kazdy z obou bodu B, C obrazem druhého pii ¢ , takze podle véty
(87.4 je p involuce s dvojnymi body M, , M, . Budiz nyni P, = E, , Q,
budiz kruZnice a body 4,, A, budtez voleny tak, aby pfimka 4,4,
byla primérem; potom muzZeme za p volit G4béznou pfimku, nacei
body M, , M, tvoii absolutni A, a y je absolutni involuce. Dostdvame
takto projektivni dikaz znamé t. zv. Thaletovy véty, podle niz uhel
<X A,CA, je pravy, je-li C bod na Q, rizny od 4,io0d 4, .

109. SVAZKY KVADRIK. Budiz @,, mnozina vsech kvadratickych
forem v projektivnim prostoru P,, ; na rozdil od dohody ué¢inéné v élan-
ku 95 poctitejme do @,, také nulovou formu, kterou v tomto ¢éldnku
oznatime w a pro kterou je w(X) = 0 pro kazdy ar. bod X prostoru
P, . Jsou-li f,, g, dvé kvadratické formy, je také f, + g, kvadraticka
forma,; rovnéz cf, je kvadratickd forma prokazdou volbu éisla ¢ . D, je
tedy vektorovy prostorsnulovym vektorem w . Zvolime-lilibovolnéar.
basid,, 4,, ..., 4, prostoru P, , potom ty kvadratické formy ¢,, (0 <
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<r<s<m),pronéi ¢, (X) =z,z,proX =zdo+ 2,4, + ... +Zpdnm,
tvof basi pro ®,,, takie @, ma dimensi §(m 4 1)(m + 2). Jak je
nam znamo, existuje vzijemné jednoznaény vztah mezi kvadrikami
Q..., prostoru P, a jednorozmérnymi linedrnimi soustavami obsaze-
nymi ve @, . Proto mnoZinu vdech kvadrik prostoru P, , kterou ozna-
¢ime {Q,_,}, mufeme povaZovat za projektivni prostor dimense
{m(m + 3), jehoz ar. zakladem je @, . Pfi tom jsme méli na mysli
realné kvadratické formy a redlné kvadriky, ale co jsme fekli, plati
i 0 komplexnich kvadratickych formach, jejichZ soubor miiZzeme oznacit
P,.(i) a o komplexnich kvadrikach, jejichZ soubor mizZeme oznadit
{Qn_,(1)} . V daldim pro stru¢nost budeme uzivat znacek ®,, , {Qmn_,}
v obojim smyslu, redlném i komplexnim.

Dvé rtzné kvadriky prostoru P,, uréuji pfimku prostoru {Q,_,},
kterd se obytejné nazyva svazek kvadrik v P, . Ar. basi takového
svazku jsou libovolné dvé linearné nezavislé kvadratické formy v P, .
Je-li ddn svazek kvadrik v P,, — oznac¢me jej 2 — a je-li P, linedrni
podprostor prostoru P, , potom kazdd kvadrika svazku X budto
obsahuje P, jako ¢ast nebo protne P, v kvadrice Q,_, . Jsou moiné
celkem tii pripady: (1) prostor P, je ¢asti viech kvadrik svazku 2,
(2) prostor P, je ¢asti pravé jedné kvadriky svazku X2 a vSecky ostatni
Q.._, svazku protnou P, v téZe Q,_, ; (3) prostor P, neni ¢asti Zadné
kvadriky svazku X', nac¢ez kazda z nich protne P, v jiné Q,_, a viecky
tyto Q._, tvoii svazek kvadrik v P, , ktery miZeme nazvat pranikem
svazku 2's prostorem P, .

Nasledujici dvé véty jsou zfejmé.
VETA 109.1. BudiZ X svazek kvadrik prostoru P, . Je-li A bod prostoru

P.., potom jim prochdzeji budto vdecky kvadriky svazku X mebo prdvé
jedna z nich. V prvém pfipadé pravime, ze A je zdkladni bod svazku X' .

VETa 109.2. Jsou-li body A , B konjugovdiny zdroveti vzhledem ke dvéma
raznym kvadrikdm svazku kvadrik, jsou konjugovdny vzhledem ke véem
kvadrikdm svazku.

Budiz X' svazek kvadrik na pfimce P, ; pfipometime si, Ze kazdi Q,
je dvojice (redlnych nebo imaginarnich, riznych nebo splyvajicich)
bodd. X nazveme parabolicky nebo neparabolicky, podle toho, zda ma
¢inema zakladni bod. Snadno se dokaze, Ze parabolicky X se zikladnim
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bodem A je mnozina téch dvojic bodi na P, , do kterych naleZi bod 4
(véetné dvojice 4 , A , ktera tvoii jedinou singuldrni Q, svazku).

VEra 109.3. Neparabolické svazky kvadrik na pFimce P, jsou totoiné
8 tnvolucemi na P, .

Dtxaz. Jsou-li 4y, 4, dvojné body involuce ¢ , tvoFi dvojice A, ,
A, singularni Q,, dvojice 4,, 4, singulirni Q] a ob3 kvadriky Q)
Q, uréuji svazek kvadrik X na P, . Je-li Q, jinéd kvadrika svazku X,
ktera tudiZz podle véty 109.1 neobsahuje ani bod A4,, ani bod 4,,
jsou podle véty 109.2 body 4,, A, navzijem konjugoviny vzhledem
ke Q,, z ¢ehoZ plyne, Ze dvojice Q, nalezi do involuce ¢ . Je tedy sva-
zek X ¢asti involuce ¢ a jeito podle véty 109.1 2 musi obsahovat Q,,
do které nalezi libovolné predepsany bod na P,, splyne X's ¢ . Tim
je dokazano, Ze ¢ tvoti svazek kvadrik na P, , ktery zfejmé je nepara-
bolicky. Je-li obracené dan na P, neparabolicky svazek X, zvolme
v ném dvé ruzné dvojice Q, = (4,,4,); Qi = (B,, B,), jimiz je
jednoznaéné uréen. Staéi dokazat, Ze existuje na P, involuce ¢ obsahu-
jici dvé dvojice Q;, Qp . Za tim udelem uvaime nejprve, Ze jeito X
je neparabolicky, nemaji dvojice Q;, Q; podle véty 109.1 zadny
spoletny bod. Je-li nyni 4, = 4, , B, = B,, je ¢ involuce s dvojnymi
body 4,, B, . Je-lidale tfeba 4, + 4,, By = B, , uréemena P, bod C
tak, aby bylo (4,4,B,C) = —1; ¢ je potom involuce s dvojnymi
body B, , C . Jsou-li posléze viecky étyti body 4,, 4, , B, , B, navza-
jem rhzné, plyne existence involuce ¢ z véty 87.5.

Z véty 109.3 plyne

Vira 109.4. JestliZe pFimka p neprochdzi Zddnym zdkladnim bodem
svazku kvadrik Z v prostoru P,, (m > 2), potoni p protne X v involuci.

Svazek kvadrik X se jmenuje singuldrni, jestlize kazda jeho kvad-
rika je singuldrni; X se jmenuje reguldrni, jestlize naopak aspon jedna
jeho kvadrika je regularni. Vy3e Jsme poznali, Ze pro m = 1 kazdy X
je regularni; naproti tomu prom > 2 existuji singularni svazky kvadrik
v P,, , ale v této knize se jimi nebudeme zabyvat.

Bod A nazveme singuldrnim bodem svazku kvadrik X v P, , je-li
ginguldrnim bodem aspoii jedné kvadriky svazku. Mize se stat, Ze 4
je singuldrnim pro wvdecky kvadriky svazku X, ktery potom nutné
je singuldrni. Neni-li tomu tak, plyne z véty 109.2, Ze 4 je singuldrnim
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bodem privé jedné kvadriky svazku. Bod A nazveme reguldrnim
bodem svazku kvadrik 2, neni-li jeho singulirnim bodem.

VETA 109.5. Budif X svazek kvadrik v P, . Je-li A singuldrnim bodem
svazku X a je-li p jeho poldrni nadrovina vzhledem k jedné kvadrice
svazku X, pro kterou A neni singuldrnim bodem, potom ¢ je poldrni
nadrovinow bodu A vzhledem ke kaZdé kvadrice svazku X , pro kterou A
neni singuldrnim bodem. Je-li A reguldrnim bodem svazku X, md 4
vzhledem ke dvéma riznym kvadrikdm svazku vidy také dvé rizné poldrni
nadroviny.

DUgraz. Prva Cast véty je dusledkem véty 109.2. Predpokladejme,
Ze bod A regularni vzhledem k X' ma vzhledem ke dvéma riznym kvad-
rikam svazku X touZz polarni nadrovinu ¢ ; mame dokdzat, Ze je to
nemozné. Zvolme bod B mimo nadrovinu g ; snadno se zjisti, e v X
existuje kvadrika Q,,_, , vzhledem k ni% je bod B konjugovan s bodem
A . Podle véty 109.2 v8ak je vzhledem ke Q,,_, také kazdy bod nad-
roviny ¢ konjugovin s bodem 4 , takie 4 je singularnim bodem pro
Qm_..Jeito A je regularnim bodem pro X', je to nemozné.

Pozndmka. Je-li A zdkladni bod svazku X', plyne z véty 109.5,
ze je-li A regulirnim bodem svazku X', ma kaida z kvadrik svazku
v kodé A jinou tefnou nadrovinu, kdeito je-li 4 singularni pro X,
je budto 4 singularnim bodem kazdé kvadriky ze X', nebo vSecky ty
kvadriky ze X', pro které je 4 regularnim bodem, maji v 4 touZ teénou
nadrovinu.

VEra 109.6. KaZdy svazek kvadrik X v prostoru P,, md aspoti jeden
redlny mnebo imagindrni singuldrni bod. Je-li m sudé, md X aspor
jeden rediny singuldrni bod. Existuje-li v X reguldrni formding redlnd
kvadrika, plali dokonce (at uz m je sudé &i liché), Ze kasdd singuldrni
kvadrika svazku X je redind.

Dtraz. Pro singuldrni X je véta zfejméa; budiz tedy f,, g, takovd
ar. base pro X', Ze kvadratickd forma f, je regularnf. Zvolme libovolné
ar.basidy, 4,,..., A,pro P, ;pro X =z, Ay + 2,4, + ... + Tpdn
budiz

m m m m
fZ(X) = Z Ars Ty Ty gz(X) = Z b,,a:,a:, ’
r=048=0 r=08=0
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kde a,, = a,,, b,, = b,, . Kvadrika ¢, -+ 1f, svazku X je singuldrnf,
pravé kdyz

bo + Adge by + Aay ... by + Aagp,
by +Aay by +day ... bym + Aoy

bmo + Ao by + 20y ... by + A,

(109.1)

Jeito /, je regularni, je determinant (94.9) rizny od nuly, takze (109.1)
je rovnice stupné m + 1 pro 4, kterd pro sudé m ma asponi jeden
realny kofen, pro liché m pak aspofi jeden realny nebo imaginarni
kofen. Podle véty 99.3 stadi jesté dokazat, ze je-li forma f, definitni,
je kazdy kofen rovnice (109.1) redlny. Necht naopak f, je tieba definitni
kladné a pfesto (109.1) m4 imagindrni kofen 1. Budiz’' 4 = 4, + i4,
singularni bod kvadratické formy g, 4+ if,, takze 4* = A4, —i4,
je singularni bod kvadratické formy g, + A*f,, kde éislo A* je kom-
plexné sdruZené s ¢islem 4 . Jezto singularni bod je konjugovan s kaz-
dym bodem, je jednak (f, g jsou bilinearni formy ptislu$né k f, , g,)

g(4, 4%) + (4, 4%) =0,
jednak
g(d, 4*) + 2*f(4,4*) = 0.
Jeito A je imaginarni, je 1 + A*, tedy f(4 , 4*) = 0. AvSak
f(4,4%) = (4, +id,, 4, —i4,) =
= fo(4,) + [:(4,) + if(4,, Al) - if(Al ’ Az)

a jezto f je symetricka, je
0= /(A , A%) = ]‘Z(Al) + fo(4,) -

ProtozZe f, je kladna, je f,(4,) = 0, f4(4,) = 0 a protoZe f, je definitni,
jed, =0,4,=o0,tedy A = A, + i4, = o, coi je nemozné.

Pozndmka. Jezto singularni kvadriky svazku X odpovidaji kofenim
A rovnice (109.1), vidime, Ze reguldrni svazek kvadrik prostoru P,
obsahuje mejvyd: m + 1 (redlnych nebo imagindrnich) singuldrnich
kvadrik. Jeito regularni formalné realna kvadrika neobsahuje Zidny
realny bod, je snadnym dusledkem véty 109.1, Ze reguldrni svazel:
kvadrik obsahuje nekoneéné mnoho reguldrnich bodové redlnych kvadrik.
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. ViEra 109.7. JestliZe svazek. kvadrik X prostoru P, obsahuje aspor
jednu reguldrni formdlné redlnow kvadriku, existuje ar. base prostoru
P, , kterd je poldrni vzhledem ke kaidé kvadrice svazku X .

Doxraz. Je-li m =1, je 2 neparabolicky svazek kvadrik na P,
tedy podle véty 109.3 involuce na P, , ktera obsahuje dvojici sloZzenou
z imaginarnich komplexné sdruZenych bodi, takze je hyperbolicka
podle véty 93.2. Muazeme tedy pfi dikaze pro P, predpokladat,
ze m > 2 a ze véta plati pro P, _, . Podle véty 109.6 existuje reilny
singularni bod {4,} pro 2 ; jeito 2 obsahuje regulirni kvadriku, je bod
{4,} singularnim pro jedinou kvadriku svazku X' a vzhledem ke vSem
ostatnim kvadrikdm svazku ma {4,} podle véty 109.5 jednu a touz
polarni nadrovinu P,,_, . Zfejmé {A,} je konjugovan s kazdym bodem
nadroviny P, , vzhledem je viem kvadrikam svazku 2. Prinik 2~
nadroviny P,,_, se svazkem X' je svazek kvadrik prostoru P,,_, , ktery
opét obsahuje regularni formalné realnou kvadriku (prunik P,,_,
s reguldrni formalné redlnou kvadrikou svazku 2'), takie existuje ar.
base A4, , ..., 4, nadroviny P,,_, polarni vzhledem ke kaidé kvadrice
svazku 2’ . Pfipojime-li 4,, obdrzime ar. basi 4,,4,, ..., 4, pros-
toru P,, , kterd ma Zidanou vlastnost.

110. SVAZEK KUZELOSECEK. V tomto &ldnku budeme vy-
Setfovat regularni svazek kvadrik 2 v projektivni roviné P, Podle
poznamky za vétou 109.6 obsahuje 2 nekoneéné mnoho kuZelosecek,
a proto nazveme X svazkem kuielosedek; vedle kuZelosecek mize X
obsahovat také formilné realné regularni Q, a téz singuldrni Q,,
ale pocet téchto poslednich (redlnych i imaginidrnich)nemuize prevysit
&slo tfi. Kazdé dvé rizné kuZelosetky Q , Q; jsou obsaZeny v pravé
jednom svazku kuZelosetek, a proto v tomto ¢lanku dospéjeme také
k poznatkim o dvojici kuZelosecek.

Zavedeme nyni pojem ndsobnosti zdkladniho bodu svazku X', ktera
ma v kaZzdém ptipadé jednu ze ¢tyt hodnot 1, 2, 3, 4 (jednoduché,
dvojné, trojné, &tyrndsobné zikladni body). Zakladni bod 4 nazveme
jednoduchym, je-li regulirnim bodem svazku; kazdd Q, svazku ma
v bodé A urcitou te¢nu, kterd nemuze byt taZ pro dvé rizné kiivky
svazku (viz poznidmku po vétd 109.5). Jestlize zakladni bod A svazku
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2 je singuldrnim bodem svazku, potom (podle téZe poznamky a jeZto
svazek X' je regularni) je 4 singulirnim pro pravé jednu Q, svazku
a viecky ostatni Q, svazku maji v bodé 4 touz teénu ¢. DokdZeme
ihned, Ze jsou mozné tii pfipady: (1) Na tetné t existuje pravé jeden
bod B # A singuldrni pro X' ; v tomto pfipadé A4 je dvojny. (2) Na tetné
¢t neexistuje mimo bod A Zidny jiny bod singularni pro 2'; v tomto
piipadé A4 je trojny. (3) Kazdy bod teény ¢ je singularni pro 2'; v tomto
piipadé A4 je étyfndsobny. Abychom provedli slibeny dikaz, zvolme
v X dvé ruzné kuZelosetky Q; , Q; & uvazujme dvé projektivni zobra-
zeni ¢’ , ¢ p¥imky ¢ na svazek 71(4 ; P,) , pfi éem% pro bod X pFimky ¢
je ¢’ X jeho poldra vzhledem ke Q; , ¢"X jeho poldra vzhledem ke Q] .
Podle véty 109.5 je X singularniproX, pravé kdyz ¢’'X = ¢"X , t. j.
pravé kdyz je samodruinym bodem projektivity v = ¢’ o (¢")"1;
pfi tom jednim samodruznym bodem pro p je bod 4 a podle éldnku 87
nastane jedna ze tii vySe uvedenych moznosti.

Dvé razné kuzelosetky Q;, Q) nélezeji do pravé jednoho svazku
kuZelosetek X a bod A je priseéikem kuZelosedek Q; , Q; , pravé kdy#
je zdkladnim bodem pro X . Pravime, Ze 4 je jednoduchym, dvojnym,
trojnym, ¢tyfnasobnym prisedikem kuzeloseek Q;, Q) podle toho,
zda 4 je jednoduchym, dvojnym, trojnym, ¢tyfndsobnym zakladnim
bodem pro X . Podle ptedchazejiciho prisetik A kuselosetek Qp, QF
je jednoduchy, pravé kdyZ teény obou kuZeloselek v bodé A jsou navzdjem
rizné; maji-li Q,, Q) ve spoleéném bodé A tou? teénu t, je A dvojny
praseéik v pripadé, Ze na t existuje prdvé jeden bod B + A s touZ poldrou
vzhledem ke Q, jako vzhledem ke Qj; A trojny priseéik v pripadé,
Ze kadiy bod B + A spoleéné teény t md vzhledem ke Q, jinou poldru ne
vehledem ke Q[ ; A je Styrndsobng priseéik v pripadé, Ze kaidy bod
spolené teény t md tous poldru vzhledem ke Q) jako vzhledem ke Qj .

Ucéelnost pfedchazejicich definic je patrni z toho, Ze dokaZeme:
Svazek X md aspori jeden (redlny nebo imaginarni) zdkladni bod a
soucet ndsobnosts vech téchto zdkladnich bodu je vidy roven étyfem. Jinak
Feteno: Dvé rizné kuZelosetky maji asposs jeden (redlny nebo imaginarni)
praseéik a soulet ndsobnosti vsech téchto priseciki je vidy roven Ctyfem.
Je patrné, Ze existuje-li imaginarni zdkladni bod (priseéik) 4 , potom
také komplexné sdruzeny bod A*, Lktery je rizny od 4, je
.zdkladnim bodem (pruse¢ikem) s touZ ndsobnosti. Podle vyse vyslovené
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véty tedy imaginarni zakladni bod (prusecik) je budto jednoduchy
nebo dvojny.

Pii diikaze pfedpokladejme nejprve, Ze Zadny singularni bod svazku
2 neni zakladnim bodem, takZe kazdym singulirnim bodem A4 svazku
2 prochéazi jen ta kvadrika svazku, pro kterou je 4 singularnim bodem.
Budiz potom Q; zvolend kuZeloseka svazku X . Podle véty 109.6
existuje aspoii jeden realny bod 4 , ktery je singularnim pro 2. Podle
pravé feceného lezi bod 4 mimo kuZelosecku Q; a je singulérnim bo-
dem uréité kvadriky svazku X, kterou ozna¢ime Q). Neni mozné,
aby Q] byla dvojndsobna pfimka p , nebot potom by kazdy bod pfimky
p byl singularnim bodem pro £ a tudiz by existoval také singularni
bod svazku X na kuzeloseéce Q; , coZ odporuje u¢inénému predpokladu.
Tedy Q; se sklid4d ze dvou riznych (redlnych nebo imagindrnich)
piimrek p,, p, protinajicich se v bodé 4 (tedy mimo Q;), a Ziddna
z téchto p¥imek neni tetnou pro Q; , nebot jinak by bod dotyku byl
singuldrnim pro X a lezel by na Q,, coZ je vyloudeno. Tedy kaidi
z p¥imek p, , p, protne Q; ve dvou riznych (reilnych nebo imaginar-
nich) bodech a dostdvame celkem étyfi rizné (redlné nebo imagindrni)
body A,, A,, A;, A,, z nichz kazdy je jednoduchym zikladnim
bodem pro X', nebot tetna ke Q] ve kterémkoli z nich splyne s jednou
z pi{imek p, , p, , neni tedy te¢noulke Q; . Také je patrné, e mimo 4, ,
4,, A, A, neméa X 24dny daldi zakladni bod, protoZe Q; a Q; nemaiji
zadny dalsi priseéik. Jezto body 4, , 4, , 4, , 4, lezi na kuZelosedce
Q. , nemohou Z4dné tii z nich lezet v téze piimce. Jeito uvaZovany
svazek kuZzelosetek ma ¢tyfi rizné jednoduché zékladni body, nazveme
jej svazkem kuZeloselek typu (1,1,1,1).

Zbyva k diskusi ten pfipad, Ze uvaZovany svazek kuZeloseek X
ma zakladni bod 4 , ktery je singuldrnim bodem pro X' . Zvolme opét
v X kuZeloseéku Q,, kterd nutn& prochizi bodem A a budiz Q] ta
kvadrika svazku &', kterd ma v 4 singuldrni bod.

Jestlize Q, je dvojndsobna pi¥imka p, jsou dvé moznosti. Budto p
protne Q; ve dvou rtznych (redlnych nebo imaginirnich) bodech
4, , A,; budiz potom A, prisecik teéen ke Q, v bodech 4, , 4, . Kazdy
od A4, rizny bod pfimky A4, ma vzhledem ke Q| touz polaru p,
kterd je vzhledem ke Q, polirou bodu A4, a #4dného jiného bodu na
piimce 4,4, . Podle véty 109.5 lezi tedy na piimce 4,4, pravé jeden
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bod X =+ A, singularni pro X'; proto 4, , a zfejmé téz 4, je dvojnym
zakladnim bodem pro X a je patrné, Ze 2 nema jiné zakladni body;
takovy svazek X nazveme svazkem kuZeloseCek typu (2,2). Pii tom jsme
predpokladali, Ze p neni teénou kuZzelosedky Q; . Je-li p tednou ke Q]
v bodé 4 , je kazdy bod na p singularnim pro X', takie A je ¢tyfna-
sobnym zakladnim bodem pro X a je patrné, ze 2 nem4 jiné zakladni
body; takovy svazek 2 nazveme svazkem kuZeloselek typu (4).

V predchazejicim odstavei jsme predpoklddali, Ze kvadrika Qf,
kterd mé v bodé A kuZelosetky Q, singulirni bod, je dvojnasobna
piimka. Je tedy tfeba vysetfit ten piipad, Ze Q; se sklid4d ze dvou
riznych (redlnych nebo imaginarnich) pfimek p,, p, protinajicich
se v bodé A . Jestlize ani p, , ani p, neni tednou ke Q, v bodé 4 ,
protne p, kuZelosetku Q, jests v bodsé 4, + A4 , p, pak v bodé 4, + 4
a body 4, 4, , A, jsounavzajeng riizné a jsou zdkladnimi body prosva-
zek X', ktery zfejmé nema jinych zdkladnich bodt. Pfi tom 4, , 4, jsou
jednoduché zékladni body pro X, protoze v nich ma Q; jinou teénu
nez Q). Naproti tomu 4 je dvojnym zakladnim bodem pro X . Nebot
je-lit te¢na ke Q; v bodé 4 a je-li 4, priseéik piimky ¢s pfimkou 4,4, ,
mé bod 4, touz polaru vzhledem ke Q; jako vzhledem ke Qf , totiz
piimku A,C , kde C je na pfimce 4,4, harmonicky sdruzen s bodem A4,
vzhledem k bodim A4, , 4, ; naproti tomu ten bod X + A4 pfimky ¢,
jehoz polarou vzhledem ke Q] je p¥imka p, , m4 jisté vzhledem ke Q]
polarou riznou od p; . Ma tedy X celkem tfi zdkladni body 4, 4, ,
A, , z nichZz prvni je dvojny a ostatni dva jednoduché; takovy svazek
2 nazveme svazkem kuZelosebek typu (2,1,1). Zbyva piipad, Ze jedna
z obou piimek p, , p, je tetnou ke Q; v bodé A . Pro urcitost to budiz
pfimka p, , kdeito p, protne Q] jesté v bods A, + A . Body 4, 4,
jsou zakladni body svazku X, ktery ziejmé nemd jinych zakladnich
bodu. Jezto v 4, ma Q] jinou teénu nez Q) , je 4, jednoduchym zéa-
kladnim bodem pro X', kdezto 4 je trojnym zikladnim bodem, nebot
kazdy bod X =+ A teény p, ma vzhledem ke Q] za polaru pfimku p, ,
kter4 neni polarou bodu X vzhledem ke Q, ; takovy svazek 2 nazveme
svazkem kuZeloseCek typu (3,1).

Poznali jsme, Ze je celkem pét raznych typu svazka kuzelosedek,
z nichZ kazdy jsme oznatili symbolem sloZenym z nasobnosti zdklad-
nich body; jsou to typy (1,1,1,1), (2,1,1), (2,2), (3,1), (4).
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Svazkem X' typu (1,1,1,1) mé éty¥i redlné nebo imagindrn{ zdkladn{
body 4,, 4,, A;, A, , z nichZ Z4dné t¥i nelezi v téze pfimce. Danym
bodem X riznym od zakladnich bodu prochizi podle véty 109.1 pravé
jedna kvadrika Q, svazku. Jestlize bod X lezi v téze pfimce se dvéma
zakladnimi body, pro uréitost tfeba na primece 4,4,, je patrné, Ze
piimka A, A, je &isti kvadriky Q,, kterd — jezito obsahuje vSecky
¢tyti zdkladni body — nutné se sklada z obou pfimek 4,4,, 4,4, .
Z toho je patrné, Ze X obsahuje tfi rtzné realné nebo imaginirni
singuldrni kvadriky: Q; slozenou z piimek A4,4,, A,A4,, jejichz
prisetik C' je singulérnim bodem pro Q;; Q; sloZenou z pfimek
A4,4,, A,A,, jejichz pruse¢ik C” je singuldrnim bodem pro Qy;
Qy slozenou z piimek 4,4, , A,4,, jejichz prisetik C” je singularnim
bodem pro Q). Svazek X tedy obsahuje tiiruznésingularni kvadriky
Q;, Q/, Q a v souhlase s poznamkou za vétou 109.6 neobsahuje
zddnou jinou singulirni kvadriku. Tudiz 2 ma pravé tii (realné
nebo imaginarni) singularni body €', C”, C”, které zfejmé nelezi
v jedné p¥imce. Body C’, C", C” tvoli polarni ar. basi pro kazdou
kvadriku svazku 2'; to plyne z véty 109.2. Nebot na pf. ' je
vzhledem ke Q, konjugovan s kazdym bodem roviny, zejména s bo-
dem C”, ktery je vzhledem ke Q] konjugovéin s kazdym bodem roviny,
zejména s bodem €', takze podle véty 109.2 jsou body C’, C” navzdjem
konjugovany vzhledem ke kazdé kvadrice svazku X . Zvolime-li bod X
tak, aby neleZel v téze pfimce s Ziddnymi dvéma ze ¢étyl zakladnich
boda 4, , 4,, 4,, 4, svazku X', je patrné, Ze kvadrika Q,(X) svazku
2 prochéazejict bodem X je regularni bodové redlnd kvadrika, t. j.
Q.(X) je kuZelosetka, a je to jedind kuZelosetka prochédzejici body
A ,A,,4,, A,, X, nebot z naSich uvah plyne, Ze dvé rizné kuzelo-
setky nemohou mit vice nez ¢&étyfi priusediky. Poznamenejme jesté,
ze zakladni body 4, , 4,, 4;, 4, svazku 2 typu (1,1,1,1) nejsou po-
drobeny jiné podmince nez vyse vyslovené, podle niz zidné tfi ze étyt
bodi 4,, 4,, 4,, A, neleii v téZe pfimce. Za ar. basi prislusného
svazku X mtZeme zvolit na pf. obé singularni Q, , z nichz prva se skla-
dé z dvojice piimek A,4,, A;4, a drubd z dvojice piimek A4,4,,
A,4, .V pravé provedené hvaze je m. j. obsazen dikaz néasledujici
véty.

VETA 110.1. P&t razngmi body, z nichi Zddné t¥i nelefi v tée pFimce,
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prochdzi prave jedna kuZeloselka. Pfenechame ¢tenafi, aby sam provedl
jednak piimy pocetni dikaz véty 110.1, jednak dikaz zaloZeny na pfi-
padé m = 1 véty 79.6 a na vétich 103.1 a 103.2. Mimo to je acelné
poznamenat, Ze z nadich ivah plyne podle véty 109.4:

VETA 110.2. Budtef A, , A, , 4, , A, étyFi body projektivni roviny P, ,
z nichZ £ddné tfi nelei v téfe primce. BudiZ p pFimka v roviné P, , kterd
neprochdzi Zddnym ze &tyf bodd A,, 4,, A;, A, . Potom existuje in-
voluce ¢ na pfimce p tak, Ze do ¢ ndlezl dvojice priselika s pfimkou p
predné primek A\ A,, A A, , za druhé pFimek A\ A,, A,A,, za treti
pFimek A\ A, , A, A, .

Necht ¢tendf sam uvazi, Zze véta 86.2 je zvliStnim pripadem véty
110.2.

Pokud se tyce reality, jsou u svazku 2 typu (1,1,1,1) tfi moznosti-
Pi'edné mohou vecky étyfi zakladni body 4, , 4,, 4;, 4, byt redlné;
potom jsou realné také singularni body C’, C”, C"” a singuldrni Q,
svazku jsou bodové realné. Za druhé mohou byt tfeba 4, , 4, redlné,
A,, A, pak imagindrni a komplexné sdruZené; singularni bod C’
je redlny a kvadrika Q, je bodové redlna, ale singularni body C”, C"
a kvadriky Q) , Q; jsou imaginirni. Za tfeti mohou byt viecky &tyfi
body 4, , 4,, A, , A, imaginirni a tieba 4, , 4, komplexné sdruzené,
a stejné i 4,, A, ; potom jsou vSecky tfi singularni body C’, C", C”
realné, kvadrika Q; je bodové reilnd, kvadriky Q] , Q; jsou formalng
reilné. Formalné redlné kvadriky se vyskytnou pouze v tom piipadé,
Ze viechny ¢tyfi zakladni body jsou imaginarni.

U ostatnich typt svazki kuZelosetek shrneme pouze vysledky,
které {tenaf snadno odtiivodni. Svazek 2 typu (2,1,1) je uréen, zvolime-li
libovolné t¥ibody 4 , 4, , A, tak, aby neleZely v jedné pfimce, a pfimku
¢t prochizejici bodem A, ale neprochazejici ani bodem A4, ani bodem
4, . Bod A a piimka ¢ jsou reilné; body 4, , 4, jsou budto realné nebo
imaginirni a komplexné sdruZené. X obsahuje dvé singularni Q,,
z nich? jedna se sklidda z pfimek 4,4, a t, je tedy bodové redlnd, druhd
pak z ptimek A4, , A4,, je tedy pii reilnych 4, , A, bodové reilna,
pfi imagindrnich 4, , 4, formalné redlnd. X neobsahuje Zidnou for-
malné realnou regulairni Q, . Neexistuje ar. base poldrni zdroven
vzhledem ke dvéma (a tedy podle véty 109.2 ke viem) kvadrikim
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svazku. Kazdd kuZeloseka svazku X prochdzi vSemi tfemi body 4 ,
A,, A, a ma v bodé A4 teénu t; obracené kaids takovd kuzelosecka
nalezi do X' . Danym bodem, ktery nelezi ani na pfimece ¢ , ani na zZadné
z piimek 4,4, , AA, , AA, , prochédzi pravé jedna kuZeloseCka svazku.

Svazek X typu (2,2) je urcen, zvolime-li libovolné tfi body 4 , 4, ,
A, tak, aby neleZely v jedné piimce; bod A4 je redlny, body 4,, 4,
jsou budto realné nebo imaginarni a komplexné sdruzené. X' obsahuje
dvé reguldrni Q, , z nichZ jednou je dvojnasobna pfimka 4,4, a druha
se skldda z pfimek A4, , A4, , je tedy bodové realni, jsou-li body A4, ,
A, reilné, formalné realn, jsou-li 4,, 4, imaginirni. Jsou-li 4,,
A, reilné, neobsahuje X zZadnou formailné redlnou Q, ; jsou-li 4,, 4,
imaginarni, obsahuje X nekoneéné mnoho formalné redlnych Q,
(které az na jedinou z nich jsou reguldrni). Existuje nekone¢né mnoho
redlnych ar. basi polarnich zaroven vzhledem ke vSem kvadrikim
svazku 2'; jsou to ar. base tvaru 4 , B,, B,, kde B, + B, a dvojice
B, , B, nilezi do involuce ¢ s dvojnymi body B, , B, . Kazdi kuzelo-
setka svazku 2 prochazi body 4, , 4, a ma v nich teény 44, , A4, ;
obracené kaida takovd kuZelosecka nalezi do X'; také lze Fici, Ze X
obsahuje ty kuzelosetky Q,, které maji tu vlastnost, Ze je-li B, , B,
libovolnd dvojice involuce ¢ , je pfimka AB, polirou bodu B, vzhle-
dem ke Q,. Danym bodem, ktery nelezi na Zadné z piimek 4,4, ,
AAd,, AA,, prochizi pravé jedna kuZelosedka svazku.

Svazek X typu (3,1) je uréen, zvolime-li libovolné kuZelosecku Q,
a na ni dva rizné reilné body 4 , 4, . 2 obsahuje pravé jednu singu-
larni kvadriku, ktera se skldda z p¥imky 44, a z teény ke Q, v bodé
A . Neexistuje ar. base polarni zaroveni ke dvéma riznym kvadrikim
svazku. 2 neobsahuje Zidnou formilné reilnou kvadriku. KuzZelo-
setka Q, + Q; nilezi do X', pravé kdyz prochazi obéma body 4 , 4, ,
mé v bodé A4 touz teénu jako Q,, v bodé 4, pak jinou teénu nez Q]
a posléze nema mimo A4 , 4, dalsi spoleény bod s Q; . Danym bodem,
ktery nelezi ani na piimce A4, , ani na teéns ke Q; v bodé 4 , pro-
chazi pravé jedna kuzelosetka svazku.

Svazek Z' typu (4) je urcen, zvolime-li libovolné realny bod 4,
jim prochdzejici redlnou pfimku p a reilné projektivni zobrazeni ¢
piimky p na svazek pfimek n(4 ; P,), pro néz ¢4 = p. X obsahuje
pravé jednu singulirni kvadriku; je to dvojnisobni pkimks p.
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Neexistuje ar. base polarni zirovefi ke dvéma riznym kvadrikdm
svazku. X' neobsahuje Zadnou formalné reilnou kvadriku. Kuzelo-
secka Q, nalezi do X', pravé kdyz poldrou kaidého bodu X pfimky p
vzhledem ke Q, je pfimka X . Danym bedem, ktery nelezi na p¥imce
P, prochazi pravé jedna kuzelosecka svazku.

111. METRICKA KLASIFIKACE REGULARNICH KVADRIK.
Stejné jako v ¢lanku 107 budeme i v tomto ¢lanku vysetfovat pouze
reguldrni Q,,_, v prostoru E, (m = 2). V é&lanku 107 jsme_poznali,
Ze vhodnou volbou linearni soustavy soufadnic lze docilit toho, aby
rovnice kvadriky méla jednoduchy tvar (107.4), je-li Q,,_, regularni
stfedova kvadrika, nebo (107.7), je-li Q,,_, paraboloid.

Oznatme Q,_, prinik uvaZované kvadriky s ubéinou nadrovinou
N ; jeito absolutni kvadrika A, _, je regularni formalné reilna kvad-
rika v N, existuje podle véty 109.7 ar. base

(111.1) Uy, ..., U,
prostoru N polarni i vzhledem ke Q,,_, i vzhledem k A,,_, . MuZeme
jesté predpoklddat, Zze |u,| =1 pro 1 < r < m; ar. base (111.1) je
tedy ortonormalni a polarni vzhledem ke Q,,_,. Je-li Q,,_, stfedova
a je-li S jeji stied, je

(111.2) S up, oo, u)
kartézska soustava soufadnic, v niz Q,,_,; ma rovnici
(111.3) &y + oot Epth =1,
kdee, + Oprol <r<m . Mazeme predpokladat, Ze
(111.4) E1 26 2 e 2 6
uvidime, Ze potom ¢isla &, ,¢,,..., e, jsou jednoznacné uréena.

Prozatim vSak predpoklidejme, Ze madme dénu pevnou kartézskou
soustavu soufadnic (111.2) tak, Ze rovnice kvadriky Q,_, mé tvar
(111.3). Predpokladejme, Ze plati (111.4) a rozdélme indexy na skupiny
tak, Ze indexy r,s{(1 < r,s < m) jsou v téie skupiné, pravé kdyz
e, = &, . Nazveme osou reguldrni stfedové kvadriky Q,,_, prameér
{8 ; v} takovy, Ze diametralni nadrovina, ktera je polarni ke sméru {v}
vzhledem ke Q. _,, je kolma na smér {v} . Je-li viak

(1Tl.5) v=au + ..+ a,u,,
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potom polarni nadrovina sméru {v} ma rovnici
g, + ... + €Ty = 0

Primér {8 ; v} je osou, pravé kdyz tato rovnice je ekvivalentni s rov-
nici
ar, + ... + pxy, =0.

TudiZ smér kazdé osy pfislusi k uréité skupiné indexii v tom smyslu,
ze koeficient a, ve (111.5) mlze byt rizny od nuly pouze, kdyZ index r
nalezi do této skupiny; obracené, je-li tato podminka splnéna, je pfimka
(S ; v} osou kvadriky Q,,_, . Kazdé skupiné indexi mizZeme pfifadit
totdlni osovy prostor , ktery prochizi sttedem kvadriky a jehoz za-
méfeni ma za ar. basi pravé ty z vektora (111.1), jejichZ indexy nale-
zeji do uvaZované skupiny; je to linearni podprostor prostoru E,, , jehoz
dimense je rovna poétu indexu v prislusné skupiné; &islo ¢, (stejné pro
viecky indexy uvaZované skupiny) nazveme koeficientem totdlniho
osového prostoru vzhledem ke kvadrice Q,,_, . Je patrné, Ze v kartézské
soustaveé soufadnic (111.2) mé Q,,_, rovnici tvaru (111.3), pravé kdyz
kazd4 pfimka {S ; u,} (1 < r < m) je osou. Jeden krajni pfipad je ten,
Ze viecky koeficienty ¢, (1 < r < m) jsou navzdjem rizné; osy jsou
v tomto pfipadé totozné s totalnimi osovymi prostory a jsou tudiz
jednoznaéné urcéeny, a to i co do poradi, Zddame-li platnost nerovnosti
(111.4); pro kartézskou soustavu soufadnic (111.2) je potom koneény
pocet, a to pfesné 2™ moznosti, nebof neurditost je pouze v tom, Ze
kterykoli vektor u, (1 < r < m) lze nahradit vektorem —u, . Druhy
krajni pfipad je ten, Ze viecky koeficienty ‘e, jsou si rovny; jsou-li
rovny kladnému éislu c?, je Q,_, koule se stiedem S a s polomérem
lc] ; jsou-li v8ecky koeficienty e, rovny témuz zdpornému d&islu — c?,
je @ _, formdlné redlna kvadrika stfedové sdruZena s kouli se stfedem
S a s polomérem |c| . V téchto piipadech ma kvadrika Q,,_, rovnici
tvaru (111.3) pii kaZdé kartézské soustavé soufadnic (111.2), jejimz
pocatkem je bod 8§ . Pro kazdou regularni stfedovou kvadriku Q,,_, ,
jestlize nékteré z koeficientii e, jsou si rovny, je nekonedné mnoho
kartézskych soustav soufadnic (111.2), vzhledem k nimz rovnice Q,,_,
ma tvar (111.3). Vektory (111.1) se déli na skupiny pFislu$né jed-
notlivym totilnim osovym prostorim; jestliZe dimense d totilniho
osového prostoru E; je rovna jedné, pfislusi mu ve (111.1) jediny vek-
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tor u,, ktery je uréen dvojznaéné: lze jej totiz nahradit vektorem

u, ; jestlize viak d > 1, potom mame ve (111.1) 4 vektord pfi-
slusnych k E;, které lze volit nekoneéné mnoha zpisoby: jsou po-
drobeny pouze té podmince, Ze tvoii ortonormalni basi pro E,.
Ohlasili jsme jiz, Ze koeficient ¢, prislusny totdlnimu osovému prostoru
E; je timto prostorem jednoznacné urdéen. Je vyhodné uvaZovat
v této souvislosti zaroven s kvadrikou Q,,_, také s ni stfedové sdru-
zenou kvadriku Q,_, , jejiz rovnice je

(111.6) €2y + ... et +1 =0,

t. j. pfi prechodu od Q,,_, ke Q,,_, kazdy koeficient ¢, prejde v— ¢, .
Je zvykem zavést kladné éislo a, rovnici

1
(111.7) &=

»

disla a, nazyvame poloosou prisluSnou ose {S; u,}. Snadno se zjisti,
Ze pro ¢, > 0 protne Q,_, osu {S; u,} ve dvou riznych redlnych
bodech

(111.8) 4, =8 + a,u,; Al =8 —a,u,;

S je stted dvojice A4, , A, a kazdy z bodt A, , A7 ma od bodu S vzd4-
lenost rovnu a, . Pfi ¢, << 0 je osa {S;u.} nese¢nou pro Q,_,, ale
protne stfedové sdruzenou kvadriku Q,,_, v bodech (111.8). Je nyni
patrné, Ze ¢islo ¢, je jednoznaéné uréeno prostorem E; .

Pro m = 2, neptihliZime-li k pfipadu ¢, = ¢, > 0 kruZnice a stfe-
dové sdruzenemu piipadu ¢, = ¢, << 0, méme ]ednak elipsu s rovnici
i
—+—=1, 0<a, <a,
ai
a 8 ni stfedové sdruzenou formalné realnou regularni Q, s rovnici
x} a3
2424+ 1=0,
4 4
jednak dvé navzijem stfedové sdruzené hyperboly, z nichz jedna
ma rovniei
a2

a_f_a_gzl' a,>0,a,>0,
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druhd pak rovnici
2 a3
—:——::1, a,>0,a;,>0.
a 4
Pro m = 3, jestlize opét neprihliZime k pfipadu & = ¢3 = ¢y > 0
koule a stfedové sdruZenému piipadu ¢, = &, = ¢, << 0, je rozeznivat
rotaéni a trojosé reguldrni stfedové Q,, pifi ¢emZ u trojosych Q, jsou
disla ¢, , £,, & navzijem razna, kdeito u rotadnich Q, dvé z ¢isel
€, , €2, € jsOu si rovna, ale tfeti se od nich 1i8i. U trojosé Q, jsou osy
jednoznaéné uréeny; mame jednak trojosy elipsoid s rovnici

a2 a:’
+ + =1, 0<a <a,<a,

a s nim stfedové sdruzenou formalné redlnou regularni Q, s rovnici

2 g3
I+ + iy1=0,

3
jednak dva navzijem stfedové sdruzené trojosé hyperboloidy, z nichZ
jeden je dvojdilny a druhy jednodilny. Pfi tom rovnice jednodilného
hyperboloidu je

Ata s !

a rovnice pfislu§ného dvojdilného hyperboloidu je

3 2
z+——3‘+1=0
l

kde ¢isla a, , a, , a, jsou kladni a a, + a, .

U rotacni Q, je jednoznaéné uréena pouze ta osa, jejiz koeficient
je riuzny od (sobé rovnych) koeficientd druhych dvou os; tato osa
se jmenuje rotaéni osa uvazované Q, ; tvoii jeden totalni osovy prostor,
kdezto druhym totalnim osovym prostorem je rovina vedena stfedem
8 kvadriky kolmo na rotaéni osu. Mdme tu pfedné rotaéni elipsoid
8 rovnici
2

I‘-}- —}—I"— , a>0,b>0,a+b,

ktery se z divodu, jeZ si étendf sam snadno uvédomi, nazyva protdhlym,
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je-li @ < b, zplodtélym, je-li @ > b ; s uvazovanym elipsoidem je stie-
dové sdruZena formalné realna regularni kvadrika s rovnici
xz

2 2
1, T2 | T3 _
2Tt t1=0

Za druhé mame rotaéni jednodilny hyperboloid s rovnici

2 2 2
xy Zz_:’l:_a_

E+@ bz—l, a>0,b>0

a 8 nim stfedové sdruZeny rotaéni dvojdilny hyperboloid s rovnici

2 2 2
%+§§—%+1:0, a>0,b>0.

Nazvy rota¢ni elipsoid, rotaéni hyperboloid, rotacni osa jsou od-
vodnény tim, ze jak se snadno dokdaze, stiedovd rotaéni Q, je svym
vlastnim obrazem pii kazdé rotaci prostoru E,, jejiZ osou je rotaéni
osa uvazované kvadriky.

Pristupme k paraboloidtm! Ub&zn4d nadrovina N opét protne Q,,_,
v kvadrice Q,_., kterd tentokrat ma (jediny) singularni bod, ktery
je osovym smérem parabolofdu Q.._, - Podle véty 109.7 opét je mozno
najit ortonormalni ar. basi (111.1) prostoru N polarni vzhledem
ke Q. _,, pii ¢emZ podle véty 100.1 mizeme predpokladat, Ze {u,}
je osovy smér paraboloidu. Podle ¢lanku 107 existuje na paraboloidu
pravé jeden bod V , zvany vrcholem paraboloidu, jehoZ teéna nadrovina
je kolma na osovy smér. Podle Gvahy provedené na konci ¢lanku 100.7
m4 paraboloid Q,,_, v kartézské soustavé souradnic

(111.9) Viuy, ..o, uy

rovnici tvaru
(111.10) EsTy + oo t+ EnTh, = 22,

kde ¢isla e,, ..., &, jsou riznd od nuly. MuZeme piedpokliadat, Ze
(111.11) € 2 i 2y

Primka {V ; u;} vedend vrcholem paraboloidu v osovém sméru
se jmenuje osa paraboloidu. Nazveme hlavni tefnou paraboloidu tako-
vou te¢nu {V ;v} paraboloidu v jeho vrcholu V, jejiz smér {v} ma
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vzhledem ke Q. _, polirni nadrovinu kolmou na {v}.Jeito {V ; v}
je teéna ve V , je ,
(111.12) v=a,u,+ ... +a,u,
a polarni nadrovina sméru {v} podle (111.10) ma rovnici
E98Ty + ... + EnQpT, = 0.
Podminka pro hlavni smér je, aby tato rovnice byla ekvivalentni
s rovniei
apy + ... + a@py, = 0.
Rozdélime-li tedy indexy r (2 < » < m) na skupiny tak, aby dva
indexy r, s ptisly do téZe skupiny, pravé kdyz e, = ¢,, potom je
{V ; v} hlavni te¢nou, pravé kdyz vSecky ty indexy r (2 < r < m),
pro néz ve (111.12) je a, + 0, naleZeji do téZe skupiny. Kazdé skupiné
indext muZeme piifadit totalni hlavni teénovy prostor, ktery prochazi
vrcholem V paraboloidu & jehoZ zaméfeni ma za ar. basi praveé ty
vektory u, (2 < r < m), jejichz indexy patii do uvazované skupiny;
je to linearni podprostor E, te¢né nadroviny paraboloidu ve vrcholu,
jehoz dimense d je rovna poctu indext v piislusné skupiné. Je patrné,
Ze v kartézské soustavé souradnic (111.9) ma paraboloid rovnici tvaru
(111.10), pravé kdyz pfimka {V ; u;} je jeho osou a kazda primka
{V;u} (2< < m) hlavni teénou (z ¢éehoZ oviem uz plyne, Ze po-
catek V je vrcholem paraboloidu).

Prom = 2 mame parabolu, kterd ma ve svém vrcholu jedinou teénu,
jez oviem je hlavni teénou a obyCejné se nazyva vrcholovou teénou
paraboly. V kartézské soustavé soufadnic {V ;u,, u,}, ve které
{V ; u,} je osa paraboly a {V ; u,} vrcholova teéna, ma parabola rovnici
€23 = 2x, . Takova kartézskd soutava je urlena &tyfznaéné, jezto
misto u, lze ddt — u, , misto u, pak — u, . Pfi pfechodu od u, k — u,
koeficient &, se nezméni, ale pfi pfechodu od u;, k — u, piejde &,
v — ¢, . Jednozna¢né je uréeno lislo |ey| , misto néhoZz se obycejné
zavadi ¢islo

1

P

kterému se tika paramelr paraboly, a jehoi geometricky vyznam si
osvétlime v ¢lanku 113. Cislo ¢, samo je Gplné urdeno teprve, kdy#

P,
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rozhodneme mezi vektory u, a — u,, t. j. kdyZ zvolime urditou
orientaci osy paraboly, kterou nazveme kladnou, jestlize pro ty body
V + zu,, které lezi uvniti paraboly, je z > 0, zdpornou, je-li pro né
z < 0. Snadno se dokaZe, Ze ¢, > 0 pii kladné a ¢, < 0 pfi zdporné
orientaci osy paraboly.

Také pro m > 3 jsou disla ¢, (2 < r < m) jednoznaéné urlena
teprve, kdyZz se rozhodneme pro uréitou orientaci osy paraboloidu
{V ; u,} ; pfi zméné této orientace se zméni znameni u viech ¢, ziroven.
Rovina {V ; u,, u,} protne paraboloid v parabole, jejiz osa splyne
8 osou paraboloidu a jejiz parametr je 1: ¢, |; je & > 0 nebo ¢, < 0
podle toho, zda zvolena orientace osy je pro uvazovanou osu kladng
¢i zaporna.

- Pro m =3 méme jednak dvojosé paraboloidy, u nichi &, + ¢, ,
jednak rotaéni paraboloidy, u nichz ¢, = ¢, . Rotaéni paraboloid prejde
sam v sebe pfi kladné rotaci prostoru E,, jejiZ osou je osa rotacniho
paraboloidu. Rotac¢ni paraboloidy jsou zvlastnim p¥ipadem eliptickych
paraboloidi. Dvojosy paraboloid m4 jen dvé hlavni teény; u rotaéniho
paraboloidu naproti tomu je kazd4 teéna ve vrcholu hlavni teénou.

Libovolny paraboloid Q,,_, spolu s dvojnisobnou tbéznou nadrovi-
nou N uréuje svazek kvadrik, ve kterém dvojnasobna N je jedinou
singuldrni kvadrikou; kaZdd jind kvadrika svazku je paraboloidem,
ktery vznikne z ptivodniho paraboloidu translaci ve sméru osy; ma-li
Q,._, rovnici (111.10), maji ostatni paraboloidy svazku rovnici

E%3 + .. + Epy, = 2(x, — A);
vrcholem je bod V + Au, .

Libovolna regulirni stfedova kvadrika Q,,_, spolu s dvojnasobnou
ubéznou nadrovinou N uréuje svazek kvadrik, ktery nazveme homo-
thetickym. Takovy svazek obsahuje pravé dvé singularni kvadriky,
a to vedle dvojnasobné N jesté kvadriku, kterd ma za jediny singularni
bod stfed S a je spoleénym asymptotickym kuZelem v3ech regularnich
kvadrik svazku. Ma-li vychozi Q,,_, rovniei (111.3), maji regularni
Q.._, svazku rovnice

ex] + &3 + ... + ep2d =2,
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kde A =+ 0. Ziroveii se stfedovou reguldrni Q,,_, obsahuje na3 svazek
kazdou kvadriku, ktera z ni vznikne homothetickou transformaci
se stfedem homothetie § a s libovolnym koeficientem homothetie,
Déle zaroveii s Q,,_, obsahuje nas svazek také s nistfedovésdruZzenou
kvadriku Q,,_,; kazd4 reguldrni kvadrika svazku vznikne z jedné
z obou kvadrik Q,,_,, Q’,_, homothetickou transformaci se sttedem
homothetie S .

112. KONFOKALNI STREDOVE KVADRIKY. V é&lanku 109 jsme
zavedli pojem svazku kvadrik v prostoru P,, . Tento pojem ma smysl
pro kazdy projektivni prostor, tedy téz pro prostor P, duilni k pros-
toru P, . Kvadriky prostoru P, jsme v &lanku 98 nazvali dualnimi
kvadrikami prostoru P,, . V tomto ¢lanku si probereme jeden dulezity
zvlastni piipad svazku duédlnich kvadrik.

BudiZz dén eukleidovsky prostor E, (m = 2); oznaime N jeho
ubéinou nadrovinu, takie N je projektivn{ prostor dimense m — 1.
V ¢lanku 108 jsme definovali absolutni kvadriku A, _, prostoru En;
je to formdIné realna regularni kvadrika prostoru N. Fodle ¢lanku 98
(viz str. 115) existuje singuldrni dualni kvadrika prostoru E,, , kterou
oznaéime A,_, a nazveme absolutni dudlni kvadrikou prostoru E,,,
ktera se skldda ze vech téch nadrovin prostoru E,, , které prochazeji
nékterym teénym P,,_, kvadriky A,_,; N je dudlnim vrcholem pro
A, .. Ziroven s A, _, je také A, _, formalné realna (viz str. 152).

Budiz

(112.1) (Piuy,...,uy
kartézskd soustava soufadnic v prostoru E,, ; ar. body P, u,, ..., u,
tvofi ar. basi projektivniho rozsiteni E,, prostoru E,, , k niZ existuje
dudlni ar. base

(112.2) 4,,4,,...,4,
prostoru E,, duilniho k E,, ; zfejmé A, jear.zdstupce nadroviny N.
Je-li

(112.3) X =2, +zu, +... +z,u,,

X =¢84+ 64, + ... + End,,
je A, _, dina rovnicemi

(112.4) ad+... .+ 2 =0, =0
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a snadno spodteme, ze A,_, ma rovnici

(112.5) B 4. 4+8& =0,

Budiz nyni Q,,~, reilnd regularni kvadrika prostoru E,, a budiz
Q.,.—, jeji dualisace, tedy regularni dualni kvadrika, ktera spolu
s dualni kvadrikou A, _, uréuje regularni svazek dudlnich kvadrik,
ktery oznacime . Podle poznamky pred vétou 109.7 obsahuje X
mimo A, _, jesté nejvys m singularnich dualnich kvadrik. Nazveme
konfokdIni soustavou kvadrik uréenou danou regularni kvadrikou Q,,_,
mnoZinu vSech téch reguldrnich kvadrik prostoru E,, , jejichz dualisace
{jez jsou regularni dualni kvadriky) nalezeji do 2.

V tomto ¢lanku probereme pfipad, Ze dana kvadrika Q,_, je stfe-
dova. Potom je moiné volit kartézskou soustavu soufadnic (112.1)
tak, aby Q,_, méla rovnici

x2 z2
112.6 e e+ 2 =1
(112.6) e,

kde ¢isla ¢, (1 < r < m) jsou rizna od nuly.

Proti (111.3) jsme tedy ponékud zménili oznaéeni; je ¢, = 1:¢,.
Ze (112.3) a (112.6) plyne, Ze je-liz, = — &, 2, =¢,& (1< r<m),
je X polarni nadrovina bodu X vzhledem ke Q,,, . Z toho pak snadno
nésleduje, ze dualisace Q,,—, kvadriky Q,,—, mé rovnici

(112.7) CEE 4 .. CplR = £
Tudiz Z obsahuje vedle A,,_, duilni kvadriky s rovnici

(112.8) (6o — ME + ... + (o — A)EE, = &3

Duélni kvadrika s rovnici (112.8) je regularni, jestlize &islo 1 je razné
od v3ech &isel ¢, , ..., ¢, . Tedy konfokilni soustava urtena stiedovou
kvadrikou s rovnici (112.6) se sklad4 z kvadrik danych rovnici

2 2
a x

— . m__ ],
(112.9) ey R ey
kde
(112.10) Afec, pro 1< rm.

Poctatek soufadnic je tedy spoleénym stfedem vSech kvadrik kon-
fokélni soustavy, které se také shoduji ve vSech osach.
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Pro m = 2 v ptipadé ¢, = ¢, vSecky kuZelosecky konfokalni sou-
stavy jsou kruZnice se spoleénym stiedem P. Je-li ¢, + ¢, , miZeme
predpokladat , Ze

(112.11) ;> Cy.
Rovnice
2 2
(112.12) 4 T 1

ei— A e —Ai
dava potom:
elipsu pro 1 < ¢c,,
hyperbolu pro ¢, < 1 < ¢, ,
formalné realnou Q, pro 2 > ¢, .

Pro m = 3 v piipadé ¢, = ¢, = ¢, viecky bodové redlné kvadriky
konfokalni soustavy jsou koule se spoleénym stfedem P . Je-li na pft.
¢, * ¢y = ¢y, jsou konfokdlni kvadriky rotaéni se spoletnou rotacni
osou {P ; u,} ; jejich rovnice je

A R I

(—A " e—A
Je patrné, Ze studium takové soustavy konfokilnich Q, se redukuje
na studium soustavy (112.11) konfokéalnich Q, ,jeZ jsou fezy danych
Q, rovinou {P ; u,, u,} . Skuteéné novy proti E, je tedy v E; pouze
ten pripad, Ze vSecka tfi &isla ¢, , ¢,, ¢, jsou navzdjem ruznd. Je-li
tomu tak, muZeme predpoklidat, Ze

(112.13) €y > €y > €y,

naceZ rovnice
x? i x2 + x3 1

112. =
(112.14) c,—A ¢—A ¢y— 124

dava
elipsoid pro 4 < ¢,,
jednodilny hyperboloid pro ¢; < 4 < ¢,,
dvojdilny hyperboloid pro ¢, < 4 < ¢,
formdlné realnou Q, pro 4 > ¢, .

Stejné jako pro m = 2 a pro m = 3 je i pro vys$i m nejdulezitéjsi
ten pfipad, ze wlecka ¢isla ¢, (1 < r < m) jsou navzajem rizna,
na ktery se v nasledujicim omezime a volime oznadeni tak, aby bylo

(112.15) C1> .o > Cps
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Potom je lehko patrné ze (112.8), ze X obsahuje mimo A,,_, jeité
pravé m singuldrnich dualnich kvadrik, jejichz rovnice se dostanou,
jestlize ve (112.8) je A = ¢, (1 < r < m), takZe kazda z nich piislusi
jedné hodnoté indexu r . Singularni dudlni kvadrika prislu$nd indexu »
m4 za dualni vrchol (viz str. 114) nadrovinu ¢, vedenou bodem P
kolmo na smér {u,} ; uvazovana dudlni kvadrika se sklada ze vSech
téch nadrovin prostoru E,, , které obsahuji néktery teény E,_, regu-
larni (m — 2)-rozmérné kvadriky nadroviny ¢, dané rovnicemi
P-=1 z,=0.

=105 — C
s¥r

Kvadriky (112.16) se jmenuji fokdln{ Q,_, uvaZované konfokalni
soustavy a také fokidlni Q,,_, kterékoli Q,_, naleZejici do té konfo-
kalni soustavy.

(112.16)

Pro m = 2 mame dvé fokilni Q,, jednu danou rovnicemi x} =
= ¢, — ¢y, Z, = 0, druhou danou rovnicemi z; =c¢,—c¢,, z, = 0.
Za predpokladu (112.11) prv4 fokdlni Q, se sklddd ze dvou redlnych
bodi

(112.17) P+ le,—c,.u,
a druha ze dvou imaginarnich komplexné sdruzenych bodu
(112.18) P+ile,—ec,.u,.

Body (112.17) a (112.18) se jmenuji okniska kterékoli Q, uvazované
konfokalni soustavy (112.11). Tedy kaZdd stfedova regularni Q,
ma celkem &tyfi komplexni ohniska, po dvou na kazdé ze svych obou
0s; na jedné z os jsou ohniska redlnd (tato osa se nazyva hlavni osa),
na druhé imagindrni (tato osa se nazyva vedlej§i osa). Snadno se zjisti,
Ze u elipsy poloosa pfislu§na hlavni ose je vét&i nez poloosa pfislusna
vedlej&i ose, u hyperboly pak hlavni osa je seénou, vedlejsi nesecnou.
Reédlné ohniska stfedové kuZelosetky (ktera neni kruZnici; pro krui-
nici jsme ohniska nedefinovali) lezi vidy uvniti kuZelosetky. Ctena¥
sam provede poéetni dikaz zndmé véty, Ze jsou-li F,, F, redlna
ohniska a je-li @ poloosa piisludnd hlavni ose, je elipsa mnoZinou téch
bodd X v roviné E,, pro né# F,X + F,X = 2a, u hyperboly pak
je jedna vétev mnoZinou téch X , pro néz F,X -— F,X = 2a, druha
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mnozinou téch X , pro néz F,X — F . X = 2a .
Pro m = 3 mame tii fokalni Q, , jednu danou rovnicemi
2 2
-] Zs

) =1, -0,
(112.19) rp— +i z,

druhou danou rovnicemi

2 2
(112.20) B 5By, og=o0,
Cp—Cy Cp— Cy

tfeti danou rovnicemi

2 2
M ”“c+1=o, 2, =0.
3

112.21
( ) c,—¢C € —

Za predpokladu (112.13) je (112.19) elipsa v roviné {P; u,, u,},
(112.20) hyperbola v roviné {P; u,, u,}, (112.21) formalné reilns
regularni Q, v roviné {P ; u,, u,} .

Vratme se k libovolnému m a zvolme bod X = P 4+ z,u; + ... +
+ z,u, tak, aby v8ecky soufadnice z, byly rizné od nuly, neboli aby
X nelezel v zadné z nadrovin ¢, (1 < r < m) . Ptime se po kvadrikach
konfokalni soustavy prochazejicich danym bodem X . Podminka je
vyjadfena rovnici (112.9), ve které neznamou je 4. Oznadime-li @(1)
levou stranu rovnice (112.9), kterd tedy zni (1) = 1, je (1) spojita
funkce pro vsecka A mimo vyjimeéné hodnoty A =c¢,, ¢, ..., Cpn
a blizi-li se 1 nékteré vyjimeéné hodnoté, ma ¢(1) limitu zleva rovnou
+ oo a limitu zprava roviiou — oo ; bliZi-li se A k 4+ o0, ma ¢(4) limitu
rovnou nule. Z toho je patrné, Ze za predpokladu (112.15) rovnice
@(4) = 1 mé asponi jeden kofen v kazdém z m intervala

(112.22) A <cCp; Cn <A <Cp_q, e, ,C<A<e;
na druhé strané je ¢(1) = 1 algebraickd rovnice m-ho stupné, kterd
- nemize mit vice nez m kofeni; proto nafe rovnice ma v kaidém z m
intervali (112.22) pravé jeden koten. Tedy za predpokladu, Ze viecky
koeficienty c, jsou navzdjem rizné a fe bod X leZi mimo vdecky nadroviny
g, (vedené stfedem kolmo k osim), prochdzi bodem X prdvé m kvadrik
konfokdlni soustavy, a to prdvé po jedné kvadrice kazdého z m raznyjch
typh, na které jsme v éldnku 107 rozdélili bodové redIné reguldrni stfedové

Qm—l .
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KaZda z téch m kvadrik nasi konfokalni soustavy, které prochazeji
bodem X , ma-v bodé X uréitou teénou nadrovinu; celkem je to m
teényjch nadrovin, které jsou vdecky navzdjem kolmé. Jsou-li totiz Q' ,
(1 < r £ m) dualisace uvazovanych kvadrik prochdzejicich bodem X
a jsou-li g, jejich teéné nadroviny v bodé X, potom pro kaidé r
je vzhledem ke Q' s nadrovinou g, konjugovina ka?da nadrovina
prochézejici bodem X, takze pro 1 < r < s < m jsou nadroviny
e, , @s navzdjem konjugovany vzhledem k obéma riznym duilnim
kvadrikim Q% ,, Q% ,, je obé nilezeji do X a tudiz podle véty
109.2 jsou nadroviny g, , g, navzajem konjugoviny vzhledem k A,, .,
a snadno se dokéze, Zze to pravé znamend, Ze nadroviny p,, g, jsou
navzajem kolmé.

113. KONFOKALNI PARABOLOIDY. Pokradujice v tivahich za-
catych v predchazejicim ¢lanku predpoklidejme nyni, Ze vychozi
regularni kvadrika Q,,_, je paraboloid. Potom muZeme kartézskou
soustavu soufadnic (112.1) volit tak, Ze Q,,_,; ma rovnici

2 2
(113.1) i SV Y
Co Cm
kde ¢isla ¢, (2 < r < m) jsou rizni od nuly. Potom [pfi oznaceni
(112.3)]), jeli wy=—¢&,, ¢, =— &, 2, =¢,& < r<m), je X

polérni nadrovinou bodu X vzhledem ke Q,,_, a dualisace Q,_,
kvadriky Q,,—, ma rovnici

€83 + ...+ bB = 28,6,

a tudiz X (oznadeni stale jako v &linku 112) obsahuje vedle A, _,
dudlni kvadriky s rovniei

(113.2) (63— A)E + ... + (c — AVEZ, = &£,(2&, + A£)) .

Duiélni kvadrika s rovnici (113.2) je reguldrni, jestlize ¢islo 4 je razné
od vsech éisel ¢, , ..., ¢,, . Je-li tomu tak, potom [opét pfi oznaleni
(112.3)], jei z=—4§&,, x=—4§6&—4,, =z =( — A&, pro
2<r<m, je X poél nadroviny X vzhledem k dudlni kvadrice
s rovnici (113.2), takZe tato je dualisaci kvadriky s rovnici

2

zg_ %, o
(113.3) p ) —i—...~}—(;1'._A_.‘2(:::l 31).
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(113.3) je tedy rovnice libovolné kvadriky konfokalni soustavy urdené
paraboloidem Q,,_, ; ve (113.3) je oviem tfeba predpoklddat, Ze

(113.4) A#c, pro 2 r<m.

Ze (113.3) je patrné, Ze vsecky kvadriky nasi konfokalni soustavy
jsou paraboloidy, které maji spoleénou osu v pfimece {P ; u,} a spoleéné
sméry hlavnich teéen. Vrchol paraboloidu je P + }Au, , kde je nutné,
aby 4 splilovalo nerovnosti (113.4).

Pre m = 2 vychozi parabola Q, ma rovnici 22 = 2¢,x, , kde &islo
[¢,] jsme v ¢lanku 111 nazvali parametrem paraboly Q, . Osou paraboly
je pkimka {P; u,} a kaidyebod osy aZz na vyjimeény bod ¥ = P +
+ 3c,u, je vrcholem jedné konfokalni paraboly; bod F naproti tomu
leZi uvnitf viech parabol konfokdlni soustavy. Bod F se jmenuje
ohnisko paraboly (na rozdil od elipsy a hyperboly ma tedy parabola
jediné ohnisko); parametr paraboly je dvojndsobek vzddlenosti vrcholu
od ohniska.

Jestlize pro m = 3 je ¢, = ¢,, jsou vSecky paraboloidy rotaéni
se spoleénou osou a studium takové konfokalni soustavy rotacénich
paraboloidi se v podstaté redukuje na studium soustavy konfokalnich
parabol, ktera vznikne, protneme-li paraboloidy pevné zvolenou
rovinou prochazejici osou. Podobné je tomu i pro vy$si m , a proto
se omezime na ten pfipad, Ze ¢isla ¢, (2 < r < m) jsou navzajem rizna,
oznadeni volime tak, aby bylo

(113.5) Ca> cun > Cp .
Pro m = 2 oviem nerovnosti (113.5) odpadnou.

Je patmé, e X obsahuje mimo A,,_, jesté pravé m — 1 dalsich
singularnich dualnich kvadrik, z nichZ kaZd4 pat¥i jednomu z indexu r
{2 £ r < m)aje pro m > 3 dina rovnici

(113.6) Z(C, —C,)Eﬁ = 51(250 + cr£1) )
i
pro m = 2 pak rovnici
(113.7) 51(250 + 0251) =0.
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Dualnim vrcholem takové singuldrni kvadriky je pro m = 3 nadrovina,
o, vedend osou kolmo na smér {u,} hlavni teény; pro m = 2 je dualnim
vrcholem prosté osa. Pro m = 2 se nase singuldrni dudlni kvadrika
(113.7) sklada ze viech piimek, které budto jsou rovnob&iné s osou
paraboly nebo prochézeji jejim ohniskem. Pro m > 3 singularni dudlni
kvadrika (113.6) se skldda ze vSech téch nadrovin prostoru E,, , které
obsahuji néktery teény E, _, reguldrni (m — 2)-rozmérné kvadriky
nadroviny o, dané rovnicemi

m 2
Ty

(113.8) =2z, —¢,, z, =0;

s=2Cs—Cr

LR34
tato Q,,_, se jmenuje fokdini Q,,_, konfokalni soustavy paraboloidd
nebo kteréhokoli paraboloidu této soustavy; poéet takovych fokalnich
Q.._, je roven m — 1 ; kazd4 z nich je pro m > 3 paraboloidem ve své
nadroviné o, , pro m = 3 tedy parabolou.

Zvolme bod X = P + z,u; + ... + z,u,, tak, aby bylo z, £ 0
pro 2 < r < m, aby tedy nelezel v zddné z vyse uvedenych m — 1
nadrovin o,. Podminka, aby paraboloid na$i konfokilni soustavy
prochazel bodem X , zni ¢(2) = 2z, , kde

__ % z5
P(A) = ¢, — A T +c,,,—}.
Za predpokladu (113.4) je ¢(2) spojitd funkce proménné A ; blizi-li se A
nékteré z vyloudenych hodnot ¢, (2 < r < m), mid @) limitu zleva
rovnou -+ oo a limitu zprava rovnou —oo; mimo to pro A — ® je
@(1) > , pro A—> — © je (1) > — o . Z toho soudime, Ze nae
rovnice p(A) = 27, ma aspon jeden kofen v kazdém z m intervald

+ 2.

(113.9) 2 < Cm;Cm <A <Cp_y;...:63 <A< ;4> 0

a jezto g(A) = 27, je algebraicka rovnice m-ho stupné, mame v kazdém
z intervala (113.9) pravé jeden koten. Tedy jestliZe éisla c, (2 < r < m)
jsou navzdjem riznd a jestlize bod X nelefi v Zddné z nadrovin o, (pro
m = 2 to znamend prosté, Ze X neleZi na spoleéné ose uvaZovanych
parabol), prochdzi bodem X pravé m paraboloidi, konfokdlni soustavy.
Teéné nadroviny téchto m paraboloidi v bodé X jsou navzdjem kolmé,
co% se dokaze tymz zplsobem jako u stfedovych kvadrik.
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114. ALTERNUJICI BILINEARNf FORMY. LINEARNI KOM-
PLEXY. Bilinearni formu f v prostoru P,, jsme v &lanku 94 nazvali
alternujici, je-li identicky

(114.1) (Y, X)=—f(X,Y).
Je-li v P, zvolena ar. base
(114.2) Ay A, ... 4, -

a je-li f libovolna bilinearni forma v P, , potom pro (94.6) a (94.7)
plati (94.8). Je-li f alternujici, potom v (94.6) je

(114.3) a,,=—a, pro 1<r<s<m,
(114.4) a,,=0 pro 1< r<m.

Obricend, plati-i (114.3) a (114.4), je (94.8) alternujici biline4rni
forma v P,, a (94.8) muZeme psat ve tvaru

(114'5) f(X 3 Y) =(za’n(zryn - xsyf) ’
rs)

kde sumace Z se vztahuje na viecky ty dvojice indexd r, s, pro néz
(rs)
1<r<sim.
ViTA 114.1. Je-li | alternujici bilinedrni forma v P, , lze uréit ar.
bast (114.2) tak, Ze f md tvar

k—1
(114'6) Z Er(z2ry2r+1 — Tor+ 1y2r) ’
r=0
pFicemz 2k <m + 1.

Dioraz. Pro m = 1 je véta zfejma pii kazdé volbé ar. base 4, , 4, .
Pro kazdé m je véta zfejmd, je-li f identicky rovna nule. Neni-li f
identicky rovna nule, lze uréit 4, tak, Ze neni identicky f(4,, X) = 0.
Potom existuje nadrovina g, jdouci bodem A, tak, Ze f(4,,X) = 0,
praveé kdyz {X} lezi v g, . Zvolme A, mimo g, , takZe f(4,, A,) + 0.
Potom existuje nadrovina g, jdouci bodem 4, tak, Ze f(4,, X) = 0,
pravé kdyz {X} lezi v g, . Je g + ¢, a jeZto miZeme pFedpoklidat,
Ze m > 2, prunik P,_, nadrovin g, , o, neni prazdny. Budiz

(114.7) Ay, , A,
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ar. base pro P, _,. Potom je (114.2) ar. base pro P,, nebot jinak
by existovala é&isla ¢, (0 < r < m) tak, Ze

COAO + c1‘41 = Z cfAr o0,

r=2
tedy budto ¢, + 0 nebo ¢, + 0, coZ je nemozné, jeito
I(AO)ZCrAr) ZI(AI,ZC,.A,.) =0,
r=2 r=2
f(Ay , cody + ‘C1A1) = c,f(4,, 4,)
f(Ay, cody + ¢, 4)) = —cpf(4y, 4,) .

Ve (114.5) je nyni ay, = a,, = 0 pro 2 < s < m, takZe pro m = 2 je
HX , Y) = ag(xy, — x,y,) a véta je pro m = 2 spravna. Pro m > 3
muzeme piedpoklidat, ze véta je spravna pro P,_,, nafei miZeme
(114.7) volit tak, Ze pro z, =y, =0, t. j. pro X = z,4, + ... +
4 Zpd,, Y =y, A, + ... + Ynd,, je

k-1

,f(X > Y) = z Er(x27y21+1 - er Fly2r) ’

r=1
kde 2k < m + 1, nadez, jeito a,, = a,, = 0 (2< s < m), ma f pfi
libovolnych X , Y tvar (114.6), jestlize ¢, = a,, .

Bod {X} nazveme reguldrnim vzhledem k alternujici bilinearni
forméf, existuje-li Y tak,Ze f(X, Y) + 0; bod { X} nazveme singuldrnim
vzhledem k f, jestlize f(X , Y) = 0 pro vSecka Y. V ¢lanku 94 jsme
definovali régularni a singuldrni bilinedrni formy f. Je patrné, Ze
vzhledem k alternujici bilinedrni formé f existuji singularni body, pravé
kdyz f je singularni. Mnozinu v8ech singuldrnich bodd singularni
alternujici bilinedrni formy f nazveme jejim vrcholem. Je to ziejmé
linearni podprostor P, v §ir§im smyslu prostoru P, (0 < d < m , pfi
¢emZz d = m pouze pro nulovou formu f) .

VETA 114.2. PFi lichém m existuji jak reguldrni, tak i singuldrni
alternujici bilinedrni formy f, pfi sudém m pouze singuldrni. Je-li d
dimense vrcholu singuldrni f, je éislo m — d sudé (neni-li f nulova,
jem—d>0).

Dtxaz. Neni-li f nulova forma, miZzeme pfedpokladat, ze ve (114.6)
jee, #0pro0 < r<k—1.Jeli X =xdy + 2,4, + ... + 2,4,,
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je zfejmé [X} singularni, pravé kdyz z, =0 pro 0 < s < 2k —1.
Tedy f je regularni, pravé kdyz 2k =m + 1, a pro 2k <m + 1
mé, f vechol {4, ,..., A} atedyd = m — 2k .

V ¢lanku 94 jsme poznali, ze kazdd regularni bilinedrnf forma f
prostoru P,, vytvofuje uréitou korelaci K prostoru P,, a Ze obricené
kazda korelace prostoru P, je vytvofena nekoneéné mnoha bilinear-
nimi formami, pfi éemz je-li f jedna z nich, jsou viecky tvaru cf,
kde c je libovolné ¢islo rizné od nuly. Korelaci K jsme nazvali involu-
tornt, jestlize pro kazdy bod X plati, Ze kdykoli bod Y leZi v nadroviné
KX , lezi také obracené X v nadroviné KY . Poznali jsme, ze K je
involutorni, pravé kdyz vytvotujici bilinearni forma je budto symetric-
ké nebo alternujici; v prvém p¥ipadé jsme nazvali K polarni korelaci,
ve druhém nulovou korelaci. Je-li K polarni korelace, vime, Ze existuje
(bodové nebo formélné redlna) regularni Q,,_, tak, Ze pro kazdy bod
X je KX jeho polérni nadrovina vzhledem ke Q,,_, ; bod X lezi v nad-
roviné KX , pravé kdyz X lezi v Q,_, , takZe existuji realné body X ,
které nelezi v KX . Naproti tomu, je-li K nulova korelace, lezi kazdy
bod X prostoru P,, v nadroviné KX . Podle véty 114.2 pro sudé m
neexistuji a pro liché m existuji nulové korelace prostoru P, . Pro
m = 1 neni rozdilu mezi bodem a nadrovinou a jedind nulovd korelace
primky P, je jeji identickd transformace.

Budiz nyni ddna v P,, nenulovd alternujici bilinedrni forma f,
kterd miZe byt regularni nebo singuldrni. Dva body {X} , {¥'} prostoru
P,. nazveme konjugované vzhledem k f, jedi f(X,Y)=0; podle
(114.1) je to vztah vzajemny a kazdy {X} je (mimo jiné i) sdm k sobé
konjugovin. Je-li {X} singuldrnim bodem pro f, je konjugovan s kaz-
dym bodem prostoru P,, ; je-li vak { X} regularnim bodem pro f , potom
mnozina vSech bodu konjugovanych s bodem {X} tvofi nadrovinu
prochdzejici bodem {X} , kterou nazveme poldrni nadrovinou bodu {X}
vzhledem k f . Smysl pojmi reguldrni nebo singuldrni formy, regular-
niho nebo singulirniho bodu, konjugovanych bodi, polérni nadroviny
zistane nezménén, nahradime-li formu f formou cf , kde ¢ + 0. Je-li

nymt X =xd +pB, Y =yd 4B,
plyne z (94.1) aZ (94.4) a ze (114.1), Ze
HX, Y) = (a6 —By) f(4 , B)

191



a z toho nésleduje: jestlife dva rizné body pFimky p jsou navzdjem
konjugovdiny vzhledem k f , jsou kaidé dva body pFimky p konjugovdny
vzhledem k f . Mnozinu C,, viech takovych pfimek p nazveme linedrnim
komplexem v prostoru P, vytvofenym (nenulovou) alternujici bili-
neirni formou f. Zaroven s f také kaida cf (¢ + 0) vytvofuje tyZ
C.» a obracené se snadno dokaze, Ze jestliZze vedle f také druhd nenulova
alternujici bilinearni forma g vytvofuje tyz C,, , existuje ¢ + 0 tak,
Ze je identicky g = c¢f . C,, je reguldrni{ nebo singuldrni podle toho,
jaka je f; rovnéz tak u pojmu reguldrniho nebo singuldrniho bodu,
konjugovanych boda, poldrni nadroviny atribut ,,vzhledem k C,*
znamena totéz jako ,,vzhledem k f. Je-li f, a tedy i C,, , singuldrni,
potom wrcholem linedrniho komplexu C,, rozumime vrchol formy f.
Je-li C,, regularni, potom nulova korelace K vytvofena linearnim
komplexem C,, je nulova korelace vytvofena formou f ; tedy nadrovina
KX je poldrni nadrovina bodu {X} vzhledem k C,, . Vkazdém p¥ipadé,
je-li A singularni bod pro C,, , potom kaZdd pfimka jdouci bodem A
nalezi do C,, ; je-li A regularni bod pro C,, , potom do C,, nilezi pfimka
p jdouci bodem A , pravé kdyz p lezi v polarni nadroviné P,,_, bodu 4
vzhledem k C,, , t. j. pravé kdyZz p nalezi do n{4 ; Pn,_,) [viz (81.1)].

Pro m =1 je kazdy bod pkimky P, pouze sim k sobé konjugovan
vzhledem k f, takZe C, je prdzdnd mnoZina. Pro m = 2 plyne z véty
114.2, Ze C, je singularni a Ze jeho vrcholem je uréity bod A4 roviny
P, ; z toho snadno plyne, Ze C, je prosté svazek piimek n(4 ; P,) .
Prom = 3 plyne z véty 114.2, ze C, mize byt reguldrni nebe singularni;
je-li C, singuldrni, je jeho vrcholem uréitd pfimka p prostoru P,
a snadno se dokéze, Ze C, se sklid4 z pfimky p a mimo ni jeSté privé
z téch pfimek prostoru P, , které protinaji pfimku p . Je-li C; reguldrni
a je-li p libovolné dana pfimka prostoru P;, dokaze se snadno, Ze
mnozina viech téch bodda prostoru P, , které jsou konjugovany vzhle-
dem (ke dvéma riznym a tedy) ke viem bodim p¥imky p , tvofi opét
pfimku ¢ , kterou nazveme poldrou pfimky p vzhledem k C, ; je patrné,
Ze poldrou piimky ¢q vzhledem k C,; je puivodni pfimka p . Jestlize p
ndlezi do C,, splyne se svou polarou g ; jestliZe p nendlezi do C,,
nemaji p a q Zadny spoleény bod.
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115. PRIMKOVA GEOMETRIE V P,. Budi? ¥, mnoZina vSech
alternujicich bilinedrnich forem v projektivnim prostoru P, (m = 3).
Jsou-li f, g dvé takové formy, patii do ¥,, také forma f 4 g ; zaroveil
s | patfi do ¥,, také cf pri kazdé volbé &isla ¢ . Zvolime-li libovolné
ar. basi

Ay, 4,,...,4,

prostoru P, , potom ty bilinearni formy y,, (0 < r < s < m), pro néz
Yo (X, Y)=2y,—zy, pro X = x4y + 24, + ... + 2,4,, ¥ =
= yody + v1 4, + ... + Yndn. , tvoli basi pro ¥,, . Tedy ¥,, je vekto-
rovym prostorem dimense tm(m 4+ 1) a tudiZ ar. zdkladem projektiv-
niho prostoru {¥,} dimense {(m — 1)(m + 2) . Podle pfedchéazejiciho
¢lanku existuje vzajemné jednoznaény vztah mezilinedrnimi komplexy
pripad m = 3; pétirozmérny projektivni prostor {¥;} nazveme
Kleinovgm prostorem, oznadime jej K; a kazdy bod prostoru K, na-
zveme proym Kleinovym obrazem piislusného linedrniho komplexu C, .
Je-li C; specidlni, sklidd se ze vSech piimek protinajicich urcitou
piimku p prostoru P, (a z piimky p samé); prvy Kleiniv obraz linear-
niho komplexu C, nazveme v tomto pfipadé také Kleinovym obrazem
pFimky p .

Zavedme libovolnou ar. basi

(1151) ADrAI)A2’A3
prostoru P, , jiz podle pfedchoz?ho odpovida ar. base

(115.2) Yo1 > ¥o2» Vo35 Y12y Y13, Ve
Kleinova prostoru K, , kde 'pro X =204y + ... + 234, ,Y = y,do +
4+ ... 4+ y;4,

WTs(X) =T Ys — LYy
r,s=20,1;02,;03;12; 13; 2,3.
Alternujici bilinearni forma f , kde
[(X, Y) = ag)(%ey, — T:1%0) + Goa(Tol2 — TaYo) -+
(115.3)  + aos(2o¥s — ZslYo) + ¢12(21Y2 — oY1) + A1a(1Y5 — oY1) +
+ a3(ToYs — Z3Ys)

m4é vzhledem k ar. basi (115.2) soutadnice
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(115.4) Qo » Gogy Qo3 , By g3, Aoy,

které také nazveme (nejsou-li viecky rovny nule, t. j. jestlize forma f
neni nulova) homogennimi souradnicemi linedrniho komplexu vytvore-
ného formou f a je-li f singuldrni s vrcholem p, také homogennimi
soutadnicemt pfimky p vzhledem k ar. basi (115.1). ~

Ar. bod (115.4) prostoru K; oznatme strutné (a); je-li @ + o, necht
pro jednoduchost tyZ symbol (@) znamena také prislusny g. bod pros-
toru K, .

ViiTA 115.1. Je-li pFimka p prostoru P, uréena body

(115.5) L =24, + 44, + 2,4, + 4344,

M = podo + 11 A4; + wady + pad,,
potom Eisla
by = Aatts — Aata s bop = Aypy — Aypug
bos = Aypz — Aoty
bio = Aopts — Aspto s byy = Aopto — Aopta,
by = Aoty — Ao

(115.6)

jsou homogennimi soufadnicemi pfimky p vzhledem k ar. basi (115.1).
Nebot alternujici bilinearni forma g , kde

(115.7) g(X ,¥) = |fo M le ol
Yo Y1 Y2 Ys
vytvofuje singularni linearni komplex s vr‘cholem p.
Polozme
(115.8) @s(a) = Qg 1Qy3 — Aoy + @g3a,s ,

takie ¢, je kvadratickd forma prostoru K, ; dale polozme

(115.9) @(a, b) = ag by + g3y — @goby; — apaby, +
+ @g3bi2 + @pabes

takZe ¢ je symetricka bilinedrni forma prostoru K prisludnd kvadra-
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tické formé @, . Vyjadieni (115.8) formy ¢, se tyka ar. base (115.2);
prejdeme-li od (115.2) k nové ar. basi

(115.10) Yoo X1s X2 X3 Xa» Xs
prostoru K, spjaté se (115.2) rovnicemi

Yo = VYo %3, X1t = VYo Y235 X2 =%Yo2— Yu3,
X3 = Yor T ¥ia» X2 =Vos T Vi2» X5 = Vo3 — Va2
mame misto soufadnic (115.4) bilinedrni formy (115.3) nové soufad-
nice
Cos €1, €2, C3, G4, G,
kde
Ggy = C €y Ggg =C2 +C3, Aoy =€ + G,
Q3 = C—C1, Q3 =C—Cy, Gy =0 —C5,
takie kvadratickd forma (115.8) ma v novych soufadnicich tvar
a—cd+ed—cE+cd—=ck.
Tedy @, je regularni kvadraticka forma prostoru K se signaturou (3,3).

VEra 115.2. V Kleinové prostoru K; existuje reguldrni kvadrika
se stgnaturou (3,3), kterou nazveme zdkladni kvadrikow prostoru K
a oznadime Z, , s tou vlastnosti, Ze bod prostoru K je Kleinovgm obrazem
pFimky prostoru Py , pravé kdyz lezi na Z, . Kvadrika Z, je vytvofena
formou ¢, .

Dtxaz se rozpadd na dvé éasti. I. Podle véty 115.1 piimka p
uréena body (115.5) ma homogenni soufadnice (115.6); zfejmé viak
ve (115.7) je g(L , M) = 0, takie ¢,(b) = 0.

II. Budiz ¢,(a) = 0, kde ¢isla (115.4) nejsou vesmés rovna nule;
mame dokazat, Ze forma (115.3) je singuldrni. Volime-li X, = a4, —
— ag 4, + a,A,, plyne ze (115.3), Ze f(X,,Y) = @,(a).y,, t. j.
f(X;,Y) = 0 identicky v Y . Je-li tedy X, + o, je {X,} singuldrni
bod pro f . Je-li v8ak X, = 0, t. . a;, = @, = a,, = 0, ddva (115.3)
identitu (X , Y) = (@052 + @15%) + @0s%:) Y5—(@0s¥ho + @13Y; + osa) -
. x3; volime-li X, = x4, + x,4; + 2,4, + o tak, aby bylo agz, +
+ a,3x, + ayx, = 0, je {X,} singularni bod pro f.

VEra 115.3. Pfimka p prostory Py ndleZi do linedrniho komplexu C, ,
pravé kdyZ prvy Kleindwv obraz C, ndlezi do teéné nadroviny kvadriky Z,
v tom jejim bodé, ktery je Kleinovym obrazem piimky p . :

- 195



DUkaz. Pfimka p budiZ uréena body (115.5), takZie ma homogenni
soufadnice (115.6). Lineidrni komplex C; budiZz vytvofen alternujict
bilinedrni formou (115.3). Mame dokizat, ze ¢(a , b) = 0, pravé kdyz
f(L, M) =0.Podle (115.3) a (115.6) je viak dokonoe vidy

¢(a’b)=f(L)M)

VETA 115.4. Dvé rizné pfimky p , q prostoru Py se protnou, prdvé kdyZ
pfimka @ urlend jejich Kleinovymi obrazy leZi celd na kvadrice Z, .
Je-li tomu tak, skiddd se pfimka @ z Kleinovijch obrazi pravé téch
primek prostoru Py , které v tomto prostoru vyplni svazek primek obsahujici
p i q . Pfimku @ nazveme Kleinovym obrazem naseho svazku primek.

Dtraz. I. Jsou-li (a), (b) Kleinovy obrazy piimek p, g, plyne
z véty 115.3, Ze (pfimka ¢ ndlezi do singuldrniho linedrniho komplexu
s vrecholem p, t. j. Ze) pfimky p , q se protnou, pravé kdyz body (a),
(b) jsou navzijem konjugovany vzhledem k Z, . Av8ak dva razné body
(2), (b) kvadriky Z, jsou konjugovany vzhledem k Z,, pravé kdyz
pfimka (a)(b) lezi cela na Z, .

II. Jestlize pfimka (a)(b) lezi celda na Z, , budiz L priaseéik pfimek
9,9, M % L bod pfimky p, N + L bod pfimky ¢ . Ze (115.6) je pa-
trné, Ze (la + ub) je Kleintiv obraz pfimky, ktera spojuje bod L
s bodem AM + uN .

Jeito reguldrni kvadrika Z, prostoru K; mé signaturu (3.3), plyne
z &lanku 106, Ze existuji roviny, jez jsou celé obsaZeny v Z,. Jaké
to jsou roviny, o tom nas poucuje

VETA 115.5. Kleinovy obrazy vdech pFimek prochdzejicich dangm
bodem A prostoru P; vyplni rovinu obsaZemou v Z,, kterou nazveme
Kleinovym obrazem bodu A . Kleinovy obrazy vdech pFimek leZicich
v dané roviné o prostoru P, vyplni rovinu obsaZenou v Z, , kterou nazveme
Kleinovgm obrazem roviny o . Obrdcené, katdd rovina obsaZend v Z,
je Kleinovym obrazem bodu nebo roviny prostoru P, .

Dtxaz plyne snadno z véty 115.4.

Pozndmka. V ¢lanku 105 jsme dokazali, Ze na dvojrozmérné regularni
kvadrice se signaturou (2,2) lezi dvé soustavy reilnych pfimek tak,
Ze dvé ruzné pFimky téZe soustavy se protnou, dvé pfimky riznych
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soustav se neprotnou. Podobné se da dokazat, Ze na ¢tyfrozmérné
reguldrni kvadrice se signaturou (3,3) leZi dvé soustavy realnych rovin
tak, Ze dvé rizné roviny téZze soustavy maji za priunik bod a Ze dvé
roviny raznych soustav budto maji za prinik pfimku nebo majf
prunik prazdny. Tento fakt se v dusledku véty 115.5 jevi velmi ni-
zorné na kvadrice Z, : zde roviny jedné soustavy jsou Kleinovy obrazy
bodud prostoru P, , roviny druhé soustavy pak Kleinovy obrazy rovin
prostoru P, .

Druhym Kleinovym obrazem linedrniho komplezxw €, nazveme
mnozinu I’y Kleinovych obrazi viech primek, ze kterych se sklada C, .
Je-li (@) prvy Kleiniv obraz C, , potom podle véty 115.3 I'; je prunik
kvadriky Z, s polarni nadrovinou 7, bodu (a) vzhledem ke &tyt-
rozmérné kvadrice Z, . Tudiz Iy je trojrozmérna kvadrika; jestlize C,
je regularni, lezi (@) mimo Z, (viz vétu 115.2), takie podle véty 102.1
je I'; regularni trojrozmérnd kvadrika s (neorientovanou) signaturou
(3,2); jestlize C4 je singularni s vrcholem p, potom podle véty 102.2
je I'y singularni trojrozmérna kvadrika se signaturou (2,2), jejimz
jedingm singuldrnim bodem je Kleintiiv obraz pfimky p .

Kazdé dva rizné linedrni komplexy C, a C, urduji svazek linedrnich
komplexi, slozeny z téch linearnich komplexu, jejichz prvé Kleinovy
obrazy vyplni v prostoru K, pfimku @ = (a)(b), kde (a), (b) jsou
prvé Kleinovy obrazy linedrnich komplext C, a C,. Prinik obou
linedrnich komplexit C, a C,, ktery oznadime L, se nazyva linedrni
kongruence v P, ; kazd4 pfimka nalezejici do L nalezi do v8ech linedr-
nich komplext svazku a L je prinikem kterychkoli dvou linearnich
komplext svazku. Pfimku @ prostoru K, nazveme prvym Kleinovym
obrazem linedrni kongruence L .

Podle moznych vzajemnych poloh pfimky @ a kvadriky Z, méme
étyTi razné druhy linearnich kongruenci L :

(1) Cela pfimka @ lezi na kvadrice Z, ; L je rozpadld linedrni kon-
gruence.

(2) Primka @ je seénou kvadriky Z,; L je hyperbolickd linerni
kongruence.

(3) P¥imka @ je nesetnou kvadriky Z,; L je eliptickd lLinedrng
kongruence.
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(4) Primka @ je teénou kvadriky Z,, ale neleii celd na Z,; L je
parabolickd linedrni kongruence.

V piipadé (1) podle véty 115.4 existuje v P, svazek pfimek =(4 ; o),
kde A4 je bod a p jim prochdzejici rovina prostoru P, ; L se skldda z téch
piimek prostoru P;, kterd protnou kazdou pfimku svazku n(4 ; o).
Je patrné, Ze L se rozpadd na dvé &asti, a to jednak na mnoZinu viech
piimek prostoru P, prochizejicich bodem A4, jednak na mnoZinu
viech piimek prostoru P, lezicich v roviné o ; prinikem obou &dsti
je svazek n(A4 ;). Obriacené obdrzime z kazdého svazku pfimek
7t(A ; o) pravé popsanym zplsobem rozpadlou linedrni kongruenci L .

V piipadé (2) muzeme predpoklidat, ze prvé Kleinovy obrazy linear-
nich komplext C; a C, jsou prisetiky pfimky @ se zékladni kvadrikou
Z, . Podle véty 115.2 jsou linearni komplexy C, , C, singularni, a jejich
vrcholy jsou podle véty 115.4 dvé neprotinajict se piimky p , ¢ prostoru
P, . Tedy hyperbolicka kongruence L se sklada ze vSech téch pfimek
prostoru P, , které protinaji piq ; pfimky p a g se jmenuji #idic? primky
hyperbolické linearni kongruence. Obricené kterékoli dvé reilné
neprotinajici se pfimky p, ¢ prostoru P; jsou Fidicimi pfimkami
uréité hyperbolické kongruence.

V piipadé (3) eliptické linearni kongruence je v3e stejné jako v pfed-
chozim ptipadé az na to, Ze fidici prfimky p, ¢ jsou nyni dvé imagi-
narni komplexné sdruzené pifimky bez spoleéného bodu, tedy bez
realnych bod.

V ptipadé (4) mizeme predpoklidat, Ze Kleiniv obraz (115.3)
linedrniho komplexu C, je bod dotyku pfimky @ se zakladni kvadrikou
Z, . Kleiniiv obraz (115.9) linearniho komplexu C; lezi mimo Z, v teZné
nadroviné k Z, v bodé (115.3). Linearni komplex C, je singularni;
jeho vrcholem budiz pfimka p prostoru P, , ktera je (v tomto pfipadé
jedinou) Fidici pfimkou parabolické linedrni kongruence L . Linearni
komplex C, je regularni a obsahuje pfimku p ; polirni rovina vzhledem
k C; libovolného bodu pFimky p prochéazi ptimkou p ; jestlize kazdému
bodu X piimky p prifadime jeho poldrni rovinu pX vzhledem k C;,
‘dostaneme projektivni zobrazeni y piimky p na svazek a(p;P;).
Parabolicka linearni kongruence L se sklddd ze v3ech svazka piimek
tvaru 7(X , pX), kde X probiha pfimku p . DokdZeme, Ze také obra-
cen&, zvolime-li v P, libovolné pfimku p a projektivni zobrazeni y
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piimky p na svazek rovin n(p , P;) , potom jestlize X probiha pfimku
p, viecky svazky pfimek tvaru z(X , yX) dohromady davaji parabo-
lickou linearni kongruenci s fidiei pfimkou p . Za tim ucéelem zvolme
(115.1) tak, aby body {4,}, {4,} leZely na dané piimce p a aby obra-
zem libovolného bodu {14, + uA,} pii projektivité y byla rovina
spojujici pfimku p s bodem {14, 4 uAd,} . Zddan4 lineirni kongruence
bude vytvofena singulirnim linedrnim komplexem C, s vrcholem p
a reguldrnim linedrnim komplexem C; , zvolime-li C, tak, aby obsaho-
val pfimku p a aby libovolny bod X této pfimky mél vzhledem
k C, polarni rovinu X . Je patrné, ze alternujici bilinedrni forma f,
kde (X ,Y) = xgy, — Zsyy + T3y, — %Y, , Ma tuto vlastnost.

Drubgm Kleinovym obrazem linedrni kongruence L nazveme mnozZinu
2 Kleinovych obrazt viech pfimek, ze kterych se sklada L. V dia-
sledku véty 115.3 je 2 prinik kvadriky Z, s trojrozmérnym linearnim
podprostorem prostoru K, , ktery se skladd ze vSech bodi vzhledem
k Z, konjugovanych s kazdym bodem piimky @ . Ctenaf snadno
-odivodni, Ze £ je dvojrozmérna kvadrika, ktera v ptipad¢ rozpadlé L
se sklada ze dvou rovin protinajicich se v pfimce (jeZ je vrcholem
uvafované kvadriky 9), v piipadé hyperbolické L je 2 reguldrni
se signaturou (2,2), v pfipadé eliptické L je 2 regularni se signaturou
(3,1), v ptipadé parabolické L je Q singuldrni s jednobodovym vrcho-
lem a se signaturou (2,1).

VETra 115.6. BudiZ q poldara pFimky p vzhledem k reguldrnimu linedr-
nimu komplexu C, . JestliZe p nendlefi do C;, je p + q a spojnice @
Kleinovyjch obrazi, pFimek p, q prochdzi prvgm Kleinovgm obrazem
linedrniho komplexu C, . Jestlize p ndleZi do C,, je p = q a teéna k Z,
v Kleinové obrazu pFfimky p prochdzi prvym Kleinovyym obrazem C, .

DUraz. V pripadé p = ¢ je véc jasnd (viz vétu 115.3). Budiz p + ¢
a budiz @ spojnice Kleinovych obrazi pfimek p,q. @ je prvym
Kleinovym obrazem hyperbolické linedrni kongruence L s Fidicimi
piimkami p , g a je tieba pouze ukézat, Ze cela L je dasti C, . To je viak
jasné, nebot L se sklidd ze svazkil pfimek tvaru =(4 , o), kde 4
je bod piimky p a rovina g spojuje bod 4 s pfimkou ¢, je tedy polarni
rovinou bodu A4 vzhledem k C, .
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116. MOBIUSUV PROSTOR. Budi# dan eukleidovsky prostor E.,
budiz N jeho Ubéina nadrovina a budiz A,,_, jeho absolutni kvad-
rika.

Nazveme (m — 1)-sférou a oznatme §,_, takovou kvadriku pro-
jektivniho prostoru E,, , kterd obsahuje jako ¢ist (m — 2)-rozmérnou
kvadriku A,_,. Je rozeznavat dva ptipady. Predné mame takové
(m — 1)-sféry §,-,, které neobsahuji jako.¢dst celou ubéznou nad-
rovinu IV ; nazveme je 8tfedové (m — 1)-sféry. (Pfipomenime si, Ze podle
&lanku 107 pouze takové kvadriky prostoru E,, poéitame mezi kvadriky
prostoru E,, , které neobsahuji jako 6dst celou nadrovinu N.) Podle
¢lanku 108 jsou tfi druhy stfedovych S,,_, . Pfedné mame bodové realné
regulirni S,_,, které jsme nazvali (m — l)-rozmérnymi koulemi
a kterym nyni budeme fikat (m — 1)-koule; pfipomeifime si, Ze 1-koule
jsou totozné s kruinicemi. Za druhé mame formalné reilné regulirni
S.-,, které nazveme struéné formdlni S, _,. Posléze patii mezi
sttedové S,,_, jesté formalné realné singularni S,,—, s jednobodovym
vrcholem v koneénu, které nazveme struéné bodové S,_, . Vrcholem
bodové §,,—, je e. bod A a obricené kazdy e. bod 4 je vrcholem praveé
jedné bodové S, _,, kterd se skladd ze vSech minimalnich piimek
prostoru E,, jdoucich bodem 4 ,ktery je jedinym jejim realnym bo-
dem. Kazda stfedovd S,_, ma urdity e. bod A za svij stfed; je-li
§,, regularni, je stfed A pélem nadroviny N vzhledem k S,_,;
je-li §,,_, bodova, je stfedem jeji vrchol.

Vedle stiedovych §,_, mame jesté takové (m — 1)-sféry, které
obsahuji jako &ast celou ibéZnou nadrovinu N ; sem patfi mimo jiné
dvojnasobna nadrovina N , kterou oznaéime N2, Ostatni §,,_, obsahu-
jici N jako ¢ast nazveme plandrni (m — 1)-sféry a oznaéime je T, _,;
mnozina viech boda v koneénu kazdé T, _, , kterou oznaéime [T, _,],
je podle ¢lanku 96 (str. 108) nadrovina prostoru E, a obricené pro
kaidou nadrovinu p prostoru E, mame pravé jednu T,_, tak, Ze
e =[Tn-i]. '

V ¢lanku 109 jsme poznali, Ze mnozina {Q,,-,} viech kvadrik pro-
jektivniho prostoru E,, tvoii projektivni prostor dimense {m(m + 3),
jehoz ar. zékladem je mnozina viech kvadratickych forem v E,, (nulo-
vou formu nevyjimajic). Je patrné, Ze mnoZina vSech (m — 1)-sfér,
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kterou oznac¢ime M,,;,, tvofi linedrni podprostor prostoru {Q,_,},
tedy opét projektivni prostor. Zvolme v E, kartézskou soustavu
soufadnic

(116.1) (Pi;e ,..,e>.

Ar. body P,e,,...,e, tvol tedy ar. basi projektivniho prostoru
E,, a pro libovolny ar. bod X polozime
(116.2) X =2 + z0, + ... + 20,,

pfi ¢emz, jak vime, koeficient z, je nezavisly na volbé kartézské
soustavy soufadnic (116.1). Prostor M,,,, ma dimensi m + 1, nebot
je patrné, Ze jeho ar. basi jsou kvadratické formy

(1163) Jos G155 9m > Gm+1>
kde pfi oznadeni (116.2) je
(116.4) Go(X) = af + ... + 2%, gnii(X) = 27,
g(X) =—2x2, pro 1<r<m.

Kvadraticka forma

(116.5)  F, =tgy + 191 + .- + tnffn + tme1Gmer
kde nejsou viecka ¢isla

(116.6) tos by s eens by tmsy s

j'ejichi souhrn stru¢né oznadime (¢), soucCasné rovna nule, vytvoiuje
(m — 1)-sféru S,,_,. Cisla (116.6) jsou soufadnicemi kvadratické
formy F, a ziroven homogennimi soufadnicemi (m — 1)-sféry S,,_,
{odpovidajicimi kartézské soustavé soufadnic (116.1) prostoru E, ,
ale jak jesté uvidime, soufadnice £, je nezavisld na volbé soustavy
(116.1)] . Je patrné, Ze pro N? a pro kazdou T,,_, je ¢, = 0, kdezto
pro stfedové S,, , jet, & 0 ; pro N2 je takét, = ... =, = 0 a oviem
tmer £ 0.

Prostor M, ., budeme nazyvat Mobiusovym prostorem. AvSak
misto abychom jako dosud body prostoru M., tplné ztotozriovali
s (m — 1)-sférami §,,_, , bude Géelné zaujmout obecnéjdi stanovisko,
Ze body prostoru M, ., jsou jakékoli objekty, jen kdyz tyto objekty
jsou v urditém vzijemné jednoznalném vztahu s (m — 1)-sférami.
Bod Mobiusova prostoru, ktery odpovida dané (m — 1)-sféfe §,,_,,
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nazveme prvym Mdbiusovym obrazem této (m — 1)-sféry. Prvy
Mobiustv obraz (m — 1)-sféry N2 nazveme severnim pélem a oznaéime
jej o . Homogenni soufadnice (116.1) (m — 1)-sféry S, _, jsou zarovei
homogennimi soufadnicemi jejiho prvého Mobiusova obrazu; pozna-
menejme, Ze ¢ ma viecky své homogenni soufadnice, aZ na posledni,
rovny nule. Dile poznamenejme, Ze budeme brdt v dwvahu pouze redlné
body Mébiusova prostoru M, ., .

Polpime nyni

(116.7) @) =8 + ...+ £ — ol -

Kvadratickd forma ¢, vytvofuje v prostoru M., m-rozmérnou
kvadriku, kterou nazveme zdkladni kvadrikow prostoru M, ., a ozna-
gime M,, . Snadno se zjisti, ze M., je reguldrni eliptickd kvadrika
prochdzejici severnim pélem o , dile Ze je @,(¢) > 0 pro body prostoru
M,., vné M, , g,(t) < 0 pro body uvnit¥ M,, . Snadno se d4 dokazat,
ze kvadratickd forma ¢, je nezavisld na volbé kartézské soustavy
soufadnic (116.1). To pfenechavame ¢tenafi, protoze pro nas je dule-
zity pouze fakt, Ze zakladni kvadrika M, je nezavisla na volbé kar-
tézské soustavy (116.1), a spriavnost tohoto faktu je bezprostfednim
dusledkem nasledujici véty.

VETa 116.1. Bod Mabiusova prostoru M, ., , rizny od severniho pélu
a , je proym Mobiusovym obrazem bodové S,,_, , prdavé kdyz leZi na zd-
Fladni kvadrice M., .

DUraz. Jeli t, =0 a ziroveii ¢,(t) = 0, plyne ze (116.7), Ze
&+ ... 4 & = 0 a jezto bereme v ivahu pouze reilné body prostoru
M, . ,musi byt {, =..=1t, =0, t. j. severni pdl ¢ je jediny bod
na M, , pro ktery je t, = 0. Pfedpoklddejme nyni, Ze ve (116.5) je
t, £ 0, takie (m — 1)-sféra §,,_, vytvorens kvadratickou formou F,
je stfedovd; mame dokazat, Ze ¢,(t) = 0, pravé kdyz §,,_, je bodova.
Nyni ze (116.4) a (116.5) plyne snadno, Ze pro z, = 1 [t. j. jestliZe
ar. bod X ve (116.2) je e. bod] je

1
(116.8) Fy(X) = ti[(2, — @) + ... + @n—an)]—1-. @ul1),
kde-jsme polozili

(116.9)" arz%- pro 1< rm.
0
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Ze (116.8) je patrné, Ze S,,_, je bodova, pravé kdyz ¢.(t) = 0, co%
se pravé mélo dokdzat. Zaroveil jsme zjistili, Ze jsou-li (116.6) homo-
genni soufadnice stfedové S, _, , je jeji stied

(116.10) A =P +ae +..+ape,,

kde Cisla a, (1 < r < m) jsou uddna ve (116.9). Mimo to plyne ze
(116.8), Ze @,(t) > 0 pro (m — 1)-kouli §,_,, @,(t) < 0 pro formalni
Sp1 .

Nazveme Mobiusoviym obrazem e. bodu A prvy Mobiusiv obraz
bodové (m — 1)-sféry S, _,, jejimz vrcholem je bod 4 . Vétu (116.1)
mitZeme nyni vyslovit také takto: Mébiusiv obraz katdého e. bodu A
lesi na M., a je rizny od o ; obrdcené kasdy od o ruzny bod na M., je
Mibiusovym obrazem wurcitého e. bodu A . Mimo to ze (116.9) je patrné,
%e Mobiussiv obraz e. bodu (116.10) ma homogenni soufadnice

t,=ad, pro 1<r<m,
tmer = (aF + ... +ad)t,,
kde ¢islo £, + 0 je libovolné. Posledni rovnice (116.11) je disledkem
toho, ze @,(t) = 0.

V nésledujicim budiz M, tetni nadrovina k zédkladni kvadrice M|,
v severnim polu o . Ze (116.7) plyne, Ze éisla (116.6) jsou homogen-
nimi soufadnicemi bodu na M, , privé kdyz ¢, = 0. Jezto M., je re-
gularni eliptickd kvadrika, lezi vSecky body nadroviny M, , vyjma bod
dotyku o , vnéwzékladni kvadriky M., .

Spravnost nasledujicich dvou vét je snadnym dusledkem pfedcha-
zejicich vyvodu.

(116.11)

VETra 116.2. Body nadroviny M, rizné od severniho pélu ¢ jsou totoiné
8 proyme Mobiusovymi obrazy plandrnich S,,_, .

VETra 116.3. Body prostoru M., , které lezi vné M., , ale mimo nad-
rovinu M, , jsou totoiné s prvgmi Mobiusovgmi obrazy (m — 1)-kouli.
Body prostoru M., , které leZi wonitf M,,, jsou totofné s prvgmi
Mobiusovymi obrazy formdlnich (m — 1)-sfér.

Budiz S,,-, stfedovd (m — 1)-sféra se stfedem A . Prifadime
kaidému e. bodu X realné é&islo, které nazveme mocnosti bodu X
vzhledem k S, _, . Jestlize pfedné §,_, je bodova (m — 1)-sféra, je

mocnost tovna AX? je tedy rovna nule pro X = 4, kladna pro
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X + A .Je-li zadruhé S,,_, (m — 1)-koule s polomérem 7 , je mocnost
rovna AX? — r?, je tedy rovna nule pro body X na S,,_, , kladn4 pro
body X vné S,,_,, zdporna pro body X uvnitf §,_, . BudiZ posléze
S,.—, formalni (m — 1)-sféra; podle ¢linku 107 (str. 157) je S, -,
sttedové sdruzena s (m — 1)-kouli, jejiz polomér budiz r; mocnost
bodu X vzhledem k S,,_, je potom rovna AX? + 7%, je tedy kladni
pro viecky e. body X .

Jestlize kvadratickd forma (116.5) vytvofuje stfedovou (m — 1)-
sféru, takze ¢, + 0, dokdZe se snadno na zakladé (116.8), zZe je-li X
libovolny e. bod, je F.(X) rovné soutinu é&isla £, s mocnosti bodu X
vzhledem k §,,_,, takze hodnota ¢, je nezavisla na volbé kartézskeé
soustavy soufadnic (116.1). Je-li ¢, = 1 ve (116.5), pravime, Ze F,
je normdlni kvadratickd forma stiedové (m — 1)-sféry S,,_,, a ¢isla
(116.6) v piipadé t, = 1 nazveme normdlnimi souradnicemi této
(m — 1)-sféry. Podle (116.9) jsou normalni soufadnice ¢, (1 < r < m)
stredové (m — 1)-sféry S, _, totoiné s kartézskymi soufadnicemi
jejiho stfedu a ze (116.7) a (116.9) se snadno odvodi, ze t,,., = £ +
+ ...+ &, —er?, kde er? = 0 pro bodovou §,,_, , pro (m — 1)-kouli
S._,je € = 1arznamena jeji polomér, pro formalni §,_,jec = — 1

a r znamend polomér (m — 1)-koule stfedové sdruZené s §,,_, .

V predchizejicim je obsaZena
Vira 116.4. Je-li F, normdlni kvadratickd forma stfedové (m — 1)-
sféry Sm_, a je-li X lLibovolnyg e. bod, je Eislo F,(X) rovné mocnosti bodu

X vzhledem k& S,,_, .

VETA 116.5. Je-lt (') Mobiustiv obraz e. bodu A (takZe (t') + o leii
na M,,), potom teénd nadrovina kvadriky M,, v bodé (t') se sklddd z bodu
('), z projch Mobrusovijch obraza vsech (m — 1)-kouli prochdzejicich
bodem A a z prvych Mobiusovych obraza vdech téch T, _, , pro néZ nad-
rovina [T,,_,] prochdzi bodem 4 . .

DikaAz. Teénd nadrovina kvadriky M, v bodé (¢') se skléd4 ze viech
téch bodu (t), pro néz je ¢(t,t’) = 0, kde ¢ je bilinedrni forma pti-
sluSnd kvadratické formé ¢, , t. j.

(116.12)  @(t,t') = t,ty + ... + tuten — Mot v 1 + tmsals) -

Je-li (t) prvy Mobiusiv obraz (m — 1)-sféry §,,_, vytvofené kvadra-
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tickou formou (116.5), mame dokizat, Ze ¢(t,t') = 0, pravé kdyz
F,(t') = 0. Podle (116.10) a (116.11) je v8ak {, = a,typro 1 <r < m,
t., = (a® + ... +a%)y, kdet, + 0; podle (116.2) je tedy

Pt , 1) = ti[ayd, + ... + Gntm— 3@} + ... + al)lo— Hmii],
takze podle (116.4), (116.5) a (116.10) je
— 29, ¢') = Fy(t) .

Druhym Mobiusovym obrazem (m — 1)-koule $,,_, nazveme mnozinu
Mbbiusovych obrazi vsech bodi lezicich na §,._, ; druhym Mobiuso-
vym obrazem plandrni (m — 1)-sféry T, _, nazveme mnozinu sloZenou
ze severniho pélu ¢ a z Mobiusovych obrazd vsech bodu nadroviny
[Tm_1].Z vét 116.2 a 116.4 se snadno odvodi

ViEra 116.6. Je-lv S,,_, budto (m — 1)-koule nebo plandrni (m — 1)-
sféra, potom druhy Mobiustv obraz (m — 1)-sféry S,._, je prinik M.,
s poldrni nadrovinou prvého Mibiusova obrazu (m — 1)-sféra S, _, .
Jeito M. je m-rozmérni regularni eliptickd kvadrika, je tedy (viz
véty 102.1 a 116.2) uvaZovany druhy Mobiusiv obraz (m — 1)-roz-
mérnou requldrni eliptickou kvadrikou.

117. SVAZKY KOULI. V tomto &lanku podriime vSecka oznadeni
zavedend v predchizejicim ¢lanku.

Jeito (m — 1)-sféry jsou zvlastnimi p¥ipady kvadrik projektivniho
prostoru E,, , je svazek (m — 1)-sfér zvlastnim ptipadem svazku kvad-
rik v E, . Svazek (m — 1)-sfér je tedy zfejmé mnozina takovych
(m — 1)-sfér, jejichz prvé Mobiusovy obrazy vyplni pfimku prostoru
M.+, kterou oznadime @ . Svazek sdm oznadime X . Svazek 2 je
uréen dvéma libovolné zvolenymi navzajem riznymi (m — 1)-sférami
S,._., S»_., vytvofenymi dvéma linedrné nezavislymi kvadratic-
kymi formami F;, F; tvaru (116.5), jejichZ soufadnice budtez (¢'),
(t"). Tymiz symboly (t'), (") oznaéime také prvé Mjsbiusovy obrazy
(m—1)-stéry S,,_,, Su._,. )

Svazek X nazveme plandrni, jestlize pfimka @ lezi v nadroving
M, . Je tfeba rozezniavat dva p¥ipady podle toho, zda piimka @ pro-
chézi ¢i neprochazi severnim pélem o . Snadno se dokaze, Ze v prvém
piipadé X obsahuje N2 a mimo to je§té viecky planarni (m — 1)-sféry
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T._, takové, Ze pfislusné nadroviny [T,_,] tvoii svazek nadrovin
rovnobéinych s danou nadrovinou prostoru E,, ; ve druhém piipadé
pak X se sklada ze vSech planirnich (m — 1)-sfér T, _, takovych,
Ze piisluiné nadroviny [T, _,] tvoli svazek nadrovin prvniho druhu
prostoru E, , t. j. soustavu vSech nadrovin prochazejicich uré¢itym
linearnim podprostorem E,,_, prostoru E,, (pro m = 2 uréitym bodem
roviny E,) .

Jestlize pfimka @ nelezi v nadroviné M,, potom, jak uvidime,
svazek X obsahuje nekoneéné mnoho (m — 1)-kouli a proto fikame,
ze X je svazek (m — 1)-kouli. Takovy svazek 2’ nazveme: (1) hyperbo-
lickyj, je-li @ nesetnou pro M., ; (2) elipticky, je-li & seénou pro M, ;
(3) parabolicky, je-li @ te¢nou pro M,, .

Poénéme tim zvladtnim piipadem eliptického svazku (m-1)-kouli,
ktery dostaneme, jestlie pfimka @ prochazi severnim pdlem o ;
jeito @ je seénou pro M, , mi @ s M, mimo o jesté jeden dalsi spo-
leény bod, ktery je Mobiusovym obrazem e. bodu 4 . MiZeme pied-
pokladat, Ze S,,_, je bodova (m — 1)-sféra s vrcholem A4 a Ze S, _;, =
= N2 . Dile muZeme pfedpoklidat, ze F; je normalni kvadraticka
forma pro S,,_, , takie Fy(X) = AX:? pro kaidy e. bod X , dile pak,
ze Fy(X) = 1 pro kazdy e. bod X . Potom X2 obsahuje mimo N2 jesté
pravé ty (m — 1)-sféry, jimZ pisludi normdlni kvadratickd forma
F,=F, — iF.. Je-li X e. bod, je Fy(X)= AX2— 1. Z toho je
patrné, Ze 2 obsahuje mimo N2 jesté pravé vSecky stfedové (m — 1)-
sféry se stfedem A . Proto ni§ X nazveme soustiednym svazkem
(m — 1)-kouli se stiedem 4 .

Jestlize svazek X (m — 1)-kouli neni soustifedny, potom piimka @
ma s nadrovinou M, spoleiny pravé jeden bod 7, ktery je riizny od o .
Do 2 néleZi planarni (m — 1)-sféra T,,_, , jejimZ prvym Mobiusovym
obrazem je bod 7 ; nadrovinu [T,,_,] prostoru E,, ozna¢me kratce o
a nazveme ji potenéni nadrovinou svazku X ; pro m = 2 je p piimka
roviny E, , kterd se ¢asto také nazyva chorddlou svazku kruznic 2.

Jezto M, je regularni eliptickd kvadrika prostoru M, ., , leii
piimka @ v ptipadé hyperbolického svazku X celd vné M, , v piipadé
parabolického svazku pak mié @ s M, spoleény privé jeden bod
a jinak je celd vné M|, ; posléze v ptipadé eliptického svazku mé &
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s M, spoletné dva ruzné reilné body, které déli @ na dva intervaly,
z nich% jeden leZi vné a druhy uvnit¥ M., . Z toho plyne podle véty
116.3, Ze hyperbolicky svazek X obsahuje mimo jedinou planarni
(m — 1)-sféru T,,_, jedté pouze (m — 1)-koule, parabolicky svazek X
obsahuje mimo T,_, pravé jednu bodovou (m — 1)-sféru a jinak
uz jen (m — 1)-koule. Posléze elipticky svazek 2 obsahuje mimo
T_, pravé dvé bodové (m — 1)-sféry a vedle toho jesté jednak ne-
koneéné mnoho (m — 1)-kouli, jednak nekoneéné mnoho formalnich
(m — 1)-sfér. V celku tedy kazdy neplanarni svazek X2 obsahuje neko-
nedné mnoho (m — 1)-kouli, jak bylo vySe uZ ohldSeno. (Planarni
svazky 1 soustfedné svazky jsou v nasledujicim vylouceny.)

Muzeme predpoklidat, Ze F, je normélni kvadratickd forma stie-
dové (m-— 1)-sféry S,._, a e F, vytvofuje planarni (m —- 1)-sféru
T, ,.Jetedy t, =1, t; = 0; mimo to se snadno dokaze, Ze je-li
u=(t;,...,,),je u + oasmér {u} je kolmy na potenéni nadrovinu
¢ . Libovolna (m — 1)-sféra S, _, svazku X je vytvofena normilni
kvadratickou formou F, = F, + AF, se soufadnicemi (f) = (¢’ +At") .
Je t, = 1, takZze ze (116.9) plyne, Ze stied (m — 1)-sféry S,,_, ma
v kartézské soustavé (116.1) soutadnice ¢, = ¢, + At (1 < r < m).
Je-li tedy A’ stied S,,_,, md S,,_, stted A’ + Au. Tedy stfedy viech
stfedovych S,,_, svazku X vygplni pfimkou kolmou na potenéni nadrovinu
o . Tato pfimka se jmenuje stfednd svazku X ; kazdy jeji bod je stie-
dem pravé jedné §,,_, svazku X . Mocnost e. bodu X vzhledem k §,,_,
je rovna

Fy(X) = Fy(X) + AFYX) .

Jestlize X lezi v potendni nadroviné o , je Fy(X) = 0 a mocnost F,(X)
jenezavisla na 1 ; jestliZze vak X lezi mimo ¢ , je F3(X) + 0a X nemtize
mit touz mocnost vzhledem ke dvéma réznym stfedovym §,,_,
svazku X' . Tedy potenéni nadrovina o je mnoZina téch e. boda X , které
maji touZ mocnost vzhledem ke véem stredovygm S,,_, svazku X . Mimo to,
jestlize e. bod X nelezi v potenéni nadroviné ¢ , tu, je-li ddno jakékoli
redlné ¢islo ¢ jexistuje pravé jedna stiedova §,,_, svazku 2, vzhledem
k niZz mé e. bod X danou mocnost ¢ .

Jeito F, = F, 4 iF,, je patrné, Ze jestlize e. bod X nadroviny ¢
nalezi do jedné stiedové S, _, svazku X, nalezi X do kaZdé stiedové
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Sn_, svazku X', kdeito e. bod X , ktery neleZi v ¢, nileii do prdvé
jedné sttedové §,,_, svazku X' . Pri daldi diskusi je Gcelné (a podle
predchoziho také pripustné) predpokladat, Ze stted (m — 1)-sféry
S.._., ktera spolu s plandrni (m — 1)-sférou T,,_, urduje na§ svazek
2, lezi v potenéni nadroviné g . Kartézskou soustavu soutadnic
(116.1) mizZeme volit tak, Ze jejim podadtkem P je stied (m — 1)-sféry

S,._, a mimo to tak, ze ¢ = {P;u,,...,u,}. Potom pro kazdy
e.bod X =P + z2,u;, + ... + Tplyje

FyX)y=a}+... +2% —

kdec = 0, je-li §,,_, bodové (m — 1)-sféra, c = 7'2, jeli S, _, (m—1)-
koule s polomérem r > 0, ¢ = — 2, je-li §,,_, formalni (m — 1)-
sféra stfedové sdruzena s (m— 1)-kouli poloméru r > 0. Mimo to
je F5(X) = axz, ,a + 0; bez Gjmy na obecnosti mtzeme pfedpokladat,
Ze a = — 2. Libovolna (m — 1)-sféra svazku X je vytvofena normalni
kvadratickou formou F, = F, + AF, , kde tedy

FoX) = (@, — A2 + 2% + ... + 2%, — (A2 + o).

Je-li nejprve ¢ =72 > 0, mame pro kazdé 1 (m — 1)-kouli §,_,
se stfedem P + Au, as polomerem Vl* r? ; X je hyperbolicky svazek,
do néhoz mimo T,,_, naleZi je§té praveé ty (m — 1)-koule, které protnou
“nadrovinu g v (m — 2)-kouli se stftedem P a polomérem » (pro m = 2
je 0-kouli se sttedem P a polomérem r >>'0 rozumét dvojici realnych
bodt 4, B se stiedem P, pro kterou 4B = 2r) . Obrécené se snadno
dokaze, Ze je-li ddna nadrovina g a v ni (m — 2)-koule §,, ,, potom
viecky ty (m — 1)-koule, které prochdzeji danou (m — 2)-kouli,
spolu s tou planarni (m — 1)-sférou T,_,, pro kterou [T,,-;] =0,
tvori hyperbolicky svazek (m — 1)-kouli.

Je-li za druhé ¢ = 0, mdme pro 2 = 0 bodovou (m — 1)-sféru se
stfedem P a pro kazdé A # 0 (m — 1)-kouli se stfedem P + Au,
a s polomérem |4|; X je parabolicky svazek, do néhoz mimo T, _,
a mimo zminénou bodovou (m — 1)-sféru nalezeji jeité pravé ty
(m — 1)-koule, které prochézeji bodem P a v tomto bodé maji teénou
nadrovinu g . Obrdcené se snadno dokéze, Ze-je-li dana nadrovina ¢
a v ni bod P, potom viecky ty (m — 1)-koule, které prochazeji bodem
P a maji zde te¢nou nadrovinu g, spolu s bodovou (m — 1)-sférou
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sttedu P a s tou planarni (m — 1)-sférou, pro kterou [T, ,] =p,
tvoii parabolicky svazek (m — 1)-kouli.

Je-li posléze ¢ = —r?2 < 0, potom pro |A| =r dostivime dvé
bodové (m — 1)-sféry se stredy P, =P + Au,, P, =P —1u;
nadrovina ¢ je nadrovinou soumérnosti useéky P,P,. Pro || >r
dostavame (m — 1)-kouli se stfedem P + Au, a s polomérem Vﬂ.z —r?,
Pro |A| < r dostivime formalni (m — 1)-sféru se sttedem P + Au,,
s niZ je stfedové sdruzena (m — 1)-koule s tymz stiedem a s polomérem
Vrz — 2% . XY je v uvazovaném piipadé elipticky svazek (m — 1)-kouli.
Obricené je patrné, ze jsou-li dany dva rizné e. boedy P, , P, , existuje
pravé jeden svazek X2 (m — 1)-kouli, do kterého naleZeji obé bodové
(m — 1)-sféry se stiedy P, , P, ; svazek X' je zfejmé elipticky. Jsou-li
F,, F, normélni kvadratické formy téchto bodovych (m — 1)-sfér,
je pro kazdy e. bod X

FyX)=PX, FiyX)=PX. |

Do svazku X nalezi planarni (m — 1)-sféra T, _, , pro kterou [T,_,] =
= p je nadrovinou soumérnosti usetky P,P,; T,-, je vytvofena
kvadratickou formou F; — F;. Kaidym bodem A prostoru E, ,
riznym od P, i od P, , ktery lezi mimo nadrovinu ¢ (takze P,4 + 0,
P,A +0, P,A + P,A), prochizi (pravé jedna) (m — 1)-koule
Sn—, svazku X, vytvofend kvadratickou formou F, = F;— iF},
kde ¢islo 4 se uréi z rovnice Fy(4) = AF,(A) neboli P,A% = 1. P,A:.
Je A0, 1 %1 a ¢slo A =c¢® (¢c>0) je kladné; (m — 1)-koule
S.—1 je mnoZina téch bodii X , pro které P,X : P,X = ¢ . Mimo po-
psané uz (m — 1)-sféry obsahuje na3 svazek X jeité nekoneéné mnoho
formalnich (m — 1)-sfér §,_,. Stfed @ takové S,_, lezi uvnit¥
usecky P,P,, je v3ak rizny od stfedu P dvojice P,, P,. Je-li K
(m — 1)-koule se stiedem P, kterd prochazi bodem P, (a tedy i bodem
P,), potom se snadno dokaze, Ze (m — 1)-koule stfedové sdruZzena
s uvazovanou (m — l)-kouli S,,—, je jednoznaéné urcena tim, ze ma
stfed ¢ a Ze nadrovina vedend bodem @ kolmo na p¥imku PP,
ji protne v téze (m — 2)-kouli, ve které protne K .

Pro m = 2 véta, Ze jsou-li diny v roviné E, dva rizné body P, , P,
a je-li dé&kladné ¢islo ¢ #+ 1, potom mnoZina viech téch e. bodu X ,
pro néz P X : P,X = ¢, je kruinice, byla znama u# slavnému staro-
vékému geometrovi Apolloniovi z Pergy.
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118. POKRACOVANI O KOULICH. Budiz 1 < d < m. Linedrni
soustava (m — 1)-sfér dimense d. je mnozina X; v8ech takovych (m—1)-
sfér, jejichz prvé Mobiusovy obrazy vyplni d-rozmérny linedrni
podprostor @, prostoru M, .,. X; nazveme plandrni, jestlize @,
lezi v nadroviné M, ; planarni X, se sklad4 z N2 a ze vSech planarnich
(m — 1)-sfér. Je-li d < m, potom jestliZe @, neprochiazi bodem o,
sklddd se 2, z téch planarnich (m — 1)-sfér T,,_, , pro néz nadroviny
[Ton—.] tvofi d-rozmérnou linedrni soustavu prvniho druhu ve smyslu
cldnku 48; jestlize @, prochizi bodem o, potom X, obsahuje N2
a mimo to ty T,,_,, pro néz nadroviny [T,-,] tvofi d-rozmérnou
linearni soustavu nadrovin druhého druhu.

Jestlize @, nelezi v nadroviné M, , potom X, obsahuje nekoneéné
mnoho (m — 1)-kouli a pravime, Ze X, je linedrni soustava (m — 1)-
kouli dimense d. Vedle pfipadu d = 1 probraného v pfedchozim
¢lanku je nejdalezitéjsi piipad d = m . Jediny planirni X,, jsme uz
popsali vy3e; neni-li 2, plandrni, pravime, Ze X, je trs (m — 1)-kouli.
Prislusna @, je nadrovina prostoru M ,,,, razna od M, ; budiz ¢ pél
nadroviny @,, vzhledem k M., . Bod ¢ je prvym Mobiusovym obrazem
uréité (m — 1)-sféry, kterou nazveme zdkladni (m — 1)-sférou trsu.
Jsou-li (t') homogenni soufadnice bodu ¢ (a tedy také homogenni
soufadnice zakladni (m — 1)-sféry), potom ZX, se skladd z téch
(m — 1)-sfér (t) , pro néz plati ¢(t, ') = 0 neboli [viz (116.12)]

(118.1) 2(t,ts 4 .o A+ bul) = by F bmsily -

Jsou &ty¥ moiné piipady, jejichz geometricky popis se snadno odi-
vodni na zdkladé (118.1) t¥eba tak, Ze napied vhodné specialisujeme
kartézskou soustavu soufadnic (116.1). Poéneme pitipadem planarni
zakladni (m — 1)-sféry T,,_, a polozme [T, _,] = ¢; X, se sklidd
z N2, ze viech téch planarnich (m — 1)-sfér T,,_, , pro néz nadrovina
[Tm_i] je kolmd na o a ze viech téch stfedovych (m — 1)-sfér, jejichz
stfedy lezi v o . JestliZe za druhé zakladni (m — 1)-sféra je bodova
S,._. se stfedem 4, potom X, se sklid4d ze v8ech planarnich T, _,,
pro néz nadrovina g prochazi bodem 4, z jediné bodové (m — 1)-
sféry, jiz je samotna zékladni (m — 1)-sféra S,,_, , a ze vSech (m — 1)-
kouli prochézejicich bodem A . Jestlize posléze zdkladni (m — 1)-
sféra S, _, je regularni stfedova (m — 1)-sféra se stiedem 4 , polozme
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c=1r*>0, jeli §,_, (m—1)koule s polomérem r, a poloime
c=—1rd<0, jeli S, _, formalni (m — 1)-sféra stiedové sdruZens
8 (m — 1)-kouli poloméru r. V tomto piipadé 2, se skladd jednak
ze viech planarnich (m — 1)-sfér T,_,, pro néZz nadrovina [T,_,]
prochizi bodem A , jednak ze viech téch stfedovych S,,_, , vzhledem
k nimz mé bod A mocnost rovnou ¢islu ¢. V piipadé ¢ < 0 viecky
tyto stiedové S,,_, jsou (m-— 1)-koulemi, kdeito v ptipadé ¢ > 0
do X, naleZeji vedle (m — 1)-kouli také bodové i formalni §,_, ,
pfi ¢emZ bodova §,,_, se stiedem X naleii do 2, , pravé kdyz bod X
lezi na (m — 1)-kouli S,,_, .

O dvou (m — 1)-koulich S,,_,, S, _, pravime, Ze jsou navzijem
orthogondlni, jestlize jejich prvé Mobiusovy obrazy jsou navzijem
konjugované vzhledem k M, ; kaZd4 z nich nalezi tedy do trsu (m—1)-
kouli, jehoZ zdkladni (m — 1)-sférou je druhd z nich. Snadno se dokaze,
%e dvé navzdjem orthogonilni (m — 1)-koule S,,_,, S, _, jsou na-
vzdjem rizné a urcuji hyperbolicky svazek (m — 1)-kouli, takZe maji-
v piipadé m = 2 dva spoleéné body a v pfipadé m = 3 nekoneéné
mnoho spole¢nych bodi; jestlize pak je 4 spoleény bod dvou (m — 1)-
kouli S,_,, S,_,, jsou tyto navzdjem orthogonilni, pravé kdyz
jejich te¢né nadroviny v bodé A4 stoji na sobé& kolmo.

Linearni systémy X2, (1 < d < m) nebudeme probirat.

Budiz nyni diana v E,, urditd reguldrni sttedova (m — 1)-sféra S,,_, ,
kterou nazveme zdkladni (m — 1)-sférou inverse, a budiz A jeji stied,
ktery nazveme pdlem inverse. Budiz o« Mobiusiv obraz bodu A.
Budiz E,, — 4 mnoZina, kterd vznikne z E,, odstranénim bodu 4 .
Budeme definovat transformaci j mnoziny E,, — 4 , kterou nazveme,
wnversi vzhledem k §,,_, . Za tim Gdelem budiz g prvy Mobiustiv obraz
(m — 1)-sféry S,_, a ¥ polarni nadrovina bodu 8 vzhledem k M., .
Bod p nelezi ani na M,,, ani v M, a proto nadrovina ¥ neprochazi
ani bodem « , ani bodem o . Snadno se dokéze, Ze homologie H prosto-
ru M,,.,, se sttedem f, s osovou nadrovinou ¥ a s invariantem —1
pfevadi kvadriku M., v samu sebe, pii ¢em? Ho = & je Mobiusiv
obraz bodu A4 a obricené Hax = o . Slibend definice inverse j spo-
¢ivd v tom, Ze je-li X bod mnoziny E,, — A a £ jeho Mobiustuv obraz,
je j(X)ten bod mnozZiny E,,— A , jehoz Mobiusovym obrazem jebod H¢ .
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Zikladni vlastnosti inverse plynou p¥imo z jeji definice. Predeviim
je patrné, Ze je-li j(X) = Y, je také obricené j(Y) = X. Jeli §,_,
(m — 1)-kouli, potom kazdy jeji bod je samodruZny pii j a obricené
kazdy pfi j samodruzny bodlezina S,,_,; je-li X uvnitf¥ S, _,, je j(X)
vné; je-li X vné §,,_,, jej(X)uvnitf. Je-li §,,_, formalni (m — 1)-sféra,
nema j samodruZnych bodu. Je-li p nadrovina prochézejici bodem 4 ,
j® 0 — A samodruzna mnozina pfi j . Je-li p nadrovina neprochazejici
bodem A4 , potom mnozina j(g) spolu s bodem A tvofi (m — 1)-kouli;
obracené, jestlize (m — 1)-koule S,,_, prochizi bodem A, potom
(S, _, — A)jenadrovinaneprochizejicibodem 4 . Je-li S,,_, (m—1)-
koule neprochézejici bodem A , potom totéz plati o j(S,,_,) ; jestliZe
S.._, nalezi do trsu (m — 1)-kouli se zdkladni (m — 1)-sférou S,,_,,
je 7(Sm-1) = Sp_y.

Jestlize bod X + A4 neleZina §,,_, a je-li ¥ = §(X), plyne z ¢ldnku
117, Ze bodova (m — 1)-sféra se sttedem X , bodovd (m — 1)-sféra
ge stiedem Y a (m — 1)-sféra S, _, naleZeji do téhoZz (eliptického)
avazku (m — 1)-kouli, jehoz stfednou je pfimka XY, kterd tudiz
obsahuje téz bod A4, t. j. bod Y = j(X) lezi na pfimce AX , kterou
oznadime p . Nyni svazek (m — 1)-kouli je zvlastnim p¥ipadem svazku
kvadrik, takZe podle véty 109.4 jsou body X, ¥ dvojnymi body
involuce na pfimece p , do které nalezi dvojice B, , B, prusedika pfimky
pa S,_,.Toviak znamen4, Ze body B, , B, jsouharmonicky sdruZeny
vzhledem k bodim X , Y a to lze vyslovit tak, Zze dvojice X , ¥ nalezi
do involuce ¢ na pfimece p, jejimiZz dvojnymi body jsou B,, B,.
Je-li viak u jednotkovy vektor na pfimce p, je ziejmé: (1) B, =
=A4+ru,B,=A4—ru, je-li S,,_, (m — 1)-koule s polomérem r ,
(2) B,=A4 +iru, B, = A —iru, jeli §,_, formalni (m — 1)-sféra
stfedové sdruzend s (m — 1)-kouli poloméru r . Z toho snadno plyne
(viz konec ¢lanku 87), ze

-3 o % v ptipads (1),
(118.2) AX .AY = Tz{v piipads (2) .
Ve (118.2) je obsaZena elementirni definice inverse. Daldi vlastnosti

inverse nebudeme probirat.
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