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KOSINUS A SINUS

50. UHEL ORIENTOVANYCH SMERU. Mezi nejdilezitsjsi pojmy
metrické geometrie patii pojem thlu, ktery se v této knize dosud ne-
vyskytl. Studiu tohoto pojmu jsou vénovany zbyvajici dvé kapitoly
tohoto svazku. V této kapitole probereme fadu elementarnich vzorci,
ve kterych se vyskytuje vlastné pouze pojem kosinu a sinu spiSe nez
geometricky pojem uklu, o kterém pojedname a% v kapitole nasledujfci.

Je-li u nenulovy vektor, nazvali jsme smérem mnoZinu {u} viech
vektori tvaru au, kde a probibd vSecka reilna &fsla. Nazveme nyni-
orientovangm smérem a oznadme {u}+ mnoZinu viech vektora tvaru ab,
kde a probiha nyni pouze kladnd reilna &isla. Misto vyrazu smér uzi-
jeme nékdy uréitéjsiho f'yra.zu neorientovany smér. V kazdém (neorien-
tovaném) sméru {u} jsou obsaZeny dva orientované sméry: jednak
{u}*, jednak {—u}+; pravime, Ze tyto dva orientované smeéry jsou
navzdjem opacéné. Dva orientované sméry {u}+, {v}+ nazveme linedrné
nezdvislé, jestlize neorientované sméry {u}, {v} jsou mezi sebou rizné
neboli jestlie vektory u, v jsou mezi sebou linedrné nezivislé. )

V kazdém orientovaném sméru {u}+ je obsaZen pravé jeden vektor
jednotkovy, t. j. takovy, jehoZ velikost je rovna jedné.

Pojem uhlu dvou orientovanijch smérd vznikne abstrakei z pojmu
dvojice {u}+, {v}* orientovanych sméra. Dvé takové dvojice

(50.1) {ud*, {vi}*; {ug}+, {vo}*
uréuji podle definice tyZz uhel, jestlize
/7

u,v u,v
50.2 e = M B
(50.2) PRI

Vsimnéme si, Ze jestlize ob8 dvojice (50.1) splynou, existuji kladns
disla a, b tak, Ze u, = au,, v, = bv,, takZe v tomto piipadé plati (50.2).
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Rovnés si viimnéme, Ze dhel dvou orientovanych sméri je nezdvisly na
jejich pofadsi.

Cislo (50.2) se jmenuje kosinus 1hlu. Uhly budeme znadit Yeckymi
pismeny «, 8,7, ¢, ¥, ®. Kosinus dhlu « znaéime cosx. Je tedy pro
thel « orientovanych sméra {u}+, {v}+

v

u .
lul - [v]?
a jest « = § tehdy a jenom tehdy, jestliZe cosx = cosf. Jsou-li u, v
jednotkové vektory, méme jednoduseji

(50.3) cosx =

(50.3") COSx = Uv.

Pravime, Ze «, # jsou vyplikové 1ihly, jestlize

(50.4) cosx -+ cosf = 0.

Z definice je patrné, Ze jestliZe jeden z obou orientovanych sméri nahra-
dime orientovanym smérem k nému opanym, pfejde jejich whel ve vyplii-
kovy dihel.

Uhel & nazveme nulovy, jestlize cosa = 1, pfimgj, jestlize cosx =
= — L. Nulovy a pfimy uhel jsou tedy navzijem vyplikové.

Podle véty 9.2 mame pro kazdy thel «

(50.5) —1<cosx S 1
mimo to vidime, Ze tihel dvou orientovanych sméra {u}+, {v}+ jenulovy
tehdy a jenom tehdy, jestlite {u}+, {v}+ splynou, a tudiz je pFimy tehdy
a jenom tehdy, jestliZe {u}+, {v}+ jsou navzdjem opaéné. Jsou-li tedy
{u}+, {v}+ linedrné nezavislé, potom pro jejich thel plati |cosx| < 1
a obracené.

Uhel & nazveme pravy, je-li cosa = 0, ostry, je-li 0 < cosx < 1,
tupy, je-li 0 > cosx > — 1. Uhel vyplikovy k pravému je pravy,
k ostrému tupy, k tupému ostry. Uhel orientovanych sméra {u}+, {v}+
je tedy pravy tehdy a jenom tehdy, jestlize sméry {u}, {v} jsou navza-
jem kolmé; na orientaci pfi tom nezalezi.

Vedle &isla cosx je uzitedné zavésti jests &islo sinx (Steme sinus whlu
&) definované takto:

(30.6) sinx = VT — cos%x.
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Podle (50.5) a (50.6) mame pro kazdy dhel «:

(50.7) 0<sina <1,
(50.8) cos?x + sin’x = 1,
(50.9) cosx = 4 /1 — sinx.

Kde#to z rovnosti cosx = cosf plyne « = B, z rovnosti sinx = sinf
plyne pouze, Ze budto je « = f nebo «, f jsou navzijem vyplikové.
Dva vyplitkové tihly maji tyZ sinus; zejména nulovy i p¥my thel ma
sinus rovny nule a obracens, je-li sine = 0, je x nulovy nebo piimy
uhel; pravy uhel md sinus rovny ]ed.né a Qbra.cene, je-lisinx = 1, je o
pravy uhel.

51. UHEL PRIMEK A POLOPRIMEK. Budi? {u} smér p¥mky p;
kazdy z obou orientovanych smért {u}+, {—u}+ piifadime urcité
orientaci pfimky p a to tak, Ze {u}+ pfislusf té orientaci, pfi které
vektor u (a tudiz i kazdy vektor au, a > 0) je kladny. Uhlem dvou orien-
tovanyjch pFimek p, g rozumime thel pi{sludnych orientovanych sméri.
Tudiz uhel dvou souhlasné rovnobéznych orientovanych pfimek je
nulovy a obriceng; Ghel dvou nesouhlasné rovnobéinych orientova-
nych piimek je pfimy a obricend. Jsou-li p, ¢ dvé navzijem kolmé
primky, potom pfi libovolné jejich orientaci jejich ihel je pravy a obra-
cens.

Jsou-li p, p’ dvé souhlasné rovnobéiné orientované piimky a jsou-li
také g, ¢' dvé souhlasné rovnobéiné orientované piimky, potom p, g
uréuji ty% ahel jako p’, ¢'. '

Kazda polopfimka je ¢asti uréité pfimky a uréuje v této primce
urcitou orientaci; #hlem dvou polopnmek rozumime thel p¥fsluSnych
orientovanych pfimek.

Kosinus thlu « dvou orientovanych pfimek p, ¢ mizeme definovat
cestou vice geometrickou nez je pavodni definice. Je-li 4 libovolny bod
ptimky p, ktery nelezf na pfimce g, potom podle &lanku 33 bgdem A4
prochédzi pravé jedna pfimka kolmo protinajici pFimku g¢; patu této
kolmice oznadme A'; jestlize v3ak bod A4 leZi na pfimce ¢, budiz A" = 4.
Bod A'nazveme kolmzj puimét bodu A na ptimku q. Budiz B & A dalsf
bod ptimky p, B’ jeho kolmy primét na p¥imku g, DokiZeme, Ze potom
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(51.1) A'B" = cosx . AB,
cot je slibeni geometrickd definice &fsla cosx. Za Gdelem dikazu
ozna¢me u jednotkovy vektor na p, kladny p¥i dané orientaci, a po-
dobné v pro g, takZe podle (50.3') je cos = uv. Podle definice oriento-
vané vzdalenosti jest '
(31.2) B—A=AB .y

(51.3) B —A' = AB .v.
Podle definice kolmych priaméta 4’, B’ je viak
(A—AYv=0, (B—B')v=0,
z ¢ehoZz plyne
| (B—A)v=(B —4)v
a podle (51.3) :

(51.4) (B—A)v=AB . |vi= AP
Jeito vak cosx = uv, podle (51.2) jest

(51.5) (B — A)v = cosx .AB
a z (51.4) a (51.5) plyne (51.1).

/
52. UHEL PRIMKY S LINEARNIM PROSTOREM. V prostoru E,,
budiz dan lineidrni podprostor E,.-

Zavedeme definici, kterou jsme pro k ='1 zavedli jiz v pfedchize-
jicim 8lanku. Jestlize bod A nelezj v E,, potom podle ¢lanku 33 bodem
A prochazi pravé jedna pfimka, kterd kolmo protiné prostor E,; budiz
A’ pata této kolmice; lezi-li v8ak 4 ¥ prostoru E,, budiz 4’ = 4. Bod 4’
nazveme kolmy primétbodu A na prostor E,.Budiz W, zaméfeniprostoru
E., W,_, zaméFeni totaln& kolmé na W,; potom je bod 4’ kolmym pri-
métem bodu A4 na E, tehdy a jenom tehdy, jestlize pfedns bod A’ nalezi
do E, a za druhé vektor 4 — A’ naleifdo W,, ;. Jeli B + A dalsi bod
a je-li pfimka A B kolmé na E,, potom kolmé priméty A’, B’ splynou;
nebot jeito oba vektory B — 4, A — A’ nilezeji do W,, ,, plati totéz
o vektoru B — A’. Obricené, splynou-li kolmé priméty A’, B’, je
piimka AB kolmé na E,; nebot jezto oba vektory 4 — A’, B —. A’ na-

’

lezeji do W,,_,, plati totéz o vektoru B — 4.
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Budiz nyni vedle prostoru E, dana jesté pfimka p; oznaéme p’ a na-
zveme kolmym primétem primky p na prostor E; mnoZinu kolmych
pruméti v3ech bodid p¥mky p. Jestlize pfimka p je kolmé na prostor
Ex, potom podle pfedchazejictho priimét p’ se redukuje na jedidy bod.
V tomto pfipadé definujeme, Zé Ghel o p¥imky p s prostorem E, je Ghel
pravy, t. j. Ze coso = 0. Pfedpoklddejme nynf, Ze pfimka p neni kolma
na prostor E,, takie dva rizné body pifmky p maji vidy také rtzné
kolmé pruméty. Budtez 4, B dva rizné body pfimky p a budtez 4’, B’
jejich kolmé priméty na E,, takie body A’, B' nilezeji do E, a vektory
A — A', B — B’ nilezejf do W,,_,. Je-li nynf

(62.1) , C=A4+ B — A),
poloZme
(62.1) C'= A"+ HB — A');
bod C' nalezi do E; a vektor -

C—-C=(Q1—¢td—4)Y+HB— B

nalezf do W,, ;. Je tudiz bod (52.1’) kolmym primétem bodu (52.1),
takze kolmym primétem p’ je pf{mka. Mimo to je patrné, Ze libovolng
zvolené orientaci piimky p odpovida urdita orientace jejtho kolmého
primétu p'. Nazveme whlem pFimky p s prostorem E, ihel  orientova-
nych piimek p, p’; zménime-li orientaci p¥imky p, zméni se také orien-
tace pfimky p’, takZe hel « je nezivisly na volbé& orientace pfimky p.

Jsou-li opét 4, B dva rizné body pfimky p a jsou-li A’, B’ jejich
kolmé praméty na E,, miZeme poloZit

(52.2)° A— A" =w,, B— B =w,,

takZe vektory w,, w, nalezejf do W,,_,. JeZto vektor B’ — A’ néle%i do
W,, jest

(52.3) (B — A4'). (wy —wy))=0."
Podle definice jest , -
(52.4) cosx = B AE — A7)
AB.A'K
Aviak podle (52.2) jest ’
(52.5) B—A4=(B —A)+ (wg—w,),
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takZe podle (52.3) jest

(52.6) (B — A)B' — 4') = A'B%,
mimo to z (52.3) a (52.6) plyne, Ze

(52.7) AB: = A'B™ + |w, — w,|%.
Podle (52.4) a (52.6) jest

(52.8) A’'B’ = cosx . 4B.

Vsimnéme si, Ze (52.8) plati i pro ten pfipad, Ze pfimka AB je kolma

na E;, nebotf v tomto pfipadé je cosx = 0 = 4'B’".
Z (52.8) plyne pi"edevéim', ze je vidy
(52.9) cosx > 0,

t. j. Ghel « pfimky p s nadrovinou je nulovy, ostry nebo pravy (nemize
byti tupy ani p¥imy). Mimo to je patrné, Ze « je dhel pravy tehdy a je-
nom tehdy, jestlize pFimka p je kolmd na prostor E,. Dokizeme dile, Ze
je uhel nulovy tehdy a jenom tehdy, jestlize pFimka p jc rovnobéind spro-
storem E,. Jestlize totiz Ghel « je nulovy, jest cosx = 1, takZe podle
(52.7) a (52.8) je w, — w, = oa tedy podle (52.5)je B — 4 = B’ — 4’,
takZe vektor B — A nalezi do W, a tedy pfimka p je rovnobéZna s E,.
-Obracens8, je-li pfimka p rovnobéini s E,, potom vektor B — A nélezi
do W;; podle (52.5) plati totéz o vektoru w, — w,, ktery vSak nileif do
W. ,;je tudiz w, — w, = o, takie podle (52.7) a (52.8) je cosx = 1,
t. j. « je nulovy tGhel.

Z definice Ghlu pfimky p s prostorem E, je patrné, Ze tento thel
z4visi pouze na sméru pfimky p a na zaméfeni prostoru E,. Jinak Fede-
no, jsou-li pfimky p, p’ rovnobé¥né, jsou-li také prostory E,, E, rovno-
béiné, potom hel pfimky p s prostorem E.je roven whlu pFimky p’
s prostorem E,.

Je-li £k =1, je nejen p, nybri i E, pfimka. Porovnime-li (52.8)
s (51.1), vidime, Ze je-li « thel dvou neorientovanych pfimek -p,q,
B uhel tychz orientovanych pfimek, potom plati (52.9) a

(52.10) cosx = |cosp|.

BudiZ nyni k =m — 1, t. j. « je nyni vhel pfimky p s nadrovinow
E, -1 Je-li k ptimka kolma na E, -, a je-li ¢ thel pfimek p, k, doka-
zeme, ze .
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(52.11) sinx = cosg.

To je ziejmé pro pfipad, Ze p¥imka p je kolma na E,,,, nebot potom
thel & je pravy, t. j. sine = 1, dhel ¢ je nulovy, t. j. cosp = 1. Neni-li
ptimka p kolma na E,,_,, je podle pfedchazejiciho w, — w, + o. Smér
{ws — w;} je kolmy na E,,_,, t. j. je to smér p¥imky k, takZe
(B—A)(w, — w,)

AB . |wy, — w|
Podle (52.3) a (52.5) je viak ) !

(B—A)(w, —wy) = lwz - Wllz,

cosp =

tedy

(52.12) |wy — w,| = cosp . AB.
Jeito A + B, plyne z (52.7), (52.8) a (52.12), Ze cos?x + cos’p = 1,
takZe podle (50.8) je sin®x = cos’p a jeZto sinx > 0 podle (50.7),
cosp = 0 podle (52.9), dostdvame (52.11).

Je-li v.E, zvolena kartézski soustava soufadnic a je-li

az; + @+ a,=0

rovnice nadroviny E,,_,, potom pro a = (a,, ®).jest {a} smérkolmy na
E, _,. Je-li tudiZ {b} smér pfimky p, potom pro Ghel « pfimky p s nad-
rovinou E,,_, midme podle (52.11) vzorec

(52.13) sinx = —E,I—

la - b}’

53. UHLY V TROJROZMERNEM PROSTORU. Budi dan oby&ejny
‘prostor E,. Za piedpokladu, Ze E, je orientovan, zavedli jsme v élanku 35
vektorovy soulin uxv dvou vektori u, v. Pro velikost vektorového
souéinu mame podle (35.11)
(63.1) luxv]?=|ul®.|v]? — (uv)’
Je-li jeden z vektord u, v roven o, je uXv = o v souhlase s II. na str.
98. Je-li viak u # o, v + o, budiZ ¢ tGhel orientovanych sméra {u}+,
{v}+, takze ‘
|u] . lv] = cosg . uv.
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Podle (50.7), (50.8) a (53_.1)'jest
(53.2) Juxv] = sing . [u] . |v].

Pozndmka. Vzorcim (53. 1), a (563.2) platnym v E, odpovidaji v E
(podle IV na str 98) vzorce

(53.1") ) [uv]® = |u|2 ]v]2 (uv)z,

(63.2") * [uv] = + sing. |u| . |v|.
Poznamenejme, %e pfi zméné orientace prostoru jak ¢ tak i |uxv|
zlistane beze zmény.

Je-li v E; dina pfimka p se smérem {w} a rovina o se zaméfenim
{u, v}, potom podle véty 35.9 je {uX v} smér kolmy na p, takZe podle
(35.9) a (52.11) méme pro thel y p¥imky p a rovinou g

[uvw]

(53.3) Simp = 'lm—l

Vedle ihlu dvou pfimek a tGhlu piimky s rovinou mame v prostoru .
E, jet8 wihel dvou rovin, ktery nyni budeme definovat. Obdobné by se
dal definovat obecné ihel dvou nadrovin v prostoru E,.

Budtez dany dvé roviny p, o v prostoru E,. Uhlem rovin g, o rozu-
mime dhel p¥imek k,, k,, p¥i éemZ je k, kolmd na g, k, kolmé na o.
Z definice plyne, Ze tihel dvou rovin je zivisly pouze na jejich zaméfe-
nich. Jinak Fedeno, jsou-li roviny g, ¢’ rovnob&iné, jsou-li také roviny
¢, ¢’ rovnobéZné, potom thel rovin p, o je roven thlu rovin ¢’, ¢’.

Jestlize pii zvolené kartézské soustavé soutadnic je

(_53-4) 1Ty + By + ATy + @ =0
rovnice roviny g,
(53.5) by + byxs + bazs + by = 0
rovnice roviny o, potom pro thel ¢ obou rovin plati
. |ab|
(53.6) COSY = ———,
| CE

pii Semi a = (@, @), b = (b, @).
Je-li {uy, v;} zaméfeni roviny o, {uy, v,} zaméfeni roviny o, plati
(53.6) pro @ = u; X v;, b = uy;Xv,, takZe podle (35.11) jest
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[uuy . viv, — uv, . v1u2|.

(53.7) e AN X7

Dosud jsme mluvili pouze o thlu y dvou neorientovangjch rovin, pro
ktery podle &lanku 52 plati vidy cosy > 0. Nyni pFejdeme k definici
1ihlu dvou orientovangch rovin. Predpoklidejme nejprve, Ze nejen roviny
0, o, nybr# i prostor E, jest orientovan. Je-li {a@} smér kolmy na g,
potom o orientovaném sméru {a}+ pravime, Ze je kladné kolmy na orien-
tovanou rovinu g, jestlize pro bod P roviny ¢ a pro ¢ > 0 plati, Ze body
P + ta lezf v kladném poloprostoru vytatém orientovanou rovinou g
ve smyslu élanku 30, pfi éemz zfejmé nezilezi na poloze bodu P v ro-
viné g. Je-li jesté orientovany smér {b}+ kladné kolmy na orientovanou
rovinu o, potom thel ¢ orientovanych rovin g, o definujeme jako thel
orientovanych sméru {a}+, {b}+, takze

ab
a6’

Jestlize pfi zvolené kartézské soustavé soutfadnic jsou (53.4), (53.5)
rovnice rqvin p, o, pii éemz

4

(53.6") cosp =

@1y + Gg%p + T3 + Qg = 0
v kladném poloprostoru-vyfatém orientovanou rovinou p,

by + byxy + byxs + by =0

v kladném poloprostoru vytatém orientovanou rovinou o, plat
(53.6") pro a = (a,, ®), b = (b,, @). Je-li u,, v;kladna base orientované
‘Toviny o, U,, v, kladna base orientované roviny o, potom (viz III na

str. 98)

U, . VY, — UV, . VU,
[y Xuy| . vy X vy

(83.7) cosp =

Srovnéme-li (53.6) a (53.6') nebo (53.7) a (53.7’), vidime, e mezi
dhlem y neorientovanych rovin g, o a thlem ¢ tychi orientovanych
rovin plat{ vztah

(53.8) cosy = [cosg|.

Pii zméné orientace jedné z obou rovin g, ¢ thel ¢ prejde v thel vy-
plitkovy, p¥i soucasné zméné orientace obou rovin g, ¢ se ihel ¢ ne-
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méni. RovnéZ tak ¢ se nem&nf p¥i zménd orientace prostoru E;. Uhel
dvou neorientovanych rovin g, o nemuze byti ani tupy ani p¥my;
thel y je pravy tehdy a jenom tehdy, jsou-li roviny g, o navzajem kol-
mé; p je nulovy tehdy a jenom tehdy, jsou-li p, o navzéjem rovnobg&zné.
Uhel ¢ dvou navzéjem rovnob&inych orientovanych rovin g, o je nu-
lovy pi souhlasné rovnobéZnosti, pfimy pii nesouhlasné rovnobéz-
nosti.

S pojmem thlu dvou orientovanych rovin tésné souvisf pojem whlu
dvou polorovin. Omezme se na nejduleZitéjsi a v elementdrnim vyudo-
vani jediné uvazovany p¥ipad dvou polorovin g4, d,, kde g, lez{ v roving
0, 0o V Toving ¢ a obé poloroviny jsou vytaty touz p¥imkou p. Pfedpo-
klidejme nejprve, Ze pfimka p jest orientovina. Potom lze pravé
jednim zpiisobem orientovat rovinu ¢ tak, aby g, byla kladnd polo-
rovina vytata v ¢ pfimkou p; podobné lze pravé jednim zptsobem orien-
tovat rovinu ¢ tak, aby o, byla kladna polorovi'na, vytatd v o pfimkou p.
Za téchto predpokladii definujeme thel ¢ polorovin g,, ¢, jako thel
orientovanych rovin g, ¢. Zménime-li orientaci p¥mky p, zméni se
soucasné orientace obou rovin g, ¢ a thel ¢ zistane tudiZ beze zmény.
Snadno se dokazZe, Ze za udinénych pfedpokladi thel ¢ je nulovy tehdy
a jenom tehdy, jestliZe poloroviny p,, ¢, splynou; tihel ¢ je pfimy tehdy
a jenom tehdy, jestlize poloroviny g,, 0, jsou navzdjem opaéné (coz
vyZaduje splynuti rovin g, ¢); thel ¢ je pravy tehdy a jenom tehdy,
jestliZe roviny g, ¢ jsou navzajem kolmé:

Zvolme libovolné bod P na pfimce p a budiz ¢, polopfimka s pocat-
kem P obsazend v poloroviné g, a kolmé na p (coZ znamens oviem, Ze
primka, jejiz ¢asti je polopfimka g, je kolma na p); podobné budiz ¢,
polopfimka s poéatkem P obsaZena v poloroviné ¢, a kolmé na p. Za
téchto predpokladt dokdZeme, Ze tihel ¢ polorovin g,, o, je roven thlu
polop¥imek gq,, g,. P¥i dikaze muZeme predpokladat, Ze byla zvolena
urcitd orientace jednak pro pfimku p, jednak pro prostor E,. Budiz v
jednotkovy vektor na pfimce p, kladny pii dané orientaci pimky p;
budiz v, takovy jednotkovy vektor, Ze polopfimka ¢, je mnozina viech
bodi

P4y, t>0;
podobné budiz v, takovy ]ednotkovy vektor, Ze polopfimka ¢, je mno-
Zina viech bodi
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P tv,, t>0.

Vektory u, v, jsou orthonormaln{ a stejné i vektory u, v,. Tudf? exis-
tuji jednotkové vektory wy, w, tak, Ze u, vy, w,, jakoZ i u, v,, w, jsou
kladné orthonormalni base pro E;. Podle definice je @ thel orientova-
nych smeéri w,, w,, t. j. cosp = w, .w,; madme dokizati, Ze ¢ je Ghel
orientovanych smeérd v,; v,, t. j. Ze cosp = v,. v,.

To znamena, Zeje tteba pouze dokizati, Ze v, . v, = w, . w,. Dvoj-
smér {v,, w,}, jakoZz i dvojsmér {v,, w,}, jsou kolmé na smér {u} a tudiz
{vq, wi} = {v,, w,}, takZe existuji ¢isla c, s, ¢’, §’ tak, ze

vy = CVy + swy,

w, =c'v, + s'w,.
Jeito vekfory v,, W, jsou orthonormslni a jeZto totéz plati o vektorech
vy, Wy, jest

(53.9) 2+ 2=1,¢%24+8%*=1, cc' 4+ 88 =1.
Jezto (c, 8) + (0, 0), plyne z posledni rovnice (53.9), Ze existuje ¢slo A
tak, ze ¢’ = — 18, 8’ = A¢; podle druhé rovnice (53.9) je vSak 4 = 4. 1.
Mimo to je

[uv,w;] > 0, [uyv,w,] > 0;
z toho plyne, Ze 4 > 0, takie A = 1, tedy

Vo = oV swy,
W, = — 8V; 4 CW;.

Jezto vektory vy, w, jsou orthonormilni, jest v,v, = ¢, w,w, = ¢, tedy
Vv, = wWw,, coZ jsme meli dokdzati.

54, TROJUHELNIK. Slovem trojiéhelnik rozumime v této kapitole
trojici bodi 4, B, C, pti fem% se piedpokldda, ze 4, B, C neleif viecky
t¥i na téZe piimce, z éehoZ plyne, Ze body 4, B, C jsou navzijem rizné.
Body A, B, C nazveme wrcholy trojithelnika: trojahelnik sam.ozna-
¢ime A ABC. Na pofddku vrchold p¥i tom nezalezi. Viecky tii body
A, B, C leif v jednoznaéné urlené roving, totiz v roviné E, = {4;
B—A4,C— A4}.

Cisla

(54.1) a=BC, b= AC, ¢ = AB
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nazveme stranami A ABC. Mimo to se v nasledujicim vyskytnou tfi
ahly «, 8, y: ,
’ x je dhel polopfimek 4B; AC;
B je thel poloptimek BA, BC,
y je uhel polopiimek CA, CB.
Pravime, ze ’a, B,y jsou whly N\ ABC.
Jest .
‘a=|C—B|,b=|C— A4, c=|B— 4|
Podle definice kosinu jest
(54.2) (B— 4)(C — 4) = bc . cosx;
podle (7.7") je viak
2(B — A)(C — A) = AB® + AC* — BC®,
takZe podle (54.1) jest
(54.3) a* = b* + ¢® — 2bc . cosx,
coZ je t. zv. kosinovd véta. Ziejms je ve vzorci (54.3), a stejné i v nasle-
dujicich vzoreich tohoto ¢ldnku, dovolena libovolna permutace vrchola

A, B, C, tedy libovolns permutace symbold a, b, ¢ spolu se souéasnou
piislus$nou permutaci symboli «, 8, 5.

Soucasné s (54.2) plati na pt.
(C — B4 — B) = ac ..cosf

neboli
(54.2") (B— O)B —A4) = ac . cosp.
Avsak
B—A4=(B—C)+(C—4),
takze

¢t = (B— A)(B— 4) = (B — A)(B — C) + (B — A)(C ~ 4)
a podle (54.2) a (54.2') jest

¢® = ac cosfl 4 bc cosu
neboli

(54.3) ¢=a.cosf + b.cosx,

coZ je t. zv. véta o pramétu.
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Podle (53.2') je
TA —B,B —C]= -+ ac.sing,
[A—B,A— C]= 4 be.sina,

aviak
A—C=(A—B)+(B-0),
takze -
[A—B,B—C]=[A—B,4—C),
tedy
(54.4) , a sinf = b sina,

cozZ je t. zv. sinovd véta.

55. TROJHRAN. Slovem frojhran rozumime v této kapitole trojici
polopfimek VA, VA, VA4, s tymZ poddtkem V, pfi demZ se pFedpo-
klada, Ze dané polopfimky nelez{ viecky t¥i v této roviné a jsou tudiz
navzajem ruzné. Bod V nazveme vrchol trojhranu, polopiimky VA4,,
VA, VA, hrany trojhranu; na pofadi hran nezaleif. Cely trojhran lei
v jednoznaéné uréeném E, = {V; A, — V, 4, — V, 4; — V}; nazveme
jej trojhran VA4,4,4,. _

Oznaéme: «, thel poloptimek VA4,, VA;; «, Ghel polopiimek VA4,,
VA,; «y Ghel polopfimek VA, VA,; Ghly «,, o, ¢y Dazveme hranové
tihly trojhranu. Pro 1 < r < 3,1 < s < 3, r + s oznaéme gy, tu polo-
rovinu vyfatou v roviné {V; 4, — V, 4, — V} piimkou VA4,, ve které
leif bod A4,. Oznadme: o, thel polorovin gy, 015 0, Ghel polorovin
0215 023 O3 Uhel polorovin g,4, 3,5 Uhly oy, 0y, 03 Dazveme sténové ihly
trojhranu. '

Je-li dan trojhran VA4.,4,4,;, potom existuji a jsou jednoznatné
uréeny vektory u,, u,, u,, pro které

(55.1) lu =1, |ug| = 1, |uy| = 1,
1—V+$1"1, Ay, =7V + zouy, A3 =V + z5u,
s kladnymi z,, z,, z,. Obricens je trojhran jednoznaéné uréen, zname-h
jeho vrchol V a vektory u,, u,, u; spliujici (55.1), které musi oviem
byti linearné nezavislé, ale jinak jsou libovolné; takto uréeny trojhran
miZeme oznadit Vu,u,u,. Pro hranové uhly plati zfejmé '

(65.2) COSX; = U,lU,, COSx, = Ugl;, COSxg = U,U,.
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Je vhodné orientovati prostor E, tak, aby bylo

(55.3) [u,u,u,] > 0,
takzZe podle véty 34.2 je také
(55.3") [ugugu,] > 0, {uguu,] > 0.

Viimnéme si nyni vektorovych soudini u, X u,, uyX u,, u; X u,. Jejich
velikosti jsou podle (55.1) a (53.2) sinx,, sinx,, sinx,. MaZeme tedy za-
vésti nové vektory v,, v,, v; tak, Ze

(55.4) [val = 1, |vo| =1, |vg] =1,
(65.5) uyXuy; =sinx,.vy, UyXu, = sin.oc2 . Vg, Uy X Uy = Sinxg, . V,.
Podle definice vektorového soudinu je na pf.
[uu,x] = (uy X uy) . x
neboli
(55.6) [uusx] = sineg . vax

pro kazdy vektor x, tedy pfedevsim u,v; = 0, u,v, = 0 a podle (55.3),
jezto sinay.> 0, uzvy > 0. Celkem je

u,v, >0, ugv, = 0, uzv, = 0,
(55.7) uyv, =0, u,vy, >0, ugv, = 0,
uyv; =0, uyvg =0, ugvy > 0.

Vektory v,, vy, v3 jsou jednoznatné uréeny podminkami (55.4) a (55.7).
Viimnéme si na p¥. vektoru v,! JeZto uv; = 0, u,vy = 0, je smér {v,;}
kolmy na zamé¥eni {u,, u,}, éim% je jiz smér {v,} jednoznadnd urden.
Kdyby nebylo dalsi podminky, mohli bychom misto vektoru v, vziti
kazdy vektor tvaru 1. v, Podminka |v4| = 1 viak omezuje A na hod-
noty 41 a podminka uzv, > 0 vyluduje hodnotu 2 = — 1, takZe vek-
tor v, je skuteéné uréen jednoznaéné. Geometricky muZzeme vektor v,
popsati takto. Pfedevsim je smér {v,} kolmy na zaméfeni {u,, u,} a jest
|vs] = 1; tim je vektor v, prozatim urden pouze az na znamenf. JeZto
vialk vektory u,, uy, u, jsou linedrné nezavislé, jest

Vy = ain; + Uy + a,iy,
tedy
[uu,vy] = ay[u usuy].
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Jeito viak sinag > 0, plyne z (55.6), Ze [u,u,v,] > 0, takZe podle (55.3)
je az > 0, ¢imZ je zfejmé také znameni vektoru :v, jednoznaéné
uréeno.

Dokazali jsme prvou z nerovnosti
(55.8) [uupv;] > 0, [upugv,] > 0, [uzuyv,] >0

a stejné se dokaZf ostatni dvé. Orientujeme-li rovinu E, = {V; 4, — V,
A, — V} tak, aby u,, u, byla jeji kladnd base a rovinu E, = {V;
A, —V, A, —V}, tak, aby u;, u; byla jeji kladna base, potom tihel o,
polorovin g,,, 013 je podle ¢lanku 53 roven uhlu orientovanych rovin
E., E;, ktery podle tého% &lénku a podle (55.8) je roven thlu oriento-
vanych smért {v,}+, {—v,}*, takZe podle (55.4) a (50.3") plati prvni ze
vzorcl '

(55.9) COSO, = — V,V¥,, COS0y, = — VgV, COS0y = — V,V,

a stejné se dokaii ostatni dva. Viimnéme si, e ze vatahil (65.7) plyne
podle véty 34.6, Ze soulin [uu,u,]. [v,vev,] je kladny, takie podle
(55.3)

(55.10) [vivavs] > 0.
Je-li
B, = V 4 yivi, Ba=V + yovy, By =V + YaVs,

kde 41, ¥, ¥, jsou kladné &isla, potom ¥B.B,B; neboli Vv v,v, je novy
trojhran, ktery se nazyvéa poldrnim trojhranem plivodniho trojhranu
VA,A,A, neboli Vu,u,u,. Vzta.hy (65.1), (55.4) a (55.7) se nezménf, vy-
ménime-li pismeno u s pismenem v. Z toho plyne, Ze k trojhranu
VB,B,B, polirnim trojhranem je pitvodni trojhran VA4,4,4, Na zi-
kladé rovnic (55.2) a (55.9) soudime, Ze hranové whly poldrniho troj-
hranu jsou vyplhikové ke sténovym whldm pivodniho trojhranu, sténové
dhly poldrniho trojhranw jsou vyplikové ke hranovym whlim pivodniho
trojhranu. Znamend-li ddrka vyplitkové uhly, jsou tedy o}, 6,5, o5 hra-
nové tihly trojhranu VB,B,B,, &1, &, a5 sténové thly tého# trojhranu.
Mame-li tedy néjaky vztah platny mezi hranovymi Ghly «, ap; &3
a sténovymi dhly oy, 0, 0,, musi platit také vztah, ktery vznikne
z puvodniho vztahu zéménou
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(55.11) - Oy, Ky, K3, 01, Og, O3
za
(85.11) 61, 0y, O, “1’ &g, aé.
' Vzorelim (55.5) platnym pro trojhran VA4,4,4, odpovidaji u polar-
niho trojhranu VB, B,B, vzorce

Vy X V3 = §ing, . Uy, V53XV, = sino, . u,,
(55.12) 2 3 1 1 3 . 1 2 2
T Vi XV, = 8INg, . Ug.
Podle definice vektorového souéinu je na pf. [uu,] = (uyXuy) . U,
Jezto viak
[uuzu,] = [Upuyu,] = [ugu,u,],
plyne ze (55.5), Ze '
(55.13) sinoy . v, = sineg, . U¥, = sina, . Uy, = [UU,u,].
Podobné plyne z (55:12), ze
(55.14) sing, . u,v; = sing, . UV, = 5ing, . Uv; = [V,V,V,].
Z (55.13) a (55.14) plyne [viz téZ (55.3) a (55.10)], Ze
‘sino; _ sinx, sihoc3

(55.15) - : —,
sing, sing, sing,

coz je t. zv. sinovd véta.
Podle (35.11) jest

u,u,, u,u,

(55.16) . (uyXuy) . (uyXuy) = Uglt;, UyU,

/
Levé strana v (55.16) je podle (55.5) rovna sina, sina, . v,v,, tedy rovna

— sinw, sina, coso; podle (55.9); prava strana v (55.16) je podle (55.1)
a (55.2) rovna cosx, cosx, — cosx;. Tedy plati vzorec

(55.17) . co08x; = COSx, CO8x, + 8ink, Sino, cosoy,

‘coz je t. zv. pfvmf kosinovd véta. Zéménou (55.11) za (56.11) dostaneme
t. zv. druhou kostnovou vétu

(65.18) €080, = — COS0 CO80; | 8ing, sing, co8x ;.
Ve vzorcich (55.17) a (55.18) muZeme oviem libovolné permutovat
indexy 1, 2, 3.

f
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