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/ VII
LINEARNI ROVNICE

46. LINEARNT FUNKCE VEKTORU. Budiz din eukleidovsky pro-
stor E,. Zaméfeni V,, prostoru E,, je vektorovy prostor dimense m. Je-li
zvolena base

(46.1) Uy, ..o, Up,
1ze kaZdy vektor v pravé jednim zplsobem psiti ve tvaru

(46.2) v=2xu,+ ... + z,u,. |
Zvolme ﬁBovolné realnd disla a4, ..., a,, a piifadme kazdému vektoru
(46.2) redlné é&islo '

(46.3) fv) =a@x,+ ... + @2y,

Pravime, Ze f je linedrni funkce vektoru v prostoru E,,. Z definice plyne
predns, Ze jsou-li v, v’ libovolné dva vektory, jest

(46.4) fv 4+ v') = f(v) + f(v')

a za druhé, Ze je-li ¢ libovolné redlné &fslo a je-li v libovolny vektor,
jest

(46.5) flev) = ¢ . f(v).

Pojem linearni funkce vektoru jsme zavedli na zéklad® zvolené base
(46.1) vektorového prostoru V,,. Je tfeba ukédzati, Ze tato zdvislost na
basi (46.1) je pouze zdanlivi. K tomu cili nejprve poznamenejme, Ze
vlastnosti (46.4) a (46.5) linedrni funkce vektoru jsou nezavislé na volbé
base (46.1). Stadi tedy dokazati, £e jestlize kazdému vektoru v pFifa-
dime é&islo f(v) tak, Ze jsou splnény vlastnosti (46.4) a (46.5), existuji
disla ay, ..., a, tak, Ze pro kazdy vektor (46.2) plati (46.3). Aviak
k tomu cfli staéf polozit /

(46.6) flu)) = a, pro 1 < r < m,
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nebot za (46.4) a (46.5) plyne, Ze

f(xlul + + xmum) =Z. f(ul) + oo + Ty - f(um);
takZe pro vektor (46.2) mame (46.3).
Mezi linedrnimi funkcemi vektoru j 1 je jedna, jejiz hodnota v kazdém

vektoru je rovna nule; oznadime ji o a nazveme ji nulovou funke? vek-
toru. Pro nulovou funkei vektoru mame ve (46.3)

a,=0, ..., a,=0.

Ozna&me 'F mnoZinu vSech linedrnich funkef vektoru. Jestlize f i ¢
né,leieji do F, oznaéme f +g funkei, kterd kazdému vektoru v piifazuje
éfslo f(v) + g(v). Jestlize j je zvolena urdité base (46.1) pro V,, a jestlize
plati (46.3) a

g(v) = kbl"]h + e+ O,
potom funkece f + g pfifazuje kaZdému vektoru (46.2) éislo

@1+ b)) x4+ ... + (@n + bn) Zn,
z ¢ehoZ je patrné, Ze f 4+ g je linedrnf funkee vektoru. Jestlize f nalezi
do F a jestlize ¢ je realné &fslo, oznaéme cf funkei, kters kaZdému vek-
toru v p¥itazuje &slo ¢ . f(v). Jestlize p¥i zvolené basi (46.1) pro V,, plati
(46.3), potom funkee cf pfifazuje kazdému vektoru (46.2) &islo
l .z + ... + capty,
z 8ehoZ je patrné, Ze cf je linearni funkci vektoru.

Pravé jsme definovali soudet f + g dvou linedrnich funkef vektoru
a soudin cf redlného é&isla ¢ s linedrni funkef vektoru. Na zdkladé téchto
definic ztejmé mnofina F vech linedrnich funkci vektoru je vektorovy
prostor ve smyslu obecné definice ldnku 10, p¥i.gemZz nulovym vektorem
v F je nulova funkee vektoru o. JeZto F je vektorovy prostor, mizeme
mluvit o linedrnich kombinacich linearnich funkei vektoru, o jejich
linearni nezavislosti a pod.

Mluvili jsme dosud o linedrnich funkeich vektoru se stanoviska
afinni geometrie. Theorie linedrnich funkei vektoru je vak jednodussf
se stanoviska metrické geometrie, které nyni zaujmeme. Je-li a dany
vektor a ptifadime-li kazdému vektoru v skaldrnf souéin

(46.7) f(v) = av,
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potom podle (7.4) a (8.9) je f linedrni funkce vektoru. Kaédd linedrni
funkce vektoru je tvaru (46.7). Nebot je-li (46.1) orthonormsln{ base pro
Vnajelia=(a,, ..., ), potom zfejmé (46.3) splyne se (46.7). Plati-li
(46.6), pravime, Ze lineirni funkce vektoru f je metricky vytvorfena
vektorem a. ‘

Jestlize kaZzdému vektoru a pfifadime linedrni funkei vektoru f
podle pravidla (46.7), ddstaneme vzaéjemné jednoznaény vztah mezi
mnozinou V,, vSech vektort @ a mnoZinou F v8ech lineirnich funkef
vektoru f. Specialné nulovému vektoru o je pfifazena nulova funkce
vektoru o. Tento vztah je isomorfismus mezi V,, a F, nebot jestlize
vektordm d a b odpovidaji linedrnf funkce vektoru f a g, zfejmé vek-
toru @ + b odpovidd f + g, a je-li ¢ redlné &islo, potom vektoru ca
odpovida cf.

VETa 46.1. BudiZ f nenulovd linedrni funkce vektoru v prostoru E,,.
Potom existuje (m —. 1)-smér W,,_ , tak, %e f(v) = 0 tehdy a jenom tehdy,
jestlize vektor v ndleZ do W,,— .. Pravime, 7e W, _, je nulovy (m — 1)-
smér funkce f. Obricens, je-li W, _, libovolny (m — 1)-smér, existuje
nenulovd linedrni funkce vektorw f, jejiz nulovy (m — 1)-smér je prdvé
W,._ 1 a vdecky takové funkce f jsou mezi sebou linedrné zdvislé.

Véta 46.1 je zFejmé vétou z afinni geometrie a lze ji dokazati metho-
dami afinni geometrie, t. j. bez uZiti skalarniho soufinu. Dokazeme ji
vSak velmi jednoduSe methodou metrické geometrie. Jestlize f je
metricky vytvofena vektorem a, plati (46.7), takze f(v) = 0 tehdy
a jenom tehdy, jsou-li vektory a, v orthogondlni, t. j. jestlize v naleZi
do (m — 1)-sméru W,,_, totdln& kolmého na smér {a}. Obricens k da-
nému (m — 1)-sméru W,,_, existuje totdlné kolmy smér {u} a plati-li
(46.7), jest f(v) = 0 pro kaZdy vektor nileZejici do W, tehdy a je=-
nom tehdy, jestlize sméry {a}, {u} splynou, t. j. jestlize vektory a, u
jsou mezi sebou linearné zavislé.

ViTa 46.2. Budie?f [, f,, ..., i nenulové linedrni funkce vektoru. Jest-
LiZe f je linedrni kombinact funkei fi, ..., fr, potom kady smér ndleZejici
do nulovijch (m — 1)-smér funket f,, ..., fr ndle£i také do nulového

(m — 1)-sméru funkce f.

Dtgaz. Budtez a,a,,...,a, vektory, které metricky vytvoiuji
funkce £, f,, ..., fr- Potom vektor a je linedrni kombinaci vektort
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a, ..., a;. Jestlize vektor v + o nalezi do nulovych (m — 1)-sméru
viech funkei f,, ..., fi, potom smér {v} je kolmy na viecky sméry
{a:}, ..., {a;}. Podle véty 31.2 smér {v} je také kolmy na {a}, takie
vektor v nalezi do nulového (m — 1)-sméru funkee f.

VETA 46.3. Jsou-li linedrni funkce vektoru f,,..., (1 L k< m — 1)
mezi sebou linderné nezdvislé, potom mnofina vdech téch vektort, které
ndleZeji do nulovijch (m — 1)-sméra véech funkei fy, ..., f, tvofi (m — k)-
smér. Obrécend, je-Ii ddn libovolng (m — k)-smér W,,_,, potom viecky ty
linedrnd funkce vektoru, jejichZ nulové (m — 1)-sméry obsahuji W,, - jako
cast, vyplni linedrni soustavu {f,, ..., [z} dimense k obsaZenou ve vekto-
rovém prostoru F. ; )

Doraz. Budtez a,, ..., g, vektory, které metricky vytvofuji funkce
f1r -+ fr- Tyto vektory jsou mezi sebou linedirné nezdvislé a definuji
tudiz linedrni soustavu {ay, ..., a;} dimense k, k niz je totilné kolma
linearnf soustava W, ., dimense m — k obsahujici pravé ty vektory,
které jsou orthogonédlni ke véem vektorim a,, ..., a;. Obricené, je-li
déna’ linedrni soustava W,,_,, budiZ {a,, ..., a;} k ni totilné kolma,
vektory a,, ..., @, potom metricky vytvofuji linearni funkce vektoru
fi» +-., fr majicf Zidanou vlastnost.

47. LINEARNI FUNKCE BODU. Budiz opét E,, eukleidovsky pro-
stor, ¥,, jeho zaméFeni. Zvolme v E,, linearni soustavu soufadnic

(47.1) (Piuy, ..., u>,
takze kazdy bod X lze psati pravé jednim zpiisobem ve tvaru

(47.2) X=P+zu + ...+ z,u,.
Zvolime-li redlnd é&isla ay, ..., a,, a, a pfifadime-li kaZdému bodu
(47.2) redlné &islo . :

(47.3) ~ ‘P(X) =% + ... + GuTp + ay,

fekneme, Ze @ je linedrni funkce bodu v prostoru E,. Zvlistnim pii-
padem linearni funkee bodu je libovolni konstanta a,; dostaneme ji,
jestliZe @, =0, ..., @, = 0. Konstantu 0 nazveme nulovou funkcs
bodu. Pro konstanty zavedeme druhy nazev nevlastni linedrni funkce
bodu; ostatni linedrnf funkce bodu nazveme vlastn?.
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Ke kazdé linearni funkei bodu (47.3) patii uréité linedrni funkce
vektoru f, kterou nazveme odvozenou z funkce ¢ a ktera ma tu vlastnost,
Ze

(47.4) ¥ = X) = p(Y) — ¢(X)
pro kazdou dvojici bodt X, Y prostoru E,,. Funkece f pFifazuje vektoru
(46.2) ¢&islo (46.3). Zfejmé f = o tehdy a jenom tehdy, jestlize ¢ je
konstanta; jinak feéeno:

+ o, je-li ¢ vlastni,

(47.5)- 0, je-li ¢ nevlastni.

f
f .

Pojem linearni funkce bodu jsme zavedli na zédkladé zvolené linedrni
soustavy soufadnic (47.1) a je tfeba ukdzati, Ze tato zavislost na sou-
stavé soufadnic je pouze zdanlivé. K tomu cili uvazme, ze vztah (47.4)
je nezavisly na volb& soustavy soufadnic a ze totéZ plati o pojmu lineér-
nf funkee wektoru. Stadi tedy ukézati, Ze jestlize kazdému bodu X pii-
radime &islo p(X) tak, ze existuje takova linearni funkce vektoru f, pro
"kterou je splneno (47.4) p¥i libovolné volbé bodi X a Y, potom lze
urdit &isla ay, ..., @, a,tak, Ze pro kazdy bod (47.2) plat{ (47.3). Za tim
udelem poloimeqi(P)’ = aya urbeme Cisla ay, ..., a, tak aby pro kazdy
vektor (46.2) platilo (46.3). Jezto podle (47.4) je ¢(X) = f(X — P) +
+ @(P), dostaneme vskutku, Ze pro bod (47.2) plati (47 3).

Oznadme @ mnoZinu véech linearnich funkei bodu. Jestlize ¢ iy nale-
zeji do @, oznadme ¢ + p funkei, ktera kaidému bodu X piifazuje
¢islo @(X) + y(X). JestliZe je zvolena urdits linedrni soustava soufad-
nic (47.1) a jestliZze pro libovolny bod (47.2) plati (47.3) a

1P(X) = blzl + mee + bmzm + bo;
potom ¢ - y ptifazuje bodu (47.2) &slo

(a1+b)x1+ ot (@m t bm) T+ (@0 1 b)),
z ¢ehoZ plyne, Ze @ -+ p jo hnearm funkee bodu. Jestlize @ nalez1 do @
a jestlize ¢ je redlné &islo, oznacéme cp funkei, kterd kaZdému bodu X
pfifazuje &islo ¢ . @(X). JestliZe p¥i uréité volbé lineirni soustavy sou-
fadnic (47.1) pro libovolny bod (47.2) plati (47.3), potom ce pfifazuje
bodu .(47.2) é&islo
.2y + .. 4y . Ty T CQy,

z ¢ehoz plyne, Ze cp je linedrni funkece bodu.
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Privé jsme definovali soudet -¢p + y dvou linedrnich funkef bodu
a soudin cp redlného &isla s linedrni funkei bodu. Na zakladé téchto de--
finjc mnoZina @ vsech linedrnich: funkci bodu. tvo¥i vektorovy prostor ve
smyslu obecné definice ¢ldnku 10, pii demz nulovym vektorem ve @ je
nulova funkece bodu. Je-li dina urditd linedrni soustava soufadnic
(47.1), potom existuj{ linearni funkce bodu

. (47.6) P Pms Po
tak, Ze pro libovolny bod (47.2) plati

pA(X) = 2, pro I'S r < m; go(X) = 1.

Je-li g linearni funkce bodu, ktera bodu (47.2) p¥itazuje &slo (47.3),
jest

¢ = @191+ --. + CGuPm + GoPo;
z toho je patrné, ze (47.6) je base pro @, takze vektorovy prostor @ md
dimensi m + 1. Z¥ejmé konstanty tvori linedrni soustavu dimense 1 obsa-
Zenou ve D. .

VETa 47.1. Budif ¢ viastnt linedrni funkce bodu v prostoru E,,. Potom
existuje nadrovina p tak, Ze p(X) = 0 tehdy a jenom tehdy, jestlite bod X
ndleZi do o. Zaméfeni W, -, nadroviny ¢ je nulovy (m — 1)-smér linedrni
funkce vektoru f odvozené z p. Pravime, Ze p je nulovd nadrovina funkce ¢.

Dtkaz. Necht ¢ pfitazuje bodu (47.2) &islo (47.3). JeZto ¢ je vlastni,
Ize zvolit index r (1 < r < m) tak, %e a, + 0. BudiZ 4 bod, jeho# r-t4
soufadnice je rovna &fslu — a, : @, a jehoZ ostatni soutadnice jsou rovny
nule; podle (47.3) je (4) = 0. Je-li W,,_; nulovy (m — 1)-smé&r linearni
funkce vektoru f odvozené z ¢, je f(v) = 0 tehdy a jenom tehdy, jestlize
vektor v nalezi do W,,—,. Jeito ¢(4) = 0, podle (47.4) je p(4 + v) =
= f(v;), takze p(4 + v) = 0 tehdy a jenom tehdy, jestlize vektor v na-
lezi do Wy, -y, t. j. (X)) = 0 tehdy a jenom tehdy, jestlize bod X na-
lezi do nadroviny {4; W,,-,}. o

ViiTa 47.2. Budif o libovolné dand nadrovina. Potom existuje vlasini
linedrnt funkce bodu @ tak, Ze o je jeji nulovd nadrovina. MnoZina vdech
takovych @ spolu s nulovou funkei bodu tvofi linedrnd soustavu dimense 1
obsaZenou ve ®.

Dtxaz. Linedrni soustavu soufadnjc (47.1) miZeme zvolit tak, Ze ¢
je nadrovina {P;u,, ..., u,-,}. Potom pro linedrni funkei bodu ¢ platf
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@(X) = 0 pro viechny body X nadroviny g tehdy a jenom tehdy, jest-
lize ¢ pfifazuje ka?dému bodu X prostoru E,, éislo ¢(X) = @ . z,,, kde a
je libovolnd zvolené realné &slo. Z toho plyne snadno spravnost véty.
Smysl v8ty 47.2 jest, Ze je-li zvolena linedrnf soustava soufadnic
(47.1), dd se kaZdd nadrovina o pocetné definovat linedrni rovnict tvaru

(47.7) @ Zy + oo+ AT, + @y = 0,
pii ¢emZ aritmeticky vektor

(47.8) (@1, ...y Om)
je nenulovy. Je-li dina nadrovina .g, je rovnice (47.7) urdena jedno-
znadné aZ na to, e miZeme viecka ¢éisla ay, ..., a,, @, zZnasobit tymz

dislem ¢ + 0. Podle véty 47.1 obracené kaZzda rovnice tvaru (47.7), kde
aritmeticky vektor (47.8) je #+ o, je rovnicf uréité nadroviny p.

Ve zbytku tohoto &ldnku pFedpokladéme, Ze m > 2. Budiz opét ¢
vlastni linedrni funkece bodu, f z ni odvozens linedrni funkce vektoru,
o nulové nadrovina funkce ¢. Nadrovina g je poéetns vyjadiena rovnic{
®(X) =0 neboli rovnici (47.7). Jeji zamé¥eni W,, . ; se skldda ze viech
vektort (46.2), pro néz plati rovnice f(v) = 0 neboli rovnice
f (47,7) @+ ... + @y, =0,
kterd se li%f od rovnice (47.7) pouze tim, Ze ,,prosty élen‘‘ a, je nahrazen
islem 0. Jestlize nyni od funkce ¢ pfejdeme k funkei ¢ + ¢, kde ¢ je
libovolna konstanta, zistane odvozena funkee f beze zmény, takie za-
méieni W, _, se nezméni, t. j. nulovd nadrovina o funkce ¢ + ¢ je rovno-
bé#nd s nulovou nadrovinou g funkce . Obracené, je-li ddna nadrovina o
rovnobéZni s g, zvolme v o libovolny bod B a urleme c tak, aby bylo
@(B) + ¢ = 0. Potom je ¢ nulovou nadrovinou funkce ¢ + c. P# pre-
chodu od nadroviny ¢ k rovnob&inym nadrovindm se v rovnici (47.7)
zméni pouze prosty élen a,.

VETa 47.3. Budi o nulovd nadrovina vlastni linedrni funkce bodu ¢.
Nadrovina g vytind v prostoru E,, dva poloprostory; jeden z nich se sklddd
z téch bodw X, pro néf je p(X) > 0, druhy z téch bodi X, pro né je
p(X) £ 0.

Doraz. Vime, Ze nadrovina g se sklddd z téch bodi X, pro néZ je
@(X) = 0. Podle &lénku 28 potiebujeme pouze dokizati, Ze jsou-li
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X,, X, dva rizné body a je-li p(X,) = 0, p(X,) + 0, potom tsedka
X,X, protne nadrovinu g tehdy a jenom tehdy, jestlize ¢isla @(X,),
¢(X,) maji opacéni znameni. Jeito ¢(X,) + 0, p(X,) + 0, mame
jednoznadéné urdené redlné &slo k, pro néz

(47.9) ‘P(Xz) =k. ‘P(Xl)-

Z¥ejmé k + 0; mame dokazati, e k < 0 tehdy a jenom tehdy, jestlize
Gsedka X,X, protne nadrovinu g. Usetka X,X, podle &lanku 28 se
sklddd z téch bodli X, pro néz

X=X, 46X, — X)), 0< i< 1.
Je-li f linedrn{ funkce vektoru odvozena z funkce ¢, jest f(X — X,) =
=t.f(X, — X,) a podle (47.4) jest

p(X) = p(X,) + f(X — X)),
p(X) = p(Xy) + ¢. (X, — X)),

f(X, — X)) = p(X,) — o(X),
takze podle (47.9)
(X) = [1 4 ik — )] p(X,).
Mime tudiz dokazati, Ze rovnice
1+tk—1)=0

m4 FeSeni ¢ podrobené podmince 0 < ¢ < 1 tehdy a jenom tehdy, jest-
lize £ < 0. To jsme v8ak dokézali jiZz v ¢lanku 28 [viz (28.6")].
VEra 47.4. Budiz (47.1) kartézshd soustava soutadnic. Budif (47.7)

rovnice libovolné nadroviny o. Potom vzddlenost d bodu (47.2) od nadro-
viny o je ddna vzorcem

d— [y + ...+ Gmn + ay

(47.10) a

kde a znamend vektor (417.8).

DUkaz. Budiz Q = [q,, ®] pata -kolmice vedené bodem X na nad-
rovinu g, takze
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(47.11) - d = QX.
Jezto b9d @ lezi v nadroviné g, jest ayg, - @ + @y = 0, z tehoZ plyne
snadno a

(47.12) a2 + @ + @y = aX — Q).
Mimo to smér {X — Q} je kolmy na p, takie existuje redlné &slo »
tak, Ze

(47.13) X —Q=ra
Podle (47.11) a (47.13) je
(47.14) d=|r.|a|
Podle (47.12) je a(X — Q) — r . aa, tedy
(47.15) la(X — Q)| = |r] . |a]*
Podle (47.14) a (47.15) jest
g aX — Q)
el

z GehoZ podle (47.12) plyne (47.10).

Ptedpoklidejme i nadéle, Ze (47.1) je kartézska soustava soufadnic.
Mimo to predpoklédejme, %e byla zvolena urdité orientace jak pro
prostor E,, tak i pro nadrovinu ¢ = [Q; vy, ..., Vnu-,]. Oznadme a —
= (a,, ®) orthogonélni dopln&k vektoru v, ..., v,,-,. Rovnici (47.7)
na§i nadroviny dostaneme, uréime-li a, tak, aby bylo této rovnici
vyhovéno soufadnicemi bodu @. Na zikladé véty 35.10 se snadno
odvodi, Ze jest

0%y + oo+ Gy + @ = 0

v kladném poloprostoru vytatém orientovanou nadrovinou p.

48. LINEARNT SOUSTAVY NADROVIN. Budi# opét @ mnoZina
v§ech linedrnich funkei bodu v prostoru E,. Vime, Ze @ je vektorovy
prostor dimense m + 1, ve kterém je obsaZena linedrni soustava di-
mense 1 sloZend ze viech konstant. Tuto linedrni soustavu konstant
oznadéme K. O linedrn{ soustavé ¥ obsazené ve @ fekneme, Ze je proniho
druhu, jestlize v ni neni obsazera soustava K, Ze je druhého druhu, jest-
lize je v nf obsaZena soustava K. Dile ozna¢me N(¥) mnozinu vsech
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nulovych nadrovin jednotlivych vlastnich linedrnich funkei bodu ¢
nalezejicich do ¥. Je-li dimense linedrni soustavy ¥ rovna jedné, vime
zZ cla.nku 47, ze pro ¥ #+ K obsahuje N(¥) jedinou nadrovinu, pro
¥ = K oviem viibec Zidnou.

Budiz nyni ¥, (2 < k £ m) linedrni soustava dimense“k obsaZend '
ve @. Potom pravime, Ze N(¥}) je linedrnd soustava dimense kbt — 1,
a to proniko nebo druhého drubu podle toho, kterého druhu je ¥,
Linedrnf soustavu nadrovin dimense 1 nazyva.me kratce svazek nad-
rovin.

Pro kazdou linedrni funkei bodu ¢ oznaéme nyni ¢* z ni odvozenou
linedrni funkei vektoru. Zfejmé ‘

(48.1) (@ +9)* = @* + 9% (ap)* = a. ¥
mimo to p* = o tehdy a jenom tehdy, jestliZe ¢ je konstanta.
V nésledujicim E, znamend bod.

Viita 48.1. Budiz N(¥,) (2 <k < m) linedrnd soustava nadrovin
dimense k — 1 proniho druhu. Potom existuje linedrni podprostor E,,
(pro m = k tedy bod) tak, Ze nadrovina g ndlefi do N(¥,) tehdy a 7enom
tehdy, jestlie E, . je &dsti p.

DUxaAz. Véta je zfejmé spravna i pro k = 1. Mitzeme j ji tedy doka-
zati indukei, t. j.-dokazujice ji pro 2 < k < m, mieme predpok.ladat
spravnost obdobné véty, ve které misto & j je ek — 1. Budiz !Fk 1 linearni
soustava dimense & — 1 obsaZeni ve ¥,. Jeito ¥, je prvmho druhu,
z¥ejms také Wy, je prvniho druhu. Tedy podle indukéntho predpokla-
du existuje linedrni podprostor E,, -+, tak, Ze nadrovina o ndlezi do
N(¥;,-,) tehdy a jenom tehdy, jestlize E,_x.; je &astf g. Zvolme
linedrni funkei bodu y tak, aby naleZela do ¥;, nikoli vSak do ¥y-,.
Zvolme linearnf soustavu soufadnic

(48.2) ‘ -(Pjuy, ..., Uy
tak, aby bylo
48.3) Epirr= {P; U ., Up}.

Pro 1 < » < m budiz ;;a, ta linedrni funkee bodu, kter bodu
X=r + zu; + oL+ Uy,
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ptifazuje &islo ¢ (X) = z,; mimo budiZ ¢, konstanta 1, takie @ =
= {@o, P1, -+ -» Pm}. Jeito- N(¥;_,) obsahuje pravé ty nadroviny, které
prochézeji prostorem (48.3), zfejmé ¥y, = {@y, ..., Pr—1}, tedy ¥, =
= {y, ¢y, --., Pr—1}. Budiz

Y= Qo@Pp + C€1P1 + -« -+ CpPom.

Jezto p nendleii do ¥, ,, nejsou viecka &isla ay, ay, - a,, Tovné nule:
kdyby byla viecka &fsla ay, ..., @,, rovna nule, byla by p — (a9, +
+ ... + @y 1px-1) konstanta riznd od nuly, coZ je také nemoZné.
Z toho plyne snadno, Ze nulova nadrovina ¢ funkce p neni rovnobézna
s prostorem E,_;.,, takZie ¢ protne tento prostor v uréitém E, _,.
Soustava soufadnic (48.2) byla viak v pfedchazejicim podrobena pouze
podnﬁnce (48.3). Z¥ejmé miZeme pFipojit podminku, aby bylo

o= {P; ul! AR um—l}!

nadez bude ziejmé ¢ = @@ (@n + 0), tedy Pi= {@1, - Pr-1, P}
z tehoZ plyne snadno, Ze N(¥,) obsahuje pravé ty nadroviny, které
obsahuji prostor

(48'4) Em—-k = {P; Upy ovny um—l};
pro m = k znameni tu E, bod P.

VETA 48.2. BudiZ 2 < k < m. BudiZ din linedrni podprostor E,, _,
(pro k = m tedy bod). Potom mnofina vdech madrovin prochdzejicich
prostorem E,,_, je linedrni soustava nadrovin dimense k — 1 proniho
druhu.

Dtraz. Zvolme linedrni soustavu soufadnic (48.2) tak, aby platilo
(48.4); pro m = k to znamen4, aby E, byl bod P. Potom zfejmé uva-
Zovand mnozina nadrovin je N(¥,), ¥i. = {py, .-+, Pr-1, Pm}, kde @,
(1 £ r < m) maji tyz vyznam jako v pfedchizejicim diikaze.

ViTa 48.3. BudiZ N(P,) (2 < k < m) linedrni soustava nadrovin
dimense k — 1 druhého druhu. Potom existuje (m — k + 1)-smér
W,._ 1+ 1 tak, e nadrovina o ndleti do N(\¥),) tehdy a jénom tehdy, jestlize
jeji zaméfent obsahuje Wo_ 1+ 1.

Doxraz. Budiz ¢, konstanta rovna 1. Zfejmé ve ¥, jest obsazena
Yy1={yy, -, wk—f  tak, Ze Wi = {@o, ¥1, .-, i1} Zlejmé N(¥})
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obsahuje pravé ty nadroviny, které jsou rovnob&iné s nékterou nad-
rovinou nalezejicf do N(¥,—,). AvSak podle véty 48.1 (o které jsme si -
vimli, Ze je spravnd i pro k = 1), existuje linedrni podprostor E,,_ ., ;=
= {P; Wy -1+ .} tak, Ze N(¥;-,) obsahuje pravé ty na,drovmy, jejichz
¢asti je E,,—p+,. Potom v3ak (m — k 4 1)-smér W,,_;,, ma vlastnost
ve vété vyslovenou.

ViTA 48.4. BudiZ 2< k< m o budiZ din (m — k4 1)-smér
W, _+1. Potom mno¥ina vdech nadrovin, jejichi zaméfeni obsahuje
W, i+1, je linedrni soustava nadrovin dimense k—1 druhého druhu.

Dtkaz. Necht linearnf funkce bodu ¢, (0 < r < m) maji tyz vyznam
jako pfi dikaze véty 48.1. Zvolime-li linedrni soustavu soufadnic
(48.2) tak, aby bylo W, ..+, = {uy, ..., u,}, zfejmé uvaZovani mno-
Zina nadrovin je N(¥;), kc.le Vi = {@os P1 ' o Pr=1}

49. DUALNI VEKTOROVE PROSTORY. V &lanku’ 46 jsme vedle
" vektorového prostoru V,, vektort eukleidovského prostoru uvaZovali
jests vektorovy prostor F slozeny ze viech linedrnich funkef vektoru.
Vzajemny vztah mezi témito dvéma vektorovymi prostery je uziteéné
formulovat v abstraktnéjim tvaru; to je pravé tikolem tohoto ¢ldnku.

Budte? dany dva vektorové prostory V, Y. Budeme znadit vektory
ndlezejicf do V jako obvykle tuénymi pismeny, rovnézi tak vektory
nalefejici do V, ale na rozlifeni budeme psit vodorovny pruh nad
znadkou kazdého vektoru prostoru V, takse na p¥. u znamené libovoln)'f
vektor prostoru VY, u znamena libovolny vektor, prostoru V V. Nulovy
vektor prostoru V jako obvykle oznaéime o; pro nulovy vektor prostoru
V disledné zavedeme oznadenf o. »

Pravime, #e prostory V, V jsou dudiné sdrufené, je-li dino pravidlo d,
které kazdé dvojici u, u pfifazuje uréité redlné &islo d(u, u), p¥i ¢emsz
se predpokladd, Ze toto pravidlo ma nasledujici vlastnosti (49.1) az
(49.6) [pismeno a ve (49.3) a (49.4) znamena libovolné realné ¢islo]:

(49.1) d(u + v, u) = d(u, u) 4 d(v, u);
(49.2) d(u, u + v) = d(u, u) + d(u, ¥);
(49.3) d(au, u) = ad(u, u);
(49.4) d(u, au) = ad(u, u);
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(49.5) je-li ve YV dén vektor u # o, existuje ve V vektor u tak, Ze
d(u, ) + 0; | :

(49.6) je-li ve ¥V dan vektor @+ o, existuje ve Vvektor u-tak, ze

d(u, u) 0.

Jak bylo jiZ na poéatku tohoto &ldnku vzpomenuto, prostor V,, viech
vektort eukleidovského prostoru E,, a prostor Fvsech linedrnich funket
vektoru davaji dulezity pfiklad dvojice dualng sdruzenych vektorovych
prostort. Nebot jestliZe pro-libovolny vektor v prostoru E,, a pro libo-
volnou linedrni funkei vektoru f poloZime d(v, f) = Kv), pfesvédéime
se snadno, Ze vlastnosti (49.1) aZ (49.6) jsou splnény. \

Pfejdéme nyni ke studiu dasledki vldstnosti (49.1) az (44.6). Nej:
prve poznamenejme,.ze v podminkdch (49.1) az (49.6) oba vektorové
prostory V,V vystupuji symetricky, takie je-li V duilng sdruZeny
k V, je zaroveii V dualné sdruZeny k V. Dalé® poznamenejme, #e v pod-
mince (49.5) byl nutny pfedpoklad u 3+ o, jezto

(49.7) d(o, ) = 0
pro kaZdy u. Nebot zvolime-li v (49.1) u libovolng, v = o, dostaneme
d(u, u) = d(u u) + d(o, u), z cehoz plyne (49.7). Podobnd ze (49.2)
dostaneme, Ze

(49.8) _d(u, o) =0
pro kazdy u. '

Je-li na pi. vV tr1v1aln1 musi také ¥V byti trividlni. Nebot kdyby V
nebyl trivialni, existoval by u =+ o, tak¥e podle (49.6) by existoval u
tak, Ze d(u, u) + 0. To je v3ak podle (49.7) nemozné, nebot jezto V je
trivialni, musi byti u = o.

ViTa 49.1. Jsou-li .

(49.9) ul,”..., u,
mezy sebou linedrné nezdvislé vektory prostoru V, lzc udat ve V vektory:

- (49.10) Uy, ..., Uy
tak, Zeprol < r <k, 1 < s< kjest

- |1, jelir=s,

(49.11) d(u,, u,) = {0, olirt s
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DUEAz. BudiZ napied k = 1, t. j. ve V je dan jediny vektor u; + o.
Podle (49.5) existuje @ tak, ze d(u,, u) = ¢ + 0. PoloZime-liu;, = % u,
potom podle (49.4) bude d(u,, a,) = 1, ¢imz je pro k = 1 v§e dokazano.
Dtkaz nyni dokonéime indukef. Za pfedpokladu, Ze pii uréitém & je
véta dokazana, budtez ve ¥ diny mezi sebou linedrné nezavislé vek-
tory ' ‘

(49.12) Up, ooy Uy

Potom jsou také vektory (49.9) mezi sebou linedrné nezivislé, takze
existuji ve V vektory v,,..., v tak, Ze pro 1 <r < k, 1 << k

-y _flpror=s,

(49.13) d(u,, v,) = 10 pro 7+ 5
Budiz

(49.14) dUpr, V,) =a, pro 1 < s < k
a poloZme

K
(49.15) w = uk+1 — Za,,u,..
B r=1

Podle (49.1), (49.3), (49.13) a (49.14) bude

(49.16) dw,v,) =0 pro 1< s k.

Jezto vektory (49.12) jsou mezi sebou linedrné nezivislé, jest w + o,
takse (podle jiz vy3etfovaného pifpadu k& = 1) existuje w tak, Ze

(49.17) d(w, w) = 1.
Budiz

(49.18) d(u, w)=">b,pro 1<r<k
a poloZme '

(49.19) ey — W — Shiv.

§=1

Podle (49.2), (49.4), (49.13), (49.18) & (49.19) jest
(49.20) d(u,, Up+1) =0 pro 1 < r < k5
podle (49.2), (49.4), (49.16), (49.17) a (49.19) jest
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(49.21) d(w, "_'k+ 1) — 1.
Podle (49.1), (49.3), (49.13), (49.15) a (49.16) jest

(49.22) d(upiy, v) = a, pro 1 < s=k;
podle (49.1), (49.3), (49.15), (49.20) a (49.21) jest

(49.23) d(Ups 1, Upsy) = L.
Polozme nyni

(49.24) U=V, — a,; pro 1 < s< k.
Podle (49.2), (49.4),(49.13), (40.20) a (49.24) jest

- 1l pror=s
(49.25) d(u,, u,) = { o grz ot o

Podle (49.2), (49.4), (49.22), (49.23) a (49.24) jest
(49.26) AU, u) =0 pro 1 < s < k.

Podle (49.20), (49.23), (49.25) a (49.26) plati (49.11)prol < » < k + 1.
1 < s< k+ 1, ¢imZ je dikaz dokonéen.

Poznamenejme jedts, Ze jestlize o vektorech (49.9) prostoru ¥ a o vek-
torech (49.10) prostoru V pro 1 <r=1k 1< s< k plati (49.11),
potom jak vektory (49.9) tak i vektory (49.10) musi byti mezi sebou
linedrné nezavislé. Nebot je-li na p¥.

v =au + oo azuy,
potom podle (49.11) je d(u,, ¥) = a, pro 1 < r < k, takze podle (49.3)
je v = o pouze tehdy, je-lia;, = ... = a, = 0. '

Podle této poznamky soudime z dokizané véty, ze lze-li ve V udat
k=1,2,3,... mezi sehou linedrné nezavislych vektord, potom totéz
musi platit i o V-a oviem také obracens. Z toho soudime, Ze plati:

VETA 49.2. Jakmile jeden z obou dudlné sdrufengeh prostors. V, V md
konecnou dimensi, plati totéZ i o druhém z nich a obé dimense jsou si rovny

V daldim predpoklidejme, %e oba vektorové prostory V, ¥V maji ko-
neénou dimensi m > 0 a ozna¢me je Y, Vm. Jsou-li V,,, V,, duilné sdru-
zené, lze ke kaZdé basi

(49.27) U, ..., tin .
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prostoru V,, udati basi

(49.28) by, eees lm
prostoru V,, tak, #e pro 1 <r <m, 1 < ¢ < m plati (49.11). Je-li
potom '

(49.29) v=zwu 4+ ... + xmu,;,
libovolny vektor prostoru V,

(49.30) Vo=l + ... + Yuulin
libbirolny vektor prostoru V, jest

(49.31) div,v) =z, + ... + ZpYm-

Ze (49.31) plyne snadno:

VETA 49.3. K dané basi (49.27) prostoru E,, lze prdvé jednim zpiisobem
udat basi (49.28) prostoru V., tak, aby platilo (49.11). Nazveme navzdjem
dudlni takové dvé base (49.27), (49.28).

Ziejmé plati obracens: ‘ '

VETA 49.4. Jsou-li ddny dva iuektorové prostory V,,, V., té5e koneéné di-
mense m > 0, zvolime-li libovolné basi (49.27) pro V,, a basi (49.28) pro
V.. a definujeme-li pro kazdou dvojici (49.29), (49.30) ¢islo d(v, ¥) pomoc
(49.31), potom plati (49.1) a% (49.8), t. 5. V., V., jsou dudlng sdruend.

Jsou-li V,,, V,, duilné sdruzené a je-li W linearni soustava obsaZeni
ve V,,, oznaéme W mnozinu v3ech téch vektord v prostoru V, pro nés je
d(v, v) pro kazdy vektor v nalezejictdo W. DokdZeme, %e plati:

VEra 49.5. Je-li W linedrni soustava dimense k, potom w je linedrnt
soustava dimense m — k, kterow nazveme dudlnim obrazem linedrni sou-
stavy W. Je-li k =0, je W = {0} a podle (49.7) je W =V; je-li k = m,
je W = Va podle (49.6) je W = {8}. V obou pfipadech uéinéné tvrzeni
jespravné. Je-li 0 << & << m, zvolme libovolné basiuy, ..., u, pro W a pii-
pojmedalsivektory u,.r,, ..., U, tak, aby vznikla base (49.27) pro V,,; k té-
to basi utvo¥me dudlni{ basi (49.28) pro V,,. Je-li nyni (49.30) vektor
prostoru V,,, potom podle (49.31) jest d(u,, ¥) =y, pro 1 <r <k,
takze jestlize v naleti do W, jest 4, = 0, ..., ¥, = 0. Obracens, je-li
tomu tak, je d(v,¥)= TpyyYpt1 + .- + Tu¥m pro kazdy vektor
(49.29), takze d(v, v) = 0 pro kazdy vektor v ndleZejict do W. Tim je"
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dokézano, e W = {iiz4y, ..., dm}, c0Z je skuteénd linedrni soustava
dimense m—k. '

Je-li opét W linearni soustava dimense k obsaZeni ve V,, je jeji
‘duélnf obraz W linedrni soustavou dimense m — k obsa¥enou ve V,, ke
které mizeme opét utvorit dualni obraz W*; W* je linedrni soustava
dimense & obsaZens ve V,,. Snadno se viak zjisti, e W je &dsti W*
a jelikoz W, W* majf tou? dimensi, musf byti W* = W. Z toho plyne:

VETA 49.6. Dudlni obraz dudlniho obrazu linedrnt soustavy W (obsa-
zené ve V,, nebo ve V,,) splyne s W.
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