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SHODNE, PODOBNE A AFINNI
TRANSFORMACE

36.ZOBRAZENI A TRANSFORMACE. Budte? ddny mnoziny M, M*
sloZené z libovolnych prvki. Zobrazenim mnoZiny M do mnofiny M*
nazyvame jakékoliv pravidlo f, které kazdému prvku z mnoZiny M
piifazuje uréity prvek mnoZiny M*, ktery oznaéime f(z) a nazveme
obrazem prvku z. Je-li C jakdkoliv é4st mnoZiny M, nazveme jejim
obrazem a oznadfme f(C) mnoZinu obrazi viech prvki mnoZiny C.
Zejména tedy f(M) znamens mnoZinu obrazi viech prvki celé mnoZiny
M. Jestlize f(M) = M*, t. |. jestliZe kaZdy prvek mnoziny M* je obra-
zem aspoii jednoho prvku mnoziny M, pravime, Ze f je zobrazeni mno-
Ziny M na mnoZinu M¥*.

Jsou-li M, M*, M** t§i mnoZiny, je-li f zobrazenf mnoziny M do
mnoziny M* a je-li g zobrazeni mnoZiny M* do mnoziny M**, oznadi-
me f o g a nazveme zobrazenim sloZenym ze zobrazeni f a g (v tomto po-
Tadi!) to zobrazeni mnoziny M do mnoZiny M**, pii kterém

h(z) = g[f(z)]
pro kaZdy prvek x mnoZiny M. Podrobngji feéeno, je-li  libovolny
prvek mnoZziny M, je-li y = f(x) obraz prvku z pfi zobrazeni f, je-li
z = g(y) obraz prvku y p¥ zobrazeni g, potom z je obraz prvku z p¥i
zobrazeni f o g.

Je-li f zobrazeni mnoZiny M do mnoZiny M* a je-li C libovoln4 &ast
mnoZiny M, nazveme parcidlnim zobrazenim omezenym na C a oznadf-
me [ | C to zobrazenf mnoZiny C do mnoZiny M*, pro které kazdy prvek
mnoziny € m4 ty7% obraz jako pii zobrazenf f. Tedy pivodni zobrazent f
a parcialni zobrazeni ¢ = f | C se liéf pouze tim, Ze obraz f(z) je defino-
vén pro vecky prvky z mnoZiny M, kdeZto obraz ¢(z) je definovan
pouze pro ty prvky mnoZiny M, které nilezej{ do jeji dané &asti C; pro
ta , pro néz je definovin p(z), je definovén také f(z) ajest p(z) = f(z).
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Budiz f zobrazeni mnoziny M na mnofinu M¥*. Jestlize dva razné
pPrvky z,, ¥, mnoziny M maji vidy také rizné obrazy, pravime, Ze f je
prosté zobrazeni mnoziny M na mnozinu M*. Libovolny prvek y mno-
ziny M* je tedy obrazem pravé jednoho prvku z mnoziny M; pfifadi-
me-li prvku y prvek z, obdriime zobrazeni g mnoziny M* na mnoZinu
M. Je tudiz f(x) = y tehdy a jenom tehdy, jestlife g(y) = =; p¥i tom
je ¥ prvek mnoziny M, y prvek mnoziny M*. Zobrazeni g nazveme
inversnim k zobrazeni f; zfejmé g je prosté zobrazeni mnoZiny M*
na mnoZinu M a zobrazeni k nému inversnf splyne s pivodnim zo-
brazenim f.

Jestlize kazdému prvku # dané mnoziny M pfifadime tyZ prvek z,
dostaneme prosté zobrazen{ mnoZiny M na mno#inu M, které nazveme
identickym zobrazenim mnoZiny M. Je-li f prosté zobrazeni mnoZiny M
na mnozinu M* a je-li g inversnf zobrazeni mnoZiny M* na mno#inu M,
potom slozené zobrazeni f o g je identické zobrazeni mnoZiny M, zobra-
zenf g o f pak jest identické zobrazenf mnoziny M*.

Budi? { libovolné zobrazeni mnoziny M na mnoZinu M*. Je-li y libo-
volny bod mnoZiny-M*, nazveme jeho vzorem p¥i zobrazeni f a ozna-
¢ime f~!(y) mno%inu viech t&ch prvkd 2 mnoZiny M, jejich% obrazem
je prvek y, t. j. pro které plati f(x) = y. Je-li C* libovolna éast mnoZiny
M* nazveme jejim wvzorem a oznadime f~'(C*) mnoZinu vech t&ch
prvki mnoZiny M, jejich% obrazy nalezeji do C*. Jestlize f je prosté
zobrazen? mnoziny M na mnozinu M*, potom pro kazdy prvek y mno-
Ziny M* znamend f~'(y) jediny prvek mnoZiny M, ktery je obrazem
prvku y pii zobrazeni inversnim k zobrazeni f.

Zobrazeni mnoZiny M do téZe mnoZiny M se jmenuje transformace
mnoziny M. Prosté zobrazeni mnoziny M na celou mnozinu M se jme-
nuje reguldrni transformace mno#iny M. Jednoduchym p¥ikladem regu-
lirni transformace mnoZiny M jest identické zobrazeni mnoziny M,
kterému ¥ikdme také identickd transformace mnoZiny M. Je-li f regu-
larni transformace mnoZiny M, potom také zobrazeni inversni k f je
regulérni transformace mnoziny M.

Soustava @ transformac{ mnoZiny M se nazyva transformaéni grupa
mnoziny M, mé-li tyto t¥i vlastnosti:

(a) kazda transformace soustavy @ je regularni;
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(b) jestliZe obd transformace f, g nélezeji do soustavy P, potom
také sloZena transformace f o g nilezi do @;

(c) jestliZe transformace f ndlezf do soustavy @, potom také transfor-
mace inversni ke transformaci f naleZi do soustavy .

Je-li f libovoln4 reguldrn{ transformace mnoZiny M a je-li g transfor-
mace k nf inversni, potom f o ¢ jest identickd transformace mnoZiny M.
Z toho plyne, Ze kadd transformaéni grupa mnoziny M obsahuje iden-
tickou tramsformact mnoZiny M. Jednoduchy piiklad transformaéni
grupy mno%iny M tvo¥i jeji trividint transformaéni grupa, kters obsa-
huje pouze identickou -transformaci mnoziny M. Jiny jednoduchy
pliklad transformaéni grupy mnoziny M diva soustava vech mofnych
transformaci mnoZiny M.

Jsou-li @, ¥ dvé transformadéni grupy mnoziny M a jestlize kazda
transformace nalezejici do ¥ zaroveii nalezf do @, pravime, Ze transfor-
madni grupa ¥ je podgrupou transformaéni grupy .

E AFINNI ZOBRAZENI EUKLEIDOVSKEHO PROSTORU.
Budte? dény dva eukleidovské prostory E,, E, a zobrazeni f prostoru
E,’'do prostoru E,. Pravime, Ze f je afinnf zobrazeni, ma-li tuto vlast-
nost:

(37.1) Jsou-i 4, B, C t#i rizné body prostoru E,, které lezi na
ptimce, potom budto splynou viecky t¥i body f(4), f(B), f(C) nebo
jsou tyto t¥i body navzijem riizné, lezi také na piimce a délicf poméry
[viz &anek 27, (27.6) a (27.7)] '

_ (4; C, B); (f(4); {(C), {(B))
jsou si rovny.

Afinn{ zobrazeni f se jmenuje reguldrni, jestlize obrazy f(X), f(Y)
dvou riznych bodt X, ¥ prostoru E,, jsou vidy navzijem rizné; f se
jmenuje singuldrni, jestlize existuji dva rizné body A, B prostoru E,,
jejichz obrazy f(A4), f(B) splynou. Specidlni piipad singuldrniho afinni-
ho zobrazeni prostoru E,, do prostoru E, obdrZime, jestlize obrazy vdech
bodw prostoru E,, splynou; potom mluvime o fotdlné singuldrnim afin-
nim zobrazeni prostoru E,, do prostoru E,.

Kazdé afinni zobrazeni f (regularni nebo singularnf) prostoru E
do prostoru E, m4 pFredevdim tuto vlastnost:
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« VEra 37.1. Je-li v prostoru E,, bod Z stfedem dvojice bodi X, Y, potom
je v prostoru E, bod f(Z) stfedem dvojice bodw f(X), f(Y).

DUraz. To je zfejmé, je-li X = Y; je-li viak X + Y, potom X, Y, Z
jsou tfi rizné body leZici na piimce a podle (37.1) budto splynou vie-
cky tii body f(X), f(Y), f(Z), nadeZ opét tvrzeni je zfejmé, nebo jsou
body f(X), f(Y), f(Z) navzijem razné a lezi na pfimce. Potom je vSak
podle (27.9) ‘

(X:2,Y) = 4, ({X; D). (D) = % -
a bod f(Z) je sttedem dvojice f(X), f(Y).

Stejné jako z véty 18.1 plyne véta 18.2, plyne z véty 37.1:

“ VEra 37.2. Jestlide v prostoru E,,, obé dvojice X, Y; X', Y’ uréuji tyjz
vektor, potom také v prostoru E,, obé dvojice f(X), f(¥); f(X"), f(¥") uréuji
ty% vektor.

V dusledku véty 37.2 muzeme kazdému vektoru u prostoru E,, jedno-
znadéné piifadit vektor f(u) prostoru E, tak, Ze obrazem kteréhokoliv
umisténi vektoru u je vidy urdéité umisténi vektoru f(u).

Nésledujici t¥i véty jsou zfejmé:
VEra 37.3. flo) =

VETA 37.4. P reguldrnim afinnim zobrazent prostoru E,, do prostoru
E, pro ka#dy vektor u + o prostoru E,, je také f(u) + o.

ViEra 37.5. PFi reguldrnim afinnim zobrazens prostoru E,, do prostoru
E, pro ka#dé dva vektory u + v prostoru E,, je také f(u) # f(v).

ViTa 37.4 a 37.5 neplati pro singularni afinni zobrazeni. At jiz f je
regularni &i singuldrni, plati zfejmé:

VEra 37.6. f(— u) = — f(u)

ViiTa 37.7. fu + v) = f(u) + f(v)

Mimo to plati pro hbovolne realne dslo a a pro libovolny vektor u
prostoru E,: %

VETra 37.8. flau) = a . f(u).
Dtxraz. To je zfejmé pro @ = 1 a plyne z véty 37.3, jestlize a = 0
nebo u = o, Budiz tedy u + 0,0 % a #+ 1. Zvolme v prostoru E,, body
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A, B tak, 2¢e B — A = u.a polozme C = A -+ au, takZie C — A = au;
tedy f(B) — f(4) = f(u), (C) — f(4) = f(au). Jeitou + o,jest A + B,
jeito C =A +au, 0 £ a + 1, jest 4 & C + B. Tedy 4, B, C jsou
tfi rizné body prostoru E,,, které lezf na pfimce. Potom budto splynou
viecky tfi body f(4), f(B), {(C), natei je f(u) = o, f(au) = o, tudiz
skuteénd f(au) = a . f(u), nebo jsou f(4), f(B), f(C) tii rizné body,
které lezi na pi¥imece, nadeZ

(37.2) (f(4); /(C), [(B)) = (4; C, B)

Jezto C = A 4 a(B — A), soudime ze (37.2) podle (27.8), Ze f(C) =
= f(4) + a(f(B) — f(4)), $. j., Ze f(C) — f(4) = a(f(B) — f(4)) neboli
flau) = a . f(u)

Z vét 37.7 a 37.8 plyne:

Vira 37.9. Jestlize v prostoru E,, vektor v je-linedrni kombinaci vek-
tord uy, ..., Uy, potom v prostoru E,, vektor f(v) 7e linedrnt kombinaci vek-
tore, f(ul), oy f(Uy), @ to s tymiZ koeficienty.

Z vét 37.3, 37.4 a 37.9 plyne déle:

Vitra 37.10. Je-li f reguldrni afinni zobrazent prostoru E,, do prostoru
E, a jsou-li vektory u,, ..., u, prostoru E, mez sebou linedrné zdvislé
nebo linedrné nezdvislé, potom plati totéz o wektorech f(uy), ..., f(uy)
prostoru E,.

ViTa 37.11. BudiZ (P;e,, ..., e,> dand linedrni soustava soufadnic
v eukleidovském prostoru E,,. V eukleidovském prostoru E, zvolme libo-
volné bod P’ a vektory ey, ..., e,. Je-li

(37.3) X=P-+ze;,+ ...+ zp,e,
libovolny bod prostoru E,, polofme
f(X)=P + ze + ... + Zpe,.
Potom je f afinni zobrazent prostoru E,, do prostoru E,. Zobrazeni f je

requldrni tehdy a jenom tehdy, jestlite vekiory ey, ..., e;n jsou mezi sebou
linedrné nezdvislé.

DtUkaz. Budtez 4, B, C t¥i rizné body prostoru E,, které lezf na
piimce, takie C = A + ¢B — A), kde' t = (4; C, B) podle (27.8).
Je-li A’ = f(4), B’ = f(B), ' = f(C), verifikuje se snadno, Ze je ¢’ =
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= A"+ t(B’' — A’); mimo to je zfejm& 0 + ¢t + 1. Je-li 4’ = B, je
také C' = A’; je-li vBak A’ + B’, jsou 4A’, B', ¢’ t¥i rizné body, které
lezi na piimce a jest (4'; C’, B’) =t podle (27:8). TudiZ { je afinni
zobrazeni. Jsou-li (37.3) a

Y=P+yer+ ... + Ynen

dva rtzné body prostoru E.., jest

fY)'_f y1—x1)°1+ +(ym_’xm) m*°
Jsou-li vektory ey, ..., e;n mezi sebou linedrné nezavislé, je nutné

f(X) * f(¥),t. j. zobrazeni f je reguldrni. Jsou-li v8ak vektory e, ..., e,
mezi sebou linearné zavislé, lze udat ¢sla a,, . .., a,, tak, Ze aspoid jedno

z nich je rizné od nuly a %e a.e, + ... + ae,, = o. Je-li potom
Q=P +t+ae,+ ... +ane,,
jest @ + P, f(Q) = P' = f(P), takZe zobrazeni f je singuldrni.

ViTa 37.12. Kaédé afinni zobrazeni f prostoru E,, do prostoru E, se
dd vytvoFit zpisobem popsanym ve vété 37.11, pFi Eem? linedrni soustavu
soufadnic

(37.4) (P;eq,....e.>

v prostoru E,, mateme libovolné zvolit.

’

Doraz. Podle vty 37.2 miZeme poloiit e, = fey), ..., e, = f(e,),
nadez se dikaz dokondf podle véty 37.9.
Z vét 37.11 a 37.12 plyne

VEra 37.13. Je-li f afinnt zobrazent prostoru E,, do prostoru E,, jest
f(E,.) linedrni podprostor prostoru E,, jehof dimense k je < m. P#i tom
je k= m tehdy a jenom tehdy, jestlife zobrazeni f je regularm Dale
plati:

"VEra 37.14. Afinni zobrazent prostoru E,, na prostor E, existuje tehdy
a jenom tehdy, jestlize n < m. Reguldrni afinni zobrazent prostoru E,, na
prostor E,, existuje tehdy a jenom tehdy, jestlize n = m. Mimo to je patrné,
ze podet afinnich, resp. reguldrnich afinnich zobrazeni je nekonedné
velky, nebot p¥i dané linearnf soustavé soufadnic (37.4) je jist§ mo#né
ve vété 37.11 zvolit bod P’ nekoneénd mnoha zpisoby, nehledé na libo-

1

vili ve volb& vektori e, ..., e;,.
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Nasledujici t¥i véty jsou zfejmé z definice:

Vira 37.15. Je-li f afinnd zobrazent prostoru E,, do prostoru E, a je-li g
afinni zobrazent prostoru E, do prostoru E;, potom f o g je afinni zobrazeni
E, doE,.

VEra 37.16. Je-li f reqguldrni afinni zobrazent prostoru E,, na prostor
E, a jeli g reguldrni afinni zobrazeni prostoru E,, na prostor E,,, potom
f o g je reguldrni afinnt zobrazent prostoru E,, na prostor E,,.

VEra 37.17. Je-li f reqgulirni afinni zobrazent prostoru E,, na prostor
E,, a je-li g zobrazeni k nému inversni, potom g je reguldrnt afinni zobra-
zent prostoru E,, na prostor E,,.

Budtez
(37.5) - U, ..., U,
(37.6) Vi ooy Vi

dvé base prostoru E,. Je-li nyni f reguldrni afinnf zobrazeni prostoru
E,, na prostor E,,, potom podle v&ty 37.9 jsou

(375,) f(ul)’ Al f(um);
(37.6") f(va), -0 f(V)

dvé base prostoru E,,. Z véty 37.9 plyne pro determinant pfechodu

definovany na str. 79: '
Lo . L 70brazen,
Vira 37.18. Je-li f reguldrni afinni transformace prostoru E,, na

prostor E,, a jsou-li (37.5), (37.6) dvé base prostorw E, a tidif (37.5'),
(37.6") dvé base prostoru E,,, je determinant prechodu od (37.5) ke (37.6)
roven determinantu pfechodu od (37.5") ke (37.6).
Z toho plyne, Ze base (37.5"), (37.6") prostoru E,, jsou souhlasné nebo
nesouhlasné podle toho, co plati o basich (37.5), (37.6) prostoru E,,.
Je-li nyni zvolena urditd orientace prostoru E,, je patrné, Ze existuje
pravé jedna orientace prostoru E,, tak, Ze pro kaZdou kladnou basi
(87.5) prostoru E,, je také (37.5') kladné base prostoru E,,. Pravime
struéné, Ze pfi reguldrni afinni transformaci prostorw E,, na prostor E,,
prislui dané orientaci prostoru E.,, uréitd orientace prostoru E,,.

38. SHODNA A PODOBNA ZOBRAZENI EUKLEIDOVSKEHO
PROSTORU. Budtez dany dva cukleidovské prostory E.,, E:, a zobra-
zeni f prostoru E, do prostoru E,. Pravime, Ze f je shodné zobrazeni
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prostoru E,, do prostoru E,, jestlize vzdalenost XY dvou libovolnych
bodid X, Y prostoru E,, je rovna vzdilenosti f(X) f(Y) jejich obrazi.

Vitra 38.1. Budif | afinni zobrazeni prostoru E, do prostoru E..
Zobrazent | je shodné tehdy a jenom tehdy, jestlize skaldrni souéin uv
Libovolnych dvow vektort prostoru E,, je roven skaldrnimu souéinu f(u) .
- f(v) jejich obrazi. ~

DorAz. Jestlize predné zobrazeni f je shodné, je z¥ejmé |f(u)| =
= |u| pro libovolny vektor u prostoru E,; z tohe v3ak plyne podle
(7.7'), Ze uv = f(u). f(v). Obricens predpoklidejme, ¥e tato pod-
minka je splnéna; pro u = v z ni plyne, Ze |f(u)| = |u| neboli |f(B) —
— f(4)] = |B — A|, t. j. (4) f(B) = AB, takie zobrazen{ f je shodné.

ViEra 38.2. Shodné zobrazent prostoru E,, je reguldrni afinni zobrazeni
prostoru E,, na prostor f(E,,).

Dioraz. V 8lancich 4 aZ 8 jsme podali geometrické definice, zaloZené
vyhradné na pojmu vzdalenosti, pro pojem vektoru, pojem souétu
vektori a pojem souéinu &fsla s vektorem. Z toho plyne snadno, Ze
pro f jsou splnéna tvrzeni vét 37.2 a 37.9, z éeho% plyne, Ze f se da vy-
tvolit zplisobem popsanym ve v&té 37.11, takZe f je afinnipodle véty

37.12. Ze f je regularni, plyne ze (3.4) a (3.5).

Nasledujici dvé véty jsou zfejmé z definice:
Vira 38.3. Je-li f shodné zobrazeni prostoru E,, na prostor E,, #je-li g

shodné zobrazeni prostoru E,, na prostor E.,, potom f e g je shodné zobra-
zent prostoru E,, na prostor E,,.

VETa 38.4. Je-li f shodné zobrazent prostoru E,, na prostor E,, a je-li g

d - ’ . ’ g !
zobrazeni k nému inversni, potom g je shodné zobrazeni prostoru E, na

prostor E,.
Z véty 38.1 plyne: ~
ViEra 38.5. Budif f shodné zobrazeni prostoru E, do prostoru E,.

Jsou-li v prostoru E,, vektory

Uy, oo Uy

orthonormdlni, potom v prostoru E, vektory

f(ul)’ AR f(uk)

jsou také orthonormdlni.

\
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Obecns plati:

ViTa 38.6. BudiZ f afinni zobrazeni prostoru E,,, do prostoru E,
a budif u,, ..., u, dand orthonormdlni base prostoru E,. Jestlife také
~ vektory

ui = f(ul)’ ceey u':n = f(um)

jsou orthonormdln?, potom f je shodné zobrazeni.

DtEaz. Jeli |

Uu=uxu,+ ... + zmu',,,, V=9l + ... + Yulpn,
jest
]((U) = 271"1 +...+ xmu;m f(V) = Yt + ...+ ymu;n
a z orthonormality plyne
uv = 2.3y, + ..o+ Ty, = f(U) . f(v),

takZe véta nisleduje z véty 38.1.

Zobrazen{ f prostoru E,, do prostoru E, nazveme podobné, existuje-li
kladné éislo k tak, Ze

(38.1) (X f0)=k.XY

~pro libovolné dva body X, Y prostoru E,,. Cislo % nazveme faktorem
podobnosti zobrazeni f. Z¥ejmé plati:

ViEra 38.7. Podobné zobrazeni s faktorem podobnosti rovnym jedné je
shodné zobrazeni a obrdcend.

Vira 38.8. Budif f afinni zobrazeni prostoru E, do prostoru E,.
Zobrazent f je podobné tehdy a jenom tehdy, jestlite existuje kladné &islo k
tak, Ze pro libovolné dva vektory u, v prostoru E,, plati

(38.2) flu) . fv) =k . uv.
Cislo k je potom faktorem podobnosti zobrazens f.

DiUxraz. JestliZe pfednd zobrazeni f je podobné s faktorem podob-
nosti k, je z¥ejmé |f(u)| = kJu| pro libovolny vektor u prostoru E; z toho
plyne podle (7.7’), Ze plati (38.2). Obracens, plati-li (38.2), pfi éemzi
k > 0, plyne ze (38.2) pro u = v, Ze |f(u)] = ku neboli |[f(Y) — f(X)| =
=k.|Y — X|, t. j. platf (38.1).
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ViTA 38.9. Podobné zobrazent f prostoru E,, je reguldrn{ afinnt zobra-
zent prostoru E,, na prostor f(E,,).

Dtraz. Budiz k faktor podobnosti zobrazeni f. Zvolme libovolné bod
P v prostoru E,, a definujme zobrazeni g, » prostoru E,, na prostor E,,
tim, Ze

g(P + u) = P + ku, h(P+u)=P+%.u

pro kazdy vektor u prostortl E... Podle véty 38.8 jsou g, h podobna
zobrazen{ E,, na E,, jejich% faktory podobnosti jsou: k pro g, % pro h.

Ztejmé slozené zobrazeni @ = hof je shodné zobrazenf prostoru E,,
takZe podle véty 38.2 ¢ je regularni afinni zobrazeni E,, na f(E,). Na
druhé strané je zfejmé f = g o g, takZe podle véty 37.16 také f je regu-
larni afinni zobrazeni En, na f(En).

Nésledujici dvé véty jsou zfejmé:

Vira 38.10. Jeli f podobné zobrazeni prostoru E, mna prostor E,,
s faktorem podobnosti k, a je-li g podobné zobrazeni prostoru E,, na prostor
E, s faktorem podobnosti k,, je feo g podobné zobrazeni prostoru E,, na
prostor E,, s faktorem podobnosti kk,.

Viira 38.11. Je-li f podobné zobrazeni prostoru E,, na prostor E,, s fak-
torem podobnosti k a je-li g zobrazeni k nému inversni, potom g je podobné
zobrazent prostoru E,, na prostor E,, s faktorem podobnosti 1/k.

39. AFINNT TRANSFORMACE. Afinni transformace prostoru E,, je
afinni zobrazen{ E,, do E,,; requldrnt afinni transformace prostoru E,, je
reguldrnf afinni zobrazenf E,, na E,,.

Z vét 37.16 a 37.17 plyne:

ViTa 39.1. Mnofina vdech reguldrnich afinnich transformaci prostoru
E,, je transformaéni grupa.

Budi? f afinni-transformace prostoru E,,. Je-li

(39.1) Uy, oo Up
libovolna base prostoru E,,, existuji &isla ay,, ..., Gpn tak, Ze
(39.2) fu,) = @ Uy + ... + Gt pro 1 < r < m.
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Polozme

(39.3) A N PR S

Z véty 29.4 plyne (viz téZ vétu 37.11), Ze 4 = 0 tehdy a jenom tehdy,
jestlize zobrazeni f je singulirni, takZe pla.tnost rovnice 4 = 0 je ne-
z4vislid na volb® base (39.1). Snadno viak zjistime, Ze obecné hodnota
determinantu 4 je nezavisld na volbé base (39.1), coz staéf dokazati pro
regularni f.

Budiz tedy

(39.4) Vi ooy Vi

jiné base prostoru E,,. Cislo A je determinant pfechodu od base (39 1)
k basi

(391 ) f(ul): b} f(u'm)>

méame dokazati, Ze 4 = A’, kde A’ je determinant pFfechodu od base
(39.4) k basi

(39.4') fva), . s f(Vm).

Oznaéme D determinant p¥echodu od base (39.1) k basi (39.4); na
konei élanku 37 jsme vidéli, Zze D je také determinant pfechodu od base
(39.1') k basi (39.4'). Aviak od base (39.1) mtzeme pFejit k basi (39.4")
budto tak, Ze pfejdeme napfed od (39.1) ke (39.4) a potom od (39.4) ke
(39.4'), nebo tak, Ze pFejdeme napfed od (39.1) ke (39.1') a potom od
(39.1') ke (39.4'). TudiZ determinant pfechodu od (39.1) ke (39.4°) je
podle véty 29.8 roven jednak DA’, jednak AD. Je tudiz DA’ = AD
a jeZto D + 0 podle véty 29.6, je 4 = A’. Tim je dokazdno, Ze &islo
(39.3) nezdvisi na volbé base (39.1), nybrz pouze na afinn{ transformaci
f; pravime, Ze (39.3) je determinant afinnt transformace f. Vime jiz, Ze
plati:

ViiTa 39.2. Determinant afinni transformace f je rizny od nuly tehdy
a. jenom tehdy, je-li f reguldrn. .

Ziejma je:
VEra 39.3. Determinant identické transformace je roven jedné.

110



Z véty 29.8 plyne:

VETA 39.4. BudteZ A,, A; determinanty afinnich transformaci f, g
prostoru E,,. Potom je A,A, determinant afinm’/ transformace fo g.

ViTa 39.5. Budi? f reguldrnt afinni transformace prostoru E,, s deter-
-minantem A a budiZ g transformace inversni k f. Potom determinant trans-
formace g je roven A='.To plyne z v&t 39.3 a 39.4, nebot zfejms fo g je
identicks transformace prostoru E,.

Je-li f regulédrni afinn{ transformace prostoru E,,, potom podle konce
¢lanku 37 zvolené orientaci prostoru E,, p¥islusf uréita oriertace téhoz
prostoru, kterd budto splyne s orientaci pavodn{ nebo je k nf opaéna.
V prvém ptipadé pravime, Ze f je pFimd afinni transformace prostoru
E,., ve druhém, Ze f je nepfimd afinni transformace prostoru E,,. Zfejmsé
je tato definice nezavisld na volbé pivodni orientace prostoru E,, coZ
plyne také snadno z toho, Ze jak je snadno patrné, plati:

VEra 39.6. Determindnt reguldrni afinni transformace f je kladny nebo
zdporny podle toho, zda je f pFimd & nepFimd.

Afinn{ transformaci f prostoru E, nazveme unimoduldrni, jestlize
jeji determinant 4 je roven +1; je tedy A = 1 pro p¥{mé unimodularni
afinnf transformace, 4 = — 1 pro nepi¥msé unimodularnf afinni trans-
formace. : '

Velmi jednoduchym zvlistnim pfipadem afinni transformace je
translace. To je takovéd afinnf transformace f prostoru E,, pii které
obraz f(u) libovolného vektoru u je totozny s plivodnim vektorem u.
Jsou-li P, Q dva dané body prostoru E,,, existuje pravé jedna translace f,
pti které f(P) = Q. Nebot ke kaZdému bodu X existuje pravé jeden
vektor v tak, 2e

(39.5) X=P4}v
a pfi uvaZované translaci musf byti
(39.5") fX)=@Q+v;

obricens je patrné, %e rovnice (39.5), (39.5') definu}i translaci f prostoru
E,. Z definice je ziejmé, Ze plati:

Viira 39.7. KaZdd translace prostoru E, je pfimd unimoduldrni
afinnd transformace prostoru E,,.
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Nisledujici véta jednak plyne z vét 39.4 a 39.5, jednak je zFejma:

VETA 39.8. Ndsledujict druhy afinnich transformact prostoru E,, tvori
podgrupy transformaéni grupy vdech reguldrnich afinnich transformact
prostoru E, .

(a) mnoZina viech pFimych afinnich transformact;

(b) mnoZina vdech unimoduldrnich afinnich transformact;

(c) mnofina vdech pFimgch unimoduldrnich afinnich transformaci;
(d) mnogina vdech translaci.

P#i tom mnoZina (d) je podgrupow grupy (c), kterd je opét podgrupou
jak grupy (b) tak i grupy (a).

Viimnéme si, Ze zvlastnim p¥ipadem translace je identickd transfor-
mace prostoru E,,. Translaci raznou od identické transformace nazveme
vlastni translaci. Definujeme-li samodruZny bod S transformace f rov-
nici

(39.6) f(S) =8,
je patrné, Ze plati:

VETa 39.9. Viastni translace nemd Zidny samodruzny bod.

Zobecnéni pojmu samodruzného bodu je pojem samodruzné mnotiny.
Je-li f libovoln4 transformace libovolné mnoZiny M a je-li C ¢ast mno-
Ziny M, pravime, Ze C je samodruzni mnozina, jestlize

(39.6") f(c) = C.

Zfejmé mnozina, jejiz kazdy bod je samodruzny, je samodruzna
mnozZina, ale opak neplati uZ proto, Ze p¥i transformaci M na M celd

mnoZina M je samodruZnd, ale nemusf existovat Zddny samodruZny
bod; ptiklad podava véta 39.9.

40. INVOLUTORNT AFINNI TRANSFORMACE. Zvolme v prostoru
E,, bod 8. Pro ka%dy bod X prostoru E,, existuje pravé jeden vektor
v tak, Ze

(40.1) X=8+v.
Polozme
(40.1) fX)=8—v
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a ma,me definovdnu transformaci f prostoru E, s jedinym samodruz-
nym bodem S; nazveme f stfedovou soumérnosii a bod 8 stfedem sou-
mérnosti. Z¥ejmé f je afinni transformace, kterd libovolnou basi
uy, ..., u, pfevadi v basi —u,, ..., —u,, takZe determinant transfor-
mace f je roven (—1)™. Tedy plati:

Vitra 40.1. Stfedovd soumé’most prostoru E,, je ummodulamz afinni
transformace, kterd je primd pro sudé m, nepmma pro liché m.

v
Ze (40.1) a (40.1') plati:

ViiTa 40.2. Je-li f stfedovd soumérnost prostoru E,, se stfedem soumér-
nosti S, potom pro kaZdy bod X prostoru E,, je bod S stfedem soumérnosti
dvojice X, f(X).

Z definice (40.1), (40.1°) je patrné, Ze jesﬂiie pii stfedové soumér-
nosti f je B = f(4), je také A = f(B). Nazveme obecné involutorni
aftnni transformact prostoru E,, takovou afinni transformaci f prostoru
E,., kterd ma tu vlastnost, Ze kdykoli B = f(4), vidy je také 4 = f(B)
[dentickd transformace, jakoZz i kaZdd stfedovd soumérnost jsou
tudiZ zvlastni p¥ipady involutornich afinnich transformacf. Hlavnim
akolem tohoto &lanku je urdeni viech involutornich afinnich transfor-
maci. Napfed si dokaZme jednoduchou pomocnou vétu:

VEra 40.3. BudiZ f involutorni afinni transformace a budiz X libovolnyj
bod. Je-li Y = f(X), potom stfed S dvojice X, Y je samodruény bod p#i
transformaci f. Nebot obraz f(S) sttedu dvojice X, Y je podle véty 37.1
sttedem dvojice f(X), f(Y), t. j. dvojice ¥, X, kterda m4 tyz stied jako
dvojice X, Y.

BudiZ nyni f afinni transformace prostoru E,,. Oznaéme W, mnoZinu
vSech vektorl u, pro néz f(v) = u; zfejmé& W, je linedrnf soustava,
jejiz dimense budiZ k. Oznaéme dle Wj mnoZinu viech vektori v, pro
néZ f(v) = — v; také Wy je linearni soustava, jejiZ dimense budiz k.
Ziejm& prunik linedrnich soustav W, W; obsahuje pouze o, takie
podle &lanku 24 spojenf obou linedrnich soustav ma dimensi & -+ %.
Dokézeme v3ak, Ze toto spojeni pro involutorni f je rovné soustavé V,,
v8ech vektort: prostoru E,,, takze bude ' '

(40.2) b4 k=m.

8 113



Nebot budiz w = B — 4 libovolny vektor a budiz w’ = f(B) —
— f(4). Jeito f je involutorni, je nejen w’ = f(w), nybrz také w —
~ = f(w'). PoloZime-li
u=3}w+w) v=1w—w)
jest f(u) = u, f(v) = — v, w = u + v, z ¢ehoZ plyne spravnost udiné-
ného tvrzeni a tedy i spravnost vzorce (40.2).

Jestlize k = 0, jest A = m a méme f(u) = u pro kaizdy vektor u,
t. j. f je translace a je zfejmé, ze f je involutornf tehdy a jenom tehdy,
je-li f identickd transformace. Jestlize » = 0, jest t = m a mime
f(v) = — v pro kazdy vektor v; podle véty 40.3 existuje aspoil jeden
samodruzny bod; je-li viak S samodruzny bod, plati (40.1), (40.1°), t. j.
f je stfedova soumérnost, ktera, jak vime, je vidy involutorni.

Zbyva ptipad, ze je b > 0, k > 0 a oviem platf (40.2). Je-li

(40.3) Uy, ..., U,
base pro W;',
(40.4) Vi oo, Yy

base pro W;’, potom vektory (40.3) a (40.4) dohromady tvo¥{ basi pro
V... Podle véty 40.3 m4a f aspoii jeden samodruzny bod. Zvolime-li sa-
modruZny bod P, dostévdme linedrni soustavu soufadnic
(40.5) <P, Ugy cooy Uy, Vs, o0, Vk>.
Kazdy bod X ma tvar
(40.6). X =P+ (xuy+ ... + 23u;) + (yvy+ --. + ¥v0),
(40.6") f(X) =P + (2, + ... + 2at3) — (Yv1 + .. + yuvi).
Obracené, je-li (40.5) linedrni soustava soufadnic a je-li transformace

f definovéna pomoci (40.6), (40.6'), zfejmé f je involutornf afinn{ trans-
formace, jejiz samodruZné body vyplni linearni podprostor

(40.7) {P, u1, ey uh}
dimense h.
41. SHODNE A PODOBNE TRANSFORMACE PROSTORU E,,.

Shodnd nebo podobnd transformace prostoru E,, je shodné nebo podobné
zobrazeni E,, do E,. Podle 38.2 a 38.9 jsou tyto transformace zvlast-
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nimi pi{pady reguldrnich afinnich zobrazeni. Obraicené je ve vétich
38.1 a 38.8 obsaZeno kriterium, kdy reguldrnfi afinni transformace
prostoru E,, je shodnou nebo podobnou transformaci. Podle véty 38.1
(viz té2 véty 39.7 a 40.1) plati:

ViEra 41.1. Kadd translace prostoru E,, je pfimd shodnd transformace
prostoru E,. ' . '

Viira 41.2. Ka#dd stFedovd soumérnost prostoru E,, je shodnd transfor-
mace prostoru E,,, a to pfimd pro sudé m, nepfimd pro liché m.

Déle plati:

‘VETA 41.3. Shodnd transformace f prostoru E,, je unimoduldrni.

DtYxaz. Budiz B orthonormalni base prostoru E,, a budiz u,, ..., u,
jeji obraz p¥i f. Determinant transformace f je (34.3) a jeho druh4 moc-
nina je rovna determinantu (34.7), je tedy rovna jedné, nebof vektory
Uy, ..., Uy jsou orthonormalni podle véty 38.5.

BudiZ nyni dino realné &islo ¢ & 0, ¢ + 1. Nazveme homothetickou
transformaci prostoru E,, s koeficientem homothetie rovnym ¢ takovou
afinnf transformaci f prostoru E,, pii které

(41.1) fu)=c.u
pro kazdy vektor u. Zfejmé plati:

VETA 41.4. Stfedovd soumérnost je homothetickd transformace s koe-
ficientem homothetie rovngm —1 a obrdcend.

Je-li f homothetickd transformace s koeficientem homothetie ¢
a jsou-li X, Y libovolné dva body, potom podle (41.1) je f(¥) — f(X) =
=c(Y — X) a tudfz

X)) = o] . XY.

Z toho plyne

ViTa 41.5. Homothetickd transformace s koeficientem homothetie ¢ je
podobnd transformace s faktorem podobnosti |c|.

Ze (41.1) plyne snadno:

Vira 41.6. Je-li f homothetickd transformace prostoru E,, s koeficien-
tem homothetie c, potom determinant transformdce f je roven c™. P¥isudém
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m kaZdd homothetie je pFimd podobnd transformace, p¥i lichém m je f pFi-
md nebo nepfimd podle toho, zda ¢ > 0 & ¢ < 0.

VETa 41.7. Homothetickd transformace prostoru E,, md prévé jeden
samodruzny bod. Nazyvame jej stfedem homothetie.

Doraz. Budiz ¢ homotheticks transformace s koeficientem homo-
thetie c. Zvolme libovolny bod P a poloime @ = ¢(P). Pro kazdy bod
X existuje pravé jeden vektor u tak, Ze.

(41.2) X=P4u
a podle (41.1) je
(41.2") pX) = @ + cu.

Bod X je samodruZny tehdy a jenom.tehdy, jestlize X = p(X), t. j.
jestlize P -+ u = @ + cu neboli (jeito ¢ % 1) jestlize

(@ — P).

u =

l—c

ViTa 41.8. Budiz f podobnd transformace prostoru E,, s faktorem po-
dobnosti k. Determinant transformace f je roven + k™. P¥i tom oviem
plati znameni plus nebo minus podle toho, zda f je pi{méa & nepi{ma.

Doxaz. Pro k=1 je ndm to zndmo podle véty 41.3 (viz téz vétu
38.7); budiz tedy k + 1. Zvolme c tak, Ze |c| = k; jeZto k = 1, je zFejms
¢ % 1. Zvolme libovolné body P, Q a definujme transformaci ¢ pomoci
(41.2) & (41.27). Z¥ejmé @ je homotheticks transformace s koeficientem
homothetie ¢; podle véty 41.4 je ¢ podobnd transformace s faktorem
podobnosti k. Je-li p transformace inversni k ¢ a je-li g=yof, je
zfejmé p podobna transformace s faktorem podobnosti 1 : %, takie
podle vét 38.7 a 38.10 je g shodna transformace, takie determinant
transformace g podle v&ty 41.3 je roven + 1. Na druhé strané je zfejms
f= geog a determinant transformace ¢ je podle véty 41.6 roven c™.
Podle véty 39.4 je tudiz determinant transformace f roven +c®, t. j.
roven =+ k™. ‘

V definici (41.1) homothetické transformace méame vedle podminky
¢ + 0 podminku ¢ % 1, vime vSak, Ze pro ¢ = 1 podminka (41.1)
charakterisuje translaci. Jestlize nyni mame dvé transformace fy, f,
prostoru E,,, pii éemZ pro kazdy vektor u jest
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fiu) =¢;.u, fo(u) =c,.u,
kde ¢y # 0 + c,, a poloZime-li g = f, o f,, je zfejmé
B g(u) =C1Cy . U.

Mimo to, jestliZe afinnf transformace f spliiuje podminku (41.1), kde
¢ #-0, potom transformace % inversni k f spliuje podminku
! .
h(u) = E— . u.

Z toho plyne:

VETA 41.9. Vdecky translace a homothetické transformace prostoru E,,
dohromady tvofi transformaéni grupu, kierd je podgrupow transformaéni
grupy vdech podobnijch transformact prostoru E,,.

Soumérnou transformaci prostoru E, nazveme kaZdou involutorni
afinnf transformaci, kterd je zirovefi shodnou transformaci. Snadno
uréime viecky takové soumdrné transformace. Z véty 38.2 plyne, Ze
identickd transformace a v¥ecky stfedové soumérnosti patii mezi soumérné
transformace prostoru E,,. Zbyvaji transformace fdefinované rovnicemi
(40.6), (40.6'), kde b > 0, k > 0, h + k& = m. Tu plati:

ViEra 41.10. Maji-li W;r, Wi tyZ vijznam jako v Eldnku 40, potom
transformace f definovand rovnicems (40.6), (40.6') je shodnd (je to tedy
soumé&rna transformace) tehdy a jenom tehdy, jestlize linedrni soustavy
W;, Wi jsou navzijem totdIné kolmé.

DorAz. Je-li f shodni transformace, jest f(u). f(v).= uv. Pat#-li
viak u do Wi, v do Wi, je f(u) = u, f(v) = — v, takie uv = — v,
tedy uv = 0, t. j. linedrni soustavy W; ', W, jsou navzdjem totiln&
kolmé. Obracend piedpoklidejme, Ze linedrni soustavy W, , W jsou
totdlné kolmé., Mizeme vektory (40.3) volit orthonormélni a rovnéz
i vektory (40.4). Jezto W;', W5 jsou totélné kolmé, jsou také vektory

Uy, .., Up, Vy, oo, ¥y
orthonormalni a totéz plati o vektorech
Uy ooy Uy, — Vs, — Vi,

takZe transformace f je shodna podle véty 38.6.
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BudiZ f soumérna-transformace prostoru E,, definovana rovnicemi
(40.6), (40.6') a oznatme g prostor (40.7) jejich samodruznych bodi.
V krajnfm p¥{padé » = m — 1 je ¢ nadrovinou, f se nazyva nadrovinovd
soumérnost, o jeji nadrovina soumérnosti. Ve druhém krajnim piipadé
bk = 1je p pfimkou, f se nazyva osovd soumérnost, g jeji osa soumérnosti.
Pro m = 2 oba typy splynou. Pro m = 3, A = 2 mluvime o.rovinové
soumérnosti a o jeji roviné soumérnosts.

Jsou-li 4, B dva razné body, nazjvime nadrovinou soumérnosti
usetky AB (pro m = 2 osou soumérnosti useCky AB, pro m = 3 rovinou
soumérnostt #secky AB) nadrovinu prochéazejici stfedem dvojice 4, B
kolmo na piimku AB. Nasledujici dvé uziteéné véty se daji snadno
dokézat:

ViTa 41.11. Jsou-li A, B dva réizné body prostoru E.,, potom nadrovina
soumérnosts iseCky AB je mnoZina prdvé téch bodw prostoru E,, jejichZ
vzddlenost od bodu A je rovna veddlenosti od bodu B.

Vitra 41.12. Jsou-li A, B dva razné body prostoru E,,, potom existuje
prdve jedna nadrovinovd soumérnost f prostoru E,,, pro kterou je f(4) =
= B; nadrovinou soumérnosti transformace f je nadrovina soumérnost:
tsetky AB.

Vratme se k p¥ipadu obecné soumérné transformace f prostoru E,,
definované rovnicemi (40.6) a (40.6') a oznaéme opé&t g prostor (40.7).
Jestlize bod A nendleif do g, t. j. nenf samodruZnym pfi f, existuje
pravé jeden E, . ; obsahujici jak A tak i o. V tomto E,, , leii také B =
= f(4) a snadno se dokaZe, Ze v prostoru E,,, je ¢ nadrovinou sou-
meérnosti usecky AB.

Poznamenejme jests, Ze involutorni afinni transformace definovana
Tovnicemi (40.6), (40.6') m4 determinant rovny (—1)*, je tedy p¥ima
_pro sudé k, nepiimi pro liché k; to plati i v krajnich p#ipadech £ = 0
(identicka transformace) a b = 0 (stfedova soumérnost). Zejména nad-
rovinové soumérnost (k= 1) je vidy nep¥im4 shodnost; osové soumér-
nost (=1, tedy =m — 1) je pfima shodnost pro liché m (zej-
ména tedy v obytejném prostoru E,), nep¥ima pro sudé m (zejména
tedy v roviné).
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42. SHODNE TRANSFORMACE ROVINY. Budi# dina orientovand
rovina E, a v E; budiz zvolena kladna kartézskd soustava soufadnic

(42.1) (P; ey, ).

VETa 42.1. Dvojice vektord u,v jest orthonormdlni tehdy a jenom
tehdy, jestliZe existuji redlnd &isla w,, u, a &islo e = + 1 tak, %e

(422) U= (uly u2)’ v = (_ EU,, Eul)’

(42.3) ud + ul=1.

P#i tom dvojice (42.2) tvoFi kladnou basi pro E; tehdy a jenom tehdy,
jestltde e = + 1.

Déraz. Podminky orthonorméilnosti jsou

(42.4) lul =1, uv =0, [v| = 1.

Je-li u = (u,, u,), potom prva podminka (42.4) je vyjidfena rovnict
(42.3). Je-li v = (vy, v), potom druhd podminka (42.4) je vyjidfena
rovnicf %,v; + 4,0, = 0, ktera (jeZto v + o) znamen4, %e existuje redl-
né &islo e tak, Ze plati druh4 rovnice (42.2). Posléze tfeti podminka
(42.4) znamenad, ze ¢ = + 1. Podle (42.2) jest

2T Uy [ 2 2 __
[uv]=| R g(u; + uz) = ¢,
takZe [uv] > 0 pro ¢ = 1, [uv]'<< 0 pro. ¢ = — 1. Pfipomefime si, Ze

vektor (— u,, %,) je orthogonilni doplnék vektoru (u,, u,) ve smyslu
¢ldnku 35 (viz vétu 35.2).

VEra 42.2. Je-li f shodnd transformace roviny, existuji redlnd &isla
@y, Bg, €y, Cq, € tak, Ze

(42.5) tei=1€e=+1
a %e obrazem libovolného bodu

(42.6) X = [z, 2]
je bod

(42.6) f(X) = [z}, z2), ‘
kde

(42.7) x'1 = €%y — CoTp T+ @y, ‘vé = £(Co%; + C(Zy) + ay.
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Obrdcent, jestlite. redlnd &isla ay, a,, ¢q, ¢y splituji podminky (42.5),
potom rovnice (42. 6), (42.6') a (42.7) defmuyz shodnou tmnsformacz ro-
viny, kterd je pFfimd pro e = 1, nepfimd pro e = — 1.

Dokaz. Pii dané kladné kartézské soustavé souradnic (42.1) lze
(42.6) psati ve tvaru
X = P + z.e, + #,e,.
Je-li f(P)= P 4 a, kde a = (a,, a,), potom podle viét 38.5 a 38.6
shodné transformace roviny pfevadi bod X v bod

(42.8) HX)=P 4 z,u 4+ z,v + a,
kde u, v je libovolnd pevné dani orthonormalnf dvojice vektord, takze
lze predpokladati, Ze plati (42.2), pfi temZ je splnéno (42.3) a pro pii-
mou f je € = 1, pro nepfimou f je £ = — 1. Podle (42.2) a (42.6') Ize
viak psdti (42.8) ve tvaru

Ty = ULy — EUgTy + @y, Ty = UgTy + EUT, + Ay

a staéi polozit ¢, = u,, ¢, = eu,, abychom presli ke tvaru (42.7).

ViTA 42.3. Je-li f pfimd shodnd transformace roviny, takZe ve vété
42.2 je ¢ = 1, potom dwvojice redlngch &isel (cy, c,) 2 véty 42.2 je nezdvisli
na volbé kladné kartézské soustavy soufadnic (42.1). Pn zméné orientace
roviny dvojice (¢4, cz) pfejde ve dvojici (cq, — Cy).

Dogaz. Rovnice (42.7) definujf obraz (42.6") bodu (42.6) pfi shodné
transformaci f. Je-li

(42.9) u= (u;, u)
libovolny vektor; je tudiz
(42.9') fu) = (ut, ),
kde
(42.10) Uy = Cyhy — Colly, Uy = &(Colly + C1Us).

Je-li shodna transformace f pfimé, jest ¢ = 1, takZe rovnice (42.10)
maji tvar

’
(42.11) U, == Cqlhy — Colhy, Uy = Colly + Cqlly.

Pii tom podle (42.5) je
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(42.5") ¢+t =1.
Ze (42.9), (42.9), (42.11) a (42.5) plyne jednak

(42.12) u. f(u) = w4+ uguy = ¢y,
jednak '
(42.13) o, fu)] = | 2 =,
1 2

Avsak skalarni soudin (42.12) je nezdvisly na volbé kartézské soustavy
soufadnic (42.1), a pokud tato soustava je kladnd, plati totéZ o vnéj$im
soutinu (42.13), ktery podle véty 34.7 se zndsobi &islem —1 pii zméné
orientace roviny. Tim je vée dokdzano.

Misto dvojice redlnych &sel (cy, c;), 0 které je Te¢ ve vété (42.3), je
vyhodné zavésti komplexni &islo

(42.14) ¢ = ¢, + ic,,
které se jmenuje komplexni mira ptimé shodné transformace f. P#
dané orientact roviny ma tedy komplexni mira (42.14) jednoznaéné
uréenou hodnotu. Naproti tomu p#i zméné orientace roviny komplexnt

mira ¢ pfimé shodné transformace f se podle véty 42.3' nahradi komplezx-
nim &islem

(42.14") c* = ¢, — ic,
komplexné sdruZenym s &islem (42.14).
Absolutni hodnotou komplexniho éfsla ¢, 4 ic,rozumime, jak znamo,
éislo
ley + icl = ch + ci.
Komplexni jednotkou nazveme komplexnf &islo, jehoZ absolutnf hodnota
je rovna jedné. Z véty 42.2 snadno plyne:

VEra 42.4. Komplexni mira pfimé shodné transformace roviny je kom-
plexni jednotka. Obracené zvolime-li libovolné komplexni jednothu ja dva
body P, Q v roviné, existuje prdvé jedna pFimd shodnd transformace f
roviny, pFi které f(P) = Q a jejiz komplexni mira je rovna j.

Vitra 42.5. Jsou-li f, f* dv& pFimé shodné transformace roviny, je také
f o f" pFimd shodnd transformace roviny, jejiz komplexni mira je rovna
souéinu komplexnich mér transformact f, f".
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Dtxraz. Budtez
¢’ = c; +icy, ¢” = ¢, + ic,
komplexni miry transformaci ', f*. Z vét 39.4 a 39.6 nasleduje, Ze také
g = f of" je ptima shodnéd transformace roviny E,. Podle véty 42.2
a podle (42.9').a (42.11) mame ‘
f'(er) = (cy, -_) f'(es) = (— ca ),
f"(e1, €3) = (6167 — C46s, €36, + €163),
tedy
(42.15) gler) = (c1c; — €36, €501 + €1C2)-
Na druhé strané, je-li ¢, + ic, komplexni mira transformace g, je podle
(42.9') a (42.11)
(42.15') gley) = (cy, ).
Podle (42.15) a (42.15') je
€1 = €1, — CyCgy C3 = CyC) + €1Cs
neboli
¢y +icy = (¢; + iey)(e; + iczl)'
VEra 42.6. Pfimd shodnd transformace roviny s komplexni mérou

rovnou jedné je translace a obrdcené. ’

Dtraz. f je translace tehdy a jenom tehdy, jestlize f(u) = u pro
kazdy vektor u, tedy podle (42.9), (42.9) a (42.10) tehdy a jenom
tehdy, jestlize e = 1, ¢; = 1, ¢, = 0 neboli jestlize ¢ = 1, ¢, +ic, = 1.

Pfim4 shodn4 transformace roviny, jejiZz komplexnf mira je rizn4 od
jedné, se jmenuje rotace. Podle véty 42.6 jsou prdvé dva druhy pfimyjch
shodnyjch transformact roviny: translace a rotace.

VEra 42.7. KaZdd rotace roviny md prdvé jeden sa,modmzny bod.
Tento bod se jmenuje stied rotace.

Dokaz. Podle (42.7), kde nynf ¢ = 1, je bod (42.6) samodruZny:
tehdy a jenom tehdy, jestlize

(42.16) 2y = €37y — Coy + @y, Xy = €%y + €1%5 + Gy
Rovnice (42.16) 1ze shrnout v jedinou komplexn{ rovnici

(42.16') 2, + iz = (cy + icy)(z1 + i7p) + (a; + iay).
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Jeito ¢, + icy & 1, ma (42.16’) pravé jedno FeSeni

a, + ia,
L — (e, + icy)

VETA 42.8. Pfimd shodnd transformace roviny s komplexni mérou
rovnou minus jedné je stedovd soumérnost a obrdcené. Jsou tedy stfedové
soumeérnosti v roviné zvla§tnim piipadem rotace roviny.

z, + i, =

Dokaz. f je stfedovd soumérnost tehdy a jenom tehdy, jestliZe

f(u) = — u pro kaidy vektor u, tedy podle (42.9), (42.9') a (42.10)
tehdy a jenom tehdy, jestliZe e =1, ¢, = — 1, ¢3 = 0 neboli e = 1,
(Jl + icz = — 1. ’

ViTa 42.9. Je-li | nepfimd shodnd transformace roviny, existuji dva
orthonormdlni vektory u, v tak, Ze f(u) = u, f(v) = — v.

D¥graz. Rovnice (42.10), ve kterych nyni e = — 1, definuji obraz

(42.9') vektoru (42.9)'p¥i f. V ponékud jiném oznadeni mame, Ze pro

w = (wl’ wz): f(W) = (wL wé)

jest
w; = CjW; — CaW,y, — wzl = Cuw; + C W,
neboli
(42.17) w, — iw, = (cy + ica)(wy + iwy).

Uréeme nyn{ komplexnf &islo u; + i’dz talk, aby byla splnéna komplexni
rovnice

(42.18) (ul + iuz)z == 01 - icZ.
Jeito |¢; — icy| = 1, jest |uy + fu,| = 1 neboli
(42.19) wtul=1,

coz lze tézZ psati .
(wy + Tug)(uy — iuy) = 1.
Tudfz

Uy +iuy,  uy + iu,
(uy +iuy)® ¢ — icy’

Jeito vBak |c; + ic,| = 1, je (¢; — icy)(cy + ic,) = 1, takZe
(42.20) Wy — ity = (Cg + iCy) (2 + itts).

U, — iy, =
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Znésobime-li obé strany &fslem i, dostaneme je$té

(42.20°) Uy + fuy = (¢q + dco)(— uy + iuy).
Polozime-li

(42.21) U= (uy, Up), V= (— Uy, %)
a porovname-li (42.20), (42.20") se (42.17), dostaneme, Ze f(u) = u.
f(v) = — v. Mimo to podle (42.19) a (42.21) je |u| = 1, |v| = 1, uv = 0.

Ke konci ¢lanku 41 jsme si poviimli m. j. toho, Ze mezi nepfimé shod-
né transformace roviny pat¥i zejména viecky osové soumérnosti v roviné.
Je-li f takovd osova soumérnost a p jeji osa soumérnosti, je zfejmé
kazdy bod p¥imky p samodruZny pfi f a obricend kaZdy pri f samo-
druiny bod lezi na p. Obricend plati:

ViTa 42.10. JestliZe nepfimd shodnd transformace f roviny md aspor
feden samodruzny bod P, potom f je osovd soumérnost.

Dtkaz. Podle vty 42.9 lze urdit orthonormélni vektory u, v tak, ze
f(u) = u, f(v) = — v. JeZto f(P) = P, vidime, Ze pro libovolny bod
X=P+zu+ ai-,v
jest )
f(X) =P 4 zu — z,v.

Tedy f je osovd soumérnost s osou v pfimce {P; u}.

43. PRIME PODOBNE TRANSFORMACE ROVINY. Jako v &lanku
42 budi% dana orientovand rovina E, a v ni kladna kartézska soustava
soufadnic (42.1).

Vira 43.1. Je-li f podobnd transformace roviny, existuji redlnd &isla
@y, Gy, Cq, Cyy € lak, Ze

(43.1) e= =41, |ej] + |eo] >0
a e obrazem libovolného bodu

(43.2) X = [z,,%,]
je bod

(43.2') f(X) = [z, 23],
kde

(43.3) ;= €4y — Coty + Gy, Ty = &(CoTy + €1%5) + Gy
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Obrdcené, jestlize redlnd &isla a4, a,, ¢y, ¢y, € spliuji pddmz’nky (43:1),
potom rovnice (43.2), (43.2") a (43.3) definuji podobnou transformaci
roviny; jejimZ faktorem podobnosts je &islo

(43.4) k=Jc+c2

a kterd je pfimd pro e = 1, nepfimd proe = — 1.

DUgAz. Budiz ¢ homothetie roviny se stfedem P a s koeficientem
homothetie rovnym faktoru podobnosti ¥ dané podobné transformace
f; budiz A homothetie roviny s tym st¥edem P a s koeficientem homo-
thetie rovnym 1 : k. Budiz ¢ = ko f; jeito ziejmé g, b jsou navzajem
inversni, je f = g o . Podle v&t 38.7, 38.10 a 41.5 je ¢ shodnd transfor-
mace roviny, podle vét 39.4 a 41.6 je ¢ pfima nebo nepfimé stejné
jako f.Obrazem bodu (43.2) p¥i g je bod

(43.5) [kzy, kx,].

Jeito f = go ¢, je obraz (43.2") bodu (43.2) pii f totoZny s obrazem
bodu (43.5) p¥i ¢; tudiZ podle véty 42.2 existuji redlna éisla aq, as, y5, ¥
tak, Ze

(43.6) +ri=1
a ze
T, =y, kxy — ys kty + ay, 3= e(yy. kxy + py . kxy) + G,
pFi demz & = 1, je-li f pfima, e = — 1, je-li f nepfima. PoloZime-li

¢, = y1k, ¢, = y;k, dostaneme (43.3) a (43.4).

Obrécens, jestlize obrazem bodu (43.2) Pii f je bod (43.2'), pro ktery
plati (43.3), p¥i éemZ je splnéno (43.1), definujme £ pomoci (43.4) a
urdeme vy,,y, tak, Ze ¢, = ky,, ¢, = ky,, takie podle (43.4) plati
(43.6). Oznadme @ transformaci, ktera bod (43:2) pfevad{ v bod [z}, 23],
kde

T = y1%; — Ya¥a + Gy, Ty = &(yat, "‘! Y1%s) + @
Podle véty 42.2 je ¢ shodnéd transformace roviny, pi{mé pro & =1,
nepfims pro ¢ = — 1. Zfejmé viak f = go ¢, jestliZe opét g je homo-
thetie roviny se sttedem P a s koeficientem homothetie rovnym £,
takZe podle vét 38.7, 38.10 a 41.5 f je podobn4 transformace s faktorem
podobnosti &, kterd podle vét 39.4 a 41.6 je pfim4 nebo nepfim4é stejné
jako @, t. j. je p¥imé pro e = 1, nep¥imé proe = — 1.
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VETA 43.2. Je-li | pfimd podobnd transformace roviny, takfe ve vété
43.1 je e = 1, potom dvojice redlnijch Cisel (c,, ¢,) z véty 43.1 je nezdvisld
na volbé kladné kartézské soustavy soutadnic (42.1). P¥i 2méné orientace
roviny dvojice (c,, ¢;) pfejde ve dvojict (¢,, — c,). Tato véta se odvodi
z véty 43.1 stejné jako jsme odvodili vétu 42.3 z véty 42.2. Misto dvoji-
ce realnych &fsel (cy, ¢;) zavedeme opdt komplexnf &islo

(43.7) ¢ = ¢, + ic,,
které zase nazveme komplexni mérou p¥imé podobné transformace f.
Ziejmé plati:

VETaA 43.3. Je-li ¢ komplexni mira pfimé podobné transformace ro-
viny, potom |c| je.jeji faktor podobnosts.

Z v&ty 43.1 snadno plyne:

VETa 43.4. Zvolime-li libovolné komplexni &islo ¢ 4 0 a dva body P, Q
v roviné, existuje prdvé jedna pFimd podobnd trawsformace.f roviny, pFi
které f(P) = Q a jejit komplexni mira je rovna c.

ViEra 43.5. Jsou-li f', f" dvé pFimé podobné transformace roviny, je
laké f' o f” pFimd podobnd tramsformace roviny, jejiz komplexni mira je
rovna souftnu komplexnich mér transformact f, f”. Tato véta se odvodi
z véty 43.1 stejné jako jsme odvodili vétu 42.5 z véty 42.2.

Vira 43.6. KaZdd pfimd podobnd transformace roviny, kierd meni
translaci, md pravé jeden samodruzny bod, ktery se jmenuje stfed
podobnosti. Dikaz je stejny jako u véty 42.7.

ViTa 43.7. Je-li f pFimd podobnd transformace roviny s faktorem po-
dobnosti k + 1 a stfedem podobnosti P, jest f = g o @, p¥i éemZ g je homo-
thetie se stiedem P a s koeficientem k, @ je rotace se stfedem P. Diikaz je
obsaZen v za¢atku dikazu véty 43.1. J ezto P je nynf samodruzny bod,
je @ rotace se stfedem P.

44. SHODNE TRANSFORMACE PROSTORU E,, PRI LIBOVOL-
NEM m. V &lanku 36 jsme definovali transformaci fo g mnoziny M
sloZzenou. ze dvou transformaci f, g téZze mnoziny. Obecnéji miiZeme
definovat transformaci

(44.1) fie.i o fr
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sloZenou z libovolného poltu k transformaci f,, ..., f; pomocf rekurent-
nfho vzorce

fié e frrr= (fie...ofi) o frry

Pro k = 1 (44.1) znamen4 prosté f. Pro skliddni transformac{ z¥ejmé
platf asociativni zdkon. V tomto ¢lanku dokéZeme mimo jiné, Ze kazda
shodn4 transformace prostoru E,, se-da vytvofit sklddanim nadrovino-
vych soumérnosti. Je-li ¢ libovolnd nadrovina, oznadime v tomto
dlanku symbolem

(442) s(o)

tu nadrovinovou soumérnost prostoru E,, jejiZ nadrovinou soumsr-
nosti je nadrovina g.

VETaA 44.1. BudiZ f takovd shodnd transformace, Ze existuje nadrovina
o, jejié kaZdy bod je samodruny pFi f. Potom budto f je identickd transfor-
mace nebo f je nadrovinovd soumérnost (44.2).

DUxaz. Predpokliddejme, Ze existuje bod, ktery neni samodruzny
pii f. Je-li A kterykoli takovy bod, mame dokazati, Ze jeho obraz B je
zdroveti jeho obrazem pii (44.2), t. j. [viz téZ vétu 41.12], Ze g je nad-
rovina soumérnosti ise¢ky 4 B. Oznatme P patu kolmice na nadrovinw

_p vedenou bodem A. Podle ¢lanku 33 P je ten bod nadroviny g, jehoz
vzdélenost od bodu 4 je nejmensi; jezto viechny body nadroviny g jsou
samodruZné, jeito B = f(4) a jeito vzdalenosti se neméni p#i transfor-
maci f, je P také ten bod nadroviny g, jehoz vzdilenost od bodu B je
nejmensi, t. j. P je pata kolmice na nadrovinu g vedené bodem B. Jsou
tedy obé piimky PA, PB kolmé na ¢ a musi tudiz splynout, t. j.
p¥imka AB je kolm4 na nadrovinu g.. Mimo to je AP — BP, takie P
je stfed dvojice 4, B. Tudiz ¢ je nadrovina soumeérnosti iseCky 4B,
coz jsme méli dokdzat.

VETa 44.2. Jestlize shodnd transformace f prostoru E,, md vice neZ
jeden samodruZny bod, potom mnoZina vlech samodrunyjch bodd je linedr-
nt podprostor.

Dtogaz. Zvolme samodruzny bod P. Je-li X samodruZzny bod a je-li

(44.3) X=P+u,
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je zfejmé f(u) = u. Obricens, je-li f(u) = u, je (44.3) samodru#ny bod.
Oznadme W mnoZinu téch vektori u, pro néz f(u) = u. Z vét 37.7a
37.8 plyne snadno, Ze W je (zfejmé netrividlnf) linearni soustava; mno-
Zinou vSech samodruZnych bodi je zFejmé linedrni podprostor {P; W}.

ViTa 44.3. BudiZ f shodnd transformace prostoru E,,. Potom existuje
nadrovina o tak, Ze

(44.4) f=s(e)

pFi éemZ @ je shodnd transformace prostoru E,,, kterd md aspor jeden
samodruzny bod. MdNi f sama samodruzny bod P, lze volit ¢ tak, aby
existovala pfimka samodruznijch bodw pro ¢ obsahujici bod P. Existuje-li
linedrni podprostor E, (1 < h < m — 2), jehoZ vdecky body jsou samo-
druzné pro f, lze volit @ tak, aby existoval E, _, sloZeny z bodé samodruz-
nijch pro g a obsahujict dany E, jako édst.

DUrAz. Véta je sice spravna i pro p¥ipad, Ze f je identicka transfor-
mace, ale dikaz provedeme pouze pro ten piipad, Ze existuje bod A4,
jehoz obraz B = f(A4) je rizny od A. BudiZ ¢ nadrovina soumérnosti
tsetky AB. Je-li X samodruzny bod pro f, je zFejmé AX = BX, takie
X lezi v o podle véty 41 11. PoloZme

(44.5) = fo5(0)-

Jezto s(g) je involutorni transformace; odvodi se snadno ze (44.5),
ze plati (44.4). Je-li bod X samodruzny pro f, leii X v ¢ a je tudfz
samodruzny i pro s(g) a tedy podle (44.5) také pro ¢. Mimo to je viak
podle véty 41.12také bod 4 samodruzny pro ¢, éimzZ je vie dokézéno,
viimneme-li si véty 44.2.

ViTA 44.4. KaZdou shodnou transformaci f prostoru E,, lze napsati ve

tvaru
f=s(gd)e...oslen),

pFi Eemé je k< m + 1. Md-li f samodruzny bod, lze predpoklidati k < m.
Existuje-li linedrni podprostor E, (1 < b < m — 1), jeho# vdechny body
jsou samodruiné, lze pfedpoklidati k < m — h.

Dtograz. Identickou transformaci lze napsat ve tvaru s(p) o s(p) pii
libovolné volbé nadroviny . Tento pffpad je v dalsim vylouden. Exis-
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tuje-li linedrni podprostor E,,.. , sloZeny ze samodruznych bod, je nase
véta spravni podle véty 44.1. Pfedpokldddme-li vSak, Ze nase véta je
spravna za pfedpokladu, Ze existuje E, ., (1 < b < m — 2) sloZeny ze
samodruznych bodd, plyne z véty 44.3, Ze zlistane spravna i za pfedpo-
kladu, Ze existuje E, sloZeny ze samodruznych bodu. Z toho plyne
indukei, Ze véta je spravnd za pfedpokladu, Ze existuje vice ne% jeden
samodruzny bod (viz vétu 44.2). Novym uZitim véty 44.3 plyne potom,
7e naSe véta je spravnd i v pifpadé jediného samodruzného bodu
a dalsi uziti véty 44.3 vede posléze ke spravnosti nasi viéty i pro pfipad,
7e neexistuje samodruzny bod. Z provedeného diikazu je patrné, Ze je
spravny jesté tento df)datek:

ViTa 44.5. JestliZe f nent identickd transformace, ale md aspori jeden
samodruny bod, ztstane véta 44.4 v platnosti, pfipojime-li pofadavek,
aby nadroviny gy, ..., o prochdzely viemi samodruZnymi body.

Viimneme si pfipadu m = 3 obycejného prostoru. Kazdi shodna
transformace f prostoru E, se dé podle véty 44.4 sloZit z nejvyse étyt
rovinovych soumérnosti a mé-li f aspoii jeden samodruzny bod, di se f
slozit z nejvyse t¥i rovinovych soumé&rnosti, pfi temz podle véty 44.5 lze
dociliti toho, aby ptisludné roviny soumérnosti obsahovaly kaZdy sa-
modruzny bod. Nyni rovinové soumérnost je nepfima shodn4 transfor-
mace a z véty 39.4 (viz téz vétu 39.6) soudime snadno, Ze totéz plati
i o transformaci sloZené ze t¥f rovinovych soumérnosti. Tudiz kaZdd
shodnd pFimd transformace f obycejného prostoru Es, kterd md samodrung
bod P, se dd psdt ve tvaru

f = slei) o s(ea), .

, . 7
pFi Sem# roviny oy, o, 0bé prochdzeji bodem P. To platf i v pfipadé iden-
tické transformace, ve kterém je g, = p,.' Jinak je v3ak p, + g, a obé&
roviny g,, 0., majice spoledny bod P, se protnou v p¥imce p. Kazdy bod
pFimky p je samodruzny jak p¥i s(o,) tak i p¥i s(oz) a tudiz také p¥i f. Na
druhé strané plyne z vét 44.1 a 44.2, e pimka p vyderpavé celou mno-
zinu samodruZnych bodt. Nazveme-li rotaci v prostoru E, pfimou shod-
nou transformaci f prostoru E,, kterd neni identickou a mé aspoii jeden
samodruzny bod, vidime, Ze mnoZina samodruZnych bodu rotace

v prostoru E, je pfimka, kters se nazyva osa rotace.
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45. AFINNI A METRICKA GEOMETRIE EUKLEIDOVSKEHO
PROSTORU. V kapitole I jsme provedli studium prostoru E,, vychaze-
jice od pojmu vzdalenosti dvou bodd. Na tento pojem vzdalenosti jsme
prevedli fadu dalsich zakladnich pojmil, zejména pojem vektoru,
pojem séitani vektort, pojem soudinu éfsla s vektorem a pojem skalar-
nfho souéinu dvou vektort. Jelikoz tyto pojmy jsou definovatelné po-
moci pouhého pojmu vzdilenosti, je patrné, Ze to jsou pojmy inva-
riantni pFi shodnych transformacich, nebot shodné transformace byly
pravé definovany tou vlastnosti, Ze vzdalenost dvou bodud se p¥i nich
neméni. Shodné transformace jsou v3ak zvlastnimi pHpady reguldrnich
afinnich transformaci a ukazuje se; Ze velkd fada niami studovanych
pojmi jsou pojmy invariantni pfi vdech reguldrnich afinnich transfor-
macich, netoliko p¥i transformacich shodnych.

Studium takovych pojmi v prostoru E,, které jsou invariantni pfi
regulédrnich afinnich transformacich tvoii t. zv. afinni geometrii prosto-
ru E,. Skoro cely obsah na$i kapitoly III nalez{ do afinni geometrie
prostoru E,,. Naproti tomu studium takovych pojmi v prostoru E,,,
které nejsou invariantni pfi viech reguldrnich afinnich transforma-
cich, nybrz pouze pfi shodnych transformacich, tvofi t. zv. metrickou
geometrii prostoru E,,. Cely obsah nasi kapitoly V nalezi do metrické

geometrie prostoru E,,. ;

Zakladnimi pojmy afinnf geometrie prostoru E,, jsou pojem vektoru,
pojem s&fténi vektord a pojem soudinu &isla s vektorem. Na tyto za-
kladni pojmy jsme pFevadéli viecky ostatni pojmy z afinni geometrie
prostoru E,,. Pfi studiu afinni geometrie jsme uZivali obecnych linear-
'nich soustav soufadnic, protoze pojem takovych soustav soufadnic je
invariantni p¥i viech reguldrnich afinnich transformacich. V metrické
geometrii pFistupuje k uvedenym zdkladnim pojmtim jako dalsf jests
pojem skaldrniho soudinu dvou vektord a pfi studiu metrické geometrie
je vyhodné uzivat kartézskych soustav soufadnic, ve kterych méa ska-
lirni soudin zv145té jednoduchy tvar.

Do afinni geometrie fadime také studium téch pojmi, které jsou
invariantni pouze p¥i pfimgch afinnich transformacich. Nejdilezitéjsi
z takovych pojmu je pojem orientace eukleidovského prostoru. Po-
dobné fadime do metrické geometrie také studium téch pojmi, které
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jsou invariantni pouze pii pf{mych shodnych transformacich. Sem
patii zejména v obyCejném prostoru pojem vnéjsiho souéinu tii vek-
torl a pojem vektorového soudinu dvou vektorti. Ve skuteénosti je
oviem pojem vné&j§iho soudinu t¥i vektori v E, a obecndji pojem vngj-
§iho soucinu m vektort v E, invariantni nejen pfi pfimych shodnych
transformacich, nybri p¥i vSech pfimych unimoduldrnich afinnich
transformacich a da se tudiZ jeho studium fadit do afinni geometrie.
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