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v 

K O L M O S T 

31. KOLMOST SMĚRŮ. Budiž dán prostor Em, m ^ 2. O dvou smě-
rech {u}, {v} pravíme, že jsou navzájem kolmé, je-li uy = 0. K té to 
definicí jsme oprávněni, neboť je-li {u'} = {u}, {v'} = {v}, jest u' = 
= au, v' = bv, u V = ab . uv, ab =t= 0, takže u'v' = 0 t ehdy a jenom 
tehdy , jestliže uv = 0. Zřejmě: 

VĚTA 31.1. Žádný směr není sám k sobě kolmý. 

Ze (7.4) a (8.9) plyne: 

VĚTA 31.2. Je-li směr {v} kolmý na každý ze směrů 

( 3 1 . 1 ) { « I } , . . . , { « » } , 

je {v} také kolmý na každý směr obsažený v lineární soustavě {ult ...,uk}. 

VĚTA 31.3. Ke každému směru {u} existuje (M — 1 )-směr Wm_x tak, 
ze směr {v} je kolmý na {u} tehdy a jenom tehdy, jestliže {v} je obsažen ve 

Tato věta je zvláštním případem věty následující. 

VĚTA 31.4. Jsou-li směry (31.1) lineárně nezávislé (1 ^ k ^ M — 1), 
potom množina všech směrů kolmých na každý ze směrů (31.1) tvoří 
(m — k)-směr. 

DŮKAZ. Podle vě ty 15.2 můžeme na j í t orthonormální vektory 
( 3 1 . 2 ) „ Í , . . . , u'k 

t ak , že 
{"i, • ••> "JJ = {«í, •••> 

Podle vě ty 31.2 směr {w} je kolmý na všecky směry (31.1) t ehdy a je-
nom tehdy, jestliže 

(31.3) wu'r = 0 pro 1 <; r k. 

Podle vě ty 15.3 můžeme na j í t vektory 
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(31.4) vl> • • •> vm-h 

t ak , že vektory (31.2) a (31.4) dohromady tvoř í or thonormální basi 
pro Em. Vektory vlt ..., vm-k jsou mezi sebou lineárně nezávislé podlé 
vě ty 15.1, t akže stačí dokázati , že (31.3) pla t í t ehdy a jenom tehdy , 
jestliže vektor w je l ineární kombinací vek torů (31.4). Avšak ke kaž-
dému vek toru w exis tu j í čísla alt . . a k , blt ...,bm-k t ak , že 

(31.5) w = « X + . . . + aku'k + bjy, + ... + bm-kvm-k. 

Jež to vek tory (31.2) a (31.4) dohromady jsou orthonormální , p lyne ze 
(31.5), že 

wu'r = ar pro 1 ^ r k, 

čímž je vše dokázáno. 

Z vě t 31.2 a 31.4 plyne: Ke každému k-smíru Wk (l k <Lm — 1) 
existuje (m — k)-smír W'm_k tak, že smír {v} je kolmý na každý smír 
obsažený ve Wk tehdy a jenom tehdy, jestliže {v} náleží do Tento 
(m — &)-směr W'm_k nazveme totální kolmý na &-směr W m - k . J ež to 
m — (m — k) = Ic, m á m e k W'm_k opět to tá lně kolmý Wk . Jest l iže však 
směr {v} je obsažen ve Wk, je {v} kolmý na každý směr obsažený ve 

t . j . wk je částí W*k a podle vě ty 13.2 je W* = Wk. Tedy: 

VĚTA 31.5. Je-li (m — k)-smír W{n_k totální kolmý na k-smír Wk, 
je také obrácení Wk totální kolmý na Můžeme t edy říci, že Wk 
a W'mr_k jsou navzájem to tá lně kolmé. 

Prav íme, že fc-směr Wk a /j-směr W'h jsou lineární nezávislé, jestliže 
je j ich p růn ik obsahuje pouze o; pravíme, že Wk a W'k jsou lineární zá-
vislé, jestliže jej ích průnik m á dimensí větší než 0, t . j . existuje-lí aspoň 
jeden směr obsažený zároveň ve Wk i ve W'k. Speciálně A-směr Wk 

a směr {u} jsou lineárně závislé t ehdy a jenom tehdy , jestliže {u} jest 
obsažen ve Wk. Dva směry {u}, {v} jsou l ineárně závislé t ehdy a jenom 
tehdy , jestliže splynou; t a k jsme definovali jíž v článku 19 (str. 54). 
Podle článku 24 jsou /c-směr Wk a A-směr W'h l ineárně nezávislé t ehdy 
a jenom tehdy , jestliže jejích spojení m á dimensí k + h, t akže v pro-
storu Em může t en to př ípad nas ta t í pouze tehdy, jestliže k + h ^ TO. 
Z vě ty 31.1 plyne, že jsou-li Wk a W'm_k to tá lně kolmé, jsou lineárně 
nezávislé. 
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V prostoru E2 (v rovině) existuje ke každému směru {u} právě jeden 
kolmý směr, k terý je zároveň totálně kolmý na {u}. 

V prostoru £3 existuje ke každému směru {u} právě jeden totálně 
kolmý dvojsměr W2, k te rý obyčejně nazýváme stručně kolmý na {u}. 
Směr {v} je kolmý na směr {u} tehdy a jenom tehdy, je-lí {v} obsažen 
ve dvoj směru W^ (totálně) kolmém na {u}. K danému dvoj směru W2 

existuje jediný kolmý směr {u.}, t . j. směr totálně kolmý na W2. P ra -
víme, že dvojsměr W'2 je kolmý na dvojsměr W2, jestliže směr {u} 
kolmý na W2 jest obsažen ve W!,, takže k danému dvojsměru W2 

existuje nekonečně mnoho dvojsměrů k němu kolmých. Jestliže dvoj-
směr WÓ je kolmý na dvojsměr W2, potom je t aké obráceně W2 kolmý 
na WÓ- Neboť podle předpokladu W'2 obsahuje 'směr {u} totálně kolmý 
na W2; máme dokázatí , že směr {v} totálně kolmý na WÓ jest obsažen 
ve W3. To je však zřejmé, neboť směr {v} je podlesvé definice kolmý na 
každý směr obsažený ve W'2, takže {v} je zejména kolmý na {u} a z toho 
plyne, že {v} náleží do dvojsměru totálně kolmého na {u}, t . j. do W2. 

Vraťme se k př ípadu libovolného m. Budiž dán ¿-směr Wk (1 
k ^ m — 1). Pravíme, žé smír {u} je kolmý na .Wk, je-lí {u} kolmý na 

každý směr obsažený ve Wk, t . j. jestliže {u} náleží do (m — &)-směru 
totálně kolmého na Wk. Je-lí 1 ^ A ^ m — i , pravíme, že h-smír W'h 

je kolmý na Wk, jestliže každý směr obsažený ve W'h je kolmý na Wk 

neboli jestliže W'h je částí (m — -směru totálně kolmého na Wk. Je-lí 
h — m — k, existuje k danému Wk jediný kolmý h-směr, totiž totálně 
kolmý Wm_k, je-lí však h < m — k, exis tuje k danému Wk nekonečně 
mnoho kolmých A-směrů: jsou to právě t y A-směry, které jsou obsaženy 
v totálně kolmém W'm_k. V každém případě, je-lí W'h kolmý na Wk 

a je-li h + k ^ m, ježto W'ň musí bý t i obsažen v (m — i)-směru totálně 
kolmém na ~Wk, je každý směr obsažený ve Wk kolmý na W'h, t . j. 
nejen W'ň je kolmý na Wk, nýbrž také Wk je kolmý na W'h, neboli právě 
definovaná kolmost je vz tah vzá jemný. Z definice plyne snadno, 
že jestliže Wk a W'h jsou v prostoru Em navzá jem kolmé, při ě«mž 
h + k ^ m, a jestliže £ m je vnořen do £„ (tedy m ^ n), jsou Wk a W'h 

navzájem kolmé také v prostoru E„. 

Budiž dán ¿-směr Wk (1 ^ k <1 m — 1), ale budiž nyní h + k > m. 
Pravíme, že h-smír Wh je kolmý na Wk v prostoru Em, jestliže každý 
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směr {u} prostoru Em kolmý na Wk náleží do W'h, t . j. jestliže W'h obsa-
huje celý (m — fc)-směr totálně kolmý na Wk. Je-li tomu t ak 
a je-li {v} směr kolmý na Wh, potom {v} je kolmý na každý směr obsa-
žený ve W'h a ježto je částí W'h, je {v} kolmý n a W"n_k a tedy {v} 
náleží do ¿-směru totálně kolmého na t . j. do Wk. Tím je doká-
záno, že každý směr {v} kolmý na Vf'h náleží do Wk, t . j. je-li V/'h kolmý 
na Wk, je též Wk kolmý na W'/t. Tedy také v případě h + k > m kol-
most mezí Wk a W'h je vztah vzájemný. 

Jsou-lí Wk, W'h navzá jem kolmé v prostoru Em a je-li h + k > m, 
potom W'h obsahuje celý (m — &)-směr W"^ k totálně kolmý na Wk. 
Avšak Wk a k jsou lineárně nezávislé, t . j. jejích průnik obsahuje 
pouze o, takže jejich spojení má podle článku 24 dimensi ra, což je 
ostatně pa t rné i z důkazu vě ty 31.4; t ím spíše má spojení lineárních 
soustav Wk a Wh dimensi m, takže průnik Wk a Wh podle článku 24 má 
dimensi h k — m > 0 . Z toho plyne, že Wk a Wh jsou lineárně zá-
vislé. ' 

Jsou-lí Wk, W'lt navzájem kolmé v prostoru Em a je-lí h + k > m, 
potom jestliže Em je vnořen do En (m < n), nemohou býti Wk, W'/t 
navzájem kolmé v prostoru E„. Př i důkaze rozeznávejme dva případy. 
Je-lí předně h + k ^ n, nejsou Wk, W'h navzájem kolmé v prostoru En 

proto, že jsou lineárně závislé. Je-lí za druhé h + k > n, uvažme, že 
průnik Wk, Wh má podle předcházejícího dimensí h + k — m, kdežto 
kdyby Wk, W'h byly kolmé v E„, musil by tento průnik mít í dimensi 
h + k — n. 

32. KOLMOST P Ř Í M E K . 0 dvou přímkách p, q pravíme, že jsou na-
vzájem kolmé, jsou-lí jejich směry navzájem kolmé. Jež to tedy kolmost 
přímek závisí pouze na jejich směrech, platí : 

VETA 32.1. Jsou-li přímky p, q navzájem kolmé, jšou-li p, p' rovno-
bizky a jsou-li q, q' rovnoběžky, jsou také přímky p', q' navzájem kolmé. 

Z věty 31.1 plyne: 

VETA 32.2. Dvě přímky navzájem kolmé nemohou býti rovnoběžně 
m tedy nemohou splynout. 

Jsou-li £ft, E'h dva lineární podprostory eukleidovského prostoru Em 

a je-lí Wk zaměření Ek, W'h zaměření E'h, pravíme, že Ek a E'h jsou navzá-
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jem kolmé v -prostoru Em, jestliže Wk a W'h jsou navzájem kolmé v pro-
storu Em ve smyslu definic článku 31. V případě k + h = m jsou Wk 

a totálně kolmé a pravíme také, že Ek a E'm_k jsou totálně kolmé. 
Jsou-li lineární podprostory Ek a E'h eukleidovského prostoru Em na-
vzá jem kolmé v Em, potom jestliže Em je vnořen do E„, jsou v případě 
h + k ^ m prostory Ek a E'h t aké v prostoru E„ navzájem kolmé, ale 
v př ípadě h -+- k > TO nemohou Ek a E'h bý t í v prostoru E„ navzájem 
kolmé. Na př. dvě roviny (h = ic = 2), k teré jsou navzájem kolmé 
v obyčejném prostoru E3, přestanou být í navzájem kolmé, vnoříme-li 
E3 do eukleidovského prostoru vyšší dimense. 

V každém případě následuje z naší definice, ze jsou-li Ekj c h navzá-
jem kolmé, jsou-li Ek, E*, rovnoběžné a jsou-li E'h, E'* rovnoběžné, jsou 
t aké E*, E'h* navzájem kolmé. 

Je-li dán v prostoru Em lineární podprostor Ek a mimo to libovolný 
bod B, potom zřejmě bodem B prochází právě jeden lineární podpro-
stor E'm__k totálně kolmý na Ek. Mimo tento E'm_k procházejí bodem B 
ještě další lineární podprostory kolmé na Ek: Předně všecky lineární 
podprostory E'h dimensí h l,h < m — k procházející bodem B a obsa-
žené v E'm_k ( tyto podprostory odpadnou, je-li <fc = m — 1, t . j. je-li Ek 

nadrovína). Za druhé všecky lineární podprostory E'h dimensí h <1 
<1 m — 1, h > m — 1c procházející bodem B a obsahující E'm_k jako 
část (tyto podprostory odpadnou, je-lí k = 1, t . j . je-li Ek př ímka, 
a ty to podprostory přestanou být í kolmé na Ek, vnoříme-lí Em do E„) 
(TO < n). 

Kolmost libovolných lineárních podprostorů se dá převéstí na 
kolmost přímek. Je-li dán lineární podprostor Ek (1 <L k <i m — 1), 
potom přímky kolmé na Ek jsou t y přímky, které jsou kolmé na každou 
př ímku obsaženou v Ek, ostatně každá přímka, k terá je kolmá na k 
lineárně nezávislých přímek obsažených v Ek, je kolmá na Ek. Je-lí dán 
libovolný bod B, potom všecky př ímky jdoucí bodem B a kolmé na Ek 

vyplní lineární podprostor E'm__k totálně kolmý na Ek. Lineární pod-
prostor E'h (h # m — k) jdoucí bodem B je kolmý na Ek: (1) v případě 
h < TO — k t ehdy a jenom tehdy, je-lí E'h obsažen v (2) v případě 
h > m — k t ehdy a jenom tehdy, je-li E'm_k obsažen v E'h; v případě (2) 
se kolmost poruší, vnoříme-lí Em do E„ (to < n). 
»« 



33. VZDÁLENOST BODU OD L I N E Á R N Í H O PODPROSTORU. 
Budiž {A] u} daná př ímka p a budiž B daný bod v prostoru Em, 
m 2. K e směru {u} př ímky p máme v prostoru Em totálně kolmý 
(m — l)-směr Wm_j; vektor v náleží do Wm_x t ehdy a jenom tehdy, 
jestliže uv = 0. Př ímka q jdoucí bodem B je kolmá na p t ehdy a jenom 
tehdy, jestliže její směr {v} náleží do Wm_!. Je-li m = 2, je směr {v} 
jednoznačně určen, bodem B prochází jediná přímka g kolmá na přímku 
p, k terá prot íná př ímku p v určitém bodě P, zvaném pata kolmice. 
(Leží-lí bod i? na. přímce p, splyne bod P s bodem B.) Je-li m ¡> 3, potom 
bodem B prochází nekonečně mnoho přímek kolmých na přímku p, ale 
jestliže bod B neleží na přímce p, potom jediná z těchto přímek je růz-
noběžná s přímkou p; o takové přímce pravíme, že kolmo protíná 
přímku p a její průsečík P s přímkou p opět nazveme patou kolmice. 
Abychom dokázali učiněná tvrzení, uvažme, že ježto p je přímka 
{A; o}, musí být í 

P = A + xu. 

Číslo a; je t řeba určíti tak , aby směr {B — P } př ímky q byl kolmý na 
směr {u}. Avšak 

B — P = B — A—xu 

a podmínka kolmosti zní podle (7.6) 

u(B - Á) = x. |u|Y 

čímž je číslo x jednoznačně určeno. 
Předpokládejme opět, že bod B neleží na přímce p. Po tom platí: 

VĚTA 33.1. Pata P kolmice na přímku p vedené bodem B má od bodu B 
menší vzdálenost než kterýkoli jiný bod přímky p. Z tohoto důvodu se 
vzdálenost BP nazývá vzdáleností bodu B od přímky p (nebo př ímky p 
od bodu B). Při důkaze můžeme předpokládati , že bod P splyne s bodem 
A (který jsme mohli na přímce p zvolit libovolně). Potom je (B — A) . 
. u = 0. Je-li nyní C = A + xu bod naší př ímky různý od bodu A, 
t akže x =# 0, jest 

| C — B\2 = {B — A— xu ){B - A — xu) = \B - A |2 + \xu\\ 
neboť (B — A) u = 0. Jež to xu = C — A, jest 

( 3 3 . 1 ) BČ* = BA2 + CA2, 
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při čemž CA > O, takže vskutku BC > BA. Rovnice (33.1) obsahuje 
známou Pythagorovu větu. 

VĚTA 33.2. Je-li d vzdálenost bodu B od přímky {A\ u} a je-li e > d, 
potom existují na přímce {A; u} právě dva body Cl,Ci ve vzdálenosti e od 
bodu B; pata kolmice vedené bodem B k přímce {A; u} je středem dvojice 
C1 : C2. Př i důkaze můžeme opět předpokládati , že A je-pata kolmice 
vedené bodem B k přímce {A; u}, takže d — AB; mimo to můžeme 
předpokládati , že |u| = í . Je-li C = A + xu bod naší př ímky, je potom 
[viz (33.1)] BC2 = d2 + x2, takže ve vzdálenosti e od bodu B jsou na 
naší přímce body 

C, = A + fu, C2 = A - fu, 

kde / = ]/e2 — d2; zřejmě A je střed dvojice C1; C2. Dále platí: 

VĚTA 33.3. Necht platí předpoklady a označení věty 33.2. Leží-li bod C 
uvnitř úsečky C1C2, jest BC < e; jestliže však bod C přímky C^C2 nenáleží 
doúsečky C^C^jestBC > e. Neboť pro C = A -j- xu je opět BC2 = d2-j-
+ z2; leží-li C uvni t ř úsečky C^C^ je \x\ < /, t edy BČ2 <d? + f2 = e2; 
jestliže však C nenáleží do úsečky C-fi^, je ]a;| > /, t edy BC2 > e2. 

Obecněji budiž dá n v prostoru Em bod B a lineární podprostoi* 
Ek = {A; Wk}. Jé-li ne jprve k = m — 1, t . j . je-li Ek nadrovina, potom 
existuje v prostoru Em jediný směr {v} kolmý na ¿-směr Wk a bodem B 
prochází jediná př ímka {B; v} kolmá na Ek, k terá podle konce clanku 22 
protne Ek v určitém bodě P zvaném pata kolmice. Je-li však k<Lm— 2, 
potom existuje v prostoru Em nekonečně mnoho směrů kolmých na Wk, 
které vyplní (m — ¿)-směr to tá lně kolmý na Wk; je-li {v} kterýkoli 
z těchto směrů, po tom př ímka {B ; v} prochází bodem B a je kolmá na 
Ek. Jestliže bod B neleží v prostoru Ek, potom všecky ty to př ímky jsou 
mimoběžné s Ek až na jedinou z nich, k te rá kolmo protíná prostor Ek 

v urči tém bodě P zvaném opět pata kolmice. Abychom dokázali učiněné 
tvrzení, stačí uvážiti, že zřejmě existuje v prostoru Em jediný Ek+1 obsa-
hující j ak d a n ý Ek t ak i bod 5 ; t en to Ek+1 musí obsahovat každou přím-
ku procházející bodem B a různoběžnou s Ekí a v prostoru Ek+1 leží 
jediná př ímka procházející bodem B a kolmá na Ek. 

Je-li opět P p a t a kolmice na prostor Ek vedené bodem B, po tom 
vzdálenost BP se jmenuje vzdálenost bodu B od prostoru Ek (nebo-
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prostoru Ek od bodu B), protože je-li Q kterýkoli j iný bod prostoru 
Ek, je BP < BQ, neboť P je zřejmě pa ta kolmice na př ímku PQ vedené 
bodem B. 

Jsou-li Ek, E'k dva různé rovnoběžné lineární podprostory téže di-
mense k (na př. dvě rovnoběžné přímky), potom vzdálenost kterého-
koli bodu prostoru Ek od prostoru E'k a vzdálenost kteréhokoli bodu 
prostoru E'k od prostoru Ek jsou si rovny; jejich společná hodnota se 
jmenu j e vzdálenost obou rovnoběžných podprostorů Ek, E'k. Budiž Ek = 
= {A; Wj;}, E'k == {B; W;.}. P ř í libovolné volbě bodu A v prostoru Ek 

můžeme zvolit bod B v prostoru Ek t ak , že př ímka AB je kolmá na Ek 

a tedy též na E'k. Je-lí u libovolný vektor náležející do Wk, je potom 
(B — A) u = 0. Avšak pří libovolném x je 

(B + xu) - (A + xu) = B - A, 

tudíž také přímka, k terá spojuje bod A + xu s bodem B + xu je kolmá 
na Ek i na Ek, takže vzdálenost bodu A + xu od prostoru Ek i vzdále-
nost bodu B + xu od prostoru Ek jsou rovny vzdálenosti AB. 

Buďtež nyní p, q dvě mimoběžky. Podle článku 20 jsou obě mimo-
běžky obsaženy v jednoznačně určeném E3. Budiž {u} směr př ímky p, 
{v} směr př ímky q. Podle vě ty 31.4 existuje v prostoru E3 jediný směr 
{n} kolmý zároveň na {u} i na {v}. Podle vě ty 21.1 existuje v £3 j ed iná 
příčka mimoběžek p, q se směrem {w}; t a to příčka se jmenuje osa mimo-
běžek p, q. Osa mimoběžek p, q protne p v bodě A, q v bodě B. Vzdále-
nost AB se jmenuje vzdálenost mimoběžek p, q, protože je menší než 
kterákoli j iná vzdálenost XY, kde X leží na p, Y leží na q. Neboť budiž 

(33.2) X = A + xu, Y = B + yv, 

kde aspoň jedno z obou čísel x, y je různé od nuly. Ježto přímka AB je 
kolmá jak na p t ak i na q, jest 

(33.3) (B - A) u = 0, (B - A) v = 0. 

Podle (33.2) je však 

Y - X = (B - A) - xu + yv, 
t akže podle (33.3) 

XY* = ÁB* + x2. |u|2 + y2. |v|2. 

Jež to není zároveň x = 0, y = 0, jest XY > AB. 
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Čtenář sám nechť def inuje a vyše t ř í vzdálenost l ibovolných dvou 
neprot ínaj ících se lineárních podpros torů Ek, E^ pros toru Em. 

34. V N Ě J Š Í SOUČIN. Budiž dána base 

(34.1) e l . • • ., ®rn 

prostoru Em (m 2), k t e rou označíme B. Jsou-li 

(34.2) ult ...,um 

libovolné vek to ry v počtu ra, zavedli j sme v článku 29 číslo 

(34.3) [ 0 l , . . . ) U n , ] B , 

k t e ré je rovné de t e rminan tu 

Mn, . . U l m 

(34.4) 

jestliže 

(34.5) 

u„ u„ 

u r = Mr le! + . . . + u^mem pro 1 r <1 ra. 

P ředpok láde jme nyní , že base B je or thonormální . P o t o m je 

(34.6) urus = uTlusl + ... + urmuam pro 1 < L r ^ m , K s í m . 

Uži jme nyn í v ě t y o násobení de te rminan tů podle ř ádků . (Tato věta. 
vznikne z v ě t y p ř ipomenuté v poznámce 2 n a s tr . 81 překlopením 
de t e rminan tu (29.4) kolem h lavní diagonály, k teré , j ak známo, nemá 
vlivu n a hodno tu de te rminan tu . ) Podle t é to v ě t y p lyne ze (34.6), že 
d r u h á mocnina de t e rminan tu (34.4) je rovna de t e rminan tu 

(34.7) 
u,u, 

UwU, Umu„ 

Tím je dokázáno, že druhá mocnina čísla (34.3) má touž hodnotu -pro 
všecky orthonormální base B. 

Zvolme n y n í určitou orientaci prostoru Em a omezme B n a kladné 
orthonormální base. P o t o m víme, že Číslo (34.3) je rovné nule, jsou-li 
vek to ry (34.2) mezi sebou l ineárně závislé, j e kladné, tvoří-lí vek to ry 
(34.2) k ladnou bas í pro Em) a je záporné, tvoří-lí vek to ry (34.2) zápor-
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nou basí pro Em. Tedy za učiněných předpokladů je číslo (34.3) nezá-
vislé na bližší volbě base B a proto je označíme jednodušeji 

( 3 4 . 8 ) [ " I , "ML 

a nazveme je vnějším součinem vektorů (34.2). Vnější součin má vlast-
ností formulované ve větách 29.1 až 29.4, které si znovu vyslovíme: 

VĚTA 34.1. Jsou-li vektory (34.2) mezi sebou lineárně závislé, je vnější 
součin (34.8) roven nule a obráceně. 

VĚTA 34.2. Při permutaci vektorů (34.2) vnější součin (34.8) zůstane 
nezměněn nebo se znásobí číslem — 1 podle toho, zda provedená permutace 
je sudá či lichá. 

VĚTA 34.3. Jestliže jeden z vektorů (34.2) znásobíme číslem a, potom 
také vnější součin (34.8) se znásobí číslem a. 

VĚTA 34.4. Budiž uT (1 r ^ m) jeden z vektorů -(34.2). Je-li 

"r = "r + U"r + • • •> 

potom vnější součin (34.8) je roven součtu těch vnějších součinů, které 
z něho vzniknou, nahradíme-li vektor ur postupně jednotlivými vektory 

t H 

VĚTA 34.5. Vnější součin (34.8) je kladný, tvoří-li vektory (34.2) 
kladnou basi pro Em, záporný, tvoří-li vektory (34.2) zápornou basi pro Em. 

VĚTA 34.6. Jest 

[Uj, . . . , um] . [VÍ, . . . , vm] = 
"iVi, . . •> "iVm 

UmV!, .. •> UmVm 

Tuto větu jsme dokázali pro ux = v^ ..., um = vm. Obecný důkaz je 
však úplně s te jný. 

J e s t mít í na pamětí , že vnější součin (34.8) je závislý na volbě orien-
tace prostoru Em: 

VĚTA 34.7. Při změně orientace prostoru Em každý vnější součin se zná-
sobí číslem — 1. 

Důkaz plyne snadno na př. z věty 29.5. ' 
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35. ORTHOGONÁLNÍ D O P L N Ě K ; VEKTOROVÝ SOUČIN. V orien-
tovaném prostoru EM (TO .2) budiž dáno TO — 1 vektorů 

(35.1) " i u ^ i -

Předpokládáme-lí na okamžik, že je v EM dána kladná kartézská sou-
s tava souřadnic, ve které 

ur = (uTl, . . . , urm) pro 1 <: r TO, 

po tom podle známé Laplaceovy vě ty o determinantech existují čísla 
Oj, ..., am t ak , že 

«11. •> U1 m 

= a1x1 + . • + amxm 

Xi, 

ident icky v xu ..., xm. Položme 

a = {alt ..., am) 

a nazveme vektor a orthogonálním doplňkem vektorů (35.1); budeme 
psát í — 

(35.3) a = [ u 1 > . . . , u m _ J . 

Definice vektoru a je pouze zdánlivě závislá na volbě soustavy sou-
řadnic, neboť rovnice (35.2) můžeme napsa t v invariantním tva ru 

(35.2') [u1( . . . , um_!x] = ax. 

Zřejmě však orthogonální doplněk a vektorů ult . . . , u,„_ x je závislý na 
orientaci prostoru EM, neboť z věty 34.7 plyne podle (35.2'): 

VĚTA 35.1. Při zrněné orientace prostoru E,„ orthogonální doplněk 
vektorů (35.1) se znásobí číslem — 1. 

Zřejmě platí: 

VĚTA 35.2. V prostoru E2 orthogonální doplněk vektoru [ux, u2) je 
vektor (—u2, u j . 

VĚTA 35.3. V prostoru E3 orthogonální doplněk vektorů (ult uit u3), 
(»!, v2, v3) je vektor 

* (U2V3 — U3Vit U3V± — UjV3, UjV2 — U2Vj). 
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Ve vě tách 36.2 a 35.3 se předpokládá k ladná kar tézská soustava sou-
řadnic. Z v ě t y 35.2 nás leduje : 

VĚTA 35.4. V prostoru E2 orthogonální doplnék orthogonálního doplňku 
vektoru u je vektor —u. 

VĚTA 35.5. Jsou-li vektory (35.1) mezi sebou lineární závislé, je jejich 
orthogonální doplnék roven o a obrácené. 

DŮKAZ. Jsou-l i vek to ry (35.1) mezí sebou lineárně závislé, po tom po-
dle v ě t y 34.1 p lyne ze (35.2'), že o . x = 0 pro každý vek tor x, t akže 
a = o. Jsou-l í však vek to ry (35.1) mezí sebou l ineárně nezávislé, lze 
k n im podle v ě t y 13.1 př ipoj i t vek to r x t a k , že vznikne base pro Em, 
načež podle (35.2') j e ox + 0, t e d y a =|= o. 

Následuj íc í t ř i v ě t y p lynou z v ě t 34.2 až 34.4: 

VĚTA 35.6. Při permutaci vektorů (35.1) orthogonální doplnék (35.3) 
zůstane nezménén nebo se znásobí éíslem — 1 podle toho, zda provedená 
permutace je sudá či lichá. 

VĚTA 35.7. Jestliže jeden z vektorů (35.1) znásobíme číslem a, potom 
také orthogonální doplnék (35.3) se znásobí číslem a. 

VĚTA 35.8. Budiž ur (1 ^ r M — 1) jeden z vektorů (35.1). Je-li 
' i " i ur = ur + ur + .. ., 

potom orthogonální doplnék (35.3) je roven součtu orthogonálních doplňků 
těch vektorů, které vzniknou ze (35.1), nahradíme-li vektor ur postupné 
jednotlivými vektory u'T, u", ... 

Dosadíme-li do (35.2') za x j eden z vek to rů (35.1), vy jde : 

VĚTA 35.9. Orthogonální doplnék vektorů (35.1) je orthogonální ke všem 
vektorům (35.1), t . j . 

a . ur — 0 p ro 1 <1 r TO. 

VĚTA 35.10. Jsou-li vektory (35.1) mezi sebou lineárné nezávislé a je-li a 
jejich orthogonální doplnék, potom vektory 

" l . Um-l, ° 
tvoří kladnou basi prostoru Em. 

DŮKAZ. Dosadíme-lí x = a do (35.2'), v y j d e 



(35.4) [ u x > . . . a ] = |a | 2 

a ježto o 4= o podle vě ty 35.5, jest |a|2 > 0. 

VĚTA 35.11. Leží-li vektory (35.1) v nadrovině g -prostoru Em, potom 
velikost jejich orthogonálního doplňku jest — až snad na znamení — 
rovna vnějšímu součinu vektorů (35.1) utvořenému v prostoru Q. 

DŮKAZ. Zvolme v Em kladnou kartézskou soustavu souřadnic 

<P; elt . . . , em> 
tak , aby 

P'i ®1> • • e m -

byla kladná kartézská soustava souřadnic pro Q (COŽ lze podle vět 15.2 
•a 15.3). Po tom vektory (35.1) m a j í poslední souřadnicí rovnou nule, 
vektor a = (0, . . . , 0, am) má všecky souřadnice až na poslední rovny 
n ů l e a (35.4) z n í 

u íi, 
,am = a = n 2. m , 

«m- 1,1, • • •> «m-lJm-1 
mimo to je |a | = ± am. 

Orthogonální doplněk je — jak se snadno dokáže — jednoznačně 
charakterísován vlastnostmi vyslovenými ve větách 35.5, 35.9, 35.10 
a 3 5 . 1 1 . 

V prostoru E3 máme orthogonální doplněk dvou vektorů u, v, jehož 
početní vy jádřen í v kladné kartézské soustavě souřadnic je popsáno 
ve větě 35.3. P ro orthogonální doplněk [uv] dvou vektorů v E3 zave-
deme označení u X v a název vektorový součin vektorů u, v. Vyslovme 
znovu pro m = 3 vlastnosti výše formulované pro obecné m: 

I . Při změně orientace prostorů Ea vektor uxv změní znamení. 
I I . Jest u x v = o tehdy a jenom tehdy, jestliže vektory u, v jsou mezi 

sebou lineárně závislé. 
I I I . Jsou-li vektory u, v mezi sebou lineárně nezávislé, potom vektory 

u, v, ií X v tvoří kladnou basi prostoru E3. 
IV. Leží-li vektory u, v v rovině Q a je-li c jejich vnější součin vypočtený 

v rovině g, jest 
| u x v | = |c|. 
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(35.5) 

(35.6) 

(35.7) 

(35.8) 

v x u = — ( u x v ) ; 

(au) x v = u x (av) = a .(ux v); 

" X ( v ! + v2) = ( u x » , ) + (uxv2); 

(ut+ u2)xv = (i i iXv) + ( u 2 x v). 

P r o t ř í vek to ry u, v, w pros toru E s m á m e podle (35.2'): 

(35.9) ( u x v ) . w = [ u v w ] . 

Dokažme ještě dva další vzorce (35.10) a (35.11): 

(35.10) (u x v) X w = uw . v — vw . u; 
uď, uv' 

(35.11) (uxv) . (u'xv') = 
vu , vv 

Oba vzorce jsou nezávislé na volbě kar tézské soustavy souřadnic, 
p o k u d t a t o soustava je k ladná . Můžeme j í zvolit t ak , že 

(35.12) u = (Ul, 0, 0), v = (vlt v2, 0), 

načež podle v ě t y 35.3 jes t 

(35.13) u X v = (0, 0, uxv2). 

O p ě t n ý m uži t ím v ě t y 35.3 v y j d e dále, že levá s t rana ve (35.10) j e 
rovna 

(— uxv2wa, UjVaWj, 0 ) = 
= (UjVJWX/UÍVUWX, 0) — (u jV^x + ujpjw2 , 0, 0) = 

= ulwí . (v±, v2, 0) — (v1w1+ v2w2) . (ult 0, 0), 

což je rovné p r a v é s t raně ve (35.10), ježto podle (35.12) 
UW = UXWX, VW = VXWX + V2W2. 

P r a v á s t r ana ve (35.11) podle (35.12) je rovna 

+ v2u2, vxv'x + v2vá 
= Ufl'^)2V2 — UjU'2v[v2 = U-p^U^z — u'2v[), 

což podle (35.13) je rovné levé s t raně ve (35.11), ježto podle v ě t y 35.3 
t ř e t í souřadnice vek to ru u' x v' je rovna u[v'2 — u'2v[. 

v2u2, v2v2 
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