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Vv
KOLMOST

31, KOLMOST SMERU. Budiz dan prostor E,, m > 2. O dvou smé-
rech {u} {v} pravime, Ze jsou navzijem kolmé, je-li uy = 0. K této
definici jsme opravnéni, nebof je-li {u'} = {u}, {v'} = {v}, jest u’
= au, v' = bv, u'v' = ab.uv, ab £ 0, takZe u'v’' = 0 tehdy a jenom
tehdy, jestlize uv = 0. Zfejmé:

ViETa 31.1. Zddny smér neni sdm k sobé kolmaj.

Ze (7.4) a (8.9) plyne:

ViTa 31.2. Je-li smér {v} kolmy na kaZdy ze smérq

(311) {ul}’ ooy {uk},
je {v} také kolmy na kazdy smér obsaZeny v linedrni soustavé {u,, ..., u.}.

VETa 31.3. Ke kaZdému sméru {u} existuje (m — 1)-smér W,,_, tak,
Ze smér {v} je kolmy na {u} tehdy a jenom tehdy, jestlize {v} je obsaZen ve
W, _,. Tato véta je zvlastnim piipadem véty nasledujici.

Virta 31.4. Jsou-lt sméry (31.1) linedrné nezdvislé (1 < k< m — 1),
potom mnoZina vdech sméris kolmych na kaidy ze smé’ru (31.1) twori
(m — k)-smér.

Dtraz. Podle véty 15.2 miiZeme najit orthonormalni vektory

(31.2) T TH
tak, ze

{Uy, ooy up} = {ug, ..., u).
Podle véty 31:2 smér {w} je kolmy na viecky sméry (31.1) tehdy a je-
nom tehdy, jestliZe

(31.3) wu, =0 pro 1 < r< k.

Podle véty 15.3 muZeme najit vektory
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(31.4) Vi ooy Vi ke

tak, Ze vektory (31.2) a (31.4) dohromady tvofi orthonormélni basi
pro E,. Vektory vy, ..., v, —; jsou mezi sebou linedrn& nezavislé podle
véty 15.1, takZze staéi dokazati, Ze (31.3) plati tehdy a jenom tehdy,
jestliZze vektor w je linedrni kombinaci vektori (31.4). Avsak ke kaz-
dému vektoru w existuji &isla a,, ..., ag, by, ..., b, _, tak, Ze

(31.5) w=lau, + ...+ au; + by, + Y

Jeito vektory (31.2) a (31.4) dohromady jsou orthonormélni, plyne ze
(31.5), Ze '

wu, =ga, pro 1 < r < k,
¢imz je vie dokdzano.

Z vt 31.2 a 31.4 plyne: Ke kafdému k-sméru W, 1 < k< m — 1)
existuje (m — k)-smér W,,_,. tak, Ze smér {v} je kolmgj na ka,é'dy smér
obsafeny ve Wy, tehdy a jenom tehdy, jestliZe {v} ndlezi do W,,_;. Tento
(m — k)-sm8r W, _, nazveme fotdlné kolmj na k-smér W,,_,. Jeito
m — (m — k) = k, méme k W,,_, opst totdlnd kolmy Wj. Jestlize viak
smér {v} je obsaZen ve W,, je {v} kolmy na ka?dy smér obsaZeny ve
W, ., t.j. Wi je 8asti W} a podle vty 13.2 je W} = W,. Tedy:

m

Vira 31.5. Je-li (m — k)-smér W,,_, totdlné kolmy na k-smér W,
je také obrdcené W, totdlné kolmy na W,,_,. MiZeme tedy ¥ici, Ze W,
a W, . jsou navzdjem tobalnd kolmé.

Pravime, %e k-sm8r W, a h-smér W, jsou linedrné nezdvislé, jestlize
jejich priinik obsahuje pouze o; pravime, Ze W;.a W, jsou linedrné zd-
vislé, jestliZe jejich prunik ma dimensi vétsi nez 0, t. j. existuje-li aspoii
jeden smér obsaZeny ziroveli ve W, i ve W,. Specialnd k-smér W,
a smér {u} j jsou linedrné zavisté tehdy a jenom tehdy, jestlize {u} jest
absaZen ve W, 'Dva sméry {u}, {v} jsou linearns z4vislé tehdy a jenom
tehdy, jestlize splynou; tak jsme definovali jiz v &lanku 19 (str. 54).
Podle &lanku 24 jsou k-smér W, a h-smér W, linedrng nez4vislé tehdy
a jenom tehdy, jestliZe jejich spojeni mé dimensi % + A, takie v pro-
storu E,, mize tento piipad nastati pouze tehdy, jestlize k 4 » < m.
Z vty 31.1 plyne, Ze jsou-li W, a W,,_, totdlné kolmé, jsou linedrné
nezavislé. - :
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V prostoru E, (v roving) existuje ke kaZdému sméru {u} pravé jeden
kolmy smér, ktery je zdroven totdlné kolmy na {u}.

V prostoru E, existuje ke kazdému sméru {u} pravé jeden totalné
kolmy dvojsmér W,, ktery obyéejné nazyvame struéné kolmy na {u}.
Smér {v} je kolmy na smér {u} tehdy a jenom tehdy, je-li {v} obsazen
ve dvojsméru W;. (totilng) kolmém na {u}. K danému dvojsméru W,
existuje jediny kolmy smér {u}, t. j. smér totdlné kolmy na W,. Pra-
vime, %e dvojsmér W, je kolmy na dvojsmér W,, jestlize smér {u}
kolmy na W, jest obsaZen ve W,, takZie k danému dvojsméru W,
existuje nekoneéné mnoho dvojsméri k nému kolmych. Jestlize dvoj-
smér W, je kolmy na dvojsm&r W,, potom je také obricens W, kolmy
na W,. Nebot podle pfedpokladu W, obsahuje smér {u} totilnd kolmy
na W,; mame dokazati, e smér {v} totdlné kolmy na W, jest obsazen
ve W,. To je vSak zFejmé, nebot smér {v} je podle’své definice kolmy na
kaZdy smé&r obsazeny ve W,, takZe {v} je zejména kolmy na {u} a z toho
plyne, Ze {v} nalez{ do dvojsméru totdlné kolmého na {u}, t. j. do W,.

Vratme se k pfipadu libovolného m. Budiz ddn k-smér W, (1 <
< k < m — 1). Pravime, ze smér {u} je kolmy na Wy, je-li {u} kolmy na
kazdy smér obsazeny ve W, t. j. jestlize {u} nalezi do (m — k)-sméru
totalnd kolmého na W,. Je-li 1 < b < m — k, pravime, Ze h-smér W,
je kolmy} na W,, jestlize ka%dy smér obsazeny ve W, je kolmy na W,
neboli jestlize W; je Sasti (m — k)-sméru totalné kolmého na W,. Je-li
h = m — k, existuje k danému W, jediny kolmy A-smér, totiz totalné
kolmy W,,_.; je-li viak h < m — k, existuje k danému W, nekoneéné
mnoho kolmych A-sméra: jsou to pravé ty h-sméry, které jsou obsazeny
v totdlnd kolmém W,, ,. V kazdém piipads, je-li W, kolmy na W,
ajelik -+ k < m, jeito W, musi byti obsazen v (m — k)-sméru totalné
kolmém na-W,, je kazdy smdr obsazeny ve W, kolmy na W, t. j.
nejen W, je kolmy na W,, nybrz také W, je kolmy na W,, neboli pravé
definovanid kolmost je vztah vzijemny. Z definice plyne snadno,
Ze jestliZe Wya W, jsou v prostoru E, navzijem kolmé, pfi demsz
h + k < m, a jestlize E,, je vnoten do E, (tedy m < n), jsou W,a W,
navzajem kolmé také v prostoru E,.

Budiz dén k-smér W, (1 < &k < m — 1), ale budiz nynf 2 + & > m.
Pravime, Ze h-smér W, je kolmy na W, v prostoru E,, jestlize kazdy
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smér {u} prostoru E,, kolmy na W, nilezi do W,, t. j. jestlize W, obsa-
huje cely (m — k)-smér W,,_, totdlné kolmy na W,. Je-li tomu tak
a je-li {v} smér kolmy na W,, potom {v} je kolmy na kaZdy smér obsa-

Zeny ve Wy, a jeito W,,_, je 8asti W,, je {v} kolmy na W, _, a tedy {v}
nalez{ do k-sméru totdlnd kolmého na W,,_,, t. j. do W,. Tim je doka-
zano, ze kazdy smér {v} kolmy na W, nilezi do W,, t. j. je-li W, kolmy
na W,, je téZ W kolmy na W,. Tedy také v p¥ipads h + & > m kol-
most mezi W, a W, je vztah vzijemny.

Jsou-li W,, W, navzijem kolmé v prostoru E,, a je-li » + &k > m,
potom W, obsahuje cely (m — k)-smér W, , totdlné kolmy na W,.
Aviak W, a W, _, jsou linedrn& nezavislé, t. j. jejich priinik obsahuje
pouze o, takZe jejich spojeni md podle élanku 24 dimensi m, coz je
ostatné patrné i z dikazu véty 31.4; tim spiSe ma spojeni linedrnich
soustav Wy a W, dimensi m, takze prinik W, a W, podle élinku 24 md
dimensi b + k — m > 0. Z toho plyne, Ze W, a W, jsou linedrné za-
vislé,

Jsou-li Wy, W, navzijem kolmé v prostoru E, a ]e ik k> m,
potom jestlize E, je vnofen do E, (m < n), nemohou byjti W,, W,
navzdjem kolmé v prostoru E,. P¥i dikaze rozeznivejme dva piipady.
Je-li pfedné & + k& < n, nejsou W, W, navzajem kolmé v prostoru E,
proto, Ze jsou lmearne zavislé. Je-li za druhé A + k > n, uvaime, Ze
pranik W,, W, m4 podle pfedchazejictho dimensi & 4 & — m, kdeZto
kdyby W,, W; byly kolmé v E,, musxl by tento prinik miti dimensi
h+ %k —n.

h

32. KOLMOST PRIMEK. O dvou pfimkach p, ¢ pravime, Ze jsou na-
vadjem kolmé, jsou-l jejich sméry navzijem kolmé. Jezto tedy kolmost
p¥mek z4visi pouze na jejich smérech, plg,ti:'

ViiTa 32.1. Jsou-li pfimky p, q navzdjem kolmé, jsou-li p, p' rovno-
b&ky a jsou-li q,q' rovmob&iky, jsou také pFimky p', ¢’ navedjem kolmé.

Z véty 31.1 plyne: ,

VETa 32.2. Dvé pfimky navzdjem kolme nemohow biyjti rovnobéiné

& ledy nemohow splynout.

Jsou-li E,, E, dva lineirni podprostory eukleidovského prostoru E,,

a je-li W, zaméteni E,, W, zaméfeni E,, pravime, Ze E, a E, jsou navza-
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jem kolmé v prostoru E,,, jestlize W, a W, jsou navzijem kolmé v pro-
storu E,, ve smyslu definic $lanku 31. V piipad& k + » = m jsou W,
a W, . totdlnd kolmé a pravime také, Ze E, a E,,_, jsou totdiné kolmé.
Jsou-li linedrnf podprostory E, a E, eukleidovského prostoru E,, na-
vzajem kolmé v E,, potom jestlize E,, je vnoFen do E,, jsou v piipadé
b 4 k < m prostory E, a E, také v prostoru E, navzijem kolmé, ale
v ptipadé & + k£ > m nemohou E, a E, byti v prostoru E, navzijem
kolmé. Na pf. dvé roviny (b = k = 2), které jsou navzijem kolmé
v obydejném prostoru E;, pfestanou byti navzajem kolmé, vnofime-li
E,; do eukleidovského prostoru vyssi dimense.

v 12 v ¥ » . Y o v . '3 ’ g »
V kazdém pripadé nasleduje z nasi definice, Ze jsou-li E,, E, navza-
jem kolmé, jsou-li E, E}, rovnobdzné a jsou-li E;, E}* rovnob&zné, jsou
také E}, E,* navzdjem kolmé.

Je-li dan v prostoru E,, lineirni podprostor E; a mimo to libovolny
bod B, potom zfejmé bodem B prochazi pravé jeden linedrni podpro-
stor E,,_, totilné kolmy na E,. Mimo tento E, _, prochizeji bodem B
‘jesté daldf linearni podprostory kolmé na E;: Pfedné vSecky linedrni
podprostory E; dimensfh > 1,k < m — kprochizejicibodem Ba obsa-
zené v E,_; (tyto podprostory odpadnou, je-lik = m — 1, t. j. je-li Ej,
nadrovina). Za druhé viecky linedrni podprostory E, dimensi & <
< m — 1, b > m — k prochizejici bodem B a obsahujici E,,_; jako
&ast (tyto podprostory odpadnou, je-li k =1, t. j. je-li E; pfimka,
a tyto podprostory piestanou byti kolmé na E,, vnofime-li E,, do E,)
(m < n).

Kolmost libovolnych linedrnich podprostorti se d4 pfevésti na
kolmost p¥imek. Je-li dan linedrni podprostor E, (1 < k< m — 1),
potom pfimky kolmé na E, jsou ty pfimky, které jsou kolmé na kazdou
pfimku obsazenou v E,; ostatné kazds p¥imka, kterd je kolma na k
linedrng nezavislych p¥{mek obsaZenych v E;, je kolma na E;. Je-li dén
libovolny bod B, potom vSecky pfimky jdouci bodem, B a kolmé na E,
‘vyplni linedrni podprostor E,, , totilné kolmy na E,. Lineirni pod-
prostor E, (b + m — k) jdoucf bodem B je kolmy na E,: (1) v piipads
h < m — ktehdy a jenom tehdy, je-li E, obsaZen v E,, _,; (2) v p¥ipads
h >.m — k tehdy a jenom tehdy, je-li E,,_, obsaZen v E,; v pi{padé (2)
se kolmost porusi, vnofime-li E,, do E, (m < n).
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33. VZDALENOST BODU OD LINEARNIHO PODPROSTORU.
Budiz {4;u} dand pfimka p a budiz B dany bod v prostoru E,h,
m > 2. Ke sméru {u} pfimky p méme v prostoru E,, totdln& kolmy
(m — 1)-smér W, _,; vektor v nilezi do W,_, tehdy a jenom tehdy,
jestlize uv = 0. P¥imka ¢ jdouci bodem B je kolm4 na p tehdy a jenom
tehdy, jestlize jeji smér {v} nilezf do W,_,. Je-li m = 2, je sm&r {v}
jednoznaéné uréen, bodem B prochiz{ jedind piimka qkolma na pfimku
p, kterd proting piimku p v uréitém bodd P, zvaném pata kolmice.
(Lezi-li bod B na pfimce p, splyne bod P s bodem B.) Je-lim > 3, potom
bodem B prochizi nekoneéné mnoho pfimek kolmych na piimku p, ale
jestliZze bod B nelezi na pfimce p, potom jedind z téchto pfimek je riz-
nobéini s pfimkou p; o takové pi¥imce pravime, Ze kolmo protind
pfimku p a jeji pruseéik P s pfimkou p opét nazveme patou kolmice.
Abychom dokézali uéinénd tvrzeni, uvaime, Ze jeito p je pfimka
{A; u}, musi byti -
"P= A + zu.

Cislo z je t¥eba uréiti tak, aby smér {B — P} p¥imky ¢ byl kolmy na
smér {u}. AvSak
B—-P=B—A4A—a2au
-a podminka kolmosti zni podle (7.6)
uB—A)==x.|uft,
¢imz je &fslo z jednoznaéné urdeno.
Piedpoklidejme opét, Ze bod B neleif na pfimee p. Potom platf:
VEta 33.1. Pata P kolmice na primku p vedené bodem B md od bodu B
menét vaddlenost neZ ktergkoli jing bod pfimky p. Z tohoto divodu se
vzdalenost BP nazyvé vzddlenosti bodu B od pfimky p (nebo piimky p
od bodu B). Pfi ditkaze mi%eme predpokladati, Ze bod Psplynesbodem
A (ktery jsme mohli na p¥imece p zvolit libovolng). Potom je (B — 4) .
.u=0. Je-li nyni ¢ = A + zu bod na3i ptimky rizny od bodu A4,
takze z * 0, jest
|0 — Bjf= (B~ A —zu)(B— A — zu) = |B — A|* 4 |aul?,
nebot (B — A) u = 0. Je%to zu = C— A, jest
(33.1) BC? = BA? + (42,
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pri demz CA > 0, tak#e vskutku BC > BA. Rovnice (33.1) obsahuje
znamou Pythagorovu vétu.

Vira 33.2. Je-li d vzddlenost bodu B od pfimky {A; u} a je-lie > d,
potom existuji na pfimee {A4; u} prdvé dva body C,,C, ve vzddlenosti e od
bodu B; pata kolmice vedené bodem B k pFimce {A; u} je stfedem dvojice
C;; C,. Pti diikaze miZzeme opét pfedpokladati, Ze A je.pata kolmice
vedené bodem B k piimce {4; u}, takie d = AB; mimo to miZeme
pfedpoklédati, ze |u] = 1. Je-li C = A + zu bod naf pfimky, je potom
[viz (33.1)] BC? = d? + a2, tak¥e ve vzdélenosti e od bodu B jsou na
nasi pfimce body

Ch=A4A+4fu, C, =4 — fu,
kde f = J/e® — d¥ ziejmé 4 je sted dvojice C;, C,. Déle plati:

VETa 33.3. Necht plati pfedpoklady a oznadent véty 33.2. LeZi-li bod C
woniff dseCky C,C,, jest BC < e; jestlite véak bod C pFimky C,C, nendlei
do dsecky C,C,, jest BC > e. Nebotpro C = A + zuje je opét BC? = d24-
+ 2% lezi-li C uvnit¥ usesky C,0C,, je |z| < f, tedy BC? < d? + f2 = 2
jestlize v8ak C nendle#i do usecky C,C,, je |z| > f, tedy BC? > ¢2.

Obecnéji budiz dan v prostoru E, bod B a linedrni podprostor
E, = {4; W,}. Je-linejprve k = m — 1, t. j. je-li E; nadrovina, potom
existuje v prostoru E, jediny smér {v} kolmy na k-smér W, a bodem B
‘prochézi jedind pfimka {B; v} kelma na E;, kterd podle konce ¢ldnku 22
protne E; v uréitém bodé P zvaném pata kolmice. Je-li viak k < m — 2,
ﬁitom existuje v prostoru E,, nekonené mnoho sméri kolmych na W,,
které vyplni (m — k)-smér totilné kolmy na W,; je-li {v} kterykoli
z téchto sméra, potom piimka {B; v} prochizi bodem Ba je kolma na
E,. Jestlize bod B nelezi v prostoru E,, potom viecky tyto pfimky jsou
mimobé&zné s E, aZ na jedinou z nich, kterd kolmo protind prostor E,
v uréitém bodé P zvaném opét pata kolmice. Abychom dokézali uéinéné
tvrzeni, stadi uvaziti, Ze zfejmé existuje v prostoru E, jediny E;, obsa-
hujici jak dany E, tak ibod B; tento E,, musi obsahovat kazdou pf{m-
ku prochazejici bodem B a riznobéZnou s E,, a v prostoru E,y, leif
jediné, piimka prochazejici bodem B a kolma na E,. '

Je-li opét P pata kolmice na prostor E, vedené bodem B, potom
vzdélenost BP- se jmenuje vzddlenost bodu B od prostoru E;, (nebo
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prostoru E; od.bodu B), protoze je-li @ kterykoli jiny bod prostoru
E,, je BP < BQ, nebot P je zfejmé pata kolmice na pfimku PQ vedené
hodem B.

Jsou-li E,, E, dva rizné rovnob&iné linedrni podprostory téze di-
mense &k (na pf. dvé rovnobéiné pfimky), potom vzdilenost kterého-
koli bodu prostoru E, od prostoru E, a vzdilenost kteréhokoli bodu
prostoru E; od prostoru E; jsou si rovny; jejich spoleéna hodnota se
jmenuje vzddlenost obou rovnobéénijch podprostors E,, E,. BudiZ E; =
= {4; W,}, E, = {B; W,}. P¥i libovolné volbé bodu A4 v prostoru E;
muzeme zvolit bod B v prostoru E, tak, e p¥imka AB je kolm4 na E,
a tedy té% na E;. Je-li u libovolny vektor nalezejici do W, je potom
(B — 4)u = 0. AvSak p#i libovolném z je

(B4+a2u) — (A 4+ 2u) =B — A4,
tudiz také pifmka, kterd spojuje bod A + a2u s bodem B + zu je kolma
na E, i na E;',, takZe vzdélenost bodu 4 4+ zu od prostoru Ey E;. i vzdale-
nost bodu B + zu od prostoru E, jsou rovny vzdalenosti AB.

Budtez nyni p, ¢ dvé mimobézky. Podle &linku 20 jsou ob& mimo-
bézky obsaZeny v jednoznaéné uréeném E,. BudiZ {u} smér pfimky p,
{v} smér pfimky gq. Podle véty 31.4 existuje v prostoru E, jediny smér
{n} kolmy zarovei na {u} i na {v}. Podle véty 21.1 existuje v E; jedina
pricka mimobéZek p, ¢ se smérem {w}; tato pfitka se jmenuje osa mimo-
bézek p, q. Osa mimobéZek p, ¢ protne » v bodé 4, g v bodé B. Vzdale-
nost AB se jmenuje vzddlenost mimobéZek p, q, protofe je mens nes
kterakoli jina vzdélenost XY, kde X le#i na p, Y lezf na q. Nebot budi#

(33.2) X=A4A+42u, Y =B+ yv,
kde aspoii jedno z obou &isel z, y je rtizné od nuly. Jezto pfimka 4B je
kolma jak na p tak i na ¢, jest

(33.3) (B—A4)u=0,(B—A)v=0.
Podle (33.2) je v8ak |
_ Y —X=(B— A4)— zu+ yv,
takZe podle (33.3)
XY?= AB: 422, |u® + y2. |v|%
Jezto neni zaroveii x = 0, y = 0, jest XY > AB.
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Ctens¥ sém necht definuje a vy3et¥ vzdalenost libovolnych dvou
neprotinajicich se linedrnich podprostorii E,, E; prostoru E,.

34. VNEJST SOUCIN. Budi% d4na base

(34.1) €5, ..., ey
prostoru E,, (m = 2), kterou oznadime B. Jsou-li
(34.2) ) ug ..., U,

libovolné vektory v poétu m, zavedli jsme v &ldnku 29 &slo
(34.3) (U oo Ua]®

které je rovné determinantu

(34.4) e

jestlize

(34.5) U, = up€; + ... + Ume, pro 1 < r < m.
Predpoklidejme nyni, Ze base B j‘e orthonormdlni. Potom je

(34.6) wu, = Upilhoy + +.. + u,,,,u,,,,wpro 1<rSm, 1< s m.

Uzijme nyni véty o ndsobeni determinantii podle fadkd. (Tato véta
vznikne z véty pfipomenuté v pozndmce 2 na str. 81 preklopenim
determinantu (29.4) kolem hlavni diagonaly, které, jak zndmo, nema
vlivu na hodnotu determinantu.) Podle tétc véty plyne ze (34.6), Ze
druhd mocnina determinantu (34.4) je rovna determinantu

|uwy, ..., wu,

7% ) I

WUy, ..., ULU
Tim je dokdzino, Ze druhkd mocnina &isla (34.3) md. touf hodnotu pro
vdecky orthonormdlni base B.

Zvolme nyni uréitou orientaci prostoru. E,, a omezme B na kladné
orthonormdln? base. Potom vime, Ze &islo (34.3) je rovné nule, jsou-li
vektory (34.2) mezi sebou linedrné zavislé, je kladné, tvori-li vektory
(34.2) kladnou basi pro E,, a je zdporné, tvofi-li vektory (34.2) zdpor-
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nou basi pro E,,. Tedy za udinénych pfedpokladi je &islo (34.3) neza-
vislé na bliz&i volbé base B a proto je oznaéime jednodudeji

(34.8) [y, - Un]

a nazveme je vnéj¥im soudinem vektori (34.2). Vnéjs soudin ma vlast-
nosti formulované ve vétich 29.1 aZz 29.4, které si znovu vyslovime:

VETA 34.1. Jsou-li vektory (34.2) mezi sebou linedrné zdvislé, je vnéj&i
soudin (34.8) roven nule a obrdcené.

VETa 34.2. PFi permutaci vektord (34.2) vnéj& soubin (34.8) zastane
nezménén nebo se zndsobi &islem —1 podle toho, zda provedend permutace
je sudd & lichd.

VETA 34.3. JestliZe jeden z vektord (34.2) zndsobime é&islem a, potom
také vnéjsi soucdin (34.8) se zndsobi &lslem a.

Vira 34.4. Budif u, (1 < r < m) jeden z vektors, (34.2). Je-li
u =u +u 4+ ..,

potom vnéjsi soudin (34.8) je roven souclu téch vné’jﬁch'swc‘:’imz, které
z ného vzniknou, nahradime-li vektor u, postupné jednotlivymi vektory

!

u,u

VETA 34.5. Vnéj& soudin (34.8) je kladny, tvofi-li vektory (34.2)
kladnou basi pro E,,, zdpornyj, tvofi-li vektory (34.2) zdpornou bast pro E,,.
VETA 34.6. Jest

[ug, o up] vy, e V) = e L

Tuto vétu jsme dokdzali pro u, = vy, ..., u, = v,. Obecny dikaz je
viak Gplné stejny.

Jest miti na pamé&ti, Ze vnéjsi soudin (34.8) je zavisly na volbs orien-
tace prostoru E,,:

ViTA 34.7. PFi zméné orientace prostoru E., kasdy vnéj&i soudin se znd-
sobt éislem —1.

’

Dikaz plyne snadno na pf. z véty 29.5. ’
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'35. ORTHOGONALNT DOPLNEK; VEKTOROVY SOUGIN. V orfen-
tovaném prostoru E,, (i = .2) budi% dano m — 1 vektori.

(35.1) Uy, oy Uy g

"Predpoklédime-li na okam#ik, Ze je v E, dina kladna kartézskd sou-
stava soufadnic, ve které

U, = (Upgy ooy Up) Pro 1 < r < m,

potom podle znémé Laplaceovy véty o determinantech ex.lstuji dsla
ay, ..., 8, tak, Ze

Y11, o Uim
(35 ................ =a,1x1+'“+amxm
um—lil’ cey um—lvm
Z,, veey Ty
identicky v zy, ..., Zp. PoloZme
a=(ay,..., 0n)

a nazveme vektor a orthogondlnim dopliikem vektort (35.1); budeme
psati —

(35.3) a=[uy,..., U, ,]
Definice vektoru a je pouze zdinlivé zavisld na volbé soustavy sou-
Fadnie, nebot rovnice (35.2) mﬁieme napsat v invariantnim tvaru

(35 2%) [uy, ..., Up-X] = ax.
Ztejmé viak orthogonalni doplnek a vektoru uy, ..., U,_1je zavisly na
orientaci prostoru E,, nebot z véty 34.7 plyne podle (35.2'):

ViEra 35.1. PFi 2méné orientace prostoru E,, orthogondlni doplnék
vektor (35.1) se zndsobi &islem — 1.

Ztejmé platf:
ViTa 35.2. V prostoru E, orthogondlni doplnék - vektoru (u,, u,) je
vektor (— u,, u,).

VETA 35.3. V -prostoru E, orthogondlni doplnék vektord (u,, s, us),
(v, vy, v3) Je vektor

L.}
(UaV3 — UgVy, UsV; — UyV5, Uy — UgVy).

96



Ve vétich 35.2 a 35.3 se pfedpoklida kladnd kartézskéd soustava sou-
. fadnic. Z véty 35.2 nasleduje:

VETA 35.4. V prostoru E, orthogondini doplnék orthogondlntho dopliku
vektoru u je vektor —u.

VETrA 35.5. Jsou-li vektory (35.1) mezi sebou linedrné zdvislé, je jejich
orthogondlns doplnék roven o a obrdcené.

Doxaz. Jsou-li vektory (35.1) mezi sebou linedrné zavislé, potom po-
dle véty 34.1 plyne ze (35.2'), Ze @ . x = 0 pro kaZdy vektor x, takie
a = o. Jsou-li vak vektory (35.1) mezi sebou linedrnd nezavislé, lze
k nim podle véty 13.1 ptipojit vektor x tak, Ze vznikne base pro E,,

' nadeZ podle (35.2) je ax + 0, tedy a + o.

Nisledujici t¥i véty plynou z vét 34.2 aZ 34.4:

VETA 35.6. Pfi permutaci vekiord (35.1) orthogondIni doplné’k (35.3)
ziistane nezménén nebo se zndsobi &islem —1 podle toho, zda provedend
permutace je sudd & lichd.

ViTa 35.7. Jestlize jeden z vektort (35.1) zndsobime &islem a, potom
také orthogondlnt doplnék (35.3) se zndsobi &islem a.

ViiTa 35.8. Budif u, (1 < r < m — 1) jeden z vektord (35.1). Je-li
u=u, +u, ..,

potom orthogondlni doplnék (35.3) je roven souctu orthogondlnich-dopliki
téch vektorn, které vzniknou ze (35.1), nahradime-li vektor u, postupné
]ednotlwym@ vektory u,, u, ...

Dosadime-li do (35.2") za x jeden z vektoru (35.1), vyjde:

VA 35.9. Orthogondlni doplnék vektors (35.1) je orthogmidl_ni ke v¥em
vektorum (35.1), t. j.

a.u,=0pro 1< r m.

VETA 35.10. Jsou-li vektory (35.1) mezi sebou linedrné nezdvisléa je-li a
jejich orthogondlni doplnék, potom vektory

Uy coey g, @
tvori kladnou basi prostoru E,,.

DUxrAzZ. Dosadime-li x = a do (35.2'), vyjde
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(35.4) -[Ul, caey um_l, d] == |d|2
a jeito a + o podle véty 35.5, jest |a]2 > 0.
VEra 35.11. Le#i-li vektory (35.1) v nadroviné o prostoru E,,, potom

velikost jejich orthogondlniho dopliiku jest — a% snad na znameni —
rovna vréj¥imu souinu vektord (35.1) utvofenému v prostoru o.

Dtraz. Zvolme v E,, kladnou kartézskou soustavu soufadnic

(P;ey ..., e
tak, aby ,
(P;ey...,en_1
byla kladna kartézska soustava soufadnic pro ¢ (coZ lze podle vét 15.2
-a 15.3). Potom vektory (35.1) maji posledni soufadnici rovnou nule,
vektor @ = (0, ..., 0, a,,) mé viecky soufadnice aZz na posledni rovny
nule a (35.4) zni

Um—1r1s +++> Ym—1om—1
mimo to je |a] = + a,.

Orthogondlni doplnék je — jak se snadno dokiZe — jednoznaéné
charakterisovan vlastnostmi vyslovenymi ve vétach 35.5, 35.9, 35.10
a 35.11. '

V prostoru E; mame orthogonédlnf doplnék dvou vektori u, v, jehoz
podetni vyjadieni v kladné kartézské soustavé soufadnic je popsdno
ve vétd 35.3. Pro orthogondlni doplnék [uv] dvou vektord v E, zave-
deme oznadeni uX v a nizev vektorovy soucin vektori u, v. Vyslovme
znovu pro m = 3 vlastnosti vySe formulované pro obecné m:

I. P# 2méné orientace prostoru E; vektor u X v zméni znament.

II. Jest uxv = o tehdy a jenom tehdy, jestlite vektory u, v jsou mezi
sebou linedrné zdvislé.

III. Jsou-li vektory u, v mezi sebou linedrné nezdvislé, potom vektory
u, v, uX v tvori kladnou basi prostoru E,.

IV. Le#i-li vektory u, v v roving o a je-li ¢ jejich vnéj&i soudin vypolleny
v roviné g, jest

: juxv] = [el.
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(35.5) ' vXu = — (uxv);

(35.6) (au)Xv =uX(av) =a . (uXy);
(35.7) uX(vy+4 vy) = (UXvy) + (UXVy,);
(35.8) (uy + uy)) Xv = (U, Xv) + (uyXv).
Pro tfi vektory u, v, w prostoru E; mame podle (35.2'):
.(35.9) (Uxv).w= [uvw].
DokaZme je3té dva dalst vzorce (35.10) a (35.11):
(35.10) (uXv)Xw=uw.v —vw.u;

uu', uv’
(35.11) (uxv). (U xv')= vu’: ‘_’:’ .

Oba vzorce jsou nezavislé na volbé kartézské soustavy soufadnic,
pokud tato soustava je kladnd. MiZeme ji zvolit tak, Ze

(35‘12) u= (uli 0’ 0)’ V= ('01, 'Uz, O)’
nadez podle véty 35.3 jest
(35-13) UXv = (O’ O, ulvz).

Opétnym uZitim véty 35.3 vyjde dile, Ze levé strana ve (35.10) je
Tovna
(— Ugvawy, U Vwy, 0) =
= (Uy01Wy, UyWaWy, 0) — (U 1wy + % VW, 0, 0) =
= U Wy - (V3 V3, 0) — (Vw1 + vaw,) . (uy, 0, 0),
coz je rovné pravé strané ve (35.10), jezto podle (35.12)
Uw = %Wy, YW = VW0, + VW,.

Pravé strana ve (35.11) podle (35.12) je rovna
Usthy, Uyl
Vllp, . VgVy

17 ’
UqU7, U,
! 1 1 B 1
01Uy - Vgllg, V103 + Vgl

_ s I r s o r 7
= U VsV — Uyl Vg = U (U Vp — Ugly),

coZ podle (35.13) je rovné levé strané ve (35.11), jezto podle véty 35.3
tiet{ soufadnice vektoru u’ X v’ je rovna u v, — u.0;.
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