Zéaklady analytické geometrie. I

Usecky, poloprostory, orientace

In: Eduard Cech (author): Zaklady analytické geometrie. I. (Czech). Praha:
Pfirodovédecké vydavatelstvi, 1951. pp. 68-85.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/402524

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access
to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic
delivery and stamped with digital signature within the
project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library
http://dml.cz

@,


http://dml.cz/dmlcz/402524
http://dml.cz

v
USECKY, POLO\.PR.OSTORY, ORIENTACE

26. USPORADANE MNOZINY. Budi? M libovolnd mno#ina, o které
budeme predpoklddat, Ze obsahuje aspoii dva rizné prvky. Uspofidat
mnoZinu M znamend udat pravidlo, podle kterého se rozhodne, zda
prvek A je ¢i neni pfed prvkem B. Toto pravidlo je libovolné aZ na to,
Ze musi spliiovat t¥i podminky:

(a) je-li prvek A pred prvkem B, potom neni prvek B pfed prv-
kem A4;

(b) neni-li ani prvek 4 pfed prvkem B ani prvek B pied prvkem A,
jest A = B, t. j. oba symboly A4, B znamenaji tyz prvek mnoziny M;

(c) je-li prvek 4 pfed prvkem B a ziroven prvek B pied prvkem C,
je také prvek A pred prvkem C.

Z vlastnosti (a) plyne, zZe je-li prvek 4 pfed prvkem B, je nutné
A + B. Je-li viak 4 + B, potom podle vlastnosti (b) nastane pravé
jedna ze dvou moznosti: ,,4 je pfed B, ,,B je pfed A*.

Jestlize prvek A4 je pfed prvkem B, pravime, Ze prvek B je za
prvkem A. , |

Pravime, Ze 4 je prvni prvek mnoZiny M, jestliZe pro kazdy prvek
X + A mnoziny M platf, ze 4 je pfed X. Pravime, ze 4 je posledns
prvek mnoZiny M, jestlize pro kaZdy prvek X + A mnoZiny M plati,
ze X je pred A. Je ziejmé, ze uspofddand mnozina M ma budto jediny
nebo nemd viibec Zadny prvni prvek, a Ze rovnés M mé budto jediny
nebo nemd vibec zidny posledni pryek.

MnoZina M miZe byti uspofdddna riznymi zptsoby. Je-li uspotada-
na podle jednoho pravidla, obdrzime — jak se snadno dokiZe — nové
uspofadani, fekneme-li, Ze v novém smyslu je 4 pfed B tehdy a jenom
tehdy, jestlize v piivodnim smyslu je 4 za B. Nové uspofadani se na-
zyva inversni k pivodnimu; obé uspofadani jsou navzdjem inversni.
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BudiZz M- libovolnd mnoZina a N libovolna jeji éast, pfi demz N
(a tim spiSe M) ma aspoii dva prvky. Kazdé pravidlo, které uspofadava
mnozinu M, uspofadava zaroveii i mnoZinu N; mluvime-li v nasledu-
jlefim o uspofddani Gasti N uspofddané mnoZiny M, mime vidy na
mysli pravé ono uspofddani mnoziny N, které je uréeno danym uspo-
fad4nim mnoZziny M. = -

Je-li M uspofidand mnoZina, je delné piifadit kazdé dvojici 4, B
prvki mnoziny M urdéité ¢islo rovné 0 nebo 1 nebo —1, které nazveme
znamenim dvojice A, B a oznadime sgn(4, B):*)

sgn(d, B)=10, jeli 4 = B,
sgn(4, B) = 1, je-li A pred B;
sgn(d, B) = — 1, je-li 4 za B.

Snadno se pFesvédéime, Ze &islo sgn(4, B) ma nasledujici t¥i vlast-
nosti: '

(«) sgn(4, B) = 0 pro 4 = B,

sgn(4, B)= 4 1 pro 4 + B;

()] SgD(B, A) = - Bgn(As B);

(y) je-lisgn(4, B) = 1aziroveii sgn(B, C) = 1, je takésgn(4, C) =
= 1.

Obracené se snadno presvédéime, Ze je-li kazdé dvojici 4, B prvki
mnoZiny M p¥ifazeno &fslo sgn(4, B) tak, Ze platf (x), (8), (y), obdrzime
uspofddani mnoZiny M, definujeme-li, Ze ,,4 pfed B znamena
sgn(4, B) = 1.

Velmi dilezitym pifkladem uspofddané mnoZiny je mnoZina R vSech
realnych &fsel. Jsou-li a, b realnd &fsla, definujeme, Ze ,,a pred b zna-
mens a << b neboli b > a. Dospivime takto k uréitému uspofddani
mnoziny R, které mizeme nazvat jejim vzestupngm uspofaddnim. Pii
inversnim uspofddini mnozZiny R, které mizeme nazvat jejim sestup-
nym uspofaddnim, ,,a pfed b*° znamend naopak @ > b neboli b < a. Pti
vzestupném uspofddani je zfejmeé

sgn(a, b) =_ 0 tehdy a jenom tehdy, je-li-b — a = 0;
sgn(a, b) = 1 tehdy a jenom tehdy, je-li b — a > 0;
sgn‘(a, by = — 1 tehdy a jenom -tehdy,, jelib—a<0."

*) Latinské slovo signum znaéi ¢esky znameni.

69



“V&e, co bylo pravé fedeno, vztahuje se oviem nejen na mnoZinu R
vdech redlnych &isel, nybrz i na libovolnou édst M mnoziny R (obsahu-
jici asponi dva rizné prvky), t. j. na mnoZinu M sloZenou z redlnych
&isel (ale ne nutné ze viech redlnych disel) obsahujici aspoit dvé redlna
{disla, na pf. na mnozinu v8ech racionalnich éisel.

BudiZz M libovolna uspofadand mnoZina a budtez A, B dva rizné
dané jejf prvky. O prvku X mnoziny M pravime, %e lez{ mezi A a B,
jestlize budto je 4 pFed X a ziroveii X pfed B (tedy A pfed B) nebo
je Bpred X a zaroven X pfed A (tedy B pfed A). Jezfejmé, Ze lezi-li X
mezi 4 a B vzhledem k danému uspofddini mnoZiny M, lezi X mezi
A a B také vzhledem k inversnimu uspof4déni mnoZiny M. Jestlize
mezi dvéma riznymi prvky 4, B mnoziny M nelez{ z4dny prvek mno-
#iny M, pravime, %e dvojice 4, B tvo¥{ skok uspofsdané mnoziny M.
Pravime, Ze mnoZina M je husté uspofddand, nejsou-li v ni 24dné skoky.
Vzestupné (nebo sestupné) uspofddand mnoZina vSech redlnych é&isel
nems Zadné skoky;\ rovndi vzestupnd (nebo sestupné) uspofidana
mnoZina vSech racionalnich é&isel nemd Zadné skoky.

BudiZ opét M libovolné uspofddand mnozina. Budiz dano rozdéleni
mnoziny M na dvé neprazdné &asti M;, M,, tak, Ze kazdy prvek mno-
Ziny M, leZi pred kazdym prvkem mnoZiny M,, pfi éemZ mnoZina M,
nem4 zidny posledni prvek a mnoZina M, nemd Zidny prvni prvek.
Takové rozdéleni mnoZiny M se nazyva mezera v uspofddané mnoziné
M. BudiZ na pf. M vzestupné uspofddana mnoZina viech racionalnich
¢isel a budiZ « uréité irraciondlnf éislo, na pf. « = V§ Budiz M, mno-
Zina viech raciondlnich éfsel mensich nez «, M, mnoZina viech racio-
nalnich éisel vétsich nez «. Vznikne mezera v mno%iné M viech racio-
nalnich ¢fsel a da se ukazati, Ze takovym zplisobem vznikne kaZdd
mezera ve vzestupné uspofiddané mnoziné vSech racionalnich ¢fsel.
Je-li viak M vzestupné uspofddani mnozina v8ech realnych éisel, dé se
ukézati, Ze v M neexistuje vibec Zidnd mezera.

27. ORIENTACE PRIMKY. Z nejelementérngjii geometrie je znamo,
Ze bod muze pifmku probfhat ve dvou navzijem opaénych smyslech
(viz. obr.3, ve kterém jeden.z obou

> . smysld je naznaden Sipkou). Tento né-

zorny fakt budeme nyni formulovat
Obr. 3. - :
algebraicky.
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Budiz déna pfimka E,. Zvolme v E, libovolnou linedrnf soustavu
soufadnic. Jsou-li u = (u), v ="(v) dva nenulové vektory na nadf
pfimee, jsou obé &isla u, v rizna od nuly a jsou mozné dva piipady.
Jestlize éisla u, v maji totéZz znameni (obé jsou kladni nebo obé jsou
zdpornd), fekneme, ze vektory u, v jsou souhlasné. Jestlize viak &islau,
v majf opatna znameni (jedno z nich je kladné a druhé:zadporné);
fekneme, Ze vektory u, v jsou nesouhlasné. Z¥ejmé existuje realné &islo
¢ '%-0 tak, Ze v = cu; je patrné, Zze ¢ > 0, jsou-li vektory u, v souhlasné,
¢ < 0, jsou-li vektory u, v nesouhlasné. Z toho plyne, Ze pojem sou-
hlasnosti a nesouhlasnosti vektort u, v je nezavisly na volbé soustavy
soufadnie.

Ziejmé miZeme vSechny nenulové vektory na pfimce E; rozdélit na
dve t¥idy tak, Ze dva vektory téze t¥{dy jsou vidy navzijem souhlasué,
dva vektory riznych t¥{d jsou vidy navzajem nesouhlasné. Orientovat
pfimku E, znamend vybrat vektory jedné z obou tf¥id a nazvat je
kladné vektory; vektory druhé z obou t¥id jsou potom zdporné vektory.
Zfejmé jsou mozné pravé dvé rizné orientace piimky E,; pravime, Ze
jsou navzijem opacné. Orientace pfimky E, je jednoznaéné urdena,
jestlize zvolime libovolné vektor e + o a rozhodneme, zdali e je kladny
¢i zaporny vektor. Rozhodneme-li, Ze e je kladny vektor, mluvime
o ortentaci uréené vektorem e; opatna orientace je uréena vektorem — e.
Je-li (P; e) linearnf soustava soufadnic na p¥fmce E,, potom pii orien-
taci uréené vektorem e kladné vektory maji kladné soufadnice (a z4-
porné vektory zéporné soufadnice); pravime, Ze tato orientace je p#i-
slu$nd dané linedrni soustavé soufadnic. _

BudiZ dana orientovand pfimka E,, t. j. budiz dina p¥imka E, a urdita
jeji orientace. Jsou-li 4, B dva razné body piimky E,, budiZ sgn(4,
B).=1, je-li vektor B — A kladny, sgn(4, B) = — 1, je-li vektor
B — A zaporny; splynou-li oba body 4, B, je B — A = o a polozime
sgn(d, B) = 0. Snadno se presvédéime, Ze jsou splnény vlastnosti
(), (B), () vyslovené v élanku 26 na str. 69, takZe méme definovéino
urdité usporadéani, které nazveme pfislusnym dané orientaci pfimky E..
Jezto p¥imku E, lze orientovat dvéma navzdjem opaénymi zpilsoby,
jsou dvé uspofédani p¥imky E, jim pislu¥ni; nazyvéme je pfirozend
uspofdaddns pfimky E,; obé ptirozens uspofadini piimky E, z¥ejm3 jsou
navzijem opacnd..
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Orientovand pfimka E; md jediné pfirozené .uspofadani, totiz to,
které je pfislusné dané orientaci. Je-li (P; ¢ lineirni soustava sou-
fadnic na p¥imce E,, potom pfirozené uspofadani pfimky E, p¥islusné
té jeji orientaci, kterd je piisludnd soustavé (P; @), nazveme kritce
pfirozenym uspofadinim pisludnym soustavd (P; a). Snadno se do-
kaZe, Ze p¥i tomto uspotadani bod [x] lefi pFed bodem [y] tehdy a ;zenom
tehdy, jestlize soutadnice x je mendi neZ soufadnice y.

Je-li pfimka E;, jednim z obou moznych zpisobi orientovina, mi-
Zeme zavéstl pojem orientované vzddlenosti dvou bedi A4, B, kterou

oznadime ;1._33 Orientovani vzdalenost je definovdna vzorcem

(27.1) AB = + 4B,
kde pro 4 + B plati znameni plus nebo minus podle toho, zda vektor
B—A4je kladny ¢i zdporny; je-li A = B, je AB = 0 a na znamenf
ve (27.1) nezdleii.

Je-li na pfimce E, zavedena lineirni soustava soufadnic (P;e),
potom pfi orientaci pFisludné soustavé (P; e) je zfejmé pro 4 = [a],

= [b]:

(27.2) AB=(b—a).|a,
specidlné pro kartézskou soustavu soufadnic:

(27.2') AB—1b —a.

Ze vzorce (27.2) snadno odvodime, Ze pro libovolné t¥i body 4, B, C
na pfimce .E, plati:

(27.3) AB + BC = AC.

Obecnéji plati pro libovolnd velky pocet boda A4,, A4,, ..., 4, na
orientované pi¥imce p:

(27.4) Ad, + A Ay + ...+ Ay 14, — A A,
Poznamenejme jesté, ze vidy jest
(27.5) BA — — 4B.

Je tfeba miti dob¥e na paméti, Ze pojem orientované vzdalenosti
dvou bodi na p¥imee je definovan pouze pro orientovanou piimku.
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Prejdeme-li k opaéné orientaci pFimky, potom orientovand vzddlenost
* zméni znamend.

Jsou-li 4, B, C tfiruzné body na pfimce E,, potom: ¢islo

) 4B

je zfejmé nezavislé na volbé orientace p¥mky E;; &slo (27.6) nazveme
délicim pomérem bodi 4, C, B (v tomto pofadi) a oznadfme je

(27.7) (4;C, B).

Tedy délici poniér (27.7) je definovan tehdy a jenom tehdy, jsou-li
A, B, C t¥iruzné body lezici na téZe pfimce a je dan vzorcem (27.6), ve
kterém nezileif na volbé orientace p¥mky.

Pozndmka 1. Jeli A + B, C=A+ 4B —A), 0+ ¢+ 1, jsou
A4, B, C t¥i razné body, které lezf na pfimce. V linedrnf soustavé sou-
fadnic {(4; B — 4) je A = [0], B = [1], C = [?], takie podle (27.2)
jest

(27.8) (4;C,B)=1.

Pozndmka 2.-Je-li A + B, je zFejmé C stfed dvojice 4, B .tehdy
‘a jenom tehdy, jestlize

(27.9) (4;C, B) = 1.

(27.6)

28. USECKY, POLOPRIMKY, POLOPROSTORY. Jsou-li diny
v eukleidovském prostoru E,, dva rizné body A4, B, nazveme useclkou
AB neboli dseckou BA tu Gast pfimky AB, kters sé sklada z bodu 4,
z bodu B a z téch daldich bodd X pimky 4B, které pfi jejim pfiroze-
ném usporidani lez{ mezi body A a B. Jsou sice dvé pfirozend uspo¥a-
déni pHimky AB, ale jsou navzijem opadnd, takie definice usetky AB
je nezévisla na tom, kterého z obou uzijeme. Pravime, Ze 4, B jsou
krajni body tsetky AB; kaidy jiny bod usetky AB je wvnitfni bod
tsetky AB. Je-li na piimce AB zavedena linearni soustava soufadnic,
ve které A = [a], B = [b), potom tsetka AB v pfipadé a < b je mno-
tina téch bodu [z] p¥imky AB, pro néz a < z < b; v pfpadé a > b
je usetka 4B mnozina téch [z], pronéz b < x < a. Z toho je patrné, Ze
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jestlize:dvé uselky splynou, musi krajnf body jedné splynout s krajnimi
body druhé. Dile je patrné, Ze je-li C vnit¥nf bod tiseéky 4B, potom
tusecka AB se skldda z obou usetek AC, BC, které mimo spoleény
krajni bod C nemaji jiného spoleéného bodu.

Snadno najdeme podetni vyjadfeni tsetky AB, jsou-li A, B dva
rizné body eukleidovského prostoru E,,. Casti prostoru E,, je pfimka
AB, na které je (4; B — A linearni soustava soufadnic. V této sou-
stavé je X = [1], je-li

(28.1) X =.4 + #(B — A). Specialné je A = [0], B = [1] a tudiZ
tsetka 4B je mnoZina téch bodi (28.1), pro néz ve (28.1) jest
(28.2) 0<t< 1.

Tedy stfed dvojice A, B leZi na tiseéce AB; obdriime jej ve tvaru (28.1)
pro t = 3.

Jdsou-li 4, B, C t¥i body prostoru E,,, vime z ¢lanku 3, Ze plat{ troj-
thelnikové nerovnost

(28.3) AC + BC > 4B,
pdrovné-me-li (3.24) a (3.23) se (28.1) a (28.2), vidime, %e pro 4 + B
plati v trojihelnikové nerovnosti (28.3) znameni rovnosti tehdy a jenom
tehdy, je-li C bod vseCky AB. _

Zvolme nyni na dané pfimce E, libovolné bod C. Jsou-li 4 # C,
B # C dva dalsi body ptimky E,, fekneme, Ze body A; B jsou na pFimce
E, od sebe oddéleny bodem C, jestlize je A + B a mimo to bod C nélezf
do tise8ky AB. (Jeito A + C, B + C, je potom C vnit¥nfm bodem
tsedky AB.) Z definice tsetky AB je patrné, Ze body 4, B jsou na
piimce E; od sebe oddéleny bodem C tehdy a jenom tehdy, jestlize
bod C lezi mezi body A4, B, coZ opét znamen4, Ze oba vektory ‘

C—-4,C—8B

jsou: nenulové a navzijem nesouhlasné. Z toho plyne, Ze viecky body
X #+ C nasf pfimky E, miZeme rozdélit na dvé tiidy tak, ze dva body
téze tiHdy nejsou a dva body riznych t¥{d jsou na pfimece E; od sebe
oddéleny bodem C. Polop#imkou s poédtkem C nazveme tu ¢ist piimky
E,, kterd se sklada z bodu C a ze viech bodl jedné z obou privé po-
psanych tiid; kazdy bod X = C polopfimky s politkem C nazveme
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vnitinim bodem této polopfimky. Méme tedy na pfimce E, privé dvé
polopfimky s poéatkem C, které dohromady vyplni celou piimku.E,,
a které mimo bod € nemajf jiného spoleéného bodu. Takové dvé polo- -
piimky se spoleénym poéitkem se jmenuji navzijem opaéné. Jsou-li
C, A dva rizné body pfimky E,, potom polopFimka CA je ta polopiim-
ka, kterd m4 poéatek C a kters mimo to obsahuje bod 4. Je-li B ktery-
koli jiny bod polopr[mky CA, potom polopiimka CA splyne s polo-
pfimkou CB.

Jdsou-li C, 4 dva rdzné body eukleidovského prostoru E,,, potom
primka CA se sklada ze vSech bodd X prostoru E,, které jsou tvaru

(28.4) X =C 4+ td — 0).

Jetedy X — C = (A — C)a vektory X — C, 4 — C jsou souhlasné
tehdy a jenom tehdy, jestlize &islo-t je kladné. Tedy polopiimka CA4 je
mnozina viech téch bodt tvaru (28.4), pro néz je ¢t = 0; opaéné polo-
pfimka je mnoZina viech téch bodt tvaru (28.4), pro néz je ¢ < 0.

Je-li CA libovolna polopfimka s pod¢itkem C, potom zfejmé mime
pravé jedno prirozené uspoféddani p¥imky CA, pfi kterém je C' pronim
bodem polopfimky C4; polop¥imka C4 se skladd z bodu C a ze viech
téch dalsich bodi pifmky CA, které jsou za bodem C. O tomto pfiro-
zeném uspofidini piimky CA pravime, Ze.je urdeno polopfimkou CA.
Také o orientaci pfimky CA, ke které je p¥islusné toto pFirozené uspo-
Fadani, pravime, Ze je uréena polopfimkou CA. Z¥ejmé orientace piim-
ky CA uréens polopfimkou C4 jest orientace uréend vektorem 4 — C.

Budiz nynf v eukleidovském prostoru E, déna nadrovina E, ,
Jsou-li 4, B dva body prostoru E,, z nich% z4dny nelez{ v nadroving
_E,,_,, pravime, Ze body A, B jsou od sebe oddéleny nadrovinou E,_,,
jestlize je A + B a mimo to iseéka AB protne nadrovinu E__,, t. j.
m4 s nif spoledny bod, ktery je nutné vnit¥nim bodem tsedky AB, pro-
toZe ani A ani B nendle?i do E,,_,. DokdZeme, Ze mnoZinu viech bodu
prostoru E,, které nenale?ejf do nadroviny E,,_,, miZeme rozdélit na
dvé tfidy tak, Ze dva body téZe t¥{dy nejsou a dva body riznych ti{d
jsou od sebe oddéleny nadrovinou E,,_ ;. Je-lim = 1, potom nadrovina
E,_,jebod a spravnost udinéného tvrzeni je ndm jiz zndma. Budiztedy
m 2 2. Oznadéme V,, zaméfeni prostoru E,, V,_, zaméFeni prostoru
E,. _,. Podle véty 13.1 muZeme udat vektory uy,...,u, ;, u tak, Ze
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vektory u,,..., u,,_, tvoii basi pro V,,_,, vektory uy, ...,u,, ;, u basi
pro ¥,.. Zvolme jesté libovolné bod.C v nadroving E,,_,. Potom kazdy
bod X prostoru E,, 1ze pravé jednim zplisobem napsat ve tvaru

'(28.5) X=C+zwu + ...+ 2z, u, ,+ v,
Pii 8emZ bod X naleif do E,, , tehdy a jenom tehdy, jestlize x = 0. Ty
body (28.5), které nenalezeji do E,,_,, t. j. ty, pro néz je z =+ 0, roz-
délme do dvou tfid tak, Ze v prvé t¥idé je z > 0, ve druhé z < 0.
Dokajeme, e takto definované t¥{idy maji Zddanou vlastnost. Budiz
tedy _

A=CHay,+ ... +a, ,u, |+ au,
B=C+ by, +...+ b, u, -+ bu,
kde A + B,a + 0, b & 0. Mame dokazati, Ze lisetka AB protne nad-
rovinu E,,_, tehdy a jenom tehdy, jestlize ab < 0. Av3ak tsetka AB je
mnozZina viech bodl tvaru '
X=A+tB—4), 05t<1

a bod tohoto tvaru nilei do E,,_, tehdy a jenom tehdy, jestlize

(28.6) a+tbhb—a)=0, 0t 1.
Jeito a + 0, b + 0, lze poloZit b = ka, kde k + 0 a napsat (28.6) ve
tvaru

(28.6') 14tk —1)=0 0<t< 1.
Maime dokazat, Ze tehdy a jenom tehdy, je-li k < 0, lze uréit ¢ tak, aby
platilo (28.6'). Je-lik < 0,jel — k> 1 a (28.6') platiprot =1:(1 —
— k). Neni-li k < 0, je budto £ = 1 nebo k > 1 nebo 0 < k < 1. Je-li
k=1, je zfejmé (28.6") nemoZné. Je-li k£ > 1, potom pro t =0 je
14tk —1)=>1 a (28.6") je opét nemozné. Je-li 0 < k < 1, potom
1 + ¢k — 1) = 0 platf pouze pro ¢t = L': (1 — k) > 1 a (28.6") je zase
nemozné.

Dokazali jsme, Ze mnoZinu viech bodl prostoru E,,, které nenalezeji
do nadroviny E,_,, 1ze rozdélit na dvé t¥dy tak, ze dva body 4, B,
z nichZ zadny nenilezi do E,_ ,, jsou od sebe oddéleny nadrovinou

E,_,tehdy a jenom tehdy, je-li kazdy znich v jiné z obou t¥id. Nazveme
poloprostorem vyfatym nadrovimow E, ; mno%inu sloZenou ze viech
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bodi nadroviny E,,_, a ze viech bodt jedné z obou nasich t¥id. Jsou
tedy pravé dva poloprostory vytaté nadrovinou E,, ,, které dohro-
mady vyplni cely prostor E,. Body spoledné obdma poloprostorim
vyplnf nadrovinu E,_,, kterou nazveme hranici obou poloprostori.
Bod, ktery nelezi v E,,_,, ndlezi do pravé jednoho z obou poloprostort;
pravime, Ze je jeho vnitFnim bodem.

Z predchazejiciho je patrné, Ze jestlize vektor u nelezi v E,_,, potom
kazdy bod X prostoru E,, se d4 pravé jednfm zpisobem napsat ve
tvaru

(28.7) X =X, + au,

kde X, je bod nadroviny E,,_,. Jeden z obou poloprostorii vytatych
nadrovinou E,,_, je mnoZina viech téch bodu tvaru (28.7), pro néz je
z 2 0, druhy mnoZina téch, pro néz z < 0.

Pro m = 1 pojem poloprostoru vytatého nadrovinou E,,_, splyvé
s pojmem polop¥mky s poditkem v bodé E,,_,. Pro m = 2 nadrovina
E, , je pfimkou a misto slova poloprostor uZivime slova polorovina.
Pro m = 3 nadrovina E,_, je rovinou.

29 DETERMINANT PRECHODU. Pojem orientace pi{mky jsme za-
vedli v élanku 27; nyni provedeme pifpravu, na jejimz zaklad¥ zave-
deme v &lanku 30 pojem orientace prostoru E,, pro m > 2. P¥i tom
budeme pFedpoklidati, Ze étena¥ znd z algebry definici a nejjednodussi
vlastnosti determinanti, adkoli pojem orientace by se dal zavésti také
nezavisle na pojmu determinantu, ktery je v3ak i jinak v analytické
geometrii dileZity.

Predpoklidejme nejprve, ze v prostoru E,, je dina urditd base

(29.1) uy, ..., u,,
kterou struéng oznadme B. Je-li déno libovolnych m vektori

(29.2) B SURRYVR £°%
potom existuji a jsou jednoznaénd uréena realna éisla ayy, ..., Qymy - oy
A tak, Ze ’

(29.3) Ve =a U+ ... F Aty pro 1 < r < m.

Sestavime determinant
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29.¢) | .... e

a oznadime jej
(29.5) Vi oo, Va2
Pro m =1 je (29.3) jedind rovnice v, = au, a symbol (29.5) pro
m = 1 znamend ¢islo a. V dalsim textu ¢élanku pfedpokldddme m > 2.
Predpokladajice, Ze base B je pevné zvolena, vyslovime éty¥i jedno-
duché véty o zavislosti &sla (29.5) na vektorech (29.2), které jsou bez-
prostfednim disledkem nejjednodussich vlastnosti determinanti:

ViEra 29.1. PFi permutacs vektors (29.2) &islo (29.5) zastane nezménéno
nebo se zndsobt &islem —1 podle toho, zda provedend permutace je sudd &
lichd.

ViETa 29.2. Jestlite jeden z vektors, (29.2) zndsobime &islem a, také dislo
(29.5) se zndsobs &islem a.

Viita 29.3. Budif v, (1 < r < m) jeden z vektort (29.2). Je-li
v, = v; + v: + ...,
potom &islo (29.5) je rovné soudtu téch Cisel, kterd vzniknou, nahradime-li
vektor v, postupné jednotlivymi vektory v,, v,, ...
ViTa 29.4. Cislo (29.5) je rovné nule tehdy a jenom tehdy, jestlize
vektory (29.2) jsou mezi sebou linedrné zdvislé.

Dosud jsme pi"edpoklé,da,li,’ie base (29.1) byla pevné zvolena. Pfi-
stoupfme ke studiu otdzky, jak se zménf vyraz (29.5) pfi zméng
base B.

" Viira 29.5. Jsou-li B, B’ dvé base prostoru E,, existuje redlné ¢islo c
[zdvislé na basfch B, B’, ale ne na vektorech (29.2)] tak, e pro katdou
volbu vektort (29.2) jest

(29.6) Vi oo ¥mlP =€ . [Vgy oo, Y]

DoxAz. Pfechod od jedné base ke druhé se d4 podle véty 12.7 vidy
rozlozit na ndkolik elementidrnich zmén. Tyto elementarnf zmény base
jsou t¥f typi (a), (b), (¢) vyjmenovanych na str. 35. Stadi tedy dokazat,
%e (29.6) plati pro kazdou elementirni zménu base. Ze tomu tak je.
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plyne opét z nejjednodussich vlastnosti determinantd. Elementarn{
zména typu (a) je permutace vektoru (29.1), kterd se projevi v permu-
taci sloupcl determinantd (29.4), takZe plati (29.6), pfi éemZ ¢ = 1 pro
sudou permutaci, ¢ = — 1 pro lichou permutaci. P¥i elementarni
zméné typu (b) je mezi vektory (29.1) jeden u, (1 < r < m), ktery se
nahradi vektorem u, = au,, kde a + 0. V determinantu (29.4) je po-
tom t¥eba r-ty sloupec znasobit &islem 1 :a, takZe plati (29.6), p¥i
demZ ¢ = a. PH elementirni zmén¥ typu (c) je mezi vektory (29.1)
jeden u, (1 < r < m), ktery se nahradf vektorem u, = u, + w, kde w
je linedrni kombinace vektort (29.1); v determinantu (29.4) zlstane
r-ty sloupec beze zmény a ke kaZdému jinému sloupei se priéte urdity
nasobek 7-ho sloupce, takZe plati (29.6), pfi demz.c = 1.

V definici vyrazu (29.5) se pfedpoklada, Ze vektory (29.1) jsou mezi
sebou linedrng nezivislé, kdeito o vektorech (29.2) jsme takovy pied-
poklad neudinili. Jsou-1i viak vektory (29.2) mezisebou linedrné zavislé,
je vyraz (29.5) podle véty 29.4 vidy roven nule. Proto se omezime na
ten piipad, Ze nejen vektory (29.1), nybrz i vekt'ory (29.2) jsou mezi
sebou linedrn& nezavislé. Vyraz (29.5) nazveme potom determinantem
prechodu od base (29.1) k basi (29.2). Z véty 29.4 plyne:

VETA 29.6. Determinant pfechodu je vidy rizny od nuly.

Z definice je zfejmé:

VETA 29.7. Determinant pfechodu od base k téZe basi je vidy roven
jedné.’

Vira 29.8. Jsou-li B, B', B” tFi base prostord E,, je determinant pre-

chodu od base B k basi B” roven souinu determinantu pfechodw od base B
k bast B’ s determinantem pfechodu od base B’ k basi B".

Dokaz. Budiz (29.1) base B, (29.2) base B,

(29.7) 2
base B”. Podle véty 29.5 existuje takové c, ze
Vi -y Vm]B —c. Vi oo Vil
Wo oo, WP =c. [wy,..,w, 1%

Aviak podle v&ty, 29.7 je [vy,...,v,]* = 1, takZe [vy, .., V.]° =c¢,
tedy ‘
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[wh ] vvm]B = [vh ey vm].!' [wl’ EERH ‘wﬁ]a':

co? jsme méli dokazat.

30. ORIENTACE EUKLEIDOVSKEHO PROSTORU. Budi# zvo-
lena pomocné base B prostoru E,,. Zavedme tuto definici: Dvé base
(29.2), (29.7) nazveme souhlasné, jestlize determinanty ptechodu

(30.1) Ve, oo Val®, [Wo, oo, wil2,

které jsou podle véty 29.6 rizné od nuly, jsou budto oba kladné nebo
oba zaporné; base (29.2), (29.7) nazveme nesouhlasné, jestlize z obou
determinanti prechodu (30.1) je jeden kladny a druhy ziporny. Pfi
tom nezalezi na volbé pomocné base B, nebot z véty 29.8 plyne: .

ViETa 30.1. Base B’, B” jsou souhlasné, jestlife determinant pFechodu
od base B' k basi B” je kladny, nesouhlasné, je-li tento determinant zd-
porny.

Z definice je patrné, ze viecky base prostoru E,, miZeme rozdélit na
dvs tiidy tak, e dvé base téze t¥idy jsou vidy navzijem souhlasné,
dvé base riaznych t¥id navzijem nesouhlasné. Pro m = 1 base se sklida
z jediného nenulového vektoru, takZe pro m = 1 se vracime k definici
souhlasnosti a nesouhlasnosti dvou nenulovych vektord na pfimce
vyslovené jiz v 8lanku 27. Pro m > 2 je t¥eba miti na paméti, Ze podle
véty-29.1 t¥ida base zdvisf na pofadi vektort, z nichz je base sloZena.
Nyni definujeme déle (pro m = 1 v souhlase s definicf &lanku 27):
Orientovat prostor E,, znamend vybrat jednu z obou tiid a base této
tifdy nazvat kladné base prostoru E,,; base druhé ti{dy jsou potom zd-
porné base. Existuji tedy pravé dvd orientace prostoru E,,; pravime, Ze
jsou navzdjem opaéné. Orientace prostoru E,, je jednoznaéné urdena,
jestlize zvolime libovolné jednu basi

(30.2) ' uj, ..., U,

a rozhodneme, zda je kladna &i zdporna. Rozhodneme-li, Ze base (30.2)
je kladna, mluvime o orientact urdené bas? (30.2). Je-li

(30.3) (Piuy, ooy Up)
linearni soustava soufadnic, potom p¥i dané orientaci prostoru E,, ji
nazveme kladnou nebo zdpornou podle toho, zda base (30.2) je kladna
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¢i zdporna. Orientace prislusnd soustavd (30.3) je ta orientace, p¥i
které base (30.2) je kladna, t. j. je to orientace uréend basi (30.2)

Pozndmka 1. Pojem orientace a viecky tvahy $lanku 29 je zfejmé
mozné prenest1 na libovolny vektorovy prostor V.. konedné dimense
m > 0.

Pozndmka 2. Budtez dany t¥i base: base (30.2), kterou oznaéfme B,
base (29.2), kterou oznaéime B’, base (29.7), kterou ozna,cime B”.

Uréeme &isla a,y, ..., @, tak, Ze plati (29.3); potom (29.4) je deter-
minant pfechodu od base B k basi B’. Dale uréeme &isla b,4, ..., by
tak, ze platf
(30.4) w,=bv,+ ... + bmVn bro 1< r‘§ m;
potom -
. bty +oe bim
(305) |
bmlr 3] bmm

je determinant pfechodu od base B' k basi B”, Nyni zavedme &fsla c,,
tak, Ze

(30.6) Cpo="bpa1+ ... + byl Pro 1 < r<m, 1 <5 m.
Podle (29.3), (30.4) a (30.6) je_

£ (30.7) W, = Coll; + ... + Cemly Pro 1 <X r <im,
takZe
. Ci1, ey Cim
30.8) ... -
Conly +os é-,,,ml

je determinant pfechodu od base B k basi B”. Podle véty 29.8 je tedy
determinant (30.8) soudinem determinantt (29.4) a (30.5). V algebfe
se dokazuje véta o nisobeni determinantt, podle které, zvolime-li libo-
volné &fsla ayy, .., Gmms b11y ---» Omm & definujeme-li éisla ¢y, ..., Cpm
pomoci (30.6), je determmant (30.8) roven soudinu determinanti (29 4)

a (30.5). Na§ dikaz véty o ndsobeni determinanti nenf tplny, protoze
jsme pii dikazu uéinili pfedpoklad, Ze determinanty (29.4) a (30.5) jsou
rizné od nuly; bylo by snadné tuto netiplnost odstranit.
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Budtez nyni v prostoru E, dany dva rizné navzijem rovnobé&iné
linearnf podprostory E,, E; téZe dimense k. Oba podprostory E,, E
maji totéz zaméfeni V,. JelikoZ orientace eukleidovského prostoru
zavisf pouze na jeho zaméfeni, odpovidd kazdé orientaci prostoru E,
urditd orientace prostoru E;, kterou nazveme souhlasnou s danou
orientaci prostoru E;.

V ptipadé & = 1 plati:
VETa 30.2. BudteZ AB, A'B’ dvé riizné rovnobéZky. Orientace piimky
AB uréend vektorem B — A a orientace pfimky A'B' uréend vektorem

B’ — A’ jsou souhlasné tehdy a jenom tehdy, jestlize siseCky AB’, BA'
se protnou. .

Diraz. Budiz

(30.9) B — A" =¢(B — A),
takZe ¢ + 0 a obé orientace jsou souhlasné pro ¢ > 0, nesouhlasné pro
¢ << 0. Mame dokézati, Ze ¢ > 0 je nutna a postaéujici podminka, aby

tiseCky AB’, BA' mély spolecny bod, t. j. aby existovala takova ¢isla
z,y, e

(30.10) 0<z<1, 0<y< L,
(30.11) A+ ax(B'— A) = B + y(4' — B).
Podmfnku (30.11) mizeme upfé.vit na tvar
B — A—z(B'—A)—{—y(A’—B)—o
Sem muZeme dosadit jednak .
A" —B=(A"— A) — (B — A),
jednak podle (30.9) ' 7
B —A=(4"—A)+c¢(B— A4)
a dostaneme
(30.11) (1 —cx—y)B—A)+ (y —a)(d" — 4)=o0.

Jeito rovnobézky AB, A'B’ jsou riizné, jsou vektory B — 4, 4" -4
mezi sebou linedrné nezavislé, takze (30.11°), tedy (30.11), plat{ tehdy
a jenom tehdy, jestliZze

(30.12) z=y, (l+c)z=1
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JeZto ¢ + 0, Ize splnit (30.10) a (30.12) tehdy a jenom tehdy, jestliZe

c>0.
BudiZ nyni v prostoru E, (m > 2) dina nadrovina g. Zvolme bod P

v nadroviné g a basi

(30.13) Uy, e, U g
nadroviny . Pnpownim dalsftho vektoru u,, dostaneme basi

(30.14) Uy, e Uy,
prostoru E,,.. Libovolny bod ma tvar

(30.15) X=P+zu + ...+ z2,u,,
pfi éemZ z, 2> 0 v jednom a x,, < 0 ve druhém z obou poloprostorit
vytatych nadrovinou p.

Predpoklddejme nyni, Ze jak nadrovina o tak i cely prostor E,, jsou
uréitym zpisobem orientovdny. Potom miZeme p¥edpoklidat, Ze (30.13)
je kladnd base nadroviny p, (30.14) kladna base prostoru E,. [Kdyby
(30.14) byla zaporna base pro E,,, stafilo by zaménit u,, za —u,,.] Za
téchto pfedpoklad nazveme kladngm poloprostorem vytatym nadrovi-
nou g ten, ve kterém je x,, = 0, zdpornym ten, ve kterém je z,, < 0. Je
tfeba se presvéddit, Ze pii danych orientacich nadroviny g a prostorn
E,, je pojem kladného poloprostoru vytatého nadrovinou g uréen jedno-
znaéns, t. j., Ze nezavisi na blizsf volb& basf (30.13) pro g, (30.14) pro
E,.. Za tim t¢elem zvolme pomocnou kladnou basi B pro E,,. Jezto base
(30.14) je kladnd, jest

[uy ..., un]® > 0.
Podle vét 29.2 az 29.4 plyne ze (30. 15)v Ze

(3016) [ub v m,_p X P]B =Zp - [ul’ sy um]B)
tedy
(30.17) (uy, ..,uy 1, X — PP >0

tehdy a jenom tehdy, lezi-li bod X v kladném poloprostoru vytatém
nadrovinou g. V podmince (30.17) se uz nevyskytuje base (30.14)
prostoru E,, nybr pouze base (30.13) nadroviny g. Budiz

!

(30.18) W, Ul
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jind kladnd base nadroviny ¢ a budiz D determinant piechodu od base
{30.18) k basi (30.13), takze D > 0.

Ziejms

(30.19) THR  TI

ey U 1y

je base prostoru E,, a z definice determiméntu pfechodu a z nejjedno-
dussich vlastnosti determinanti plyne, Ze D je zaroveii determinant
pfechodu od base (30.19) k basi (30.14). Jezto D > 0, je také (30.19)
kladn4 base pro E,,. Z véty 29.8 [ve které misto basi B, B’, B” vezmeme
base B, (30.19), (30.14)] plyne, Ze

(30 20) [uh ARE ] m] - D[up AAE ] m—]’ m]
Vedle (30 16) plati oviem také obdobny vztah
(30.16") [uy,...,u, ;, X —PP®P=2,.[u,...,u, ,,u,l%

zde je tfeba si uvédomit, Ze p¥i pfechodu od base (30.19) k basi (30.14)
- koeficient x,, zustane beze zmény. Ze (30.16), (30.16) a (30.20) plyne,

ze

uy, ...,u, ;, X —P]® = D[u,, .. X — PP
jeZto D > 0, smysl nerovnosti (30.17) se nezmé&ni pii pfechodu od base
(30.18) k basi (30.13).
Pojem kladného poloprostoru vytatého nadrovinou p zavisi ]edna,k
na orientaci nadroviny g, jednak na orientaci prostoru E,,.

it m——l’

Ponechdme-li orientaci nadroviny o beze zmény, ale zménime-li orien-
taci prostoru E,,, prejde kladny poloprostor v zdporny. Nebot potom zi-
stane (30.13) kladnou basi pro g, ale ve (30.14) zaménime u,, za — u,,
abychom dostali basi pro E,, kladnou p¥i nové orientaci, a zaméné u,,
za — u,, podle (30.15) odpovida zdména x,, za — Z,,.

Ponechdme-li orientaci prostoru E,, beze zmény, ale zménime-li orien-
taci nadroviny o, prejde kladny poloprostor v zdporny. Nebot nyni mi-
Zeme u,, U, zaménit za —u,, —u,, éemuZ opét (vedle zé,mény'x1 za
— z,, na které nezalezf) odpovids Zdména T, 28 — Tp-

Zménime-li jak orientaci nadroviny o tak i orientaci prostoru E,,
zastane kladny poloprostor beze zmény; to je uz nyni ziejmé.

V elementérnich piipadech roviny (m = 2) a obytejného prostoru
(m = 3) pojem orientace t&snd souvisi s nizornym pojmem levé
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a pravé strany. Jestlize v roving (v nadzorném slova smyslu rovina) za-
vedeme zplisobem popsanym v ¢lanku 1 kartézskou soustavu soufad-
nic tak, aby pozorovatel jdouci po prvé ose soufadnic ve smyslu ros-
touef prvé soutadnice mél po levé ruce body s kladnou druhou sou-
fadnicf, a jestlize zavedeme orientaci roviny p¥isluSnou této soustavé
soufadnic, d4 se dokazati, Ze pozorovatel, jdouci po kterékoli oriento-
vané piimce p ve smyslu daném p¥isludnym p¥irozenym uspofsdanim
pHmky p, mé po levé ruce kladnou polorovinu vytatou p¥imkou p.
V obyéejném prostoru zavedme kartézskou soustavu soufadnic zpiso-
bem popsanym v &lanku 1, pfi éemz pidorysna nechf je vodorovna.
V pludorysné zvolime opét kartézskou soustavu soufadnic tak, aby po-
zorovatel kracejici nad ptidorysnou po prvé ose soufadnic ve smyslu
rostoucf prvé soufadnice mél po levé ruce body pidorysny s kladnou
druhou soufadnici; tfet{ soufadnice budiZ kladna pro body nad pudo-
rysnou. Zavedeme-li orientaci prostoru pfisluSnou zvolené kartézské
soustavé soufadnic a pozorujeme-li orientovanou rovinu ¢ z kladného ji
vytatého poloprostoru, potom jsou-li 4, B, C t¥i body roviny p takové,.
%e B — A, C — A je kladna base pro g, vidime bod C nalevo od cesty
vedouci v roving g od bodu 4 k bodu B. Odivodnéni téchto fakt zde
nebudeme probirat. : -
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