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ARCHIMEDOVA ULOHA O DOBYTKU

TEREZA BARTLOVA

1 Objev tulohy

Pise se rok 1770 a knihovna v dolnosaském Wolfenbiittelu se tési slaveé po ce-
1ém Némecku. Léta, po kterd v ni shromazdovali knihy brunsvicti vévodové, v ni
skryly velmi cenné pisemnosti. Vsak je kdysi opatroval sam Gottfried Wilhelm
Leibniz a nyni zde sedi na misté knihovnika némecky novinaf, kritik a teo-
log Gotthold Ephraim Lessing (1729-1781). A pravé zde G. E. Lessing objevil
v jednom starém feckém kodexu dosud nezndmou tlohu zapsanou 22 feckymi
distichy. V roce 1773 pak tuto tlohu zvefejnil ve své knize [Les]. V 19. sto-
leti byla stejna tloha objevena také v jednom z kodexi Bibliotheque nationale
v Pafizi.

2 Zadani ulohy

Dnes je tato tiloha nazyvana jako Uloha o dobytku, Kravi iloha, Uloha o Hé-
liovych bycich, Probléma boeikon, Problema Archimedis, The Cattle Problem,
Die Rinder-Aufgabe a podobné. Dochovany fecky text tlohy je psan ve verSich.
Jeho Cesky preklad, ktery je formulovan v proéze, zni takto:

Problém, ktery Archimédés vymyslel a v epigramech jej tém, kteri se v Ale-
zandrii zabyvaji podobnymi otdzkami, poslal v dopise Eratosthenovi Kyrén-
skému.

Rekni mi, priteli, presny pocet Héliova skotu. Peclivé mi vypocitej, neni-li ti
moudrost cizt, kolik ho bylo, kdyz se jednou pdsl na nivdch ostrova Sicilie, roz-
délen do ctyr stad. Kazdé stado bylo jinak zbarveno; prvnt bylo mlécné bilé, ale
druhé zatilo zcela tmavou cerni. Treti pak bylo hnédé, cturté strakaté; v kaZdém
méli byci v poctu velikou prevahu. A tito [byci| byli nyni v takovémto poméru:
bili se rovnali v poctu hnédym vzatym dohromady s tretinou a polovinou cer-
nych, ¢ priteli. Ddle mnoZstvi ¢erngch bylo rovno cturtine a pétiné strakatych
zvétsenych o vSechny hnédé. Nakonec musis pocet strakatych byki poloZit rovny,
priteli, Sestin€ a sedminé bilych s prictenym jesté mnoZstvim hneédych.

Jinak vsak tomu bylo s kravami: ty s bilou srsti byly rovny tretine a cturtiné
cerného skotu, krav i bykiu. Ddle cerné krdvy byly rovny cturtiné a pétine straka-
tého stada, kdyz byli pocitant jak byci, tak kravy. Prave tak byly strakaté krdavy
pétinou a Sestinou vseho [skotu] s hnédou srsti, kdyZ el na pastvu. Nakonec
hnédé kravy byly Sestinou a sedminou celého stada s bilou srsti.

Muzes-li mi 7ici presné, miyj priteli, kolik skotu tam bylo dohromady a také
kolik bylo krav kaZdé barvy a dobre Zivenych biyki, pak té€ véru pravem nazyvaji
zdatnym v poctech.

Jesté té vsak nepoditaji k mudrcim; nuze pojd tedy a fekni mi, jak se to md
ddle:
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Kdyz se spojil celkovy pocet cerngch a bilych byku, pak zde stdli uspordddni
stejné do $itky jako do hloubky; siré€ sicilské nivy byly zcela zaplnény tim mnoz-
stvim bykid. Kdyz se vsak postavili dohromady hneédi a strakati, pak byl vytvoren
trojuhelnik, jeden stdl na spicce a nechybél Zadny z hnedych a strakatych byka,
ani jeden jin€ barvy se mezi nimi nenasel.

Kdyz jsi to také vypdtral a v duchu pochopil a uvedes mi pomér, priteli, ktery
se nalézd v kazdém stddu, pak miZe$ pysné vykracovat jako vitéz, protoze ted
tva védeckd sldva jasné zdri.

Uvedené znéni tlohy je citovano z knihy [BS], kde je uveden mirné upraveny
pfeklad z knihy [Mag]. Navic je znéni tlohy doplnéno jesté o pieklad tvodu,
ktery v knize [Mac] chybi.

Ukolem Archimédovy tlohy je tedy vypoéitat, kolik je biljch, ¢ernych, stra-
katych a hnédych byka a krav pasoucich se na Sicilii ve ¢tyfech stadech boha
Hélia.

3 Vypocet prvni ¢éasti ilohy

Podminky prvni ¢asti tlohy miizeme vyjadiit pomoci sedmi linedrnich rovnic
0 osmi neznamych:

X = (% + %)~Y+T,
Y = G + %)~Z+T,
Z = (% + %)~X+T,
(o by
S
2 = (% + é)-(T—i—t),
t = (é—l—%)-(X—i—x),

kde X,Y, Z,T znaci pocet biljch, ¢ernych, strakatych a hnédjch bykt a analo-
gicky z,y, z,t je pocet bilych, cernych, strakatych a hnédych krav. Ve skutec-
nosti jde o takzvanou diofantickou tlohu, nebot hleddme Feseni tlohy v oboru
prirozenych ¢isel. Vyse uvedenou soustavu rovnic budeme fesit standardnim
zpusobem — nejprve provedeme eliminaci neznamych v prvnich tfech rovnicich

13
2
13 /5
-5 (EY+T)+T_

:g {2 (% Z+T>+T] 4T

Z = X+T=
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Odtud dostavame
8917 =1580T.

Protoze jsou ¢isla 981 a 1580 navzajem nesoudélnd, rovnost nastava pro
Z =1580k a T =891k, keN.
Nyni jiz snadno vyjadfime hodnoty X a Y pomoci k:
X =2226k a Y =1602k, keN.

Dosadime-li ziskané feseni do zbylych rovnic, vypocitame tak hodnoty z, vy, z, t:

13
137 7
-2 Ix+ Ll }
p Xt V+y)
137, 7 9
- =2 |x —(Y 2z )
Il R TR +Z>]
13 [ 7 9 11
=2 x4+ |y 7(2 = (T t)
12 +12[+20 +30(+)}
13 [ 7 9 11
= =2 (222 11602 7(1 = (891 )
- 6k + 75 { 602k + o (1580k + = (891k +1) }
5439213
= 4657
a dale pak:
7206360 _ 4893246 3515820
T Taesr YT Taesr T Taesr '

My vSak hledame celoCiselna feSeni, proto nejmensi mozné feseni zadané
ulohy odpovida 4 657nasobku nami ziskaného Feseni:

X =2226-4657n = 10366482n x = 7206360n
Y =1602-4657n = 7460514 n y =4893246n
Z =1580-4657n = 7358060n z =3515820n
T =891-4657Tn =4149387n t =5439213n

kde opét n musi byt néjaké prirozené ¢islo. Pomoci téchto vysledki mtzeme
odpovédét na prvni ¢ast Archimédovy tlohy. Celkovy pocet bykt je 29 334 443,
celkovy pocet krav ¢ini 21054639, a tudiz celkovy pocet kusi dobytka Hélio-
vych stad na Sicilii je 50389082. Uvazime-li, ze rozloha Sicilie je néco pres
25700 km?, m4 pro sebe jeden kus dobytka pfiblizné 510 m?.
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Vsimnéme si, ze v zadani tlohy se hovori o tom, ze byki je vzdy vice nez krav:

. v kaZdém [stddu] méli byci v poctu velikou prevahu. CoZz ovsem neodpovida
nasemu Feseni, nebof jsme vypocitali, Ze poc¢et hnédych bykt je mensi nez pocet
hnédych krav.

Poznamenejme také, Ze k tiloze bylo pozdéji pfipojeno scholion!, které pub-
likoval zaroven s tlohou jiz G. E. Lessing. Toto scholion obsahuje feseni tlohy,
jez je 80nasobkem nami vypocteného feseni. Celkovy pocet kust dobytka pak
¢ini 4031 126 560. Coz vzhledem k rozloze Sicilie znamenad, Ze by mél jeden kus
dobytka k dispozici jen o néco malo vice nez 6 m?. Z jakého diivodu je viak ve
scholiu uvedeno vétsi feseni, které navic nevyhovuje dodateénym podminkam
z druhé ¢asti lohy, neni dosud znamo.

4 Vypocet druhé ¢asti tilohy

Nezapomenme, ze v druhé ¢asti ilohy jsou uvedeny jesté dalsi dvé podminky.
Néktefi badatelé je povazuji za ptvodni, jini se domnivaji, ze byly pridany
pozdéji. Podle dopliiujicich podminek je mozno bilé a cerné byky seradit do
¢tverce, zatimco strakaté a hnédé byky je mozno sefadit do trojuhelniku. Cislo
X 4+ Y méa byt tedy takzvanym ¢tvercovym figurdlnim cislem a ¢islo Z + T
trojuhelnikovym figuralnim ¢islem:

1
X +Y =42 Z+T:§v(v+1), kde u,v € N.
Zaméfme se nejprve na vypocet ¢tvercového cisla:
X+Y =2226-4657Tn+1602-4657n =
= 3828 -4657n = u’.

Chceme urcit n € N tak, aby soucin 3 828-4657 n byl celo¢iselné odmocnitelny.
Vyuzijeme k tomu prvociselny rozklad:

X +Y =3828-4657Tn =
=22.3-11-29-4657n = u’.
Odtud vidime, Ze ¢islo n musi byt ve tvaru
n=3-11-29-46571%, kdel e N.
Ziskany vysledek vyuzijeme k urcéeni trojuhelnikového disla:

Z+T =1580-4657Tn4891-4657n =
=2471-4657n =

=2471-4657%-3-11-29-1? =

1
= 2364747 - 46572 - 17 = Fv@+1).

1Scholion je vykladova poznamka k textu. Scholia byla psana pf¥imo na okraj textu nebo
jako samostatna dila.
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Dostavame tak kvadratickou rovnici
v2 v —4729494 - 4657212 = 0,

pro jejiz kofeny plati zndmy vzorec

1++/1+4-4729494 - 46572 ]2
2 b

V12 =

kde v musi byt pfirozené ¢islo. Abychom tuto podminku splnili, musi byt Citatel
tohoto zlomku sudé ¢islo, odmocnina diskriminantu v D tedy musi byt ¢islo
prirozené a liché. Hledame tedy p € N takové, ze

D=1+4-4729494-4657% 1% = p*.

Vypocet diskriminantu vSak neni viibec trivialni, nebot vede na feseni Pellovy
rovnice, které se zpravidla provadi pomoci fetézovych zlomku. Pro prehlednost
oznac¢me m = 2 - 46571, a tedy zfejmé m € N, ¢imz prejde zminéné Pellova
rovnice na tvar

p? —4729494m? =1,

kde p hledame v oboru pfirozenych ¢isel.

Z vypoctu je vidét, ze ackoliv na prvni pohled pusobi zadani Archimédovy
ulohy jednoduse, jeji feseni je dosti obtizné. Jako prvni provedl odhad feseni,
které vyhovuje i dodate¢nym podminkdm, matematik A. Amthor (viz druhou
¢ast ¢lanku [KrA] z roku 1880), ktery vypocetl, Ze celkovy pocet kustt dobytka
zacéind Cislicemi 7766 a sklada se z 206 545 cifer. Platné jsou vSak pouze prvni
tTi ¢islice.

Na jeho vypocet navazala skupina matematikti s nazvem Hillsboro Mathe-
matical Club z Illinois, kteri spocitali prvnich 31 ¢islic a poslednich 12 éislic
z celkového poctu dobytka:

7760271406 486 818 269 530232833 209 . .. 719 455 081 800.

Vysledek jejich ¢tyfleté prace publikoval A. H. Bell ve svém ¢lanku [Bel|. Sprav-
nych je v8ak pouze prvnich 29 cifer, nebof misto podtrzenych &islic 09 mé
byt 13.

S nastupem pocitact prichazi v roce 1965 prvni iplné feseni problému. Prvni
vypocet pomoci pocitace byl proveden matematiky z Univerzity ve Waterloo
a uverejnén H. C. Williamsem, R. A. Germanem a C. R. Zarnkem v ¢lanku
[WGZ]. Autofi ¢lanku uvadéji, ze vypocet trval 7 hodin a 49 minut a byl
vytistén na 42 arsich papiru. Pro predstavu si uvedeme prvnich a poslednich
padesat dislic:

7760271406 486 818 269 530 232 833 213 886 664 232 3224059233 .. ..
...05994 630144 292 500 354 883 118 973 723 406 626 719 455 081 800.
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V roce 1981 dokazal spravnost vysledku Harry L. Nelson ve svém ¢lanku [Nell],
ale také ve své zpravé [Nel2]. Diky dokonalejsimu pfistroji bylo feSeni tlohy
nalezeno uz po 10 minutach.

Dnes miizeme k vypoétu feseni tlohy vyuzit matematické programy? po-
dobné, jako je vyuzivd napiiklad matematik I. Vardi ve svém ¢lanku [Var].
V zavéru této studie uvddime kompletni zdrojovy kéd pro feseni Archimédovy
tlohy o dobytku zapsany pomoci vestavénych funkci programu Mathematica.
Spustime-li tento kéd v programu Mathematica (verze 8), dostaneme Feseni Ar-
chimédovy tlohy i s jejimi dodate¢nymi podminkami za pouhou jednu sekundu.

5 Historické poznamky

Co se tyce Archimédova autorstvi, ani v dnesni dobé nepanuje na puvod
ulohy o dobytku jednotny nazor. Od 18. stoleti se jich objevilo hned nékolik.
Jeden z nich se opird o fakt, ze starovék pripisoval tlohu pravé Archimédovi,
z ¢ehoz se v souhlasu s nadpisem pfipojenym k tloze vyvozuje, Ze je Archimédés
skutec¢né jejim ptivodcem.

I.
IIPOBAHMA,
omep APXIMHAHT é émrype peptaary ELpY
woi'g tvA'Aekavdpelz wopi Taita wpuyparspdvorcdyrery diiseitevs
& T wpég EPATOZO®ENHN 7ov KTPHNAION
ETWISOAN,
ITonSdv seniow Boaw, o Eéve, pérprooy,
Qpevtid’ émisnons, el perexes aopins,
Tidoan ap év wedicis ZixeAis weT iRéaxeTo viay
Opwaning, TeTpayh siQee ducanpivy
5. Xpounv aMdaacyTe’ T0 eV Aeuxolo ydAextos,

Zacatek ulohy o dobytku z Lessingova vydani.

Vétsina historikt a filologh se vsak domniva, ze podoba, v jaké zname tlohu
dnes, od samotného Archiméda nepochdzi. Nepovazuji totiz za prilis pravdé-
podobné, Ze by Archimédés tlohu sepsal pfimo ve versich. Pokud je tedy jejim
autorem, tak ji nejspise sepsal v proze a do versované podoby byla prebasnéna
pozdéji.

Nelze vsak vyloucit, ze Archimédés tilohu nevytvoril, ale byla podle néj poz-
dé&ji nazyvana diky své narocnosti. Archimédovy spisy totiz ziskaly uz ve sta-

2 Napiiklad Mathematica nebo Maple, zdarma je dostupnid Maxima.
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rovéku punc piislovecné obtiznosti.> Velmi zajimava zminka o této tloze se
objevuje ve scholiu k Platénové dialogu Charmidés*, kde se pise o tloze ,na-
zvané Archimédem tloha o dobytku.“ OvSem ani tyto idaje ndm definitivni
rozieSeni problému autorstvi nedavaji. Slovnim spojenim Archimédem nazvand
muze byt oznacena jak tloha, kterou Archimédés vymyslel, tak tloha, kterou
pouze pojmenoval.

V 19. stoleti se objevila hypotéza o sporu Archiméda ze Syrakuas s Apollé-
niem z Pergé. Podle ni se pry Apollénios snazil dokazat svou matematickou
pfevahu tim, Ze sledoval Archimédovu praci a precizoval jeho vypocty. Uréil
napfiklad mnohem ptesnéjsi odhad ¢isla 7, nez jaky je uveden v Archimédové
spise Meéreni kruhu. Archimédés na to reagoval tak, Ze vymyslel slovni tlohu,
ktera ve svém zadani obsahuje pouze mala ¢isla; pfi jejim TeSeni se vSak objevi
C¢isla nesrovnatelné vétsi, jez by podle Archiméda zvladl vypocitat zdatny po-
¢tar. Na zaver k tloze pripojil dovétek, se kterym si uz poradi pouze mudrec.
Zde mohla byt narazka pravé na Apollénia a jeho snahu Archiméda pfekonat.
Hypotéza, kterou jsme zde popsali, se objevila naptiklad v hesle Archimedes
Paulyho encyklopedie (viz [Paul]), které napsal F. O. Hultsch. Tuto hypotézu
v8ak neni mozno nijak ovéfit, a tak uz o ni v novém vydani [Pau2] nenajdeme
ani zminku.

W. Knorr v [Kno3| na str. 295 naopak uvazuje, ze prvni ¢ast tlohy mohl
sepsat Eratosthenés z Kyrény, ktery ji poslal v dopise Archimédovi, nebot byl
zvédav, zda Archimédés tlohu vyfesi. Archimédovi se patrné idea tlohy velmi
libila, a tak k ni pfipsal maly dovétek. Diky tomuto na prvni pohled nenapad-
nému dovétku se stalo feseni tlohy nepomérné obtiznéjsi.

Zatimco prvni ¢ast ulohy bez dodateénych podminek neni pfili§ naro¢na
a jeji vyfeSeni bylo zcela v Archimédovych moZnostech, dodatecné podminky
¢ini ilohu znac¢né obtiznou. Zejména feseni Pellovy rovnice je pocetné velmi né-
roéné a prakticky jej bylo mozno provést az s nastupem vypocetni techniky.?
Povazujeme tedy za nerealné, ze by Archimédés mohl tlohu zcela vyftesit i s do-
dateénymi podminkami. Otazkou ztstava, zda alespon znal néjakou efektivni
cestu, kterd by vedla k jejimu feSeni.

Na zaveér se zastavme jesté u piekladu Archimédovy tlohy. Udaj o sefazeni
bilych a ¢ernych bykt na zacatku predposledniho odstavce lze totiz interpre-
tovat dvojim zpisobem: bud jako sefazeni do ¢tverce (z ¢ehoZ jsme v nasem
feSeni vychézeli), nebo jako sefazeni do obdélnika. Varianta s fazenim byka do
obdélnika je podstatné jednodussi nez s fazenim do ¢tverce. Nicméné ani dalsi
¢ast textu, kterd se tyka sefazeni hnédych a strakatych bykd, neni zcela jasna.

3 Marcus Tullius Cicero pouzil v dopisech Attikovi na dvou mistech (Cic. Att. XII,4
a XIII,28) ustalené spojeni probléma Archimédeion, resp. probléma Archimédi, ve vyznamu
velmi obtizny ukol.

4 Jedn4 se o scholion k odstavci 165e; piesné tytéz véty se také nachazeji v byzantském
soupisu definic Definitiones 135,5,8 chybné pripsaném Hérénovi

5 Pokud bychom psali rychlosti t¥i &islice za sekundu, trval by nam zapis ¢isla udéavajiciho
celkovy pocet dobytka vice nez devatenact hodin. Je pochopitelné, ze vyfesit takovou tlohu
pouze s pomoci tuzky a papiru je prakticky nemozné.
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Existuji varianty pfekladu, které pracuji s trojihelnikovym c¢islem zvétSenym
o 1, napfiklad [Wer]. Do podrobného rozboru jednotlivych variant prekladi se
jiz poustét nebudeme. Ctenaie se zajmem o jednotliva Feseni miizeme odkéazat
na [KrA] nebo [Heal, kde jsou rtizné feseni naznacena.

Af uz zvolime jakoukoli variantu piekladu, stale dostdvame obrovsky pocet
kusti dobytka. I s dodatkem tedy tloha vyznivd ponckud absurdnég, nebof tak
poCetné stado je vadi rozloze ostrova Sicilie (i vidi velikosti celé zemékoule)
neumérné veliké. Jisté vSak je, Ze dodnes muzeme obdivovat jednoduchou for-
mulaci dlohy a zaroven prekvapivou obtiznost jejiho Feseni.

6 Zdrojovy kéd programu pro feSeni tlohy o dobytku v softwaru
Mathematica

(* zadani prvni &asti tlohy *)
Podminkal =
Solve [{byciBILI == (1/3 + 1/2) byciCERNI + byciHNEDI &&
byciCERNI == (1/4 + 1/5) byciSTRAKATI + byciHNEDI &&
byciSTRAKATI == (1/6 + 1/7) byciBILI + byciHNEDI &&
kravyBILE == (1/3 + 1/4) (byciCERNI + kravyCERNE) &&
kravyCERNE == (1/4 + 1/5) (byciSTRAKATI + kravySTRAKATE) &&
kravySTRAKATE == (1/5 + 1/6) (byciHNEDI + kravyHNEDE) &&
kravyHNEDE == (1/6 + 1/7) (byciBILI + kravyBILE) &&
X>0&& Y>0&& Z>0&&T >0 &
x>0& y>0& z >0 && t > 03,
{byciBILI, byciCERNI, byciSTRAKATI, byciHNEDI,
kravyBILE, kravyCERNE, kravySTRAKATE, kravyHNEDE},

Integers];
(*x vypis FfeSeni prvni &asti dlohy *)
X = Podminkaill[[1, 1, 2, 1, 1]1]
Y = Podminkaill[[1, 2, 2, 1, 1]1]
Z = Podminkall[1, 3, 2, 1, 1]]
T = Podminkall[[1, 4, 2, 1, 1]]
x = Podminkal[[1, 5, 2, 1, 1]]
y = Podminkal[[1, 6, 2, 1, 1]]
z = Podminkall[[1, 7, 2, 1, 1]1]
t = Podminkall[[1, 8, 2, 1, 1]1]

(* druha &ast tlohy - dodatelné podminky *)
(* podminka pro &tvercové &islo *)

u = Sqrt[X + Y]

n = ul[2,1]]

(* podminka pro trojihelnikové &islo *)
castDISKRIMINANTU = Sqrt[4 2 n (Z + T)];
m = castDISKRIMINANTU[[1]]
const = castDISKRIMINANTU[[2,1]]
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(* ur&eni délky periody *)

delkaperi
(x r
If [Mod[de

(x v
konvergen
pO0 = pi =
q0 = qi =
maticel

matice2 =

While [Mod
pi = mat
qi = mat
matice?2

ody = Length[ContinuedFraction[Sqrt[const]][[2]]];
ozhodovani, zda je perioda suda &i licha *)
lkaperiody,2] == 0, , delkaperiody = 2 delkaperiody];

jpocet konvergentd *)

ty = Convergents[Sqrt[const], delkaperiody];

Numerator [konvergenty [ [delkaperiodyll];

Denominator [konvergenty[[delkaperiodyl]l];

SparseArray[{{1,1} -> p0O, {1,2} -> const*qO,
{2,1} -> q0, {2,2} -> p0}];

SparseArray[{{1,1} -> p0, {2,1} -> q0}]1;

[qi,m] > O,
ice2[[1,11];
ice2[[2,11];
= maticel.matice2;]

IntegerLength[qil;

const2 =

(x v

(qi/m)~2 * n;

ypis visledku - celkového poltu dobytka p *)

p=&X+Y+Z+T+x+y+2z+t) * const2;

(* polet &islic FfeSeni p *)
IntegerLength[p]

(* prvnich a poslednich 50 &islic FeSeni p *)
Take [IntegerDigits[p], 50]

Take [Inte
(x v

P

gerDigits([p]l, -501]
ypis vSech &islic celkového poltu dobytka *)

Vystup programu:

Out[1]= 1
Out[2]= 7
Out[3]= 7
Out[4]= 4

Out[10]=
Out[11]=
Out[13]=
Out[14]=

Out [26]=
Out [27]=
3,0,2,3,
Out [28]=
8,8,3,1,
Out [29]=

0366482 Out [6]= 7206360
460514 Out [6]= 4893246
358060 Out [7]= 3515820
149387 Out [8]= 5439213
2 Sqrt[4456749]

4456749

9314

4729494

206545

{7,7,6,0,2,7,1,4,0,6,4,8,6,8,1,8,2,6,9,5,\
2,8,3,3,2,1,3,8,8,6,6,6,4,2,3,2,3,2,2,4,0,5,9,2,3,3}
{0,5,9,9,4,6,3,0,1,4,4,2,9,2,5,0,0,3,5,4,\
1,8,9,7,3,7,2,3,4,0,6,6,2,6,7,1,9,4,5,5,0,8,1,8,0,0}
7 760 271 406 486 818 269 530 232 833 213...
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