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MERENI KRUHU

JINDRICH BECVAR

Archimédiv spis Mérent kruhu® stoji na dvou dtleZitych vysledcich. Prv-
nim je exhaustivni metoda, s jejiz pomoci Archimédés dokazal vztah mezi ob-
vodem a obsahem kruhu. Druhym je velice presné vymezeni hodnoty ¢isla \/3,
které Archimédés vyuzil pfi vypoctu horniho i dolniho odhadu obvodu kruhu,
tj. vlastné konstanty oznacované dnes pismenem w. Zduraznéme, Ze tento vy-
pocet by nebyl mozny bez jeho velké teoretické i poctarské erudice.

1 Exhaustivni metoda

Autorem exhaustivni metody je podle nékolika svédectvi Eudoxos z Knidu
(asi 408 az 355), matematik a astronom, tviirce tzv. teorie proporci a teorie
homocentrickych sfér. V. Eukleidovych Zdkladech je princip exhaustivni me-
tody vyjadfen v prvni vété 10. knihy. Miloslav Valouch ji roku 1903 v ¢eském
prekladu Archimédova Mérens kruhu vyslovil takto:

Odejmeme-li néjaké veliciné polovici aneb vice neZ polovici a tuto operaci
v postacitelném poctu opakujeme, dojdeme posléze veliciny, jeZ jest mensi nez
kterdkoli velicina téhoz druhu. ([Val], str. 14)

M. Valouch jest& nemél k dispozici ¢esky preklad Eukleidovych Zdkladd [Eukl]
Frantiska Servita (1848-1923), ktery vysel roku 1907.2 Servittiv preklad prvni
véty 10. knihy Zdkladi je asi srozumitelnéjsi a presnéjsi:

Jsou-li ddny dvé veliciny nestejné, kdyz od vétsi odecteme cdst vétsi nez
polovina a od zbytku opéet vétsi neZ polovina a tak stdle budeme ciniti, zbude
néjakd velicina, jeZ bude mensi ne? dand velicina mensi. ([Eukl], str. 160)3

V moderni feéi a symbolice mizeme prvni vétu 10. knihy Zdkladd zformu-
lovat takto:

Mame-li veliciny S a e, pfiemz je ¢ < S, a odebirdme-li od veli¢iny S
postupné veli¢iny a, b, ¢, ... , pricemz

S S—a S—a—>b

a>§, b> 2 3 >T, ceey

1V geské verzi [Val], v anglické a némecké verzi [Hea], v ruské verzi [Ve], ddle viz napf.
[Hei] a [Ee].

2 Servittiv pieklad vychézel nejprve po &astech ve vyroénich zpravach éeského statniho
gymnazia na Kralovskych Vinohradech, 10. kniha byla publikovana na pokracovani v letech
1905, 1906 a 1907. Viz [BeM1].

3 Zhruba o dvé desetileti je starsi desky pieklad Josefa Smolika (1832-1915): Jsou-li ddny
dvé veliciny sobé nikoli rovné, a odejme-li se od vétsi z nich vice nezli jeji polovice, od
zbytku pak opét vice nezli jeho polovice a tak podobné ddle, zbude konecné veli¢ina mensi
oné dané druhé veli¢iny. ([Bel], str. 167) Smoliktv preklad, ktery zistal v rukopisu, nemohl
M. Valouch znat. Objeven byl az roku 2002. Viz [BeM1].
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potom je po potfebném poctu krokt
S—a—-b—c—---—k<eg,

resp. v nasem smyslu
a+b+c+---— 8.

Odejmeme-li tedy od obsahu Sk kruhu K obsah vepsaného ¢tverce, ode-
jmeme vice nez polovinu obsahu kruhu K. VepiSeme-li do ¢tyf vzniklych kruho-
vych tseéi pfirozenym zpusobem rovnoramenné trojuhelniky, odejmeme opét
vice nez polovinu obsahu téchto useci atd. Od ¢tverce tak dojdeme k pravi-
delnému osmithelniku, obdobnym zptsobem k Sestnéctithelniku atd. Pokud
tento postup dostatecné dlouho opakujeme, priblizime se obsahem pravidel-
ného 2F-tihelniku zdola jakkoli blizko k obsahu kruhu K. Uplné stejné bychom
postupovali, pokud bychom vysli od vepsaného pravidelného Sestithelniku.

Obdobnym zptsobem dojdeme od opsaného ¢tverce k opsanému osmithel-
niku atd., aZ se obsahem pravidelného 2*-tthelniku piiblizime shora jakkoli
blizko k obsahu kruhu K.*

2 Presny odhad ¢isla V3
Ve svém pojednini o méfeni kruhu vyuzil Archimédés nasledujici velmi

piesny odhad ¢isla v/3:

265 1351
s < V3 < T

¢islo v/3 tedy lezi v intervalu délky

1351 265 1
780 153 39780

Odbornici se dosud li§i v nazorech, jak Archimédés, nebo nékdo pied nim, k tak
presnému odhadu dospél. V ¢lanku Vypocty odmocnin ve starovéku uvedeném
v této knize je predloZzena rekonstrukce vypocétu tohoto odhadu. Soucasné je po-
ukézano na skutec¢nost, ze vymezeni ¢isla /3 ve dvou krocich je daleko presnéjsi
nez obdobné vymezeni &sla /2. Vipocet odhadu é&isla v/2 stejnou metodou, ale
ve tfech krocich, je jiz numericky narocnéjsi, stale vsak jesté zvladnutelny. Zis-
kany vysledek se vSak pro dalsi numerické vypocty (provadéné bez vypocetni
techniky) nehodi.

Archimédés vysel od Sestitthelnikt (vepsaného a opsaného) a po ¢tyfech déle-
nich stiedovych thl dospél k 96-tihelniktim (vepsanému a opsanému). Cislo v/3

potfeboval k vypoctu obvodu vychoziho opsaného Sestitthelniku.

Pokud by vysel od ¢tvercd, dosel by po ¢tyfech délenich stfedovych thla
jen k 64-thelniktim (vepsanému a opsanému), jejichZ obvody aproximuji obvod

41 zde uzijeme exhaustivni metodu. Od rozdilu obsahu opsaného ¢tverce a kruhu odeéteme
»vnéjsek“ opsaného osmithelnika, dale ,,vnéjsek“ opsaného Sestnactithelniku atd.
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kruhu podstatné hife nez obvody 96-uhelnikt. Navic by musel mit piesnéjsi
vymezeni &sla /2, které je zapotiebi pro vipocet obvodu vychoziho vepsaného
Ctverce.

3 Mé&feni kruhu

Archiméduv spis Méreni kruhu obsahuje pouze tii matematické véty. Do-
mnivame se, patrné opravnéné, ze se dochovalo jen torzo ptivodniho dila, snad
néjaky struény vypis, ktery byl déle piepisovan a §ifen.’

V nasledujicim textu uvedeme tyto tfi véty ve Valouchové ¢eském prekladu
a pfipojime jejich Heathovu anglickou verzi. DokaZeme je v duchu Archimédova
Meérent kruhu souCasnym jazykem a symbolikou a pfipojime stru¢ny komentar.
Vyraznéjsi odlisnosti od Archimédova postupu patfi¢né zduraznime.

Véta 1. Kazdy kruh rovnd se pravouhlému trojihelniku, je-li polomér roven
jednomu rameni pravého tihlu, obvod pak podstave. ([Val], str. 13)

Dnes bychom tvrzeni této Archimédovy véty zformulovali takto:

Obsah kruhu je roven obsahu pravouhlého trojuhelniku, jehoZ odvésnami jsou
polomeér a obvod tohoto kruhu.

1.

A vyjadfili bychom je vzorcem S = 35 -7 -o.

Archimédés dokézal tvrzeni Véty 1 exhaustivni metodou. Jeho dikaz nyni uve-
deme.

Diikaz: Uvazujme kruh K o poloméru r a obvodu o a pravouhly trojuhel-
nik T, jehoz odvésny maji délky r a o.

Predpokladejme nejprve, ze je obsah Sk kruhu K vétsi nez obsah St troj-
thelniku 7. Potom existuje pravidelny n-uhelnik NV, ktery je do kruhu K vepsan
a ma vetsi obsah nez trojthelnik 7

Sk > Sy > St.

Obsah n-thelniku N je vSak roven sou¢tu obsaht n rovnoramennych trojihel-
nik1, jejichz vysky jsou mensi nez r a soucet délek vsech jejich zakladen je
mensi nez o. Proto je Sy < S, a to je spor.

Predpokladejme nyni, ze je obsah Sk kruhu K mensi nez obsah St troj-
thelniku T'. Potom existuje pravidelny n-tthelnik N, ktery je kruhu K opsan
a ma mensi obsah nez trojuhelnik 7"

Sk < Sy < St.

5 Podrobnéji o Archimédovych dilech viz &lanek M. Bedvatové uvefejnény v této publikaci.

6 V anglické verzi: The area of any circle is equal to a right-angled triangle in which one
of the sides about the right angle is equal to the radius, and the other to the circumference,
of the circle. ([Hea], str. 91)
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Obsah n-tihelniku N je vsak roven souctu obsahti n rovnoramennych trojahel-
nikd, jejichz vysky jsou rovny r a soucet délek vsech jejich zakladen je vétsi
nez o. Proto je Sy > S, a to je spor. (]

Archimédés tak exaktné ukézal, patrné jako prvni matematik vibec, jaky
je vztah obvodu a obsahu kruhu. Pfipomeiime, Ze éislo 77 je definovano jako
pomér obvodu a primeéru kruhu, tj.

J— ’ .
=5

odtud vyplyva vzorec pro vypocet obvodu kruhu:
0 = 27r.

Zndmy vzorec pro vypocet obsahu kruhu je tedy dusledkem Archimédovy
Véty 1.
1 1 9
S=§-T-0:§-r-2ﬂ'r:7rr .
Konstanta 7, kterou jsme definovali pomoci obvodu a priméru kruhu, figuruje

tedy i ve vzorci pro obsah kruhu.

Véta 2. Kruh jest ke ctverci priméru v poméru jako 11 ke 14.8 ([Val],
str. 15)

Dnes bychom tvrzeni druhé Archimédovy véty zformulovali takto:

Obsah kruhu je priblizné roven jedendcti ¢trndctindm obsahu ctverce jehoZ
stranou je prumer kruhu.

Véta 2 vyuziva vysledek nasledujici Véty 3, ktera iika, ze obvod kruhu o po-
loméru r je pfiblizné roven 2—72 - 2r. Snad byla Véta 2 puvodné zafazena jako
dusledek Véty 3 a pri néjakém prepisu Archimédova dila, pfipadné pfi pofizeni

vypisu, bylo poradi téchto vét obraceno.

Dikaz. Podle Véty 1 a nasledujici Véty 3 je obsah Sk kruhu K priblizné
roven obsahu pravoihlého trojihelniku s odvésnami délek r a 2—72 - 2r. Nyni je

1 22 11
=—.r-=.2r=—.(2r)2% O
S 5 r > r ¥ (2r)

Véta 3. Obvod kazdého kruhu rovnd se trojndsobnému prumeéru a jesté pre-
sahuje o0 néco meéne nez sedminu prumeéru, ale o vice nez deset jedenasedm-
desdtin.® ([Val], str. 15)

7 V antice tato konstanta neméla samostatné oznaleni, vidy se pracovalo se slovnim
vyjadfenim poméru obvodu kruhu k primeéru. Oznaceni pomoci malého feckého pismene m
(zkratka Feckého slova perimetros — obvod) pouzil poprvé velssky matematik William Jones
(1675-1749) v roce 1706. Definitivné se vSak 7 v matematice usadilo diky tomu, Ze je zacal
pouzivat Leonhard Euler (1707-1783).

8 V anglické verzi: The area of a circle is to the square on its diameter as 11 to 14. ([Hea],
str. 93)

9 V anglické verzi: The ratio of the circumference of any circle to its diameter is less
than 3% but greater than 3%. ([Hea], str. 93)
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Dnes bychom tvrzeni Véty 3 zformulovali takto:

Pro obvod o kruhu, ktery md polomeér r, plati

1 1
37—(1)'27" < o0 < 3?-27“.

V dtkazu této véty Archimédés vypocital horni a dolni odhad obvodu o kruhu
presnéji:
6336 14688

= <0 < oo
2017 3 4673 5
Horni mez potom zaokrouhlil nahoru a dolni doli:
1 14 1
3—0~27’< 63361~2r<0< 6881~2r<37~2r.
71 2017 5 4673 5 7

Prevedeme-li tyto zlomky na desetinnd ¢isla, bude pfesnost Archimédovych
vysledkl zjevnéjsi:
3,140845...-2r < 3,140909...-2r < o < 3,142826...-2r < 3,142857...-2r.
Archiméduv vysledek muzeme interpretovat jako odhad ¢isla = 3,141592 ...,
ktery je pfesny na dvé desetinné ¢isla:

3,140909... < w™ < 3,142826...

Archimédés nejprve vypocetl obvod vepsaného pravidelného Sestitthelniku
a obvod opsaného pravidelného Sestitthelniku, rozptlenim stfedovych thla zis-
kal pravidelné dvanéactitthelniky, vypocetl jejich obvody, a tak postupoval az
k 96-thelnikiim. Obvod kruhu pak odhadl shora obvodem opsaného pravidel-
ného 96-thelniku a zdola obvodem vepsaného pravidelného 96-thelniku.

Ptedchozi dva Archimédovy dilkazy jsme modifikovali jen nepodstatné —
pouze jsme je prevedli do soucasné feci a symboliky. Tteti dikaz vsak prepra-
cujeme podstatné vyraznéji, vyuzijeme totiz algebraickou symboliku, kterou
Archimédés k disposici nemél.

Diikaz. Uvazujme pro jednoduchost jednotkovou kruznici, které byl opsan
pravidelny n-thelnik a rozpulenim jeho ,stfedovych“ uhlt vznikl pravidelny
2n-thelnik.

Obr. 1
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Na obr. 1 je |ST| =1, BT je polovina strany opsaného n-tthelniku a AT je
polovina strany opsaného 2n-tthelniku (tedy |<T'SA| = |<ASB|), jejich délky
oznaéme t,, a ton, tj. |BT| =t, a |AT| = ta,. Necht je pfimka BR rovnobézna
s pfimkou AS. Je tedy |<ASB| = |<SBR| = |<SRB]|, a proto SB = SR.
Trojuhelnik AATS je podobny trojahelniku ABTR (véta wuu), proto je

AT BT BT BT
TS TR TS+SR TS+ SB

a po dosazeni je
ln
toy = ——— 1
S Yy @
Nyni je tfeba si uvédomit, ze tg = % Podle vztahu (1) vypoc¢teme t12, potom

to4, potom t4g a nakonec tgg. Vypocetli jsme tedy obvod opsaného 96-tithelniku:
96 - 2tgg = 192 - tgg.

Uvazujme opét jednotkovou kruznici, do niz byl vepsan pravidelny n-thelnik
a rozpulenim jeho ,stfedovych“ thla vznikl pravidelny 2n-thelnik.

B

Obr. 2

Na obr. 2 je |[SA| = 1, AB je strana vepsaného n-uhelniku, AC' a BC
strany vepsaného 2n-tthelniku. Jejich délky oznacme s, a saon, tj. |AB| = s,
a |AC| = |BC| = sa,,. Pomoci elementarnich geometrickych poznatki zjistime,
ze trojuhelniky AADC a AEAC jsou podobné (véta uuu) a rovnéz trojihelniky
ACDB a ACBE jsou podobné (véta uuu).'® Z téchto podobnosti vyplyvaji
vztahy

AD FEA BD FEB FEB
CD CA’ CD CB CA
Odtud
AD+BD FEA+FEB AB
cp  CA  CA

10 Unhly «ADC, <CDB, <BAC, <CAB jsou obvodové tihly ke stejné dlouhému oblouku,
maji tedy stejnou velikost.
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po dosazeni je

a po malé upravé
Sn
Sop = ——. (2)
\/24+ /44— 52
Nyni je tfeba si uvédomit, ze s¢ = 1; podle pfedchoziho vztahu (2) tedy vy-
pocteme s13, potom S24, potom s4g a nakonec sgg. Vypocetli jsme tedy obvod
vepsaného 96-tthelniku: 96 - sgg.

Pro obvod o kruhu tedy plati: 96-sgg < 0 < 192 - tgg. O
Podle vyse uvedenych vzorci (1) a (2) 1ze vypocet pfiblizné hodnoty obvodu

kruhu (resp. éisla 7) provést i na malé kalkula¢ce. Pro n = 6,12,24,48 96
dostavame:

n=6 3,000 < 7 < 3,464
n=12 3,106 <7< 3,215
n =24 3,133 <7< 3,160
n =48 3,139 <7< 3,146
n =96 3,141 <7< 3,143

Odhadli jsme tedy ¢islo 7 s presnosti na dvé desetinna mista.

Archimédés vsak pocital s konkrétnimi ¢isly a postupoval po jednotlivych
krocich. Od obvodu opsaného (vepsaného) Sestitthelniku pfesel k obvodu opsa-
ného (vepsaného) dvanactiihelniku, a tak postupoval az k 96-tuhelnikéim. V kaz-
dém kroku navic peclivé zvazoval, zda pocita dolni nebo horni odhad, a podle
toho (v zavislosti na tom, zda p¥iéital, odéital, ndsobil ¢i délil) volil dolni nebo
horni odhad ¢isla, s nimz pravé pracoval.

4 Poznamky

Poznamky historické. Podle Héréna Alexandrijského (1. stoleti po Kr.) do-
spél Archimédés dokonce k odhadu'!

211875 197888
3141634 ..
graar o6 < < Soe

= 3,173...

Hodnoty jsou vsak ziejmé poruSeny, dolni odhad je ve skutecnosti odhadem
hornim a horni odhad je pfili§ velky. Malou dpravou jeho citatele lze ziskat
chybéjici dolni odhad, a tim i velmi pfesny odhad ¢isla :

195881 211875

62351 =3,1415885... < 7 < G741

= 3,141634...

11 Odhad se nachazi v prvni knize Hérénova spisu Metrika, odstavec 26.
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Jesté presnéjsi odhad lze ziskat tpravou Hérdnovych odhadi, kterou navrhl
francouzsky historik matematiky Paul Tannery (1843-1904):

211872 . 195 882

= 3,141601 ...

Zd4 se, ze puvodni jednoduchy Archiméduv odhad ¢isla m byl pouZivan
i pfi praktickych vypoctech. Vétsinou se jednalo pfimo o hodnotu 3%. V Sesté
knize astronomického pojednéni Almagest, které sepsal v poloviné 2. stoleti
po Kr. alexandrijsky astronom, geograf a matematik Klaudios Ptolemaios, se
pouZiva pii vypoctech tykajicich se zatméni Slunce a Mésice velmi piesnéa hod-
nota 7, kterd je zaokrouhlena tak, aby byla snadno pouzitelnd pii vypoctech
v Sedesatkové soustave:

8 30
= — + — =3,141
m™=3+ 0 + 502 3, 666

Sam Ptolemaios o ni piSe, ze lezi nejblize mezi 3% a 3%.

Archimédiv vypocet poméru obvodu a priméru kruhu inspiroval fadu ma-
tematikii. Byl to napiiklad Leonardo Pisansky'? (Fibonacci, asi 1170 az 1250),
ktery Archiméduv vypocet zopakoval ve svém dile De practica geometrie z roku
1223. Dospél k vymezeni hodnoty c¢isla 7 nerovnostmi

1440 1440

4
— < 7T < — a k priblizné hodnoté 864 = 3,141818...
45835 458% 275

Citujme prislusnou pasaz:

. erit proportio circulj ad suum dyametrum, sicut 1440 ad %458, cum sint
in medio inter %458 et %458. Sed proportio de 1440 ad %458 est sicut triplum
unius numerorum ad triplum alterius, hoc est sicut 4320 ad 1375; quorum
proportio in minimis numeris est sicut 864 ad 275: sed proportio de 864 ad

275, minus 1, est sicut +3 ad 1 ... ([LP], str. 91.)3

7 mnoha vice ¢i méné uspésnych pokust o vypocet Cisla m pripomernime
jesté dva. Persky matematik a astronom al-Kasht (14. az 15. stol.), ktery pi-
sobil v Samarkandu, vypocetl roku 1429 hodnotu ¢isla m na 16 desetinnych
mist a holandsky matematik Ludolf van Ceulen (1540-1610) vypocital v roce
1596 ¢islo 7 podle Archimédova vzoru na 20 desetinnych mist (doSel pfitom
k 15 - 237-tthelniku) a roku 1603 na 32 desetinnych mist. P¥i svych vypoctech
dospél az k 252-Ghelniku.'*

12 O zivoté a dile Leonarda Pisanského viz napi. [BeJ2].

13 ... bude pomér kruznice ke svému pritméru jako 1440 k 458, coz je mezi 4583 a 4581,
Ale pomér 1440 k 458% je jako trojnasobek jednoho ¢isla k trojnasobku druhého, to je jako
4320 k 1 375; jejich pomér v nejmensich ¢islech je jako 864 k 275: ale pomér [¢isla] 864 k [¢isluy]
275 zmensenému o % je jako 3% k1l...

14 O historii a vypoctech &isla 7 viz naptiklad ¢lanek [VeJ]. Podrobnéji viz [B], [BBB],
[EL], [Phi], [Sche].
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Poznamka metodicka. Archiméduv vypocet ¢isla m pomoci aproximace ob-
vodu kruhu obvody pravidelnych n-thelnikt (opsangch i vepsanych) mtZeme
(v modernizované podobé) vyuzit i na stfedni skole v matematickém seminéii,
resp. pii zadani projektu. Zopakuje se pritom fada poznatkt zékladni a stfedni
skoly: Thalétova véta, Pythagorova véta, obvodovy tthel, podobné trojihelniky,
rovnost vhodnych dvojic thld, tprava algebraického vyrazu, prace s odmocni-
nami atd. Archimédav postup miZe byt proveden na pocitaci, podnétné muize
byt programovani jednotlivych vypoctu. Lze rovnéZz modifikovat Archimédav
postup a zacit s opsanym a vepsanym ¢tvercem; oba postupy a vysledky lze pak
porovnat. Je mozno se dokonce vydat presné po stopach Archiméda a pocitat
v jeho duchu horni i spodni odhady.
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