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6.3 CESKY PRISPEVEK KE GEOMETRICKE

PRAVDEPODOBNOSTI

6.3.1 Emanuel Czuber

Prvni monografii vénovanou teorii geometrické pravdépodobnosti vydal v roce
1884 ¢esky rodék Emanuel Czuber (1851-1925), ktery v té dobé pusobil jako
stfedoskolsky profesor v Praze (viz ¢ast 7.1). Prvni éast jeho knihy Geometri-
sche Wahrscheinlichkeiten und Mittelwerte [C23] obsahuje podrobny vyklad
vysledkt, jichz dosahli francouzsti a brit$ti matematikové, doplnény historic-
kymi pozndmkami a mnoha priklady, ale také nové vysledky a zobecnéni. Na-
pfiklad Crofton v ¢lanku [62] odvodil kliGova tvrzeni tykajici se mnozin bodu
a pfimek v roviné€ a stru¢né nastinil zobecnéni do prostoru; Czuber zde pak
toto zobecnéni systematicky provedl.

I kdyz jednotlivé vysledky odvodil pro dvé nebo t¥i dimenze, v tivodni ka-
pitole podal definici geometrické pravdépodobnosti jako podilu obsaht v R™:

_ fffK/d.Tldl'den
b= [ [y dordas .. day,’

(6.22)

kde K/ C K C R". V navaznosti na diskusi v ¢asopise Educational Times,
0 niz se na jiném misté monografie také zminuje, Czuber pfipomina, Ze je casto
mozné nalézt ruzna feseni téhoz problému tykajictho se geometrické pravde-
podobnosti, a poukazuje na to, Ze rozdilnost prameni z odliSnych pristupi
k ndhodnému vybéru. Tak také predjimal Bertrandovy paradoxy. Druha c¢ést
monografie potom piinasi originalni vyklad o stfednich hodnotach geometric-
kych proménnych, zalozeny na teorii geometrické pravdépodobnosti.

Budeme-li v knize hledat praktické aplikace, nalezneme jen jednu explicitni
poznamku tykajici se experimentalni rektifikace uzaviené konvexni kfivky v ro-
viné. Po diikazu Croftonovy formule (6.18) Czuber pfipomind jiny vysledek
obsazeny v [62], podle néhoz pravdépodobnost, Ze piimka zasahujici uzavienou
konvexni kiivku .Z délky L zasdhne také uzavienou konvexni kiivku £ délky [,
lezici uvnit¥ £, je p = l/L. Potom poznamenavé, ze na tomto vysledku je
mozné zalozit experimentalni odhad délky uzaviené konvexni kfivky:

Krivka, kterd md byt rektifikovdna, se obklopi jinou uzavienou konvexni
krivkou (kruZnici, mnohothelnikem) zndmé délky L, v roviné obou kiivek se
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narysuje velky pocet s libovolnych primek protinajicich krivku L a spocitaji se
ty, které protinaji také kvivku nezndmé délky l; oznacme jejich pocet m. Cim
vetsi je s, tim presnéji plati rovnice m/s = l/L, kterd implikuje | = Lm/s.

([C23], str. 116)

Z dnesniho pohledu je Skoda, ze Czuber explicitné neuvadi i podobnou
poznamku tykajici se odhadu plosného obsahu. Ten vsak ihned plyne z véty,
podle niz je mira vsech primek zasahujicich uzavienou konvexni plochu .%
pfimo tmérna s konstantou tmérnosti 7/2 plo$nému obsahu S této plochy.
Pfesnéji feceno, v souladu s Croftonovym struénym nastinem Czuber v knize
[C23] dokazal:

™ ™ . T
/0 /0 A(g,0)singdedd = 2 - S, (6.23)

kde A(¢,0) je obsah projekce plochy . do roviny, jejiz normalovy vektor je
dén souradnicemi (¢, 6) v pevné sférické soustavé souradnic (viz obr. 6.11).

n

<Y

x OBR. 6.11 ILUSTRACE K ROVNICI (6.23)

Dalsi originalni vysledky tykajici se geometrickych stfednich hodnot v troj-
rozmérném prostoru jsou obsazeny v c¢lanku Zur Theorie der geometrischen
Wahrscheinlichkeiten [C24], otisténém rovnéz v roce 1884. Jako ptiklad zde
uvedme vzorec V = (1/4) - SC, kde C je stiedni délka tétivy konvexni oblasti
o objemu V, ohranic¢ené uzavienou konvexni plochou .¥ o obsahu S.

Czuber se ke geometrické pravdépodobnosti vratil také v pozdéjsich publi-
kacich, naptiklad v rozsadhlém pojednani Die Entwicklung der Wahrscheinlich-
keitstheorie und ihrer Anwendungen [C34], vénovaném historii teorie pravdépo-
dobnosti a jejich aplikaci, nebo v knize Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre
Anwendungen auf Fehlerausgleichung, Statistik und Lebensversicherung [C37],
obsahujici vyklad teorie pravdépodobnosti a jejich aplikaci v oblasti zivotniho
pojisténi; poznamenejme, ze v druhém vydani z roku 1908 je kapitola tykajici se
geometrické pravdépodobnosti obohacena o diskusi teorie mnozin a jejiho vyu-
ziti v teorii pravdépodobnosti, ¢imz se systematicky zabyval Rudolph Limmel
(1879-1962) v doktorské disertaci [205]. V uvedeném vydéani [C44] se Czuber
také vraci k tzv. Bertrandovu paradoxu o tétive.
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Bertranduv paradox

Pfipomertime, %e v uvodu ke knize Calcul des probabilités [36] zformulo-
val Joseph Bertrand (1822-1900)2% nékolik paradoxt tykajicich se ndhodnych
vybért z nekonecénych populaci, jimiz varoval pfed neopatrnym zachazenim
s nekonecnem a s principem indiference. Asi nejznaméjsi z nich se tyka tii riz-
nych zptsobt vybéru tétiv v kruhu, které vedou ke tfem rtznym odpovédim
na otazku, jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrana tétiva v kruhu bude
delsi neZ strana a vepsaného rovnostranného trojthelniku:2”

V prvnim piipadé je jeden z koncovych bodi tétivy (bod B na obr. 6.12
vlevo) povazovéan za zndmy (ze symetrie plyne, Ze tato znalost by neméla zmé-
nit vysledek) a ndhodné je zvolen smér tétivy, uréeny thlem o od tedny ve
zvoleném koncovém bodé B; tétiva je delsi nez a pro a € (7/3,2m/3), poza-
dovand pravdépodobnost je proto Py = 1/3 (uvédomme si, Ze stejny vysledek
bychom ziskali i v pfipad€, ze by se volily nezavisle na sobé koncové body
s rovnomérnym rozdélenim na obvodu kruhu). V druhém pfipadé je za znamy
povazovan smér tétivy a ndhodné se voli jeji vzdalenost od stfedu kruhu (viz
obr. 6.12 uprostted); tétiva je delsi nez a, je-li uvedend vzdalenost mensi nez
polovina poloméru kruhu r, coz ddvd P, = 1/2. Kone¢né v tfetim piipadé
je ndhodné zvolen stfed tétivy; ta je delsi nez a pravé tehdy, kdyz jeji stied
lezi uvnitt soustfedného kruhu o poloméru r/2 (viz obr. 6.12 vpravo). Hledana
pravdépodobnost je nyni rovna podilu obsaht kruht, tj. P =1/4.

A

OBR. 6.12 BERTRANDUV PARADOX: RUZNE ZPUSOBY VOLBY TETIVY

Bertrand uzavira: Kterd z téchto ti' odpovéds je ta sprdvnd? Zddnd z nich
neni nespravnd, Zddnd neni spravnd, otdzka je Spatné poloZend.

V ¢4sti 6.2.3 byl zminén podobny problém, zformulovany v ¢lanku [125] H. God-
fraye, a odpovédi W. S. B. Woolhouse a W. M. Croftona. Bertrandovy otazky pak
vyvolaly dalsi diskusi o zakladech teorie geometrické pravdépodobnosti. Henri
Poincaré (1854-1912) se timto tématem zabyval v knize [280]; zavedl pojem
hustoty pravdépodobnosti, odvodil jeji tvar pro prvni dva pfipady uvazované
Bertrandem a prohlésil, Ze problém plyne ze skuteénosti, Zze se tyto hustoty lisi.

26J. Bertrand studoval na Ecole polytechnique a Ecole des mines. Potom vyuéoval na riiznych
gkolach, nejdéle na Ecole polytechnique (1844-1895; od roku 1856 jako profesor analyzy) a na
College de France (1848-1900; od roku 1862 jako profesor fyziky). V roce 1856 se stal ¢lenem pa-
Fizské akademie véd, v roce 1884 byl zvolen do Francouzské akademie. Podrobnéji viz [185] a [334].

27Bertrand se ptal na pravdépodobnost, Ze tétiva bude krat$i nez strana a, v FeSeni viak
jiz hovoril o pfipadech, kdy je tétiva delsi.
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V souladu se svym konvencionalismem uzaviel, Ze obecné nezndme povahu hus-
toty pravdépodobnosti, kterd muze byt libovolna, a musime ji stanovit na za-
¢atku nasich tvah néjakou smysluplnou konvenci. V dalsi ¢asti se Poincaré
zabyva zobecnénou ulohou o jehle; fika, ze pravdépodobnost, ze dany rovinny
obrazec % spliiuje uré¢ité podminky tykajici se jeho pozice, je pfimo tmérna
integralu [ [ [ dedydw, kde (z,y) jsou kartézské souradnice pevného bodu M
obrazce # a w je uhel, ktery svird osa x s pfimkou prochézejici bodem M
a pevné spojenou s .%, protoze — jak ukazuje — tento integral je nezavisly na
rotaci a translaci. Pfijme-li se tato nezavislost jako konvence a ndhodna tétiva se
bude povazovat za ¢ast jedné z ekvidistantnich rovnobéznych pfimek vedenych ve
vzdalenostech d < 2r, na které je dany kruh o poloméru r ,vrzen“, pak bude
tétiva delsi nez strana vepsaného rovnostranného trojihelniku, jestlize pifimka,
na niz lezi, zasdhne také soustiedny kruh o poloméru r/2; protoze pravdépodob-
nost tohoto jevu je rovna poméru obvodi téchto dvou kruhti, obdrzime P, = 1/2.

Czuber ve zminéném druhém vydani knihy [C37] uvedl dalsi t¥i moznosti:
na obvodu kruhu je déan koncovy bod tétivy a pak je zvolen dalsi bod uvniti kruhu;
nezavisle jsou zvoleny dva koncové body tétivy, a to s rovnomérnym rozdé-
lenim na obvodu kruhu (zde se snadno ukéze, Ze tento piistup je ekvivalentni
s prvni moznosti, kde P; = 1/3); nezavisle jsou zvoleny dva body uvniti kruhu.
Pro jednotlivé ptripady Czuber vypocital odpovidajici pravdépodobnosti a po-
ukazal na to, zZe pouze druha z Bertrandovych alternativ, ktera vede k hodnoté
P, = 1/2, odpovida pojmu ndhodné zvolené piimky v roviné tak, jak jej zavedl
W. M. Crofton. Povazujeme-li tedy ndhodné zvolenou tétivu za ¢ast nahodné
zvolené piimky protinajici dany kruh, obdrzime pravdépodobnost P, = 1/2. Jiz
jsme vidéli, Ze toto feseni rovnéz spliiuje pozadavek pohybové invariance, ktery
je nyni v teorii geometrické pravdépodobnosti vSeobecné pfijiméan. Prece jen
vSak nezodpovida vSechny filosofické otézky, které jsou v pozadi. Napiiklad
Louis Marinoff v €ldnku [230] ukazuje, Ze Bertrandova feSeni jsou ve skutec-
nosti odpovédmi na t¥i rizné otazky: ndhodnd tétiva je generovdna bud pro-
cesem na obvodu kruhu, vnéjsi procedurou, anebo procedurou uvniti kruhu
tento rozdil, a demonstruje, ze jasné zformulované variace vedou k riiznym, ale
teoreticky a empiricky konzistentnim fesenim. Podrobnéji viz naptiklad [334],
[335], [279] a didakticky zaméfenou studii [46].

Dodejme, ze pozadavek pohybové invariance nezavisle zformuloval rovnéz
Elie Cartan (1869-1951) v ¢lanku [51], vénovaném vyhradné teorii integralt
(o geometrické pravdépodobnosti a jejich pfedstavitelich se nikde nezmiiuje).
Cartan studoval vicendsobné integraly pies systémy pfimek v roviné a systémy
pfimek a rovin v prostoru. O mirach, které pro takovéto systémy zavedl, pfitom
dokazal, Ze jsou nezavislé na translaci a rotaci; tyto miry se zaroven shoduji
s mirami zavedenymi Croftonem a Czuberem. Cartan také odvodil vztah (6.18)
a dalsi vzorce integralni geometrie. V ramci geometrické pravdépodobnosti se
timto tématem zabyval Georg Pdlya (1887-1985) v ¢lanku [288], kde ukazal
(bez odkazu na Cartana ¢i Poincarého), Ze miry mnozin p¥imek a rovin, na
nichz Crofton a Czuber zalozili teorii geometrické pravdépodobnosti, jsou jediné
legitimni — a diavodem byla opét pohybovéa invariance.
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6.3.2 Bohuslav Hostinsky

Na pocatku 20. stoleti predstavil zajimavé prispévky k teorii geometrické
pravdépodobnosti Bohuslav Hostinsky (1884-1951).28 V ¢lanku Nové resend
tlohy o jehle [144] a v jeho francouzské verzi [145] kritizoval tradi¢ni FeSeni uve-
dené Buffonovy ulohy kviili tomu, Ze je zaloZeno na nerealistickém predpokladu,
7e rovnobézky jsou narysovany na neomezené desce a ze pravdépodobnost, ze
stfed jehly zasdhne oblast o ur¢itém obsahu, je pfimo tmérna tomuto obsahu
a nezavisi na poloze oblasti. Hostinsky zdidraznil, ze zadny realny experiment
nemiize takové predpoklady splnovat, a nahradil je mnohem realisti¢téjSimi.
Predpokladal, ze rovnobézky jsou narysovany na ¢tvercové desce a pii pokusu
se pozaduje, aby jehla dopadla na tuto desku. Nyni je pravdépodobnost, ze
stied jehly zasdhne ¢tverec daného obsahu pobliZ okraje stolu, mensi nez prav-
dépodobnost, Ze zasdhne stejné velky ¢tverec pobliz stfedu.

Pii feSeni tohoto problému Hostinsky zobecnil metodu libovolnych funkci, kte-
rou predstavil H. Poincaré v praci [280].2° Ptedpokladal, Ze pravdépodob-
nost, ze stfed jehly dopadne do oblasti M uvniti ¢tverce C' (stolu), je pfimo
umérna integralu [ [ p(z,y)dzdy, kde p(z,y) je libovolna funkce se spojitymi
parcidlnimi derivacemi v C' s tou vlastnosti, Ze pro néjakou konstantu K plati:
@ (2, y)| < K, |¢, (2, y)| < K.V limitnim piipadé, kde pocet rovnobézek roste
do nekonecna, pak Hostinského feSeni odpovida ptivodnimu Buffonovu vysledku.

Hostinsky diskutoval o francouzské verzi ¢lanku [145] v korespondenci s Mauri-
cem Fréchetem, coz mohlo podnitit Fréchettiv zdjem o teorii pravdépodobnosti
(viz [138]). Fréchet doplnil Hostinského myslenky v pojednani [113] a v kni-
ze [114]. V roce 1925 Hostinsky publikoval francouzskou knizku Sur les proba-
bilités géométriques [146], v niz rozsifil pFispévky Croftona a Czubera ([62],
[C23], [C24]) na plochy v prostoru. Kromé dalsich vysledkt zde Hostinsky dokazal
analogii v{Se zminéné Crofton-Hostinského formule (6.20), coZ je patrné divo-
dem, pro¢ je jeho jméno v této souvislosti pfipojovano ke jménu Croftonovu.
Pro danou uzavienou konvexni plochu .% o obsahu S a objemu vnitini oblasti V'
Hostinsky dokézal, Ze stfedni hodnota ¢tvrtych mocnin délky tétivy C je

2
-2V (6.24)
T S

V nésledujicim roce Hostinsky vydal Geometrické pravdépodobnosti [147],
prvni a na dlouho jedinou ¢eskou knihu vénovanou této teorii. Postupoval zde
od mnozin bodd pfes mnoziny piimek v roviné az po mnoziny piimek a ro-
vin v prostoru a studoval jejich interakce s riznymi kfivkami a plochami.

28B. Hostinsky studoval matematiku a fyziku na filosofické fakulté prazské univerzity, kde
v roce 1907 ziskal doktorat filosofie. Potom piusobil jako suplujici uéitel na gymnaziu v Novém
Bydzové, Roudnici a Praze (v Kfemencové ulici), v roce 1910 se stal profesorem na redlce
v prazskych VrSovicich. Ve skolnim roce 1908/09 studoval na univerzité v Pafizi, v roce 1912
byl jmenovan soukromym docentem pro vys$si matematiku na prazské univerzité. O osm let
pozdéji se stal fadnym profesorem na Prirodovédecké fakulté Masarykovy univerzity v Brné,
kde zavedl a 31 let ¥idil Ustav teoretické fyziky. Hostinsky byl ¢lenem fady ucenych spole¢nosti
v Cechéch i ve Francii — napi. CAVU, KCSN, JCMF, Société mathématique de France, Société
frangaise de physique, Assotiation francaise pour ’avancement des sciences.

29Hostinsky odkazoval na druhé a podstatné upravené vydani z roku 1912.
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Miry pfislusnych mnozin pfitom zavedl explicitné na zakladé pojmu invari-
ance vzhledem k translaci a rotaci. Hostinsky se rovnéz zastavil u Bertrandova
paradoxu; tvrdil, Ze rozumny vypocet pravdépodobnosti muze byt uskutecnén
jen ve vztahu k experimentalnim podminkam, za nichz se volba nahodné té-
tivy provadi. Upozoriiuje na to, ze kazdd moznost ma své opodstatnéni a kazda
z nich odpovida jinému experimentu. V prvnim pfipadé€ uvazuje pevnou piimku
AB a predstavuje si, Ze se kotou¢ roztoc¢i kolem bodu B. V druhém ptipadé uva-
zuje vrh kotouce na rovinu s ekvidistantnimi rovnobézkami a ve t¥etim uvazuje
seminko, které je vrzeno na dany kruh — kam padne, tam bude stied tétivy.

A~

S
A\/ A

OBR. 6.13 BERTRANDUV PARADOX: EXPERIMENTY B. HOSTINSKEHO

Josef Bata

O rok pozdé&ji jeden z Hostinského studentti, Josef Bafa (1894-1929),30
publikoval dnes téméF nezndmou knizku [14], kde nastinil historii Bertrandova
paradoxu o t&tivé véetné prispévki Poincarého a Czubera, odvodil hustotu
pravdépodobnosti pro vsech Sest moznosti a potom podal zpravu o pokusech,
které uskutecnil na zdkladé Hostinského navrhu.

V jednom pokusu pouzival pét prusvitnych diska se zakreslenymi soustied-
nymi kruznicemi k, k' a k" o priméru 60, 30 a 15 mm, které opakované (celkem
10 000 kréat) hazel na velky list papiru se dvéma navzdjem kolmymi systémy
ekvidistantnich rovnobézek ve vzdalenostech 60 mm (k vzdy zasdhne nékterou
z piimek). Pro kazdy kruh pak Bafa zaznamenal pocet prusecikii s nékterou
rovnobézkou urc¢itého sméru a také pocet miizovych bodi, které kruh prekryl.
Odhad pravdépodobnosti P, ziskal jako pomér poctu primek zasahujicich &’
(resp. k") ku poctu primek zasahujicich k (resp. k'), ktery mu vysel [P2] = 0, 502
(resp. [P] = 0,4985). Podil po¢tu m¥izovych bodu, které padly do &’ (resp. k"),
ku poétu téch, které padly do k (resp. k'), udédva odhad [P;] = 0,2426 (resp.
[P;] = 0,2502). Odhad pravdépodobnosti P; pak Bata ziskal tak, Ze nakres-
lil na list papiru dvé soustiedné kruznice k, k' a do jednoho bodu kruznice
k pripevnil pfipinackem stied transparentniho kruhového disku, obsahujiciho
kruZnici k s narysovanym primérem. Disk rozto¢il a (po nékolika technickych
vylepSenich) nalezl pomér poctu pfipad, kdy pramér zasahl k', ku poétu vech
zésaht k; tak obdrzel odhad [P1] = 0, 3347.

30 Josef Bata se narodil 21. 9. 1894 ve Skuti¢ku, v roce 1913 absolvoval U¢itelsky tstav
v Poliéce, potom pusobil jako uditel ve Skuticku. V akademickém roce 1926/27 studoval
v obou semestrech jako mimoradny poslucha¢ na Ptrirodovédecké fakulté Masarykovy univer-
zity v Brné, v obou semestrech nésledujiciho roku byl zapsan jako mimofadny posluchac¢ na
Prirodovédecké fakulté Univerzity Karlovy v Praze. Zemrel pfed¢asné dne 23. 2. 1929.
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