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2. Atiyah a Singer ziskali
Abelovu cenu za rok 2004

Michal Kfizek, Martin Markl

2.1. Uvod

Norskd Akademie véd se rozhodla udélit Abelovu cenu za rok 2004 Siru Michaelu
Francisi Atiyahovi z Uviversity of Edinburgh a Isadoru M. Singerovi z Massachusetts
Institute of Technology. Cenu ziskali ,,za objev a dikaz véty o indexu, kterd wvddi do
souvislosti topologii, geometrii a analyzu, a za svou viyznamnou roli pii budovdni novijch
mosti mezi matematikou a teoretickou fyzikou“. V komisi pro vybér kandidatt na
Abelovu cenu za rok 2004 byli David Mumford, Jacob Palis, Erling Stgrmer (pfedseda),
Gilbert Strang a Don Zagier.

Atiyahova-Singerova véta o indexu je jednim z velkych mezniki matematiky dva-
diferencialni geometrie a kvantové teorie pole. Obéma autorim se podafilo spole¢né
i individuélné zaplnit mezeru mezi svétem cisté matematiky a teoretickou Castico-
vou fyzikou. Ve svych oborech se zacali vzajemné obohacovat a jejich spoluprace se
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stala jednou z nejvice fascinujicich vyzkumnych ¢innosti nékolika poslednich desetileti.
S formulaci véty o indexu se seznamime v kap. 2.4. Atiyah a Singer spolecné s Pato-
dim zavedli v [2] invariant, kterému se dnes bézné fikd Atiyahtuv-Patodiho-Singeriv
7 invariant.

Atiyah a Singer se ptivodné zabyvali riiznymi oblastmi matematiky: Atiyah se véno-
val algebraické geometrii a Singer matematické analyze. Jejich hlavni vysledky v téchto
oborech se téz vysoce ceni. Jako piiklad uvedme Atiyahovu ranou praci o meromorf-
nich forméch na algebraickych varietach a jeho ¢lanek [1] o Thomovych komplexech
z roku 1961. Atiyahovo pionyrské dilo s Friedrichem Hirzebruchem o rozvoji topolo-
gické obdoby Grothendieckovy K-teorie! mélo fadu aplikaci v klasickych problémech
topologie a pozdéji se ukazalo, Ze je tésné spjato s vétou o indexu.

Singer spole¢né s Richardem V. Kadisonem inicioval vyzkum v oblasti trojuhelni-
kovych operatorovych algeber (angl. triangular operator algebras). Jeho jméno je spo-
jovano i s Ambroseovou-Singerovou vétou o holonomii a Rayovym-Singerovym torznim
invariantem. Spole¢né s Henrym P. McKeanem upozornil Singer na diileZitou geomet-
rickou informaci ukrytou v tzv. ,tepelnych jadrech“? (angl. heat kernels). I tento objev
mél velky dopad.

2.2. Strucna biografie Michaela F. Atiyaha

Michael F. Atiyah® se narodil v Londyné v roce 1929. Titul B.A. a pozd&ji doktorat
ziskal na Trinity College v Cambridge. Podstatnou ¢ast své akademické drahy stravil
v Cambridge a Oxfordu. Zastaval mnoho vyznacnych funkci, mezi jinymi vysoce pres-
tizni Savilian Chair of Geometry v Oxfordu a Master of Trinity College v Cambridge.
Byl také profesorem matematiky v Institute for Advanced Study v Princetonu.

Béhem svého pusobeni v Oxfordu a Cambridge se Atiyah stal predstavitelem nové
generace mladych matematikt. Byl vedouci osobnosti pii budovani Isaac Newton Insti-
tute for Mathematical Sciences v Cambridge a stal se jeho prvnim feditelem. Nyni je
Atiyah v dichodu a je ¢estnym profesorem na University of Edinburgh.

Béhem své kariéry obdrZel Atiyah mnoh4 ocenéni, véetné Fieldsovy medaile (1966).
Byl zvolen fadnym ¢lenem Kralovské spoleénosti v Londyné v roce 1962, kdyz mu
bylo pouhych 32 let. Od této spole¢nosti ziskal Royal Medal v r. 1968 a Copley Medal
v r. 1988. Prezidentem Royal Society byl v letech 1990-1995 a prezidentem London
Mathematical Society v letech 1974-1976. Hral téZ vyznamnou roli pfi utvafeni dnesni
Evropské matematické spoleénosti (European Mathematical Society).

Atiyahovou zasluhou byla zaloZena tzv. meziakademicka panelova diskuse, ktera
svedla dohromady fadu akademii véd z celého svéta. Podnitil také utvoreni Association
of European Academies (ALLEA). Byl prezidentem pugwashskych konferenci (On
Science and a World Affairs).

Z mnoha cen, které mu byly udéleny, jmenujme Feltrinelli Prize (Accademia
Nazzionale dei Lincei, 1981) a King Faisal International Prize for Science (1987).
V roce 1983 byl Atiyah pasovan na rytife a v roce 1992 byl zvolen ¢lenem Order
of Merit.

IK-teorie je moderni forma teorie reprezentaci grup, viz PMFA 48 (2003), 177-192.

2Tato jadra jsou charakterizovana fundamentalnim feSenim rovnice pro vedeni tepla.

38 nazory M. Atiyaha na matematiku ve 20. stoleti je mozno se seznamit v &lancich PMFA 31
(1986), 154-168 a 48 (2003), 177-192.
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2.3. Struc¢na biografie Isadora M. Singera

Isadore Manuel Singer se narodil v roce 1924 v Detroitu a v roce 1944 ukon¢il studia
na University of Michigan. Po ziskdni doktoratu (Ph.D.) na University of Chicago
v roce 1950, presel na Massachusetts Institute of Technology (MIT). Zde stravil vét§inu
svého profesionalniho Zivota a v sou¢asné dobé je zde profesorem (Institute Professor).

Singer je ¢lenem American Academy of Arts and Sciences, American Philosphical
Society a National Academy of Sciences (NAS). Pusobil v Radé NAS, v Ridici sprave
Ufadu pro narodni vyzkum (Governing Board of the National Research Council) a ve
Védecké radé Bilého domu (White House Science Council). V letech 1970-1972 byl
viceprezidentem Americké matematické spoleénosti (viz Notices AMS 51 (2004), 649).

V roce 1992 ziskal Singer cenu Americké matematické spolec¢nosti Award for Dis-
tinguished Public Service. V odivodnéni se uznava ,,vynikajici prispévek k jeho profesi,
védé v 8irsim smyslu a vefejnym vécem.“

Mezi dalsi jeho ocenéni patii Bocher Prize (1969) a Steele Prize (2000) za celozi-
votni uspéchy. Obé dostal od Americké matematické spole¢nosti. Déle obdrzel Eugene
Wigner Medal (1988) a National Medal of Science (1983).

V podékovani po ziskani Steelovy Ceny (Notices AMS, April 2000) Singer prohlasil:
,,Skolni tfida je pro mé dilezity protéjsek vyzkumu. Moc se mi libilo uéit postgradualni
studenty na v8ech stupnich. Od mnohych z nich jsem se naudil vice, nez jsem je naucil
ja.”“ Singerovymi vynikajicimi uéebnimi texty byly inspirovany generace matematikii.

2.4. Atiyahova-Singerova véta o indexu

Véta o indexu pojednava o eliptickych diferencialnich operatorech. Zopakujme nej-
drive zakladni definice. Diferencidlnié operdtor na prostoru C(U) hladkych komplex-
nich funkci na oteviené podmnoziné U eukleidovského prostoru R™ se soufadnicemi
(1,...,Ty) je operator tvaru

girt+Fin

%’ 2.1
Ozt -+ Oz @1

D= Z F‘il,...,in(zla"'axn)

kde pouze kone¢né mnoho koeficientt F;, ;. € C(U) je nenulovych. Jinymi slovy, D

néalezi okruhu G(U)[g—xl, cee gT] polynomii v proménnych g—ml, cee 27 s koeficienty

v C(U). Rdd operdgtoru D je &slo
rk(D) := max{i; + -+ +in | Fiy,.. i, # 0}
Symbol operdtoru D Tadu k je polynom o(D) € C(U)[t1,...,t,] definovany pfedpisem
(DY (X1y -y Ty b1y ey by) 1= Z F‘il,,,.,in(zla--'axn)t?"'ti?'
bt =k

Operétor D je elipticky, jestlize o(D)(21,...,Tn,t1,...,tn) # 0, kdykoliv ¢, # 0 pro
néjaké a € {1,...,n}. Prikladem je laplacian
02 0?

A doet

= — — 2.2
ox? 02’ (2.2)
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Obr. 2.1. Pfedstava fibrace jako spojité rodiny vektorovych prostori.
jehoz symbol je 2 + - - - +t2. Naproti tomu vlnovy operator

02 o

0=_-2 +.... 2
am$+ Jr@x%

(2.3)

elipticky neni.

Véta o indexu se ovSem tyka obecnéjsich diferencialnich operatori pusobicich na fe-
zech hladkych vektorovych fibraci.* Opét pfipomeiime zakladni pojmy. Komplexni vek-
torovd fibrace (kratce vektorova fibrace) je zobrazeni topologickych prostora n: E — M
takové, ze I, := w~1(b) (tzn. fibr nad bodem b) je pro kazdé b € M kone¢nérozmérny
komplexni vektorovy prostor. Dale pozadujeme lokdini trivialitu, tedy aby pro kazdy
bod b € M existovalo oteviené okoli U 2 b, &islo k a homeomorfizmus

¢:U xCF—= 7 YU)
takovy, ze
(i) (7¢)(x,v) = x pro kazdé (z,v) € UxCF a

(ii) pro kazdé x € U je zobrazeni v — ¢(z,v) izomorfizmem komplexnich vektoro-
vych prostort CF a F,.

Podminka (i) vyjadiuje komutativitu diagramu
UxCF —2 77 (U) = E
p1 m T (24)

U—>U < M

v némz p; je projekce na prvni faktor. Prostory M, resp. E, se nazyvaji bdze, resp. to-
tdlnt prostor fibrace w : E — M. Na zobrazeni 7 se budeme odkazovat jako na fibrujici
zobrazent.

4 Anglicky smooth vector bundle.
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Volné feceno, vektorova fibrace je rodina vektorovych prostort { Fy }pe s spojité pa-
rametrizovana bazi M, coz schematicky vyjadiuje obrézek 2.1. Pt¥iklad fibrace je samo-
zFejmé projekce p; : UxCF — U na otevienou podmnozinu U C R™. Tato tzv. trividlni
fibrace mé bazi U a totalni prostor Ux CF.

Restrikce vektorové fibrace m : E — M na podmnozinu U C M je vektorova
fibrace 7 : E|y — U s bazi U a totalnim prostorem E|y := 7~ 1(U). Diagram (2.4)
rika, ze restrikce vektorové fibrace na dostateéné malé oteviené podmnoziny baze jsou
trivialni.

Vektorova fibrace m : E — M je hladkd, jestlize m je hladké zobrazeni hlad-
kych variet.® V dalsim textu budeme hladkost piedpokladat automaticky. Rez fibrace
m: E — M je prava inverze fibrujiciho zobrazeni, tedy hladké zobrazeni s : M — FE,
pro néz ms je identita. Rez s je urfen svym grafem s(M) vlozenym do totalniho
prostoru E, viz opét obrazek 2.1. MnoZina I'(E, M) vSech Fezu je komplexni vek-
torovy prostor s nulovym elementem 0, coZ je fez pro ktery 0(b) := 0 € F, pro
viechna b € M. Soudet s’ + s” Fezi s’ a s” je definovan ,po fibrech‘, tedy vzorcem
(s"+5")(b) :=5'(b) +s"(b), be M.

Snadno ovétime, Ze prostor fezii I'(U x C*, U) trivialni fibrace tvoii k-tice (f1,. .., fi)
funkei z C(U). Specidlné tedy I'(UxC,U) = C(U). Operatory A a O piipome-
nuté v (2.2), resp. (2.3) mizeme nyni chapat jako linearni zobrazeni I'(UxC,U) —
L(UxC,U).

Na vektorové fibrace lze ,po fibrech® aplikovat stejné operace jako na vektorové
prostory. Kazda vektorové fibrace E — M ma proto svuj dudl E* — M, jehoz fibr F
nad b € M je linearni dual fibru F}, puvodni fibrace.® Podobné miizeme utvofit soucet

E'®E" - B (2.5)

fibraci E' — B a E” — B se stejnou bazi B. Fibry souctu (2.5) tvofi pfimé soucty
F; @ F fibru jednotlivych konstituenti.

Ve formulaci véty o indexu upotiebime i nasledujici konstrukci. Pro hladké zob-
razeni p: B — M a fibraci # : E — M definujeme indukovanou fibraci” p*E — M
fibrace m podél zobrazeni p jako fibraci s totalnim prostorem

p*E = {(b,e) € BXE | p(b) =7(e)}.

Fibrujici zobrazeni p*E — B je projekce na prvni faktor. Indukovana fibrace tvori

komutativni diagram
p'E — |

L

M——> B

s obvyklou univerzalni vlastnosti kategorialnich kartézskych ¢tverci.
Vratme se nyni k definici diferencialnich operéatori v potfebné obecnosti. Uvazujme
vektorové fibrace ' : B/ — M a « : E” — M nad stejnou bézi. Diferencialni

50 hladkych varietach pojedname téz v kap. 9.3.
6Pokud neni t¥eba, vynechavame symbol pro fibrujici zobrazeni.
7 Anglicky pullback.
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operéator je linearni zobrazeni D : T'(E', M) — T'(E”, M) lokalné reprezentované matici
diferencialnich operatorta (2.1). Tim rozumime toto. Vime, Ze vektorové fibrace jsou
lokalné modelovany trivialnimi fibracemi. Restrikce prostoru fezu na dostateéné malé
oteviené podmnoziny baze M jsou tedy tvofeny k-ticemi (resp. l-ticemi) hladkych
komplexnich funkei z C(U) pro né&jaka k a l. Vyzadujeme, aby na téchto restrikcich byl
operator D dan predpisem

D(fi,-- fi) = (> Di(f)s--n > Di(f),

1<i<k 1<i<k

kde D;- jsou ,klasické' diferencidlni operatory jako v (2.1). Takovy operator D se
nazyvéa elipticky, jestlize je pfislusnd matice symbola

|o(Di) (21, sy, tn)], 1< i<k, 1<5 <1,

regularni, kdykoliv (t1,...,t,) # (0,...,0). Elipticita nutné implikuje k = .
Piiklad 1. Proi = 0,1,2,... oznaéme A(M) komplexifikovanou i-tou vngjsi (Grass-
mannovu) mocninu koteéné fibrace T*M variety M.® Jeji fezy

QM) =T (A&(M), M)

jsou (komplexni) de Rhamovy formy stupné i. Ty, spolu s de Rhamouvym diferencid-
lem d* : QY (M) — QF(M), tvori (komplexifikovany) de Rhamtv komplex (Q(M), d)
variety M. Jeho kohomologie H (Q(M ), d) jsou shodné s kohomologiemi H(M; C) va-
riety M s komplexnimi koeficienty.

Pomoci Riemannovy metriky lze sestrojit operator d** : Q1 (M) — Q¥(M) sdru-
Feny k operatoru d. Operatory d* a d'* jsou priklady diferencidlnich operatort na
fezech fibrace Al (M) s hodnotami v fezech fibrace AL (M), resp. Al (M). Oznacme

E = @ /\éj(M), resp. B = @ /\éjJrl(M)a

Jj=0 720

pifmé soucty sudych, resp. lichych vnéjsich mocnin koteéné fibrace. Operatory d a d*”
se skladaji do operétori

d:=> d¥:T(E',M) - T(E"M) ad :=)» d’"" :T(E',M)~T(E",M),

Jj=20 720

jejichz soucet D :=d +d* : T'(E', M) — T'(E"”, M) je elipticky diferencialni operator.
Déle se soustiedime na vektorové fibrace nad kompakinimi orientovanymi uza-
virenymi varietami.’ Ukazuje se, Ze eliptické operatory jsou Fredholmovy, tedy maji
koneénérozmérna jadra i kojadra.'®© MuZzeme tedy definovat analyticky index opera-

toru D jako
Ind 4(D) := dim Ker(D) — dim coKer(D), (2.6)

kde Ker(D), resp. coKer(D), znaci jadro, resp. kojadro, linedrniho zobrazeni D.

8Velmi snadno se ovéi, Ze /\é;(M) =0 pro ¢ > dim(M).
9Vyznam téchto pojmi i nadherny tvod do charakteristickych tiid &tenaf nalezne v [3].
10Kojadro linearniho zobrazeni L : A — B je podil B/L(A).
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Druhym pojmem figurujicim ve vété o indexu je topologicky index operatoru D
definovany vzorcem

Indr(D) := ch(D)T (M)[M]. (2.7)

Jeho tuplné vysvétleni presahuje moznosti tohoto ¢lanku, proto jenom naznacime defi-
nice jednotlivych ¢lenti bez naroki na aplnou presnost, na detaily odkazujeme ¢tenafe
k [4]. Zatnémé s veli¢inou ch(D).

Mnozina v8ech (nikoliv nutné hladkych) vektorovych fibraci s danou bazi B je
komutativni pologrupal® &(B) s operaci + danou sou¢tem (2.5) a neutralnim prvkem 0
tvofenym identitou B — B. Jako kazdou komutativni pologrupu lze &(B) ztplunit
Grothendieckovou konstrukei do komutativni grupy K (X). Tim ziskame (komplexni)
K-grupu prostoru X.

Hladka varieta M mé tecnou fibraci TM —M a dualni kotecnou fibraci p:T*M —M.
V totalnim prostoru koteéné fibrace vezméme podprostor B(M) C T* M vektori délky
nepiesahujici 1 a sestrojme indukované fibrace

p*E/ E/ p* E// > E//
l lﬂ'l a l lﬂ-//
BM) —— M B(M) —2— M.

Ukazuje se, Zze symbol o(D) operatoru D lze interpretovat jako zobrazeni
O'(D) : p*El|S(M) — p*E”|S(M) (28)

restrikei indukovanych fibraci p*E’, resp. p*E” na podprostor S(M) C B(M) vektort
délky 1. Operator D je elipticky, pravé kdyz je toto zobrazeni isomorfismus. Indukované
fibrace p*E’ resp. p* E” nalezi pologrupé E(B(M))7 miZzeme proto vzit jejich rozdil

p*E —p*E" ¢ K(B(M))

Lze ukazat, Ze s pouzitim izomorfizmu (2.8) uréi prvek p*E’ — p* E” rozdilovy element
d(D) € K(B(M)/S(M)) v K-grupé podilu B(M)/S(M).
Uvedme nasledujici posloupnost tvorenou standardnimi objekty algebraické topo-
logie:
ch
K(B(OM)/S(M)) <5 H(B(M)/S(M); Q) 5 H(M: Q). (2.9)

Prvni ¢len je jiz zminéna K-grupa podilu B(M)/S(M), druhy a tfeti ¢len jsou racio-
nalni kohomologické okruhy podilu B(M)/S(M), resp. variety M.

Zobrazeni ch je Chernuv charakter, coz je urcity multiplikativn{ homomorfizmus
z komplexni K-teorie do racionalnich kohomologii definovany s pouzitim Chernovych
tfid komplexnich vektorovych fibraci. Zobrazeni t je Thomuv izomorfizmus kotecné
fibrace T* M. Faktor ch(D) v (2.7) je obraz prvku d(D) kompozici zobrazeni v (2.9),
tedy

ch(D) := t(ch(d(D))) € H*(M;Q).

11To je mnoZina s komutativni asociativni operaci + a neutralnim prvkem 0.
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Symbol .7 (M) v (2.7) zna¢i Todduv rod variety M, tedy mocninou fadu

+--- € H(M;Q),

c1  Co+ c% c1Co —c‘ll + 4020f + 303 + c3c1 — ¢4
TM) =1+ 5+ =3 24 720
ve které c1,ca,c3,... € H*(M;Q) jsou Chernovy tfidy komplexifikované te¢né fib-
race variety M. Topologicky index (2.7) je racionalni ¢islo dané evaluaci soudinu
ch(D)7 (M) € H(M;Q) na fundamentéalni t¥idé [M] variety M. Nyni jiz mame
vSechny potfebné definice.
Véta o indexu. Analyticky index eliptického diferencidlniho operdtoru na kompaktni
hladké orientované uzavicené varieté je roven jeho topologickemu indexu, tedy

Ind 4(D) = Indp(D).

Hloubka véty je v porovnavani veli¢in rozdilného charakteru. Zatimco analyticky
index je celé ¢islo sestrojené prostiedky funkcionalni analyzy, topologicky index je
geometrickd veli¢ina. Okamzity dusledek je, ze Indr (D) je také celé ¢islo, zatimco jeho
definice ika pouze, Ze je to ¢islo racionalni — povSimnéme si, ze vzorec pro Todduv
rod obsahuje racionalni koeficienty!"> To je samo o sobé& velice silny vysledek.

Ani analyticky, ani topologicky index nemusi byt definovan, pokud operator D neni
elipticky. V takovém pfipadé nemusi byt rozdil (2.6) definujici Ind (D) koneény a
(protoze (2.8) neni izomorfizmus) nelze sestrojit ani rozdilovy element d(D) potiebny
pro definici Indp (D).

Piiklad 2. Analyticky index operatoru D z prikladu 1 je roven Eulerové charakteristice
variety M, tedy
Inda(D) = (~1)"dim H'(M, Q).
i>0
Jeho topologicky index ziskdme evaluaci Fulerovy tiidy x (M) tecné fibrace variety M
na jeji fundamentalni t¥ids [M],

Indz (D) = x(M)[M].

Véta o indexu pro operator D vyjadfuje klasickou Gaussovu-Bonnetovu vétu (viz
kap. 7.3).

Priklad 3. Na varieté s komplexni strukturou mizeme misto operatoru D z pied-
choziho piikladu vzit operator 0 + 9 pusobici na komplexnich forméach typu (0,1%).
Véta o indexu v tomto pFipadé vytsti v Riemannovu-Rochovu vétu (viz [4, kap. XIX]).
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