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LOWIGOVY PRACE Z FUNKCIONALNI ANALYZY

Zakladni strukturou funkcionalni analyzy jsou realné a komplexni linearni
(tj. vektorové) prostory nekoneéné dimenze, jeZ jsou navic opatfeny topologii,
ktera je svazéana s jejich algebraickou strukturou. Tato topologie mtze byt od-
vozena z metriky, metrika z normy a norma ze skalarniho souc¢inu. Funkcionalni
analyza tedy pracuje s topologickymi linedrnimi prostory, s metrickymi linear-
nimi prostory, s normovanymi linedrnimi prostory a s linedrnimi prostory se
skalarnim soucinem. Pritom je kazdy linedrni prostor se skalarnim soucinem
normovanym linedrnim prostorem, kazdy normovany linedrni prostor je met-
rickym linedrnim prostorem a kazdy metricky linearni prostor je topologickym
linedrnim prostorem.

Topologie, ktera dopliiuje algebraickou strukturu, umoznuje zavést limitu
posloupnosti, konvergenci fady, spojitost linedrniho zobrazeni (operatoru,
resp. funkcionélu), dovoluje hovofit o cauchyovskych (fundamentalnich) po-
sloupnostech, definovat pojem tplnosti prostoru, konstruovat ziplnéni prostoru
atd.

Skalarni sou¢in umoziiuje zavést kolmost (v redlném piipadé i velikost thlu),
pojem ortogonalni, resp. ortonorméalni mnoziny atd.

Pojem linearniho prostoru vysetfoval jiz Hermann Gilinther Grassmann
(1809-1877) ve své tézko srozumitelné knize Die lineale Ausdehnungslehre
z roku 1844. V nové verzi z roku 1862 nazvané Die Ausdehnungslehre.
Vollstandig und in strenger Form bearbeitet se jiz vyjadioval ponékud srozu-
mitelnéji. Jeho myslenky vSak mély velmi maly ohlas. Giuseppe Peano (1858
1932) navézal na H. Grassmanna v knize Calcolo geometrico secondo I’Ausdeh-
nungslehre di H. Grassmann preceduto dalle operazioni della logica deduttiva;
mimo jiné zde podal axiomatickou definici linedrniho prostoru (sistema lineare),
zavedl linedrni zobrazeni (operazione distributiva, resp. trasformazione lineare)
a velmi srozumitelné zformuloval nékterd zakladni fakta, kterd dnes radime
do linearni algebry. Ani jeho kniha vSak neméla vétsi odezvu. Peanovu axio-
matickou definici linedrniho prostoru prevzal Salvatore Pincherle (1853-1936).
V rozsahlé monografii Le operazioni distributive e le loro applicazioni all’analisi
z roku 1901 se systematicky zabyval teorii linedrnich prostort (sistema lineare,
spazio lineare), zejména prostori funkci, prostort se skaldrnim soucinem atd.
Nazvem knihy se snazil zdtraznit, Ze jeji hlavni naplni je studium linearnich
operatori na prostorech funkci. Pincherleova kniha byva nékdy povazovana za
prvni monografii funkcionalni analyzy (viz napt. [Me2]).
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Axiomy linedrniho prostoru se znovu objevily roku 1918 ve slavné knize
Hermanna Weyla (1885-1955) nazvané Raum. Zeit. Materie. Vorlesungen iber
allgemeine Relativitatstheorie jako sou¢ast axiomatického systému afinniho pro-
storu. Kniha byla velmi tspésnd, roku 1923 vyslo jiz 5. vydani, roku 1922 pak
anglicky a francouzsky preklad.

Pojem linearniho prostoru vsak stale nevesel do obecného povédomi. Polsky
matematik Stefan Banach (1892-1945) povazoval jesté roku 1922 za potfebné
tento pojem ve své praci Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leurs
application aux équations intégrales [Bal] znovu podrobné vysvétlit. O deset
let pozdéji v knize Théorie des opérations linéaires podal v kapitole Espaces
vectoriels générauz jiz zcela moderni definici linedrniho prostoru (viz [Ba2],
str. 26).

Pojem linearniho prostoru se stal obecné znamym az ve tricatych letech
20. stoleti, mimo jiné v souvislosti s utvarejici se funkcionalni analyzou. V té
dobé se rovnéz konstituovala linearni algebra jako disciplina, ktera se o néco
pozdéji stala jednim ze zdkladd vysokoskolské matematiky (viz napi. [B2]).

Béazi linearniho prostoru dnes rozumime linedrné nezavislou mnozinu ge-
neratori. Pro konecné generovany prostor dokazeme existenci baze jednodu-
chou konstrukci, v obecném pripadé uzijeme Zornovo lemma. Znamy fakt, ze
kazdé dvé baze daného linedrniho prostoru maji stejnou mohutnost, dokazeme
pro kone¢né generovany prostor pomoci tzv. Steinitzovy véty o vyméné (nebo
vhodného ekvivalentniho tvrzeni) a pro nekoneéné generovany prostor s vyu-
Zitim zakladnich vlastnosti nekoneénych kardinalnich ¢isel (viz napf. [B1], str.
86-87). Dimenz{ linedrnfho prostoru pak nazveme mohutnost jeho libovolné
zvolené béze.

Pojmy dimenze a n-rozmérny prostor uvazoval jiz roku 1862 H. Grassmann
(Stufenzahl, Gebiet n-ter Stufe), zformuloval i tzv. vétu o dimenzich spojeni
a pruniku dvou podprostori. G. Peano roku 1888 rovnéz pracoval s bazi a di-
menzi (enti di riferimento, numero delle dimensioni). Oba vSak tuto problema-
tiku uvazovali pouze v prostorech konecné dimenze, i kdyz G. Peano uvedl i pfi-
klad prostoru nekoneéné dimenze (polynomy). S. Pincherle roku 1901 nejprve
studoval tyto pojmy v kone¢né generovanych prostorech (sistema fondamen-
tale, insieme lineare ad n dimensioni); v nekoneéné generovanych prostorech
vsak jeho tvahy jesté nebyly presné. Neni divu, uvédomme si, ze teorii mnozin
(véetné zakladnich fakti o kardinalitach) vybudoval Georg Cantor (1845-1918)
v letech 1873 az 1884 a v letech 1895 a 1897 publikoval rozsahlou, sjednocujici
préci nazvanou Beitrdge zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre.! Teprve
zacatkem 20. stoleti za¢ala teorie mnozin vyrazngji pronikat do matematiky.?

1 Mathematische Annalen 46(1895), 481-512, 49(1897), 207-246. Viz té% Gesammelte
Abhandlungen, 282-351 (Anmerkungen 351-356). Anglicky preklad (P. Jourdain): Contri-
butions to the Founding of the Theory of Transfinite Numbers, Open Court, Chicago, 1915
(reprint 1952), str. 85-136, 137-201.

2 Pfipomenime prvni uéebni texty, ucebnice a monografie: A. Schoenflies: Die Ent-
wickelung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten (1. dil: Jahresbericht der Deutschen
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Némecky matematik Georg Hamel (1877-1954) dokézal roku 1905 v kratké
praci nazvané Fine Basis aller Zahlen und die unstetigen Losungen der Funktio-
nalgleichung: f(x+y) = f(z)+ f(y) [Hal] a otisténé v ¢asopisu Mathematische
Annalen existenci baze linearniho prostoru realnych ¢isel nad polem racional-
nich ¢&isel.® Jeho vysledek zni v pivodnim tvaru takto:

Es existiert eine Bastis aller Zahlen, d. h. es gibt eine Menge von Zahlen
a,b,c,... derart, daf$ sich jede Zahl x in einer und auch nur einer Weise in
der Form

r=aa+ pPb+yc+...

darstellen lafit, wo die Zahlen o, 3,7, ... rational sind, aber in jedem einzel-
nen Falle nur eine endliche Anzahl von ihnen von Null verschieden ist. ([Hal,
str. 459)

Pii dikazu vyuzil tzv. Zermelovu vétu, tj. tvrzeni, ze kazdou mnozinu lze
dobie usporadat.* Potom jiz snadno ukéazal, Zze libovolné zvolené zobrazeni ta-
kovéto baze do mnoziny realnych ¢isel 1ze jedinym zpiisobem rozsirit na linearni
zobrazeni f (které vSak nebude obecné spojité). Dostal tak feseni funkcionalni
rovnice f(z +y) = f(x) + f(y).

Poznamenejme, Ze znamé Zornovo lemma, pomoci néhoz dnes dokazujeme
existenci béze linearniho prostoru, zvefejnil Max Zorn (1906-1993) v praci A re-
mark on method in transfinite algebra [Zo] z roku 1935 v tomto tvaru:

DEFINITION 2. A set 2L of sets A is said to be closed (right-closed), if it
contains the union Yysp B of every chain B contained in 2.

Then our mazimum principle is expressible in the following form.

(MP). In a closed set 2 of sets A there exists at least one, A*, not contained
as a proper subset in any other A € 2. ([Zo], str. 667)°

Mathematiker-Vereinigung 8(1900), 1-250, 2. dil: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung, Erganzungsband 2, Teubner, Leipzig, 1908, x+331 stran), A. Schoenflies: Die
Entwickelung der Mengenlehre und ihrer Anwendungen. Erster Hdilfe: Allgemeine Theorie
der unendlichen Mengen und Theorie der Punktmengen, Teubner, Leipzig, 1913, G. Hes-
senberg: Grundbegriffe der Mengenlehre (Abhandlungen der Friesschen Schule, Neue Folge 1,
Heft IV, 1906, 220 stran, téz Vandenhoeck und Ruprecht, Gottingen, 1906), W. H. Young,
G. Ch. Young: The theory of sets of points (Cambridge University Press, 1906, xii+316
stran), W. Sierpiniski: Zarys teoryi mnogosci (Warszawa, 1912, 158 stran), F. Hausdorff:
Grundzige der Mengenlehre (Veit & Comp., 1914, viii+476 stran, 2. vydani: Mengenlehre,
1927, 285 stran), A. Fraenkel: Einleitung in die Mengenlehre. Eine elementare Einfihrung
in das Reich des Unendlichgrossen (Springer-Verlag, Berlin, 1919, iv+155 stran, 2. vydani:
1923, ix+251 stran, 3. vydani: 1928, 424 stran).

3 Jak dnes dobie vime, tento prostor ma nespocéetnou dimenzi.

4 Tento vysledek Ernsta Zermela (1871-1953) byl roku 1904 otistén v ¢lanku Beweis, daf8
jede Menge wohlgeordnet werden kann [Z1]. Byla v ném zvefejnéna ¢ast Zermelova dopisu
Davidu Hilbertovi ze dne 24. zafi 1904. E. Zermelo dokéazal existenci dobrého usporadani
pomoci nového axiomu, ktery vstoupil do matematiky jako aziom vybéru. Viz napt. [M]
a [E]. Této problematiky se tykaji téz Zermelovy préace [Z2], [Z3] z roku 1908.

5 Viz P. J. Campbell: The origin of ”Zorn’s lemma”, Historia mathematica 5(1978),
77-89.



84

Jak Zermelova véta, tak Zornovo lemma (a téz tzv. Hausdorffova véta o ma-
ximalité) jsou ekvivalentni s axiomem vybéru.

Vznik funkcionalni analyzy byva casto kladen do dvacatych a tficatych let
20. stoleti. Zakladni myslenky jsou vSak starsi, maji puvod v pracich néko-
lika vyznamnych matematika z prelomu 19. a 20. stoleti. Jejich autory byli
jiz zminény Salvatore Pincherle, dale Vito Volterra (1860-1940), David Hilbert
(1862-1943), Jacques Hadamard (1865-1963) a Maurice Fréchet (1878-1973);
v nékterych svych pozdéjsich pracich se tito vyznamni matematici podrobnéji
zamysleli nad zrodem a vyvojem myslenek, které ke vzniku funkcionalni analyzy
vedly (viz napi. [Mel]); jednalo se hlavné o studium diferencidlnich a integral-
nich rovnic, z nichz mnohé modelovaly skutecné fyzikalni jevy, o vySetfovani
specialnich prostorti funkci, konkrétnich operatort, funkcionéli apod. Na je-
jich myslenky navazali dalsi matematici — Ivar Fredholm (1866-1927), Felix
Hausdorff (1868-1942), Ernst Fischer (1875-1954), Hans Hahn (1879-1934),
Frigyes (Frédéric, Friedrich) Riesz (1880-1956), Paul Lévy (1886-1971), Ste-
fan Banach, John von Neumann (1903-1957) a dalsi. Dnes rozumime funkcio-
nalni analyzou axiomatickou teorii topologickych linearnich prostortu a linear-
nich i nelinedrnich operatort.

Velmi vyznamny byl zrod teorie normovanych linearnich prostort ve dva-
catych letech. V té dobé jiz bylo prozkoumano nékolik konkrétnich, do znacné
miry odlisnych prostort, jejichz spolec¢né vlastnosti podminily vznik této nové
teorie. K disposici jiz byl axiom vybéru, Zermelova véta, transfinitni indukce,
vyrazné pokrocila axiomatizace a abstrakce — nebyl jiz problém odhlédnout od
konkrétni podstaty prvki toho kterého prostoru (funkce, posloupnosti apod.)
a uvazovat obecné prostory, jejichz prvky nejsou blize specifikovany, ale cha-
rakterizovany vlastnostmi popsanymi urcitym souborem axiomti.

Pojem Banachova prostoru, uplného normovaného linedrniho prostoru, se
objevil témét soucasné u nékolika matematikt. Bylo to jednak roku 1920 v Ba-
nachoveé disertaci, kterd byla roku 1922 vydana jako Casopisecky ¢lanek Sur les
opérations dans les ensembles abstraits et leurs application aux équations inté-
grales [Bal], jednak v préci Uber Folgen linearer Operationen,” kterou sepsal
Hans Hahn, dale v piispévku Limit in terms of continuous transformations,®
jehoz autorem je Norbert Wiener (1894-1964), a v praci Uber lineare Funktio-
naloperationen,® kterou publikoval Eduard Helly (1884-1943). Termin Bana-
chiv prostor zavedl M. Fréchet roku 1928 v monografii Les espaces abstraits et
leurs théorie considérée comme introduction & I’Analyse générale [F] (Les espa-

6 Viz napi. [Kul, str. 23-25, [Rul], v ¢eském vydani str. 432-433 (1977), resp. 431-432
(2003).

7 Monatshefte fiir Mathematik und Physik 32(1922), 1-88.

8 Bulletin de la Société Mathématique de France 50(1922), 119-134.

9 Sitzungsberichte der mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse der kaiserlichen Aka-
demie der Wissenschaften (Wien) 121(1912), 265-297.
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ces de M. Banach, str. 141), S. Banach uzil roku 1932 v monografii Théorie
des opérations linéaires [Ba2] termin B-prostor (Espaces du type (B), str. 53).

Teorie normovanych linedrnich prostort se uspésné rozvijela ve dvacatych
letech a v prvni poloviné let tficatych, vysledky byly shrnuty v Banachové mo-
nografii Théorie des opérations linéaires [Ba2] z roku 1932. K jisté rekapitulaci
doslo jiz roku 1928 na mezinarodnim kongresu matematikii v Bologni. Proble-
matice fukciondlni analyzy tam byly vénovany dvé prednasky: J. Hadamard
hovoril na téma Le développement et le réle scientifigue du calcul fonction-
nel, M. Fréchet na téma L’analyse générale et les espaces abstraits.'® Tehdy se
vyrazné odlifovala funkcionalni analyza od analjzy obecné.!!

Hilbertovym prostorem dnes rozumime realny nebo komplexni linearni pro-
stor, ktery je opatien skalarnim souc¢inem a je tGplny.'? Diive byla v definici
Hilbertova prostoru jesté pozadovana separabilita (tj. existence spocetné husté
podmnoziny). Abstraktni definice Hilbertova prostoru pochézi az z prelomu
dvacéatych a tficatych let.'® Napiiklad J. von Neumann podrobné definoval
Hilbertuv prostor roku 1930 v praci Allgemeine Eigenwerttheorie Hermitescher
FPunktionaloperatoren [N1]:'4:

A. $ ist ein linearer Raum. . ..

B. Es gibt in $ ein, zu dem der Vektorrechnung analoges, inneres Produkt,
das eine Metrik erzeugt. ...

C. In der Metrik | f—g| ist $ separabel. D. h.: eine gewisse abzdhlbare Menge
ist in $) uberall dicht.

D. $) besitzt beliebig (endlich!) viele lin. unabh. Elemente.

E. $ ist vollstindig. D. h.: wenn eine Folge f1, fa,... in $ der Cauchyschen
Konvergenzbedingung gentigt (zu jedem € > 0 gibt es ein N = N(g), so daf8 aus
m,n 2 N |fm — ful £ e folgt), so ist sie konvergent (es existiert ein [ aus 9,
so daf$ es zu jedem € > 0 ein N = N(¢g) gibt, so daff ausn = N |f, — f| S e
folgt). ([N1], str. 63—66)

Obdobnym zptisobem definoval Hilbertuv prostor F. Riesz v praci Uber die

10 Atti del Congresso internazionale dei matematici, Bologna 3-10 settembre 1928, T. I,
Bologna, 1929, 143-161, resp. 267-274.

11 Obecna analyza vyrostla zejména z myslenek Eliakima Hastingse Moorea (1862-1932),
konkrétné z jeho praci On a form of general analysis with application to linear differential
and integral equations (Atti del IV Congresso Internazionale dei matematici, Roma 6-11
Aprile 1908, Vol. II, Roma, 1909, 98-114), Introduction to a form of general analysis (Yale
University Press, 1910, 150 stran) a On the foundation of the theory of linear integral equat-
ions (Bulletin of the American Mathematical Society 18(1912), 334-362). Viz nap¥. [Bro].

12 vV Halmosové knize Introduction to Hilbert space z roku 1951 je struéné a jasna definice:
A Hilbert space is an inner product space which, as a metric space, is complete. Stejné
strucné je definovan Banachuv prostor: ... a Banach space is a normed vector space which,
as a metric space, is complete. ([H], str. 17)

13 Termin Hilbertiv prostor zavedl jiz A. Schoenflies roku 1908 ve druhém dilu své knihy
Die Entwickelung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten, viz str. 266, 298.

14 Viz téz von Neumannova prace [N0] z roku 1927, str. 15-17.
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linearen Transformationen des komplezen Hilbertschen Raumes [R2] z roku
1930, a to v prvnim paragrafu nazvaném Der komplexe Hilbertsche Raum:

Erstens ist $ linear, d. h. ...

Zweitens ist jedem Paare f, g eine bestimmte reelle oder komplexe Zahl, das
innere Produkt (f,g), zugeordnet . ..

Drittens ist $ vollstindig, d. h. ...

Viertens ist §) separabel, d. h. er enthalt eine abzdhlbare, uberal dichte Teil-
menge. ...

Finftes enthdlt $ beliebig viele linear unabhdngige Elemente, d. h. ... ([R2],
str. 26-27)

Ve tricatych letech jiz byl vySe uvedeny pojem intenzivné vysetfovan a ozna-
¢ovan terminem Hilbertiv prostor.'® Dokladaji to nap¥. prace Linear Transfor-
mations in Hilbert Space [St1] a monografie Linear Transformations in Hilbert
Space and their applications to analysis [St2], které publikoval Marshall Harvey
Stone (1903-1989). A pravé v té dobé se zjistilo, ze fada vysledki nevyzaduje
predpoklad separability (H. Lowig [L6] a F. Rellich [Re]) — proto byl tento
pozadavek z definice Hilbertova prostoru vypustén.

Blizsi seznameni s historii funkcionalni analyzy lze ziskat napf. v nasleduji-
cich knihach:

A. F. Monna: Functional Analysis in Historical Perspective [Mo],
J. Dieudonné: History of Functional Analysis [Di],
A. Pietsch: History of Banach Spaces and Linear Operators [P].

Mnoho cennych informaci a postiehtt najdeme v fadé casopiseckych praci, viz
napt. [BK], [NB1], [NB2], [Bor], [Brl], [Br2], [Bo2], [Bro], [Dul, [G], [Hor] [Hul],
[Hu2], [Kal, [K2], [K3], [K4], [Mel], [Me2], [Sil], [Si2], [Sm], resp. v monogra-
fiich [DS], [Kli]. Velmi podnétné a zajimava je publikace

J.-L. Dorier (ed.): On the Teaching of Linear Algebra [Do].
Doporucit je mozno téz knihu
K. Saxe: Beginning Functional Analysis [Sa)

s fadou historickych poznamek, s obsahlou bibliografii a biografickymi medai-
lonky (Banach, Enflo, Fréchet, Fourier, Hilbert, Lebesgue, von Neumann, Riesz,
Stone), resp. uéebnici

15 Pavabnou historku, o jejiz pravdivosti vsak pochybuje, uvadi Albrecht Pietsch
(nar. 1934) v doslovu k publikaci [HS|: Nachdem Weyl (1909) einen Seminarvortrag iber
seinen Beweis des Riesz-Fischer-Theorems gehalten hatte, soll thn Hilbert gefragt haben:
»Weyl, sagen Sie mir bitte, was ist ein Hilbertscher Raum? Das habe ich nicht verstanden!
([HS], str. 283) Viz téz L. Young: Mathematicians and their times, Mathematics Studies 48,
North Holland, Amsterdam, New York, Oxford, 1981, str. 312, a A. E. Taylor: A study of
Maurice Fréchet: I. His early work on point set theory and the theory of functionals, Archive
for History of Exact Sciences 27(1982), 233-295, str. 283.
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H. Schroder: Funktionalanalysis [Sch],
v niz jsou rovnéz ¢etné historické a bibliografické poznamky, resp. v monografii
F. Deutsch: Best Approzimation in Inner Product Spaces [De]

obsahujici za kazdou kapitolou historické poznédmky. Pokud se jedna o vztah
funkcionalni analyzy k aplikacim, lze doporucit monografii

A. W. Naylor, G. R. Sell: Linear Operator Theory in Engineering and Science
[NS],

ktera roku 1981 vysla slovensky, resp. knihy

E. Zeidler: Applied Functional Analysis. Applications to Mathematical Physics
[Zel],

E. Zeidler: Applied Functional Analysis. Main Principles and their Applications
Ze2),

H. Heuser: Funktionalanalysis. Theorie und Anwendung [Hu2].16

* * *

Felix Hausdorff uvedl roku 1932 v rozsahlém ¢lanku Zur Theorie der linearen
metrischen Riume [H1]'" nejprve definice nékterych zdkladnich pojmi linearni
algebry: linedrni prostor (linearer Raum), linedrné nezévisld mnozina (linear
unabhdngige Menge), podprostor (lineare Menge, lineare Teilmenge) atd.

Linearni obal (lineare Hiille) mnoziny A (prinik vSech podprostort obsahu-
jicich mnozinu A a soucasné mnozina vsech linedrnich kombinaci prvkd mno-
Ziny A) oznacil symbolem Ay; o linedrné nezavislé mnoziné A pak hovoril jako
o béazi (Basis) podprostoru Ay. Dale poukdzal na Zermelovu vétu a pozna-
menal, Ze z mnoziny A muZeme odstranénim piebyteénych prvka ziskat bazi
prostoru Ay. Po nékolika pripravnych odstavcich uvedl tuto definici:

Ein linearer metrischer Raum E ensteht aus einem linearen Raum, wenn
jedem Punkt x eine reelle Zahl |x|, der Betrag von x, gemdf$ den Vorschriften

|0] =0, |z| >0 fir z#0,

x| = [allz],  |e+yl < |z|+ |yl

zugeordnet und |x — y| als Entfernung der Punkte x, y erkldrt wird. ([H1],
str. 295)

F. Hausdorff tedy zavedl linedrni normovang prostor a jim indukovany met-
ricky linearni prostor. Tato definice mu umoznila mluvit o konvergenci po-
sloupnosti, soué¢tu nekoneénych fad a uzdvéru mnoziny A (Konvergenz einer

16 Harro Heuser (1927-2011) zafadil do své monografie i obsahlou historickou paséz na-
zvanou FEin Blick auf die werdende Funktionalanalysis (strany 599-663).

17 Viz téz komentai [Ch] k této Hausdorffové préci, ktery napsal Srishti D. Chatterji
(nar. 1935).
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Punktfolge, Summe einer unendlichen Reihe, abgeschlossene Hiille A von A).
Uvedl, ze uzavér podprostoru je opét podprostor, a zdiraznil, Ze tvoreni linear-
niho obalu a uzavéru neni zaménné; pro uzavér Ay linedrniho obalu mnoziny A

a linearni obal (A)) uzdvéru mnoziny A plati inkluze

(A)\ C 4.

Linedrné nezavislou mnozinu A nazval zdkladni mnozinou ( Grundmenge) uzav-
feného linedrniho obalu A,. Uvedme prislusny tryvek z jeho préace.

Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist wieder ab-
geschlossen; demnach gibt es zu einer Menge A die kleinste abgeschlossene
Menge > A, die abgeschlossene Hiille A von A. Die abgeschlossene Hiille L
einer linearen Menge L ist wieder linear ...

Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener linearer Mengen ist wieder
abgeschlossen und linear; demnach gibt es zu einer Menge A die kleinste ab-
geschlossene lineare Menge = A, die abgeschlossene lineare Hiille von A. Sie ist
die abgeschlossene Hiille L = Ay der linearen Hiille L = Ay von A; denn einer-
seits ist jede abgeschlossene lineare Menge = A auch 2> L und > L, anderseits
ist L selbst abgeschlossen linear. (Wenn man in umgekehrter Reihenfolge erst
die abgeschlossene Hille F = A und dann deren lineare Hiille F bildet, so ist
nur F\x £ L, da die lineare Hiille einer abgeschlossenen Menge nicht notwendig
abgeschlossen ist.) Wenn A linear unabhdngig ist, so heifle sie eine Grund-
menge ihrer abgeschlossenen linearen Hille L; man kann wie oben aus jeder
Menge A eine linear unabhingige Teilmenge B ohne Anderung der linearen
Hiille L, also eine Basis von L oder Grundmenge von L aussondern. ([H1],
str. 295)

Separabilnim prostorem rozumél F. Hausdorff prostor, ktery mé spocetnou
hustou podmnozinu. Zduraznil, Ze separabilni prostor ma kone¢nou nebo spo-
¢etnou zakladni mnozinu, ale miize mit kone¢nou, spocetnou nebo nespocetnou
bazi.

V nésledujicim textu se budeme vénovat Léwigovym pracim [L6], [L7] a [L8].
Pro podrobnéjsi poznani jejich charakteru zde uvedeme i nékolik ukazek. Upo-
zornujeme vsak, ze terminologie se od tricatych let 20. stoleti zna¢né zmeénila.
Staci srovnat prace z prvnich desetileti 20. stoleti s nejnovéjsimi monografiemi
a ucebnicemi (napf. [Sal, [De], [Sch]), pfipadné i s knihami dnes klasickymi
(napt. [Ru2]).

Roku 1934 publikoval H. Lowig tiiatricetistrankovou praci Kompleze eukli-
dische Rdaume von beliebiger endlicher oder transfiniter Dimensionszahl [L6]
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v ¢asopisu Acta Litterarum ac Scientiarum (Szeged).'® V tnoru roku 1934 ji
podal jako svoji habilita¢ni praci na Pfirodovédecké fakulté Némecké univerzity
v Praze a po uspésném fizeni se v lednu roku 1935 stal soukromym docentem.

V tvodnim odstavci uvedl, ze cilem prace je ukazat, ze fada tvrzeni, ktera
byla dokézana pro Hilbertovy prostory (v tehdej$im pojeti — viz vySe uvedené
definice J. von Neumanna a F. Riesze), plati i pro libovolné tplné linedrni
prostory se skaldrnim soucinem. Jinymi slovy, pfedpoklad separability prostoru,
ktery byl do té doby v definici Hilbertova prostoru uvadén, neni podstatny:

In dieser Abhandlung soll gezeigt werden, daf$ viele Sdtze, welche man bisher
nur fir den Hilbertschen Raum bewiesen hat, auch fir beliebige euklidische
Rdume, d. h. lineare metrische Raume, in denen ein inneres Produkt definiert
ist, gelten, oder — mit andern Worten — dajf$ die Voraussetzung der Separabilitdt
des Raumes, die man beim Beweise dieser Sdtze bisher zu machen pflegte,
unwesentlich ist. ([L6], str. 1)

V prvnim paragrafu nazvaném Vorbemerkungen tber allgemeine komplexe
lineare metrische Rdume ([L6], str. 1-9) uvedl H. Lowig ¢tendfe do tématu.
Nejprve struéné piipomnél pojem komplexniho linedrniho prostoru!® (kom-
plezer linearer Raum R), pojem normy (absoluter Betrag des Elements t) a de-
finoval komplexni normovany linedrni prostor (komplezer linearer metrischer
Raum R). Déle zavedl pojem izomorfnich podmnozin 9, 91 prostori R, &:
mezi M, N je bijekce a pro odpovidajici si prvky vy, ni a libovolna komplexni

¢isla ay, plati rovnost
n n
’ E aktk’ :‘ E aknk’.
k=1 k=1

Pomoci normy pak definoval pojem okoli prvku vy (starke Umgebung der
Stelle tp), pojem hromadného bodu podmnoziny (starke Hdaufungsstelle einer
Teilmenge), pojem uzaviené podmnoziny (starkabgeschlossene Menge) a pojem
konvergentni posloupnosti (stark konvergente Folge). Uzavieny linedrni obal
mnoziny M je mnozina vSech hromadnych bodi linedrniho obalu mnoziny 9.

V nasledujicich dvou definicich zavedl fundamentalni posloupnost (starke
Fundamentalfolge) a uplnou mnozinu (starkvollstandige Teilmenge). Pozname-
nal, Ze z uplnosti mnoziny vyplyva jeji uzavienost.

Je-li uzavieny linearni obal mnoziny 97 Gplny, hovofil o Gplném linedrnim
obalu mnoziny 2. Dokazal, Ze jsou-li dvé mnoziny normovanych linearnich
prostord izomorfni, jsou izomorfni i jejich uplné linearni obaly, pokud ovsem
existuji. Klasickym zpiisobem pak ukazal konstrukei tiplného rozsifeni (zipl-
néni) prostoru:

Jeden komplexen linearen metrischen Raum R, welcher nicht starkvollstdn-
dig ist, kann man zu einem starkvollstandigen komplexen linearen metrischen

18 Jeho préce dogla do redakce &asopisu 24. tnora 1934.
19 Odvolal se na zakony afinni vektorové algebry.
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Raum erweitern ... Man betrachte als die Elemente von R* die Gesamtheiten
dquivalenter starker Fundamentalfolgen von R. ... wir wollen diese Erweite-
rung die kleinste starkvollstindige Erweiterung von R nennen. ([L6], str. 4)

H. Lowig dale pripomnél pojem linedrniho zobrazeni linearnich prostort
(lineare Abbildung), pojem omezeného linedrniho zobrazeni normovanych li-
nearnich prostorti?® (beschrinkte lineare Abbildung), uvedl, ze mnozina vsech
omezenych linedrnich zobrazeni prostoru SR do prostoru & tvofi normovany
linedrni prostor, definoval pojem linedrniho operétoru (linearer Operator) a li-
nearniho funkciondlu (lineares Funktional), a dospél tak k pojmu slabé okoli.

Es seien Ly, (k = 1,2,...,n) endlich viele beschrinkte lineare Funktionale
m R und € eine beliebige positive reelle Zahl. Ferner sei vy ein beliebiges Fle-
ment von R. Dann heifle die Gesamtheit der Stellen v von R, welche den Un-
gleichungen

|Li(t— )| <e (k=1,2,...,n)

gentigen, eine schwache Umgebung der Stelle vo. ([L6], str. 5)

Poznamenal, Ze tato definice zobeciiuje definici J. von Neumanna?! a ze spl-

nuje ¢tyfi axiomy okoli, které zformuloval F. Hausdorff ve své knize Grundzige
der Mengenlehre.??

Na pojem slabého okoli navazal fadou pojmu dalsich: slaby hromadny bod
mnoziny (schwache Hdaufungsstelle einer Menge M), slabé uzaviend mnoZina
(schwachabgeschlossene Menge), slabé konvergentni posloupnost (schwach kon-
vergente Folge); oby¢ejnou, resp. slabou konvergenci znacil

lim ¢, =t resp. Lim ¢, =t
n—oo n—oo

Uvedl rovnéz, ze posloupnost t,, slabé konverguje k prvku v prave tehdy, kdyz
pro kazdy omezeny linearni fukcional L posloupnost ¢isel Ltv,, konverguje k ¢islu
Lt (Satz 2). Upozornil na to, ze slaby hromadny bod mnoziny 9t nemusi byt
slabou limitou néjaké posloupnosti prvki mnoziny 9% (a odvolal se na vysledek
J. von Neumanna [N2], str. 380-381).

Piipomnél nasledujici vysledek (Satz 3): jestlize M je podmnozina normova-
ného komplexniho linedrniho prostoru a ty prvek nelezici v uzavieném linedrnim

20 Linearni zobrazeni A je omezené, jestlize mnozina vsech &isel |At|, kde |t £ 1, je
omezenda. Supremum této mnoziny je tzv. norma zobrazeni A.

21 Schwache Topologie in $. Sei Usz(fo;¢1,---,¢s,€) die Menge aller f mit |(f —
fo,o1)] < &, .., |(f = fo,ps)| < & alle Ua(fo;p1,--.,ps,€) mit beliebigen ¢1,...,¢ps
(aus 9, s beliebig) und € > 0 sind die Umgebungen von fo. ([N2], str. 379)

22 Umgebungsaziome:

(A) Jedem Punkt x entspricht mindestens eine Umgebung Uy ; jede Umgebung U, enthdlt
den Punkt x.

(B) Sind Uy, Vi zwei Umgebungen desselben Punktes x, so gibt es eine Umgebung Wy, die
Teilmenge von beiden ist (W S D(Ug, Va)).

(C) Liegt der Punkt yin U, so gibt es eine Umgebung Uy, die Teilmenge von Uy ist
Uy & Us).

(D) Fiir zwei verschiedene Punkte x, y gibt es zwei Umgebungen U, Uy ohne gemeinsamen
Punkt (D(Uz,Uy) = 0). ([H2], str. 213)
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obalu této mnoziny, pak existuje omezeny linearni funkcional L, ktery je na celé
mnoziné M nulovy a na prvku vy nenulovy.?3

Uvedl, Ze toto tvrzeni byva formulovano a dokazovano pro realné prostory;
on vsak vyuzil jednoduchého rozsireni realného pripadu na komplexni — polozil

Lt = Re — iR(iv),
kde R je redlny funkcional. Z piedchozi véty vyplynula tato véta:

Satz 4. Jede schwache Hdaufungsstelle einer Menge 9 gehort der starkab-
geschlossenen linearen Hille von 9 an. ([L6], str. 6)

Dtisledkem jsou néasledujici dvé tvrzeni:

Satz 5. Ist
Lim ¢, =,
n— o0

dann gehdrt v der starkabgeschlossenen linearen Hille der Menge der Elemen-
ter, (n=1,2,3,...) an.?

Satz 6. Jede starkabgeschlossene lineare Mannigfaltigkeit ist auch schwach-
abgeschlossen. ([L6], str. 7)%°

H. Léwig poznamenal, Ze u podprostoru (resp. linedrniho obalu) sta¢i uvadét
pouze uzavienost. Pak podal tuto definici:

Eine Teilmenge MM von R heiffe schwachvollstindig, wenn sie in der kleinsten
starkvollstindigen Erweiterung von R schwachabgeschlossen ist. ([L6], str. 7)26

Kazda slabé aplna mnozina je slabé uzaviena, naopak tomu vsak byt nemusi.

FEine Folge v, (n = 1,2,3,...) von Elementen von R heifle eine schwache
Fundamentalfolge, wenn fir jedes beschrankte lineare Funktional L in R
lim Lt, ezistiert. ([L6], str. 8)

n—oo

V prvnim paragrafu se H. Lowig odvolaval na Hausdorffovu praci [H1], Ba-
nachovu monografii [Ba2], von Neumannovu praci [N2], Schmidtav ¢ldnek [S]
a Mazurtiv ¢lanek [Ma]; jmenované publikace vysly (kromé ¢lanku [S]) v letech
1930 az 1932.

Vlastni jadro své prace rozdeélil H. Lowig na dvé c¢asti — podle toho, zda
vyuzival, nebo nevyuzival Zermelovu vétu.

Ve druhém paragrafu nazvaném Sdtze tber komplexe euklidische Rdume,
die ohne Beniitzung des Wohlordnungssatzes bewiesen werden konnen (str. 9—
25) uvedl nejprve definici (obecnéji pojatého) skalarniho soucinu (hermiteische

23 H. Lowig zde citoval Hausdorffovu praci [H1], str. 306.

24 Toto tvrzeni vyslovil téZ S. Banach v praci [Bal] na str. 134.

25 Tato véta je zobecnénim vysledku E. Schmidta [S]. Viz téz J. von Neumann [N2J,
str. 396.

26 Poznamenejme, Ze v literatufe jsou pojmy slabé uzavienosti a slabé tplnosti zavadény
v jiném smyslu.
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bilineare Funktion). V néasledujici vété ukazal, Ze je-li tento skaldrni soucin
navic pozitivné definitni, 1ze definovat normu a plati Cauchyova-Schwarzova
nerovnost a trojuhelnikova nerovnost. Linearni prostor s pozitivné definitnim
skalarnim souinem (innere Produkt) je tedy normovanym linedrnim prosto-
rem; specialnimi pfipady jsou n-dimenzionalni komplexni eukleidovsky prostor
(komplexer euklidischer Raum) a komplexni Hilberttv prostor (komplexe Hil-
bertsche Raum).

Nésleduje fada vét, v nichz H. Léwig zformuloval ¢etné poznatky teorie
Hilbertovych prostort. Uvedme nékteré z nich v jeho pivodni formulaci.

Satz 11. Zu jedem beschrdinkten linearen Funktional L eines vollstindigen
komplexen euklidischen Raumes R gibt es ein (und daher auch nur ein) erzeu-
gendes Element, d. h. ein Element u von R von der Beschaffenheit, daf fir
jedes Element v von R

Lt = (v,u)

ist. ([L6], str. 11)

H. Lowig poznamenal, Ze je dobfe znamo, ze véta 11 plati pro komplexni
eukleidovsky prostor kone¢né dimenze a pro komplexni Hilberttiv prostor (od-
volal se na Rieszovu préci [R2]) a ze dtsledkem téchto specidlnich tvrzeni je
véta 12. Potom dokézal vétu 13, prenesl tvrzeni véty 12 na libovolné komplexni
prostory a nasledné dokézal vétu 11.

Satz 12. Ist L ein beschrdnktes lineares Funktional in einem endlichdimen-
stonalen komplexen euklidischen Raume oder im komplexen Hilbertschen
Raume, dann gibt es stets ein Element u des betreffenden Raumes mit |u| = |L|
und Lu = |u|?. ([L6], str. 11)

Satz 18. Gibt es zu einem beschrinkten linearen Funktional L in einem kom-
plexen euklidischen Raume R ein Element u von R mit [u| = |L| und Lu = |u|?,
dann ist identisch

Lt = (v,u).

H. Lowig zavedl pojem ,reguldrniho podprostoru“ — podprostoru, jehoz or-
togonalni doplnék je dopliikem direktnim — a v nasledujicich dvou vétach ukéazal
vztah regularity, Gplnosti a uzavienosti.

Definition 10. Eine lineare Mannigfaltigkeit I eines komplexen euklidischen
Raumes heife reguldr, wenn man jedes Element v von R in Bezug auf M in
eine Tangentialkomponente t und eine Normalkomponente n zerlegen kann,
d. h. wenn man zu jedem FElement v von ‘R zwei ebensolche Elemente t und n
angeben kann, so daf

t=t+n

ist, t M angehort undn zu allen Elementen von M orthogonal ist. ([L6], str. 12)

Satz 14. Fir die Regularitat einer linearen Mannigfaltigkeit YN von R ist
notwendig, aber nicht hinreichend, daf$ M in R abgeschlossen sei.
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Satz 15. Fir die Regularitit einer linearen Mannigfaltigkeit 9 von R ist
hinreichend, aber nicht notwendig, dafi M vollstindig sei. ([L6], str. 11-14)

Stru¢né a prehledné uvedl:

Vollstindigkeit — Regularitit — Abgeschlossenheit.

Satz 16. Ist M eine Teilmenge eines vollstandigen komplexen euklidischen
Raumes R, deren abgeschlossene lineare Hiille nicht mit R zusammenfdllt, dann
gibt es stets mindestens ein vom Nullelement verschiedenes Element von R,
welches zu allen Elementen von I orthogonal ist. ([L6], str. 15)

H. Lowig rovnéz studoval adjungované a samoadjungované operatory, o nichz
dokézal nékterd zakladni fakta.?”

Jeho definice i véty jsou podany zcela moderné.

Definition 11. FEin linearer Operator B in einem komplexen euklidischen
Raume R heifie zu dem linearen Operator A in R adjungiert, wenn fir beliebige
Elemente v und n von R

(At,n) = (v, Bn)

1st.

Poznamenal, Ze k linedrnimu operatoru A existuje nejvyse jeden adjungo-
vany operator, ktery oznacil symbolem A*.

Definition 12. Ein linearer Operator A in R heiffe selbstadjungiert, wenn A*
existiert und mit A identisch ist.

Satz 23. Ist R wvollstindig, dann existiert zu jedem beschrinkten linearen
Operator A in R der adjungierte lineare Operator. ([L6], str. 20)

Dale studoval operatory E, pro které je E? = E (tzv. Einzeloperator).

Ve druhé c¢asti své prace citoval H. Lowig Hilbertovu praci [Hi], Mazu-
rovu [Ma], von Neumannovu [N1] a Rieszovy préce [R1], [R2].

Ve tretim paragrafu, nazvaném Beweis weiterer Sdtze tiber komplexe eukli-
dische Raume unter Anwendung des Wohlordungssatzes (str. 25-32) H. Lowig
nejprve studoval prostor R komplexnich funkei ¢ definovanych na néjaké mno-
ziné M, které na této mnoziné maji nejvyse spocetné mnoho nenulovych hodnot
(tzv. funkce se spofetnym nosicem) a pro které je pro kazdou posloupnost u,
s vlastnosti ¢(u) = 0 pro kazdé u # u,, (posloupnost ,pokryva“ nosic) fada

3 )|

27 Tato problematika vzesla z praci E. Schmidta. Samoadjungované operéatory (hyperma-
ztmalen Operatoren) studoval J. von Neumann roku 1930 v préci [N1], termin samoadjun-
govany (self-adjoint) zavedl M. H. Stone roku 1932. J. von Neumann a M. H. Stone zavrsili
do zna¢né miry teorii samoadjungovanych operatort roku 1932 v monografiich [N3] a [St2].
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konvergentni. Skalarni sou¢in dvou takovychto funkei v = ¢(u), n = ¢)(u) defi-

noval rovnosti
o0

(t,n) = Z P(un )b (un),

n=1

kde je o(u) = 0 a ¥(u) = 0 pro kazdé u # u,,. Ziskal Gplny komplexni euklei-
dovsky prostor (tj. Hilberttv prostor). P¥itom funkce, pro néz je ¢(uy) = 1 pro
jediné ugy a p(u) = 0 pro vSechna ostatni u, tvofi maximalni ortonormalni mno-
Zinu (viz déle). Poznamenejme, ze J. von Neumann [N3] (str. 37-38) vySetfoval
piipad, kdy je 9t mnozinou vSech realnych cisel.

Pro libovolné kardinalni ¢islo X oznacil H. Lowig symbolem PRy vysSe uva-
zovany prostor komplexnich funkci definovanych na mnoziné 9t mohutnosti X.
Je-li N konecné, je Ry konecnédimenzionalni prostor, je-li N spocetné, je Ry
Hilbertuv prostor.

H. Lowig déle definoval maximalni ortonormalni mnozinu (vollstindiges nor-
miertes Orthogonalsystem) tiplného komplexniho eukleidovského prostoru. Po-
moci Zermelovy véty dokazal jeji existenci:

Satz 28. In jedem vollstindigen komplexen euklidischen Raume gibt es min-
destens ein vollstindiges normiertes Orthogonalsystem. ([L6], str. 27)28

Teorii rozvijel v nasledujicich tvrzenich (véty 29, 30, 31, 32 na stranach
27-29):

— Uplny komplexni eukleidovsky prostor je uplnym linedrnim obalem
kazdé své maximalni ortonorméalni mnoziny.

— Obsahuji-li dva uplné komplexni eukleidovské prostory maximélni or-
tonormalni mnoZiny stejné mohutnosti, jsou izomorfni.?"

— Ma-li iplny komplexni eukleidovsky prostor maximéalni ortonormalni
mnozinu mohutnosti R, je izomorfni s prostorem MRy.>°

— Je-li M maximalni ortonormalni mnozina uplného komplexniho euklei-
dovského prostoru, jsou pro kazdy prvek v ¢isla (v,e), ¢ € M, aZ na
spocetné mnoho vyjimek, rovna nule. Jestlize je ¢, € M a (r,¢) = 0 pro
viechna ¢ # ¢, potom je t =Y > (v, e,)e,.5!

28 Definovat maximalni ortonormalni mnozinu a dokazat jeji existenci lze v jakémkoli
linearnim prostoru se skalarnim souéinem. Uplnost k tomu neni zapottebi. H. Lowigovi vsak
slo o teorii uplnych prostoru.

29 Satz 30. Besitzen zwei vollstindige komplexe euklidische Réume vollstindige normierte
Orthogonalsysteme von gleicher Mdachtigkeit, dann sind sie isomorph. ([L6], str. 27)

30 Satz 81. Hat ein vollstdndiges normiertes Orthogonalsystem eines vollstindigen kom-
plexen euklidischen Raumes die Machtigkeit R, dann ist dieser Raum PRy isomorph. ([L6],
str. 27)

31 Satz 82. Ist M ein vollstindiges normiertes Orthogonalsystem eines vollstindigen
komplexen euklidischen Raumes R und v ein beliebiges Element von R, dann sind von den
Zahlen (t,¢) mit ¢ € M hochstens abzdhlbar viele von Null verschieden. Ist weiter e, € M
(n=1,2,3...) und (v,e) =0 fire € M, eF# ey (n=1,2,3,...), dannistt=>7° | (t,en)en,
wobei das Summenzeichen im Sinne der starken Konvergenz zu verstehen ist. ([L6], str. 28—
29)
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H. Lowig déale dokazal dilezity poznatek o tom, ze kazdé dvé maximalni orto-
normalni mnoziny tplného komplexniho eukleidovského prostoru maji stejnou
mohutnost:

Satz 33. Zwei verschiedene vollstindige normierte Orthogonalsysteme ei-
nes vollstandigen komplexen euklidischen Raumes R haben stets die gleiche
Machtigkeit. ([L6], str. 31)

Pri diitkazu musel uzit vlastnosti nekonecnych kardindlnich ¢isel; odvolal se
pfitom na obé vydani Hausdorffovy monografie o teorii mnozin.3? Na zakladé
véty 33 pak mohl vyslovit nasledujici definici dimenze:

Definition 20. Ist R ein vollstandiger komplexer euklidischer Raum und 9N
ein vollstandiges normiertes Orthogonalsystem von R, dann heiffe die Mdachtig-
keit von MM die Dimensionszahl von R. ([L6], str. 32)

H. Lowig poznamenal, Ze uplny komplexni eukleidovsky prostor Ry ma tedy
dimenzi N. Vzapéti definoval dimenzi libovolného komplexniho eukleidovského
prostoru jako dimenzi jeho nejmensiho uplného rozsiteni. V zavéru uvedl, ze
analogicky jako vétu 33 lze dokazat i tvrzeni, ze kazdé dveé baze komplexniho li-
nearniho prostoru maji stejnou mohutnost. PF¥ipomnél, Ze definici tohoto pojmu
uvedl F. Hausdorff v préci [H1] na str. 395.

Ve treti ¢asti své préce citoval H. Léwig Hausdorffovy publikace [H1], [H2],
resp. [H3] a von Neumannovu praci [N3].

Poznamenejme, ze hned za Lowigovou praci [L6] je v ¢asopisu Acta Litte-
rarum ac Scientiarum (Szeged) otiStén pétistrankovy ¢lanek Zur Theorie des
Hilbertschen Raumes [R3],33 ktery sepsal F. Riesz — Lowigovu praci [L6] v ném
citoval.3* Navazal na svoji predchozi staft Uber die linearen T ransformationen
des komplezen Hilbertschen Raumes [R2] otiSténou ve stejném casopise; v ni je
velmi podrobné definovan Hilbertv prostor.

F. Riesz dokédzal v praci [R3] tyto dvé, tehdy dobfe znadmé véty (povazoval
vSak jeSté za nutné pripomenout definice zdkladnich pojmil) a odkézal ¢tenare
na svoji praci [R2], v niz tyto dvé véty rovnéz prezentoval (viz [R2], str. 28):

Die folgenden anspruchslosen Bemerkungen betreffen die beiden wohlbekann-
ten, fur die Theorie des reellen oder komplexen Hilbertschen Raumes grundle-
genden Sdtze, die ich auch in einer friheren Arbeit der Behandlung an die
Spitze stellte.

32 [H2] z roku 1914, str. 127, [H3] z roku 1927, str. 71.

33 Do redakce dogel 30. dubna 1934.

34 Die unmittelbare Anrequng zu diesen Zeilen verdanke ich der voranstehenden Arbeit
(tj. prace [L6]), in welcher unter andern gezeigt wird, daff auch Satz B ohne Dimensions-
abgrenzung nach oben richtig ist. ([R3], str. 35)
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Satz A3 Ist eine lineare Mannigfaltigkeit £ des Hilbertschen Raumes $)
nicht Gberal dicht in $), so gibt es ein Element g aus $ mit |g| = 1, das zu allen
Elementen aus £ orthogonal ist.

Satz B.2S Fiir jede lineare Funktion I(f) gibt es ein eindeutig bestimmtes
erzeugendes® Element g, so daf

1) =9

Dabei ist unter linearen Mannigfaltigkeit von §) eine Teilmenge zu verstehen,
die mit f fur jede komplexe Zahl ¢ auch cf und mit f und g auch f+ g enthdlt.
Eine in $ definierte (skalare) Funktion l(f) heifst linear, wenn sie den Glei-
chungen l(cf) = cl(f), I(f +g) =U(f) +1(g) geniigt und auf der Einheitskugel
|f] =1 beschrankt ist.

Gewdhnlich stiitzt man den Beweis dieser beiden Sdtze auf die Separabi-
litat ... ([R3], str. 34)

* * *

Lowigova prace [L6] méla bezprostfedni vztah k nékolika zasadnim vysled-
ktim funkcionélni analyzy, které se zrodily v pfedchozich tfech desetiletich. Jed-
nalo se zejména o prace F. Riesze, E. Fischera a M. Frécheta z pocatku stoleti,
které se tykaly izometrie prostort Ly a lo, jejiho vytvofeni pomoci maximalniho
ortonormélniho systému, tplnosti téchto prostori, tvaru spojitého (omezeného)
linedrniho funkcionalu na prostoru Lo, resp. I atd.?” Dalsim dilezitym téma-
tem byla Hahnova-Banachova véta z konce dvacatych let.?® H. Lowig pfispél
k pfeneseni vysledkt z redlného na komplexni pripad, k odstranéni predpokladu
separability v definici Hilbertova prostoru, ke studiu ortonormalnich mnozin
atd.

Prace [L6] méla zna¢ny ohlas. V ¢asopisu Zentralblatt fiir Mathematik o ni
referoval M. H. Stone; o ¢lanku [L6] se zminil i v nasledujici zpravé, ktera se
tykala Rieszovy prace [R3].%°

35 Srovnej s vyse uvedenou Lowigovou vétou Satz 16.

36 Srovnej s vyse uvedenou Lowigovou vétou Satz 11.

37 Pfipomefime jen tivodni prace k této problematice: F. Riesz: Sur les systémes ortho-
gonauz de fonctions, Comptes Rendus de ’Académie des Sciences, Paris 144(1907), 615—
619, Sur les systémes orthogonaux de fonctions et l’équation de Fredholm, Comptes Ren-
dus de I’Académie des Sciences, Paris 144(1907), 734-736, Sur un espéce de géométrie
analytique des systémes de fonctions sommables, Comptes Rendus de I’Académie des
Sciences, Paris 144(1907), 1409-1411, Uber orthogonale Funktionensysteme, Nachrichten von
der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, Mathematisch-physikalische
Klasse, 1907, 116-122 (téz Oeuvres I, 378-381, 382-385, 386388, 389-395); E. Fischer: Sur
la convergence en moyenne, Comptes Rendus de I’Académie des Sciences, Paris 144(1907),
1022-1024, M. Fréchet: Sur les opérations linéaires, III., Transactions of the American
Mathematical Society 8(1907), 433-446, Sur les ensembles de fonctions et les opérations
linéaires, Comptes Rendus de I’Académie des Sciences, Paris 144(1907), 1414-1416.

38 Viz H. Hahn: Uber lineare Gleichungssysteme in linearen Rdumen, Journal fir die
reine und angewandte Mathematik 157(1927), 214-229, S. Banach: Sur les fonctionnelles
linéaires I, II, Studia Mathematica 1(1929), 211-216, 223-239.

39 Zbl 0009.25901, Zbl 0009.25902.
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V casopisu Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik napsal zpravu
o Lowigové préaci [L6] Georg Aumann (1906-1980). O Rieszové praci [R3] zde
referoval Gustav Heinrich Adolf Doetsch (1892-1977), ktery rovnéz piipomnél
vysledky Lowigova ¢lanku [L6].4°

Dne 12. zari 1934 byla na zasedani Deutsche Mathematiker-Vereinigung
(predsedal Helmut Hasse (1898-1979) ) proslovena mimo jiné prednaska Franze
Rellicha (1906-1955) nazvand Abstrakte Spektraltheorie und fastperiodische
Funktionen; v té souvislosti byla téz predstavena Lowigova prace [L6].41

Pasqual Jordan (1902-1980) a John von Neumann ve svém ¢lanku On inner
products in linear, metric spaces [JN] z roku 1935 citovali praci [L6]:

The hyper-Hilbert spaces (without E) have been first discussed by H. Léowig,
Acta Szeged, vol. 7(1934), pp. 1-33. ([JN], str. 719)

Francis Joseph Murray (1911-1996) a John von Neumann citovali roku 1936
Lowigtv ¢lanek [L6] v rozsahlé praci On rings of operators [MN], kterd ma
vice nez 110 stran; ¢lanek [L6] je zde jednou z 22 bibliografickych poloZek.
Ve stejném roce citoval praci [L6] Oswald Teichmiiller (1913-1943) v préci
Operatoren im Wachsschen Raum [Te].

Béla Adalbert Lengyel (1910-2002) a M. H. Stone citovali préci [L6] v ¢lanku
Elementary Proof of the Spectral Theorem [LS] z roku 1936. Mimo jiné napsali:

Since the dimensionality postulates occuring in the definition of Hilbert
space are actually so little used in the theory, it is convenient to suppress
them. Thus we shall consider those spaces which are called following Lowig
[12], complex Euclidean spaces. ([LS], str. 853-854)

V referatu o jejich praci*? upozornil Edgar Raymond Lorch (1907-1990) i na
Léwigovu préci [L6):

Der Beweis wird fir den allgemeineren Fall eines komplexen euklidischen
Raumes £ gegeben (vgl. Lowig ...), was bekanntlich keine wesentlichen neuen
Schwierigkeiten macht.

J. von Neumann citoval Lowigiv ¢lanek [L6] roku 1939 ve své rozsahlé praci
On infinite direct products [N4], uvedl jej jako jednu z 15 polozek.

V témze roce se odkazoval na ¢lanek [L6] Tosio Kitagawa v praci The Par-
seval theorem of the Cauchy series and the inner products of certain Hilbert
spaces [Ki]. Ocenil precizni formulaci vychozich pojmii.

Ve stejném roce citoval Lowigovu praci [L6] jesté Franz Wecken (1912 — pted
r. 1945) v ¢lanku Unitdrinvarianten selbstadjungierter Operatoren [W]:

40 Viz JFM 60.0324.01 a JFM 60.0325.01.

41 Ausziige aus den auf der Tagung in Bad Pyrmont am 11. und 12. September 1934
gehaltenen Vortragen, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 45(1935), 82—
83.

42 Viz JFM 62.0450.02.
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Wihrend nun der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren im Hilbert-
schen Raum nahezu unverdndert auch im nichtseparablen Raum gilt (Rel-
lich [11], Lowig [6]), treten fir die Theorie der unitiren Invarianten beim
tubergang von abzdhlbarer zu nichtabzdhlbarer Dimension die im folgenden an-
gedeuteten neuen Verhdltnisse ein. ([W], str. 422)%3

Ralph Saul Phillips (1913-1998) citoval roku 1940 v ¢lanku A characterizat-
ion of euclidean spaces [Ph] Lowigovu préci [L6], kterou oznadil [4], v nésledu-
jici souvislosti:

A Banach space is a linear, normed, complete space [3, chap. 5]. A euclidean
space of dimension «, where « is any cardinal number, is defined to be the
Banach space of sequences x, of real numbers where v ranges over a class of
cardinal number «, and Y x2 is finite and equal to the square of the norm [{].
([Ph], str. 930)

Loéwigovo jméno se objevilo roku 1941 v cyklostylovanych prednaskach Johna
von Neumanna Invariant measures [N5] opatfenych pozndmkami Paula Ri-
charda Halmose (1916-2006).44

Ve stejném roce citoval ¢lanek [L6] J. W. Calkin v rozsdhlé, pétatticetistran-
kové praci Two-sides ideals and congruences in the ring of bounded operators
in Hilbert space [Cal.

Abram Iezekiilovi¢ Plesner (1900-1961) citoval roku 1941 praci [L6] v rosah-
lém célanku Spektralnaja teorija linejnych operatorov [Pl].

Gottfried Maria Hugo Kothe (1905-1989) vyuzil roku 1947 vysledki
Lowigovy prace [L6] ve svém ¢lanku FEine aziomatische Kennzeichnung der
linearen Rdaume [K61].

Roku 1947 citoval Robert C. James (1918-2003) v ¢lanku Inner products in
normed linear spaces [J1] Lowigovu vétu 32 z préce [L6):

Any complete normed linear space T which has an inner product is cha-
racterized by its (finite or transfinite) cardinal “dimension-number” n. It is
equivalent to the space of all sets x = (x1,x2,...) of n real numbers satisfying

> w2 < +oo, where ||z]| = (X, x?)l/z [7, Theorem 32]. ([J1], str. 559)

Ve stejném roce citoval praci [L6] i v ¢lanku Orthogonality and linear functi-
onals in normed linear spaces [J2]; odvoléval se na Lowigovy véty 11 a 16 (viz
vyse — Satz 11, Satz 16).

Helmut Schiek (1915-1981) citoval praci [L6] roku 1948 v ¢lanku Mengen
mif affiner Anordnung [Sc].

Naum II'ji¢ Achiezer (téz Achieser, 1901-1980) a Izrail’ Markovi¢ Glazman
(téz Glasmann, 1916-1968) uvedli Lowigovu praci [L6] v seznamu literatury

43 Rellichovou praci [11] je minéna prace [Re].
44 Na strané 124, v tisténé verzi z roku 1999 na strané 74.
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své monografie Teorija linejnych operatorov v Gil’bertovom prostranstve [AG]
z roku 1950, kterd vysla v dalsim vydani roku 1966 a nékolikrat v némeckém
a anglickém prekladu.

Frédéric Riesz a Béla Szokefalvi-Nagy (1913-1998) Lowigovu praci [L6] cito-
vali ve své monografii Le¢ons d’analyse fonctionnelle [RS] z roku 1952, kterd vy-
sla o rok pozdéji znovu francouzsky, dale nékolikrat anglicky, némecky a rusky;
pripomnéli v té souvislosti téz Rieszovu praci Zur Theorie des Hilbertschen
Raumes [R3], praci F. Rellicha nazvanou Spektraltheorie in nichtseparabeln
Rdumen [Re| a praci J. von Neumanna Allgemeine Eigenwerttheorie Hermite-
scher Funktionaloperatoren [N1]. V kapitole Espace de Hilbert abstrait uvedli
u definice Hilbertova prostoru tuto poznamku:

Cf. J. v. Neumann [1]; cet auteur énonce encore deux aziomes exigeant que
Despace soit séparable et de dimension infinie (donc de dimension dénombrable-
ment infinie). Nous préférons de ne pas exclure dés commencement les espaces
de dimension finie et les espaces non séparables. Voir, pour les espaces mon
séparables, Lowig [1], Riesz [15], Rellich [1]. ([RS], 1952, str. 195)

Préace [L6] je téz citovana v monografii Topologische lineare Raume I. [K62]
z roku 1960 (anglickd verze je z roku 1969), jejimz autorem je G. Kothe,
a v knize Introductory Functional Analysis with Applications [K1] z roku 1978
(reprint 1989), kterou sepsal Erwin O. Kreyszig (1922-2008).

Lowigovu praci [L6] ma na mysli N. Bourbaki ve stati vénované historii
topologickych vektorovych prostort:

Deés ce moment les points essentiels de la théorie des espaces hilbertiens
peuvent étre considérés comme acquis; parmi les progrés plus récents, il faut
notamment mentionner la présentation axiomatique de la théorie donnée vers
1930 par M. H. Stone et J. von Neumann, ainsi que l’abandon des restric-
tions de <séparabilité s, qui s’effectue aur environs de 1934, dans les travaux
de Rellich, Léwig, et F. Riesz (IXe). ([Bol], 1955, str. 168)%5

Préci [L6] citovali Nelson Dunford (1906-1986) a Jacob T. Schwartz (1930—
2009) roku 1958 v rozsahlé monografii Linear Operators, ktera byla prelozena
do rustiny. Uvedli, ze H. Lowig dokazal, ze dvé ortonormalni baze Hilbertova
prostoru maji stejnou mohutnost (viz [L6], Satz 33, str. 31 — viz vySe; viz téz
Rellichova préice [Re], str. 355) a ze dva Hilbertovy prostory jsou izometricky
izomorfni pravé tehdy, maji-li stejnou dimenzi (viz [L6], Satz 30, Satz 81, str. 27
— viz vyse). Ocenili rovnéz Lowiglv piinos pro odstranéni pozadavku separa-
bility v definici Hilbertova prostoru.*6

V knize Inner Product Structures: Theory and Application [Is| z roku 1987
citoval Vasile I. Istratescu Lowigovu préci [L6].

45 Odkazem (IXe) je minéna Rieszova prace [R3]. Uvedeny citat viz souborné vydani
historickych komentait [Bo2]: v anglické verzi z roku 1994 na str. 213, v némecké z roku
1971 na str. 248, v ruské z roku 1963 na str. 224. Rellichovo jméno se vztahuje k préci [Re].

46 Vig [DS], str. 372 a 373, v ruském vydéni str. 407 a 414.
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Lowigova préace [L6] je citovdna i v doslovu k publikaci [HS]*7 z roku 1989,
ktery napsal A. Pietsch, i v jeho rozsahlé monografii History of Banach spaces
and linear operators [P] z roku 2007:48

The representation theorem for abstract non-separable Hilbert spaces had to

wait for Lowig [1934a, p. 11] and Riesz [1934, p. 84):

Fir jede lineare Funktion I(f) gibt es ein eindeutig bestimmtes erzeugendes
Element g, so das I(f) = (f,g). ([P], str. 31)

... formula (2.5.6.a) was already discovered by Lowig [1934a, p. 6].
([P], str. 39)%9

Roku 2001 byla Loéwigova prace [L6] citovana v knize Best Approwi-
mation in Inner Product Spaces [De] Franka Deutsche (nar. 1936); informace
o Lowigovych vysledcich jsou pfevzaty z monografie [DS].

Vilmos Komornik (nar. 1954) citoval Lowigovu praci [L6] ve svém u¢ebnim
textu Précis d’analyse réelle II. Analyse fonctionnelle, Intégrale de Lebesgue,
Espaces fonctionneles [Ko] z roku 2002.

Femi O. Oyadare citoval Lowigovu préci [L6] v ¢lanku Construction of higher
orthogonal polynomials through a new inner product, (-,-), in a countable real
LP-space [Oy] z roku 2005.

Navazme jesté na posledni citdt z Pietschovy monografie a vratme se
k Lowigové vztahu

Lt = Rr — iR(iv),
ktery popisuje strukturu funkcionalu na komplexnim prostoru.

S obdobnou myslenkou pfisli roku 1938 Henri F. Bohnenblust (1906-2000)
a Andrew Sobzcyk (1915-1981); v kratkém ¢lanku Extensions of functionals
on complex linear spaces [BS] uvedli nasledujici analogii Hahnovy-Banachovy
vety:

Theorem 1. Let | be any complex linear subspace of a normed complex li-
near space L. Let f(x) be any complex linear functional defined on l, having
a norm M. Then there always exists a complez linear functional F(z) defined

on L, which coincides with f(x) in 1, and which has the same norm M on L.
([BS], str. 91)

Komplexni funkciondl f(z) vyjadrili ve tvaru

f(z) = fi(z) +1ifa(x)

47 Nicht-separable Hilbertriume sind erstmalig von Léwig (1934) und Rellich (1934)
betrachtet worden. ([HS], str. 287)

48 Vig [P], str. 13, 31 a 39.

49 Vzorcem (2.3.6.a) je minén Léwigtv vztah Lt = Rr — iR(iv).
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a poznamenali, Ze fo(z) = —f1(iz). Funkcional f rozsifili na funkcional F
popsany vztahem
F(z) = Fi(x) —iFi(iz),

kde F} je redlny funkcionél z klasické Banachovy véty.

Navic uvedli, Ze podobny dtkaz podal F. J. Murray roku 1936 v praci Linear
transformations in £,, p > 1 [Mu]. Ten vSak v té dobé (nebo o nékolik tydna
pozdéji) Léwigovu praci [L6] znal, nebot ji citoval (spolu s J. von Neumannem)
v ¢lanku [MN].50

Uvedeny vysledek H. F. Bohnenblusta a A. Sobzcyka brzy vesel ve znamost;
citovali jej naptiklad jiz roku 1938 Salomon Bochner (1899-1982) a Angus Ellis
Taylor (1911-1999) v ¢lanku Linear functionals on certain spaces of abstractly-
valued functions [BT].

Pozdéji se ukézalo, ze obdobny vysledek je i v élanku G. A. Suchomlinova
O prodolZenii linejnych funkcionalov v komplexnom i kvaternionnom linejnom
prostranstve [Su] z roku 1938. Lowigtv vysledek z roku 1934 byl tedy zcela
prehlédnut.

Jesté roku 1975 napsal John A. R. Holbrook v ¢lanku Concerning the Hahn-
Banach theorem [Ho] tato slova:

... the Hahn-Banach extension theorem for real spaces dates from papers by
H. Hahn [3] in 1927 and S. Banach [1] in 1929, while the familiar trick deriving
the theorem for other scalars by reduction to the real case was not forthco-
ming until 1938: H. F. Bohnenblust and A. Sobczyk [2] (complex scalars);
G. A. Soukhomlinoff [9] (complex or quaternionic scalars). ([Ho], str. 322)°!

Piinos Lowigovy prace [L6] ocenili roku 2008 Lawrence Narici a Edward
Beckenstein v praci The Hahn-Banach theorem and the sad life of E. Helly
[NB2]. Poznamenali, ze dilezitym okamzikem bylo rozpozndni vztahu mezi
realnou a komplexni slozkou linedrniho funkcionalu f na komplexnim prostoru,
tj. vztahu

R fiz) =S f(x).

Although usually credited to F. Murray [1956], H. Lowig discovered this in
1934. Murray reduced the complex case to the real case, then used the real Hahn-
Banach theorem to prove the complex form for subspaces of Lya,b] for p > 1.
Murray’s perfectly general method was used and acknowledged by Bohnenblust
and Sobczyk [1938] who proved it for arbitrary complex normed spaces. They,
incidentally, were the first to call it the Hahn-Banach theorem. Also by re-
duction to the real case, Soukhomlinov [1938] and Ono [1953] obtained the

50 Prace [Mu] byla prezentovana 23. tinora 1935, prace [MN] dosla do redakce 3. dubna
1935.

51 Citovény jsou zde tyto prace: H. Hahn: Uber lineare Gleichungssysteme in linearen
Rdumen, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 157(1927), 214-229, S. Banach:
Sur les fonctionnelles linéaires. I, II, Studia mathematica 1(1929), 211-216, 223-239, dale
[BS] a [Su].
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theorem for normed spaces over the complex numbers and the quaternions.
([NB2], str. 105)°2

Roku 2009 se zminila Barbara D. MacCluer v knize Elementary Functional
Analysis o Lowigové prinosu pro komplexni prostory:

The extension of the proof of the Hahn-Banach theorem from the real case
to the complex case is outlined in Exercises 3.2 and 3.3. While it is not hard,
historically there was a span of nearly ten years between the work on the real
case by Banach and the extension to the complex case by H. Bohnenblust and
A. Sobczyk in 1938. Perhaps not coincidently, Banach’s esteemed 1932 trea-
tise Opérations Linéaires deals only with real Banach spaces. In the particular
setting of X = LP the complex case appeard in 1936 in the work of F. Murray;
see also the comment in Ezxercise 3.3 on an earlier contribution by H. Lowig.
The work of Bohnenblust and Sobczyk may be the first place that the result is
referred to as the “Hahn-Banach Theorem.” ([Mc], str. 54)

* * *

Sestistrankovy Lowigtv ¢lanek Uber die Dimension linearer Raume [L7] byl
otistén roku 1934 v casopisu Studia mathematica; do redakce dosel 17. bfezna
1934.53

H. Lowig vysel ze dvou vyznamnych praci, které byly vydany roku 1932.
Prvni z nich je dlouhy ¢lanek Zur Theorie der linearen metrischen Réaume [H1]
Felixe Hausdorffa, druhou je monografie Théorie des opérations linéaires [Ba2]
Stefana Banacha. Citoval jesté sviij pfedchozi clanek Kompleze euklidische
Rdume von beliebiger endlicher oder transfiniter Dimensionszahl [L6).

Uvazoval realné i komplexni linearni prostory, na nichz je definovana norma,
a odkazoval ¢tendfe na terminy, které uzil F. Hausdorff v préaci [H1]. Jednalo
se zejména o pojmy linearer metrischer Raum, lineare Hiille a abgeschlossene
lineare Hiille. Ve své praci [L7] zavedl tyto dva odlisné pojmy dimenze.

— Afinni dimenze linedrnitho prostoru R, coz je v dneSnim slova smyslu
klasickd dimenze linedrniho prostoru fR.

Definoval ji jako nejmensi kardinélni ¢islo z mohutnosti vSech mnozin, jejichz
linearnim obalem je cely prostor PR, tj. z mohutnosti vSech mnozin generatori
prostoru ‘R.

— Metrickd dimenze normovanéeho linedrniho prostoru R.

52 Jedn4 se o préace [Mu], [BS], [Su], [O]. Zajimavé je, Ze ve své pFedchozi praci The Hahn-
Banach theorem: the life and times [NB1] z roku 1997 se L. Narici a E. Beckenstein jesté
o Lowigové praci [L6] nezminuji — uvadéji jen prace [Mu], [BS], [Su] a [O], pficemz préace [O]
je v ¢lanku [NB1] jako polozka [60] citovdna Spatné; pfipominaji vSak navic praci [Ho] z roku
1975. Je velmi pravdépodobné, ze se o Lowigové vysledku docetli ve vySe zminéné monografii
A. Pietsche [P].

53 Casopis Studia mathematica zalozil roku 1929 Stefan Banach specialné pro otazky
funkcionalni analyzy.
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Definoval ji jako nejmensi kardinalni ¢islo z mohutnosti vSech mnozin, je-
jichZ uzavienym linearnim obalem je cely prostor $R. V obou definicich je citit
Zermelova véta o existenci dobrého uspotfadani.

Definition 1. Unter der affinen Dimensionszahl eines linearen Raumes R
verstehe man die kleinste Kardinalzahl X von der Figenschaft, daff es min-
destens eine Teilmenge von R von der Mdchtigkeit N gibt, deren lineare Hiille
mit R zusammenfallt. ([L7], str. 18)

Definition 2. Unter der metrischen Dimensionszahl eines linearen met-
rischen Raumes R verstehe man die kleinste Kardinalzahl X von der Eigen-
schaft, daff es mindestens eine Teilmenge von R von der Mdchtigkeit N gibt,
deren abgeschlossene lineare Hille mit R zusammenfallt. ([L7], str. 18)

Oba tyto pojmy dal H. Lowig do zjevné souvislosti: afinni dimenze nemuze
byt mensi nez metricka.

Es ist klar, daf8 die affine Dimensionszahl eines linearen metrischen Raumes
niemals kleiner sein kann als seine metrische Dimensionszahl. ([L7], str. 19)

Pro linedrni prostory zavedl pojem bdze (linedrné nezdvisld mnozina ge-
neratort). Jeho tehdejsi vyjadfeni je z dnesniho pohledu trochu neobratné;
0 nekone¢né mnoziné si jesté netroufl pfimo fici, Ze je linearné nezavisla.

Definition 3. Eine Teilmenge M eines linearen Raumes R heifle eine Basis
von R, wenn endlich viele Elemente von I stets linear unabhdingig sind und
die lineare Hiille von 9 mit R zusammenfdllt. ([L7], str. 19)

Poznamenal, Ze je obecné znamo, ze kazdy linearni prostor ma alespon jednu
bézi, a v nasledujici vété dokazal, ze kazdé dvé baze uvazovaného prostoru maji
stejnou mohutnost, nebot mohutnost kazdé baze je rovna vyse definované afinni
dimenzi. Vyuzil pfitom zakladni fakta o nekonec¢nych kardinéalnich ¢islech. Tuto
zalezitost dnes vétsinou fadime do linearni algebry.

Satz 1. Jede Basis eines linearen Raumes R hat eine Mdachtigkeit, welche
der affinen Dimensionszahl von R gleich ist. ([L7], str. 19)

V dalsi vété srovnal mohutnost linedrniho prostoru a jeho afinni dimenzi.
Opét potteboval zékladni fakta o nekonecnych kardinalnich ¢islech.

Satz 2. Ein linearer Raum R, der nicht nur aus einem Nullelement besteht,
hat die Mdchtigkeit des Kontinuums, wenn seine affine Dimensionszahl kleiner
als die Machtigkeit des Kontinuums ist, und sonst eine Mdchtigkeit, welche
gleich dieser affinen Dimensionszahl ist. ([L7], str. 20)

Pro normované linearni prostory definoval H. Lowig zdkladni mnoZinu a uka-
zal, ze tento pojem odpovidd metrické dimenzi a ze podprostor a jeho uzaveér
maji stejnou metrickou dimenzi.

Definition 4. Eine Teilmenge M eines linearen metrischen Raumes R heifle
eine Grundmenge von R, wenn erstens kein Element von 9 der abgeschlos-
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senen linearen Hille der ubrigen Elemente von 9N angehort und zweitens die
abgeschlossene lineare Hille von I mit R zusammenfallt. ([L7], str. 20)

H. Lowig svij pojem zadkladni mnoziny srovnal s obdobnymi pojmy, které
jsou zavedeny ve zminéné Hausdorffové praci [H1] a v Banachové monogra-
fii [Ba2]. Uvedl, ze F. Hausdorff pozadoval pro sviij pojem Grundmenge misto
prvni podminky pouze linedrni nezavislost® a S. Banach pro svoji ensemble
fondamental jen druhou podminku.’® Pojem zakladni mnoziny koresponduje
s pojmem metrické dimenze, jak vyplyva z nasledujici véty.

Satz 3. Jede Grundmenge eines linearen Raumes R besitzt eine Mdchtigkeit,
welche gleich der metrischen Dimensionszahl von R ist. ([L7], str. 21)

Satz 4. Fine lineare Mannigfaltigkeit B eines linearen metrischen Raumes
und thre abgeschlossene Hiille B haben stets die gleiche metrische Dimensions-
zahl. ([L7], str. 22)

H. Lowig pak poznamenal, Ze v iplném eukleidovském prostoru je maximalni
ortonormélni mnozina (vollstindiges normiertes Orthogonalsystem) zakladni
mnozinou a ma mohutnost, ktera je rovna metrické dimenzi prostoru.’® Uvedl
rovnéz, ze neni jasné, zda normovany linearni prostor SR musi mit zakladni mno-
zinu. I kdyby byla pomoci dobrého usporadéni prostoru i uvazovana mnozina
prvku, které nepatii uzavienému linearnimu obalu mnoziny svych predchidci,
tak se nemusi jednat o zakladni mnozinu.

Ob jeder lineare metrische Raum eine Grundmenge im Sinne unserer Defi-
nition 4 besitzt, konnte nicht entschieden werden. (Man konnte von einer
Wohlordnung des Raumes ausgehen und in dieser die Menge aller derjeni-
gen Elemente betrachten, welche nicht der abgeschlossenen linearen Hulle der
Menge ihrer Vorganger angehoren. Die so ausgesonderte Menge muss aber kei-
ne Grundmenge des Raumes im Sinne unserer Definition 4 sein.) ([L7], str. 22)

Clanek [L7] konéi pozndmkou, Ze kazdy normovany linedrni prostor R lze
rozsifit na Gplny normovany linearni prostor R*, ktery je uzavienym linedrnim
obalem prostoru R v R* (pfitom maji prostory R a R* stejnou metrickou
dimenzi).

54 Wenn A linear unabhingig ist, so heifie sie eine Grundmenge ihrer abgeschlossenen
linearen Hille L ... ([H1], str. 295)

55 Un ensemble G C E s’appelle fondamental, lorsque l’ensemble de toutes les combinai-
sons linéaires d’éléments de G est dense dans E; il s’appelle total, lorsque toute fonctionnelle
linéaire f(x) qui s’annule pour chaque © C G, s’annule aussi pour chaque © C E. ...
Théoréme 7. Pour qu’un ensemble G C E soit fondamental, it faut et il suffit qu’il soit total.
([Ba2], str. 58)

56 Eukleidovskym prostorem rozumi redlny nebo komplexni linedrni prostor se skalarnim
soucinem, Uplnym normovanym ortogonalnim systémem maximalni ortonormaélni mnozinu;
jeji existence vyplyva z axiomu vybéru.
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V casopisu Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik kratce referoval
o Lowigové praci [L7] Georg Aumann.5”

O. Teichmdiller citoval préci [L7] ve svém ¢lanku Operatoren im Wachsschen
Raum z roku 1936.

Roku 1939 citoval praci [L7] Vitold L. Smul’jan (Shmulyan, 1914-1944)
v ¢lanku O nekotorych geometriceskich svojstvach edinicnoj sfery prostranstva
tipa (B) [S5].%®

Casper Goffman (1913-2006) odkazoval na Léwigovu praci [L7] roku 1943
v ¢lanku On linear spaces which may be rendered complete normed metric
spaces|[Gol.

George Whitelaw Mackey (1916-2006) citoval roku 1943 Lowigovu préci [L7]
v ¢lanku On infinite dimensional linear spaces [Macl] a o dva roky pozdéji ve
stejné nazvaném ¢lanku [Mac2]:

It has been shown by Lowig [15] that any two Hamel bases for the same
linear space have the same cardinal number. This cardinal number we shall
call the dimension of the space. A v poznamce pod ¢arou ptipojil: This is what
Léwig calls the affine dimension. ([Mac2], str. 157-158)

Léwig [15] has shown that whenever X is a linear space with more than C
elements then its dimension is equal to the number of its elements. ([Mac2],
str. 159)

H. Schiek citoval praci [L7] roku 1948 v ¢ldanku Mengen mif affiner Anord-
nung [Scl.

Roku 1950 se odkazoval na Léwigovu praci [L7] Victor L. Klee (1925-2007)
v ¢lanku Decomposition of an infinite-dimensional linear system into ubiquitous
convez sets [K11]; pfipomnél Lowigtiv vysledek tykajici se existence (Hamelovy)
béze linedrniho prostoru L a invariance jeji mohutnosti (dimenze prostoru L).

Préci [L7] citoval P. R. Halmos roku 1951 ve své ucebnici Introduction to
Hilbert space and the theory of spectral multiplicity [H] (2. vydéani: 1957) jako
27. polozku mezi 52 pracemi. V zavérecné stati References napsal:

The elegant proof (in §16) of the uniqueness of dimension in the infinite
case is due to Lowig, [27]. ([H], str. 110)%°

57 Viz JFM 60.1229.01.

58 Viz [S], str. 86, 93.

59 Ve zminéném 16. paragrafu nazvaném Dimension (str. 29-31) uvedl P. R. Halmos tyto
tIi véty:
1. Any two bases of a subspace I have the same power.
2. A linear transformation U from a Hilbert space $) to a Hilbert space R is an isomorphism
if and only if is an isometry, mapping $H onto K.
3. Two Hilbert spaces are isomorphic if and only if they have the same dimension.
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Roku 1954 zminili praci [L7] D. T. Finkbeiner a Otton Martin Nikodym
v ¢lanku On convex sets in abstract linear spaces where no topology is assu-
med (Hamel bodies and linear boundedness) [FN] a O. N. Nikodym v ¢ldanku
Limit-representation of linear, even discontinuous, linear functionals in Hilbert
spaces [Ni].

Lowigovu préaci [L7] citoval ve své udebnici Introduction to functional ana-
lysis [T] z roku 1958 A. E. Taylor; jeho kniha vysla mnohokrat, roku 1973
i v Geském piekladu.%?

Prace [L7] je citovana i v knize Normed Linear Spaces [Da] z roku 1958 (dalsi
vydani jsou z let 1962, 1973), kterou napsal Mahlon Marsh Day (1913-1992).
Ve druhé kapitole uvedl:

(8) If M is a complete linear metric space with distance function d and if
a new and always smaller [or always larger| distance function d' is introdu-
ced under which M becomes a complete linear metric space M’, the identity
operator is an isomorphism of M with M'.

(9) The theorem of Léowig that every separable, infinite-dimensional, Banach
space has a vector basis of the cardinal number of the continuum, and the fact
that two such spaces may fail to be isomorphic (say I*(w) and [*(w)), shows
that some relation between the metric is needed in (8). ([Da], 1973, str. 42)

V. L. Klee citoval roku 1960 v clanku Mappings into normed linear spa-
ces [K12] Lowigtv ¢lanek [L7].

Roku 1982 citoval praci [L7] Manuel Valdivia v ¢élanku A class of locally
convezx spaces without C-webs [V].

Préce [L7] se objevila roku 1996 i v uéebnici Functional Analysis [Li], kterou
sepsal Balmohan Vishnu Limaye.

Roku 1997 citoval praci [L7] Herbert Schréder v knize Funktionalanalysis [Sch]:

. nichtseparable Hilbertrdume wurden erst 1934 von H. Léwig (Studia
Math. 5(1984) S. 18-23) im Zusammenhang mit dem Dimensionsbegriff und
von F. Rellich (Math. Ann. 110(1935) S. 342-356) im konkreten Beispiel des
Raums der fastperiodischen Funktionen untersucht. ([Sch], str. 33)

Paul Howard a Jean E. Rubin citovali roku 1998 praci [L7] v monografii
Consequences of the axiom of choice [HR]; na dvou mistech uvaddéji Lowigovu
vétu — Lowig’s Theorem: If By and By are both bases for the vector space V
then |B1| = |Bz|. ([HR], str. 40, 78.)

Jirg Rtz roku 1999 citoval praci [L7] v ¢lanku Comparison of inner pro-
ducts [R4).

Lowigova préace [L7] je rovnéZ citovana v monografii History of Banach Spa-
ces and Linear Operators [P] z roku 2007, kterou napsal A. Pietsch.6?

60 A. E. Taylor odkazuje na Lowigovu vétu o srovnani mohutnosti a dimenze (viz str. 46,
v Ceské verzi str. 56).
61 Vig [P], str. 5 a 44.
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Je citovana i v nedavné praci Wolfganga Arendta (nar. 1950) a Robina
Nittky nazvané Equivalent complete norms and positivity [AN] z roku 2009:

Let B be a Hamel basis of avector space E. Then card(E) =max{card(B),c},
see Lowig [16]. ([AN], str. 425)

Helemskii A. Ya. citoval Lowigovu praci [L7] roku 2011 ve svém ¢lanku
Metric version of projectivity for normed modules over sequence algebras [HI].

Poznamenejme jesté pro zajimavost, ze Ralph-Hardo Schulz v u¢ebnim textu
Repetitorium Bachelor Mathematik. Zur Vorbereitung auf Modulprifungen in
der mathematischen Grundausbildung [Scu] z roku 2009 napsal:

Der grundlegende Satz ist der Satz von Léwig tber die Gleichmdchtigkeit
aller Basen eines Vektorraums: Ist V ein VR, und sind B und C' Basen von V,
so gibt es eine Bijektion von B auf C; folglich gilt |B| = |C|. ([Scu], str. 8)

* * *

Kratky ¢lanek Uber allgemeine Spektralfunktionen [L8] uvadi hlavni vysle-
dek Lowigova sdéleni na 2. sjezdu matematikii zemi slovanskych, ktery se konal
22. az 28. za¥i 1934 v Praze.5? Zucastnila se jej fada ¢eskych a némeckych mate-
matikii z vysokych i stfednich gkol a dalsich instituci Ceskoslovenské republiky
a pomérné mnoho zahrani¢nich matematik (Pavel Sergejevi¢ Aleksandrov,
Dan Barbilian, Wilhelm Blaschke, Samuel Dickstein, Maurice Fréchet, Guido
Fubini, Heinz Hopf, Witold Hurewicz, Jovan Karamata, Solomon Lefschetz,
Stefan Mazurkiewicz, Karl Menger, Kyrille Poppoff, Petre Sergescu, Waclaw
Sierpinski, Alfred Tarski, Lubomir Tchakaloff, Vladimir Varicak, George Ne-
ville Watson, Tadeusz Wazewski, Stanistaw Zaremba a dalsi). Pfedsedou orga-
niza¢niho vyboru byl Karel Petr (1868-1950).

Jednim z nejaktivnéjsich ucastnikt sjezdu byl M. Fréchet. Prednesl tyto tTi
prispévky:

Détermination de la classe la plus générale d’espaces vectoriels distanciés ap-
plicables vectoriellement sur ’espace concret de Hilbert,

Sur deuz relations simples entre le ,coefficient de corrélation et le ,rapport®
de corrélation,

Sur les précisions comparées de la valeur moyenne et de la valeur médiane.53

Kromé toho promluvil 23. z4i1 na zahdjeni sjezdu a 28. za¥i p¥i jeho zakonéeni.64

Neni jasné, zda byl na sjezdu pfitomen napi. Stefan Banach. Uveden je

62 Prvni sjezd matematikt zemi slovanskych se uskutecnil v zaii roku 1929 ve Varsavé.

63 Roku 1935 byly otistény v Casopisu pro péstovani matematiky a fysiky na stranach
176-177, 209-210, 210-211. Viz téz samostatné vydané Zpravy o druhém sjezdu matematiku
zemd slovanskijch, JCMF, Praha, 1935.

64 Casopis pro péstovani matematiky a fysiky 64(1935), str. xxxv, xli—xliii.
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v seznamu delegatii sjezdu za Uniwersytet Jana Kazimierza (Lwéw), v seznamu
¢lenti a ucastnikd vsak jeho jméno neni.

Lowigiv kratky ¢lanek [L8] byl uvefejnén roku 1935 v Casopisu pro pésto-
vani matematiky a fysiky spolu s ostatnimi pfednesenymi piispévky a dalsimi
sjezdovymi materialy.®®> P¥inesl uré¢ité zobecnénim vysledkt Ernsta Hellingera
(1883-1950) [Hel] z roku 1907 a H. Hahna [Hah] z roku 1912 tykajicich se orto-
gonalni ekvivalence dvou kvadratickych forem o nekone¢né mnoha proménnych.

Za inspirativni podnéty dékuje autor tohoto prispévku prof. Ivanu Netukovi
a Dr. Antoninu Slavikovi.
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Never in the history of mathematics has a mathematical theory been the
object of such vociferous vituperation as lattice theory. Dedekind, Jonsson, Ku-
rosh, Malcev, Ore, von Neumann, Tarski, and most prominently Garrettt Birk-
hoff have contributed a new vision of mathematics, a vision that has been cursed
by a conjunction of misunderstandings, resentment, and raw prejudice.

The hostility towards lattice theory began when Dedekind published the two
fundamental papers that brought the theory to life well over one hundred years
ago. Kronecker in one of his letters accused Dedekind of “losing his mind in
abstractions,” or something to that effect. ...

It is a miracle that families of sets closed under unions and intersections can
be characterized solely by the distributive law and by some simple identities.
Jaded as we are, we tend to take Birkhoff’s discovery for granted and to forget
that it was a fundamental step forward in mathematics.

G.-C. Rota ([Ro], str. 1440, 1441)
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