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LOWIGOVY PRACE O FUNKCIONALNICH ROVNICICH

V prosinci roku 1927 obhajil Heinrich Lowig na prazské Némecké univer-
zité doktorskou disertaci s nazvem Uber periodische Differenzengleichungen.
Prestoze se prace nedochovala, mtizeme o jejim obsahu ziskat pomérné dobrou
predstavu z kratkého étyfstrankového vytahu [L1] uverejnéného roku 1930 v ca-
sopise Lotos, zejména vSak ze dvou obsahlych ¢lankt [L2], [L3] otisténych roku
1931 v Acta Mathematica. V ivodu k obéma ¢lanktim Lowig piSe, ze dohro-
mady predstavuji doplnénou a prepracovanou verzi puvodni doktorské diser-
tace. Prestoze se v nazvech zminénych praci objevuje termin ,diferen¢ni rov-
nice“, z pohledu soucasné matematiky je vhodnéjsi hovorit o funkcionalnich
rovnicich.

Po tematické strance navazuji Lowigovy prace na dvoudilny ¢lanek Emila
Picarda nazvany Sur une classe des transcendantes nouvelles a publikovany
rovnéz v Casopise Acta Mathematica (viz [5], [6]). Picard studoval soustavu
funkcionélnich rovnic

fe(z4+h) =Qr(f1(2),..., fu(2), ke{l,... n},

kde Q1,...,Q, jsou znamé a fi, ..., f, neznamé funkce. Tuto soustavu uva-
zoval v komplexnim oboru, tj. z je komplexni proménni a h je zadané nenulové
komplexni ¢islo. Picard dokazal, ze pokud jsou splnény jisté predpoklady, pak
pro kazdé nenulové komplexni ¢islo w, které neni redlnym nasobkem h, exis-
tuji w-periodicka reseni uvedené soustavy. Zobecnil tak pojem eliptické funkce,
tj. funkce se dvéma linedrné nezavislymi komplexnimi periodami h a w.

Hlavnim cilem Lowigovy disertace bylo rozsifeni Picardovych vysledki na
ptipad soustavy

fe(z+h)=Qr(z f1(2),... ., fu(2), ke{l,... ,n}, (1)

kde pravé strany rovnic zaviseji nyni nejen na fi,..., f,, ale rovnéz na pro-
ménné 2. Clanek [L2] je zaméien na linearni funkciondlni rovnice, které pred-
stavuji dtlezity specidlni piipad soustavy (1). Navazujici prace [L3] pak zis-
kané vysledky vyuziva ke studiu obecné nelinedrni soustavy (1). V tomto textu
stru¢né shrneme obsah obou Léwigovych ¢lank.

1. Linearni rovnice

Préce [L2] je z velké ¢asti vénovana studiu soustavy linedrnich funkciondlnich
rovnic

w(z+h) = qul 2)+ Bi(2), ke{l,... n}, (2)
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kde qxi, k, L€ {1,... ,n} a By, k€ {l,...,n}, jsou zadané funkce a fy, k €
{1,...,n}, jsou neznamé funkce. Tato soustava je specidlnim pripadem obecné
nelinedrni soustavy (1). Opét pracujeme v komplexnim oboru, tj. z je komplexni
proménna a h je zadané nenulové komplexni ¢islo. Lowig déale predpoklada,
ze vSechny funkce gp; a By jsou w-periodické, kde w je nenulové komplexni
¢islo, které neni redlnym ndsobkem h. Hlavni vysledky prace [L2] se tykaji
existence a jednoznacnosti w-periodickych FeSeni soustavy (2) a déle existence
w-periodického fundamentalniho systému feseni prislusné homogenni soustavy

w(z+h)= Zle 1(z), ked{l,...,n} (3)

Pfipomertime nejprve nékterd fakta z teorie funkci komplexni proménné. Je-li
déno nenulové ¢islo w € C a dvojice ¢isel a, b € R, a < b, oznacme

T,(a,b) = {zE(C a<Im(w) <b}

Tedy Ti(a,b) je rovinny pés ohranifeny pfimkami y = a, y = b. Déle plati
z € T1(a,b) pravé tehdy, kdyz wz € T, (a,b), neboli

T.,(a,b) = {wz; z € Ty(a,b)}.

Odtud je zfejmy geometricky vyznam T, (a, b); chdpeme-li w jako vektor v kom-
plexni roving, pak T, (a,b) je rovinny pas ohraniceny piimkami rovnobéznymi
s w. V dalsim textu budeme pripoustét také piipady, kdy a = —oco nebo b = oo
Piislusna mnozina T,,(a, b) pak vyplni polorovinu, ptipadné celou komplexni ro-
vinu. Pov§imnéme si, ze pokud z € T,,(a,b), pak také z+w € T, (a,b); mnoziny
T, (a,b) se proto ¢asto vyskytuji jako defini¢ni obory w-periodickych funkei.

Popiseme nyni analogii klasického Fourierova rozvoje pro w-periodické ho-
lomorfni funkce komplexni proménné. Uvazujme nejprve holomorfni funkci f,
kterd je definovdna na mnoziné T} (a,b) a ma periodu 1, tj. f(z+1) = f(2) pro
kazdé z € Ty (a,b). Pomoci zobrazeni z + €27%* lze funkci f ,pfenést do mezi-
kruzi A omezeného kruznicemi se stfedy v bodé 0 a s poloméry e27° a =274,
Dostaneme tak funkci g definovanou pro kazdé w € A, w = e*™** pfedpisem
g(w) = f(z). Tato definice je korektni: Je-li w = e2™¥*1 = 2™*2 pak 2z — zy
je celé ¢islo, a diky 1-periodicité mame f(z1) = f(22). Protoze g je holomorfni
v mezikruzi A, mizeme ji rozvinout do Laurentovy fady

o0
Z cow™, wE A,
n=—oo
kde ¢;, jsou vhodna komplexni ¢isla. Odtud pak ziskdme

f(z) = g(e*™*) = Z cn€®™"* 2 € Ti(a,b).

n=-—oo
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Obecnéji, kazdou w-periodickou holomorfni funkci f definovanou na mnoziné
T, (a,b) lze pomoci substituce pfevést na 1-periodickou funkei f* definovanou
na Tj(a,b) predpisem f*(z/w) = f(z). Pouzitim pfedchoziho vysledku pak
obdrzime vztah

f(z)=f"(z/w) = Z cn€?™ MY 2 e T, (a,b),

n=—oo

coz je slibovana analogie Fourierova rozvoje. Jak uvidime pozdéji, Lowig casto
predpoklada vyjadieni w-periodické holomorfni funkce pravé v tomto tvaru.
Ctenéfe s hlubsim zajmem o Fourierovy fady v komplexnim oboru odkazujeme
na knihy [2] a [7].

Po této kratké exkurzi se vratme k Lowigové ¢lanku [L2] o linearnich funk-
cionalnich rovnicich a popiSme struc¢né obsah ¢tyt oddili, na néz je prace roz-
délena. Pfipomenme, ze h, w je dvojice nenulovych komplexnich ¢isel takovych,
7e hj/w ¢ R. Stejné jako Lowig zavedme oznaceni

A\ = eQTrih/w

a vSimnéme si, ze z pfedpokladu h/w ¢ R plyne |\ # 1.

V prvnim oddilu jsou dokdzana néktera pomocna tvrzeni. Lowig zde pracuje
s Weierstrassovymi funkcemi o a ¢ (viz napt. [2]) a ukazuje, jak pomoci nich
zkonstruovat w-periodickou funkci f, kterd je meromorfni v celé komplexni
roviné a vyhovuje funkcionalni rovnici

flz+h) =tf(2), (4)

kde t € C je pevné zvolené nenulové ¢islo. Dale dokazuje, ze pokud f je ho-
lomorfni funkce spliiujici (4) a navic t # A" pro kazdé n € Z, pak f musi
byt identicky nulova. Nakonec je pomoci funkce ¢ zkonstruovana posloupnost
w-periodickych meromorfnich funkei {f,}°2,, které vyhovuji rovnicim

foz +h) =tfo(2), fe(z+h)=1tfe(2) +kfr-1(2), k=1 (5)

Druhy oddil je jiz vénovan nehomogenni soustavé linearnich funkcionalnich
rovnic

w(z+h) = qu 2)+ By(2), ke{l,...,n}, (6)

kde gx; a By jsou zadané w-periodické funkce. Predpoklada se, ze qj; spliuji
nasledujici podminky:

e Existuje kladné ¢islo R takové, ze funkce gx; jsou holomorfni v poloro-
ving uréené nerovnosti [e?™*/“| < R a lze je rozvinout do fady

qkl Z Qkla 627”(12/“)7 kvl € {17 v ,n}'
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Poznamenejme, 7e pro kazdé w € C je [e¥| = eRe¥, tj.
|e2‘n’zz/w| _ eRe(Zﬂ'zz/w) _ 6727T1m(z/w)’

_InR

2 ; . . .
Nerovnost |e>™*/%| < R tedy popisuje polorovinu Im(z/w) > 5

e det{quo}y ;= # 0.
e Existuje kladné ¢islo r < R takové, ze

det{gri(2)}i =1 #0

pro viechna z v poloroviné uréené nerovnosti [e27%*/<| < r.
O funkcich By se zpocatku predpokladd, ze vyhovuji nasledujici podmince,
ktera bude pozdéji zeslabena:

e Existuje kladné ¢islo p takové, ze funkce By, jsou holomorfni v poloroviné
uréené nerovnosti [e2™*/¥| < p a lze je rozvinout do fady

By(z) = Z Bpae?™ /@ ke {1,... ,n},
a=p

kde p je celé éislo. Jestlize |A| > 1, pak p < R, a pokud |A| < 1, pak
p<r.

Lowig se nyni pokousi najit w-periodické feseni soustavy (6) metodou neur-
¢itych koeficientii. Predpoklada, ze funkce fj 1ze vyjadrit ve tvaru

(oo}
fu(z) = Z apae?™ Y ke {1,... n}. (7)
a=p
Dosadime-li rozvoje fi, By a qx; do (6) a porovname koeficienty na obou stra-
néch, obdrzime pro kazdé k € {1,... ,n} a @ > p rovnici

« n
ara\ = Z Qkla—palg + Bia, (8)

B=p I1=1

kterou lze ekvivalentné psat ve tvaru

n n a—1
> (grio — kA + > > Gria—pais + Bra = 0.
=1 1=1 f=p

Jestlize det{qro — 0A*}?,—; # 0 pro kazdé a > u, pak jsou koefi-
cienty ag. jednoznacné uréeny (z posledni rovnice lze vyjadfit aia,... ,Gna
pomoci ay, ... ,aa—1, I € {1,...,n}). Soustava (8) vSak mize mit FeSeni
i v pfipadé, kdy je néktery ze zminénych determinanti nulovy.
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Po nalezeni koeficient ax, zbyva ovérit konvergenci pfislusnych fad v (7).
Lowig dokazuje, ze pokud akq, k € {1,... ,n}, a > p, je libovolné sada koefi-
cientlt spliiujicich rekurentni rovnice (8), pak nekone¢né fady v (7) konverguji
v poloroving |e?™#/%| < p|A|, pokud |A| > 1, a v poloroviné |e27*/“| < p, po-
kud |A| < 1. Funkee fi,..., f, definované vztahem (7) pak predstavuji feSeni
nehomogenni soustavy (6) v pfislusné poloroviné.

Zavedme stejné jako Lowig oznaceni
K(t) = det{qklo — 6klt}z,l:1-

Rovnice K (t) = 0 se nazyva charakteristickd rovnice; vidéli jsme, Ze pro exis-
tenci a jednoznacnost feSeni soustavy (6) je dilezité védét, zda charakteristicka
rovnice ma kofeny tvaru A%, a € Z.

Lowig déle dokazuje ndsledujici zobecnéni véty z prvniho oddilu: Necht
charakteristickd rovnice nema kofeny tvaru A%, a € Z, a f1,..., fn jsou w-
periodické funkce, které vyhovuji homogenni soustaveé

fk(z + h) = qul(z)fl(z), ke {1, R ,n}. (9)

=1
Je-li |\| < 1a fi,...,fn jsou holomorfni v poloroviné |e27%*/%| < R|\|, nebo
I\l > 1a fi,...,fn jsou holomorfni v poloroving |e*™*/*| < r, pak se jedna

o identicky nulové funkce. Toto tvrzeni je dokdzano indukei podle n a v dikazu
se pouziva jiz zminéna véta z prvniho oddilu.

Poté se Lowig vraci zpét k nehomogenni soustavé (6) a zkoum4 existenci
a jednoznacnost w-periodického feseni v pripadé, ze funkce By spliuji nasledu-
jici slabsi podminku:

e Existuji kladnd cisla py, po takova, ze p; < pa, funkce Bj jsou holo-
morfni v rovinném pasu uréeném nerovnostmi p; < |627”Z/ Y| < po alze
je rozvinout v fady

Bi(2) = Y Brac™**¥, ke{l,...,n}. (10)

aA=—00

Jestlize |\| > 1, pak p1 < r a py < R, apokud |\ < 1, pak p; <r
apy <.

Podstatny rozdil je tedy v tom, Ze v rozvoji By nyni sc¢itame pfes vSechna
celd ¢isla a. Lowig nejprve ukazuje, ze pokud charakteristickd rovnice nema
kofeny tvaru A%, o € Z, pak nehomogenni soustava (6) mize mit maximalné
jedno holomorfni feSeni. Vezmeme-li totiz libovolna dvé feseni, pak jejich rozdil
vyhovuje homogenni soustavé (9), a pomoci vysSe uvedené véty o feseni homo-
genni soustavy lze ukazat, ze uvazovany rozdil je identicky nulovy, tj. obé feseni
jsou shodna.
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V dikazu existence w-periodického Feseni nehomogenni soustavy (6) nejprve
Lowig uvazuje specialni piipad, kdy zvoli ¢isla m € {1,... ,n}, v € Z a polozi

0, k#m
Bk(z> = { e2miVz/w L=

Reseni prislusné nehomogenni soustavy, které je tvoreno n-tici funkci

fkm'y Z bkma 627”a2/wa k S {15 e an}a

a=y

najde opét metodou neurcitych koeficienti. Pfirozenym kandiddtem na feseni
obecné nehomogenni soustavy s funkcemi By ve tvaru (10) je pak n-tice funkci

Z ZBmvfkmv Z Z Z bkmary mv€2ma2/w (11)

y=—0o0 m=1 a=—ocom=1vy=—o0

ke {1,...,n}. Nejobtiznéjsi ¢ast celého ditkazu pfedstavuje vySetieni konver-
gence fady na pravé strané. Poznamenejme, Ze existence feSeni je dokazana
i pro pfipad, kdy charakteristicka rovnice ma kofeny tvaru A%, a € Z.

Z explicitniho vyjaddfeni (11) Lowig odvozuje nasledujici odhad: Existuje
konstanta y > 0 takova, ze pokud By,... , B, jsou w-periodické a holomorfni
v rovinném pasu P = {z € C; p; < |e*™*/%| < po} a fi,..., fn predstavuji
prislusné w-periodické feseni nehomogenni soustavy (6), pak

Ife(2)] < x- , max <sup |Bl(z)|) , ke{l,...,n}.
zEP

=1,...,

Pokud |A| > 1, nerovnost plati v rovinném pasu p; < [e2™%/“| < py|)|, pro
IA| < 1 pak v pasu pa|A| < [€2™#/%| < py. Tvrzeni je zobecnénim Picardova
odhadu z ¢lanku [5], ktery popisuje specidlni piipad, kdy gz; jsou konstantni
funkce.

V zéavéru druhého oddilu se Léwig zabyva nehomogenni soustavou (6) v pii-
padé, kdy funkce Bj nejsou w-periodické; pozornost vénuje zejména funkcio-
néalni rovnici f(z + h) — f(z) = 2.

Treti oddil se opét tyka homogenni soustavy
k(2 +h) = qu 1(2), ke{l,... ,n}. (12)

Hlavnim vysledkem je dukaz existence w-periodickych meromorfnich funkei,
které tvori fundamentalni systém FeSeni soustavy (12). Pro |[A| > 1 jsou tyto
funkce definovény v poloroviné |e27*/“| < R|A|, pro |A| < 1 pak v poloroviné
|627'riz/w| <r.
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Terminologie je zde podobné jako u soustav obycejnych diferencidlnich rov-

nic; ikame, ze fi,...,f., kde i € {1,...,n}, tvoif fundamentalni systém fe-
Seni, jestlize pro kazdé i € {1,... ,n} funkce fi,..., f! vyhovuji soustavé (12),
a navic lze kazdé feseni f1,... , f, soustavy (12) jednozna¢né vyjadfit ve tvaru

ai(2)fi(z), ke{l,...,n},
1

n
=
kde aq,... ,a, jsou jisté w-periodické funkce. Kazdé feSeni nehomogenni sou-

stavy (6) pak lze jednozna¢né vyjadfit ve tvaru

n

fe(2) = fR(2) + D ai(2)fi(z), ke{l,...,n},

i=1
kde f?,..., f° je jedno pevné zvolené (partikuldrni) feSeni nehomogenni sou-
stavy (6) a aq, ... ,a, jsou opét vhodné w-periodické funkce. Existenci zminé-

ného fundamentalniho systému dokazuje Lowig indukci vzhledem k n.

V ptipadé, kdy podil libovolnych dvou kofeni charakteristické rovnice je
rizny od A%, kde a je nenulové celé c¢islo, podava Lowig podrobnéjsi popis
fundamentalniho systému feseni homogenni soustavy. Vyuziva pfitom infor-
mace o nasobnostech kofenti t1, ... ,t; charakteristické rovnice a elementarnich
délitelich matice {qrio — dpiti}y =y, @ € {1,...,j}. Je zde téz pouzita véta
z prvniho oddilu o existenci funkei vyhovujicich soustavé (5). Vysledky ziskané
v této ¢asti jsou po technické strdnce dosti slozité (samotna formulace véty
v ¢lanku [L2] zabird dvé strany) a nebudeme je proto podrobnéji rozebirat.

Zavérecny ¢tvrty oddil prace pojednéva o funkcionalni rovnici n-tého fadu

n

S i) (= + 1) = A(2), (13)

=0

kde p,(z) = 1 pro kazdé z € C. Snadno se zjisti, Ze tato rovnice je ekvivalentni
se soustavou funkcionalnich rovnic prvniho fadu

fl(z+h) = f2(2)a f2(z+h) = f?r(z)’ ) fn—l(z+h) = fn(z)v

falz+h) = Zpl 1(2) f1(2) + A(2).

Informace o existenci a jednozna¢nosti w-periodického feseni rovnice (13) a k ni
prislusné homogenni rovnice

Y ni(2)f(z+1h) =0 (14)

tedy snadno ziskdme pouzitim diive odvozenych vysledkt. Lowig predpoklada
splnéni nasledujicich podminek:
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Existuje kladné ¢islo R takové, ze kazdou z funkci po, ... ,p, 1ze v po-
loroving uréené nerovnosti [e27**/“| < R rozvinout do fady

pr(2) = Y prae®™ ¥, ke {0,... ,n}.
a=0

(Z¥ejmé plati p,o =1 a ppo = 0 pro a > 1.)
poo # 0.

Existuje kladné ¢islo » < R takové, Ze pg(z) # 0 pro vSechna z v polo-
roviné uréené nerovnosti |27/« < r.

Existuji kladna ¢isla p1, po takova, ze p1 < p2 a funkci A lze v rovinném
pasu urceném nerovnostmi p; < |e27”z/ “| < pa rozvinout do fady

A(Z) _ i Aae%riaz/w'

a=—00

Tyto podminky zajistuji, Ze soustava ziskand z rovnice n-tého fadu spliiuje
predpoklady vét z pfedchozich oddili; jejich pouzitim pak dostavame exis-
tenci w-periodického FeSeni nehomogenni rovnice (13), existenci fundamentél-
niho systému homogenni rovnice (14) tvofeného w-periodickymi meromorfnimi
funkcemi apod.

Charakteristickd rovnice ma nyni tvar

n

Zplotl =0.

=0

Nema-li tato rovnice kofeny tvaru A%, a € Z, pak rovnice (13) ma vzdy pravé
jedno holomorfni feSeni.

2. Nelinearni rovnice

Navazujici ¢lanek [L3] je vénovan soustavam nelinedrnich funkciondlnich rov-
nic tvaru

Folz 1) = Qulz, f1(2)s oo fal2)), ke {l,... 0} (15)

Lowiga opét zajima existence w-periodickych feseni této soustavy. Pritom pred-
poklada, ze funkce @1, ... , @, jsou w-periodické v prvni proménné, pro kazdé
ke {l,...,n} plati Qx(#,0,...,0) = 0, a pro kazdé z nélezici do rovinného
pasu p; < |e?™/%| < py 1ze Q). jakozto funkei proménngch f1, ... , f, rozvinout
v okoli bodu (0,...,0) do Taylorovy fady

Qu(z fr, o f) =D au( it D Gayan () 3
=1

a1+ fan>2
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Aniz bychom podrobné popisovali vSechny detaily, nastinime hlavni mys-
lenku dikazu existence w-periodickych feseni soustavy (15). Oznaéime-li

Bk(zafla"' ’f’n) = Z Gal---an(z) 10(1 70Lén7

a1+t an>2

plati

Qk(zaf17"~7f7L qul fl+Bk( af17"'afn)7 k€{177n}

Lowig nejprve uvazuje homogenni linearni soustavu
(z+h) = Z%z 1(2), ke{l,... ,n}

Vime, ze pfi splnéni jistych predpokladi mé tato soustava fundamentalni sys-
tém FeSeni tvofeny funkcemi fi,..., f:, i € {1,...,n}, které jsou meromorfni
a w-periodické. Pro kazdou n-tici redlnych ¢isel ¢y, ... , ¢, definujme

f,go)(z,cl,... . Cn) :chf,i(z,cl,... ), ked{l,...,n}.
s=1

Pro kazdé v € N a kazdou n-tici dostatecné malych cisel ¢y, ... , ¢, pak Lowig
definuje funkce f,g”), k € {1,...,n}, jako w-periodickd FeSeni nehomogenni
soustavy

flgy)(z+h,,cl,...’cn qul ZCl,...,Cn)+

—|—Bk(Z,f1(y_1)(Z,Cl,... 7CTL)a"' 7f,,(LV71)(Z,C1,... ,Cn))-

Nakonec dokaze, ze existuji limity

fk‘(zacla s 7C7L) = lim f]gy)(z7cl7' s 7Cn)7 ke {17 s 7n’}'
V—r00
Funkce z — fi(z,¢1,... ,¢n), kde ¢1,... , ¢, je libovolnd pevné zvolend n-tice

dostate¢né malych éisel, jsou w-periodické a vyhovuji soustavé (15).

Vidime tedy, ze Lowig ve skute¢nosti dokazal existenci nekone¢né mnoha
feSeni soustavy (15). Vyznam parametri ci, ... , ¢, spo¢iva v tom, Ze plati

Of
Ocg

(2,0,...,0) = fi(z), k,se{l,... ,n}.

V zévéru prace [L3] jsou ziskané vysledky opét pfeformulovény pro nelinedrni
funkcionalni rovnici n-tého fadu ve tvaru

f(z+nh) = P(z, f(2), f(z+ h), ..., f(z + (n = )h)),
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ktera je zrejmé ekvivalentni se soustavou rovnic prvniho rfadu
fi(z +h) = f2(2), fa(z+h) = f3(2),..., fa—1(2+h) = fal2),

3. Zavér

I z naseho struéného prehledu je patrné, ze Lowigovy prace o funkcionalnich
rovnicich jsou po technické strance dosti slozité. Dokazované véty maji mnoho
predpokladd a neni vyjimkou, ze znéni véty presahuje jednu tisténou stranu
(véta 13 v ¢lanku [L2] dokonce zabird tii strany). Castetné je to zptisobeno
nutnosti neustale rozliSovat piipady |A| > 1 a |A| < 1; i diikazy vét jsou pro
oba pfipady casto odlisné.

Néktera tvrzeni by bylo mozné vyjadrit ponékud strucnéji pouzitim vekto-
rového a maticového zapisu, napt. nehomogenni soustavu

Z+h qul +Bk( )5 k€{17an}

1ze elegantnéji psat ve tvaru f(z+h) = Q(z) f(2)+B(z), kde f, B jsou vektorové
funkce a ) je maticova funkce. V dobé, kdy Lowigovy prace vznikaly, vSak tento
zpusob zapisu nebyl jesté zcela bézny ani u jinych matematiki.

Clének [L2] je svym rozsahem 101 stran pongkud neobvykly, ne vsak zcela
vyjimecény; v ¢asopise Acta Mathematica vysly ve 30. letech 20. stoleti i jiné
srovnatelné dlouhé prace. Také v soucasnosti tento casopis publikuje i velmi
rozsahlé prace prednich svétovych matematikii.

Diikaz existence w-periodickych feSeni nelinedrni soustavy je zaloZen na
znamé Picardové metodé postupnych aproximaci. Prestoze Lowig prokazuje
vybornou znalost realné i komplexni analyzy, da se Tici, ze dikazy vét v obou
¢lancich jsou vesmés elementarni a nenajdeme v nich zadné prevratné nové na-
pady nebo metody. Pokud si v8ak uvédomime, ze [L2], [L3] predstavuji pouze
mirné pfepracovanou a doplnénou verzi disertacni prace, mizeme konstatovat,
ze méla velmi dobrou droven.

Zda, ze Lowigovy prace o funkciondlnich rovnicich pfilis neovlivnily dalsi
badani v této oblasti. Jeho vysledky vSak nebyly zcela zapomenuty, o cemz
svéd¢i napf. citace v monografii [3] nebo v ¢lancich [1], [4] a [8].
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Functional analysis arose in the early twentieth century and gradually,
conquering one stronghold after another, became a nearly universal mathemat-
ical doctrine, not merely a new area of mathematics, but a new mathemat-
ical world view. Its appearance was the inevitable consequence of the evolution
of all of nineteenth-century mathematics, in particular classical analysis and
mathematical physics. Its original basis was formed by Cantor’s theory of sets
and linear algebra. Its existence answered the question of how to state gene-
ral principles of a broadly interpreted analysis in a way suitable for the most
diverse situations.

A. M. Vershik ([Ve], str. 438; [Mc], str. vii)
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