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A. Ladislav Seifert na Masarykové univerzité

Kdyz jsem se v fijnu 1945 zapisoval na prirodovédeckou fakultu v Brné ke
studiu matematiky a deskriptivni geometrie, jméno Ladislav Seifert mi nebylo
neznamé. Na prostéjovské redlce jsem se ucil z ucebnic deskriptivy, které napsali
Ladislav Seifert — jako sedmadvacetilety profesor redlky v Plzni — a Josef Pit-
hardt, profesor redlky v Praze; u¢ebnice vydala Jednota v letech 1910 az 1911,
dockaly se 4. vydani a pouzivaly se az do poloviny minulého stoleti. Dobfe si
pamatuji, ze ke studiu Pithardtovych-Seifertovych ucebnic jsem nepotieboval
zadny vyklad, byly velmi pfistupné a srozumitelné. Rovnéz jsem znal Seifertovu
brozurku Imagindrni elementy v geometrii (Praha, 1941).

Po Seifertové tmrti 6. tinora 1956 napsal profesor brnénské stavebni fakulty
Jifi Klapka (1900-1976) nekrolog Prof. Dr. Ladislav Seifert zemyel.? P¥ipojil téz
seznam Seifertovych praci, které rozdélil do t¥{ tematickych skupin (str. 372):

1. Céary a plochy 3. az 5. stupné trojrozmérného a ¢étyfrozmérného pro-
storu.

2. Soustavy rota¢nich ploch 2. stupné, vyhovujici danym podminkam
a plochy kruhové.

3. Deskriptivni geometrie ¢ar, ploch, pfimkovych kongruenci a osnov spe-
cidlnich.

1 Clanek vznikl podstatnym piepracovanim a rozsifenim mé prednasky proslovené v semi-
nafi docenta Jindficha Becvare na Matematicko-fyzikalni fakulté UK v fijnu 2003. Tenkrat
jsem mluvil prevazné o Seifertovych védeckych publikacich v ¢asopisech, naopak v tomto
¢lanku o takovych pracich nepisi viibec.

2 Casopis pro péstovani matematiky 81(1956), 370-376.
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Zminim se jen o nejvyznamnéjSich Seifertovych zivotnich datech, v podrob-
nostech odkazuji na Klapkovu vzpominku. L. Seifert se narodil 19. dubna 1883
v Susici; otec byl ucitelem, pozdéji feditelem méstanské skoly. Promoval v Cer-
venci 1914, habilitoval se roku 1920 na c¢eské univerzité a technice v Praze. Ve
studijnim roce 1907/08 pobyval na univerzitach ve Strasburku a v Gottingédch.
V cervenci 1921 byl jmenovan fadnym profesorem nové zalozené brnénské uni-
verzity. V letech 1926/27 a 1937/38 byl dékanem jeji pfirodovédecké fakulty
a rektorem v roce 1947/48.

Na vSechny Seifertovy prednasky jsem chodil velmi rad. Nepatfily k nena-
roénym, a tak nas na nich byval jen zlomek z téch, kdo studovali matematiku.
Nevylucuji, ze uz tenkrat se projevoval jakysi studentsky odklon od geometrie.
Na tabuli psal L. Seifert drobné, témér krasopisné; rysoval zptisobem, ktery
jsem nestacil obdivovat. Mél vSak zvyk, jenz znesnadnioval zapsani a porozu-
méni jeho vykladtim — jakmile zaplnil tfeba jen kousek tabule, hned jej smazal.
Rozhodné to nebyl projev nejistoty, doma jsem si Seifertovy vypocty a tvahy
prepocitaval a nikdy jsem tehdy nepftiSel na prohfesek. Zvlasté to plati o tlo-
héch, které fesil v seminari ke II. statni zkousce. Az kdyz jsem své zapisy z néj
procital nyni po vice nez 60 letech, dovolim si jisté pfipominky.

Jako examindtor mél L. Seifert ponékud pFisnéjsi povést (sdm bych nemohl
Fici, Ze jsem to pocitil). A tak se stalo, Ze u prvni statni zkousky v tnoru
1947 (vykonal jsem ji v jeden den z matematiky i deskriptivy; L. Seifert byl
vskutku trosku ndroc¢néjsi, ale jisté zdaleka ne nepfijemny examinator) bylo nés
u L. Seiferta jen nékolik jednotlivctl, ale u profesora Otakara Bortvky (1899-
1995) bylo nékolik desitek kandidatt. Rad stvrzuji, ze L. Seifert byl pfi mych
zkouskach velmi pratelsky, a tak uklidioval. Kdyby nékdo neztucastnény jej
pozoroval, asi by fekl, ze slo o pratelské rozhovory zkuseného ucitele v podzimu
svého pusobeni se studentikem, ktery teprve zacina.

Po pfestupu v fijnu 1947 na pfirodovédeckou fakultu v Praze jsem s L. Sei-
fertem uz nikdy nemluvil. Nékdy pied polovinou 50. let pii kratkém pobytu
v Brné jsem ho zahlédl, jak odpociva na laviéce v parciku na Petrové. Vahal
jsem, zda ho mam oslovit. Obaval jsem se, Ze bych ho vyrusil, a tak jsem to
neudélal. Ale dodnes ho v duchu vidim pii jeho siesté pod chramem sv. Petra.

* * *

Zustaly mi tfi Seznamy predndsek na Masarykové univerzité v Brné ze se-
mestri zimniho 1945/46, zimniho 1946/47 a letniho 1946/47. L. Seifert v nich
ohlasoval tyto prednéasky (¢islice I ¢i IT oznacuji vhodnost pro I. ¢i II. statni
zkousku, pak nésleduje hodinova dotace pfednasky p¥ipadné cviceni):

Zimni semestr 1945/46:
1. Centraln{ promitani (perspektiva). I, 2 + 2
2. Vybrané staté z deskriptivni geometrie. I, 2 + 2
3. Projektivni geometrie. II, 3 + 0

4. Seminarni cviceni. 2
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Zimni semestr 1946/47:
1. Uvod do deskriptivni geometrie. Pravouhlé promitani. I, 2 + 2
2. Teorie geometrického osvétleni. II, 2 + 2
3. Algebraické kfivky. II, 3 + 0
4. Uvahy z elementarni geometrie. 1 hod.
5. Seminarni cviceni. II, 2 hod.
Letni semestr 1946/47:
1. Uvod do deskriptivni geometrie. Pravothlé promitani. I, 2 + 2
2. Cyklografie. II, 2 + 2
3. Vybrané stati z geometrie algebraické. II, 3 + 0

4. Seminarni cviceni. II, 2 hod.

V indexu mam zapsany se Seifertovymi podpisy tyto prednasky:

Zimni semestr 1945 /46:

1. Centralni promitani. 2 + 2
Letni semestr 1945/46:

1. Promitéani centralni a sikmé. 2 + 2

2. Vybrané staté z deskriptivni geometrie. 2 + 2
Zimni semestr 1946/47:

Vsechny prednésky 1. az 5. podle horejsiho seznamu.
Letni semestr 1946 /47:

Prednasky 2. az 4. podle hotejsiho seznamu.

Doplnim tyto tidaje dvéma poznamkami.

Ve studiu ucitelstvi matematiky na stifednich skolach bylo tfeba k I. statni
zkousce predlozit vysvédceni z dvousemestrové prednasky o deskriptivni geo-
metrii. Pozadavek jsem splnil tak, ze jsem u L. Seiferta vykonal tyto zkousky:
v tnoru 1946 (po 1. semestru) z centralniho promitani a v ¢ervnu 1946 z deskrip-
tivni geometrie; z obou zkousek mam zachovana vysvédceni.

Pokud se pamatuji, L. Seifert ve studijnim roce 1945/46 nekonal pro nemoc
vsechny ohlasené prednasky. Rovnéz si vzpominam, ze prednasku o projektivni
geometrii v zimnim semestru 1945/46 pfevzal profesor teoretické fyziky Bo-
huslav Hostinsky (1884-1951).3 Pfi jeho prednaskach jsem si opakoval, co jsem

3 Viz posmrtnou vzpominku Jifi Beranek: Bohuslav Hostinsky, Ceskoslovensky ¢asopis
pro fysiku 1(1951), 90-95.
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uz znal z uéebnice Projektivni geometrie I (Praha, 1944) Vaclava Hlavatého
(1894-1969).

Muze prekvapit, ze teoreticky fyzik B. Hostinsky prednésel o projektivni
geometrii. Ale on vySel z geometrie. Jeho kniha Diferencidlni geometrie kii-
vek a ploch (Praha, 1915) se dockala dalsich dvou vydani (1942, 1950). Acko-
liv je o vic nez 20 let starsi nez V. Hlavatého Diferencidlni geometrie krivek
a ploch a tensorovy pocet (Praha, 1937; némecky pieklad 1939), velmi si v§Sim&
»geometrie ve velkém“, kterou V. Hlavaty zcela nechal stranou. Zajimavé a vy-
mluvnd je Hostinského recenze knihy Wilhelm Blaschke (1885-1962): Kreis und
Kugel (Leipzig, 1916; reprint 1949, 2. vyd. 1956, rusky pieklad: Moskva, 1967).°
Geometrii vénoval B. Hostinsky téz knizku O mnohothelnicich a mnohosténech
(Praha, 1947). Byl mezindrodné zndmym odbornikem v poétu pravdépodob-
nosti; s geometrii jej spojil ve dvou knizkdch Geometrické pravdépodobnosti
(Praha, 1926) a Pocet pravdépodobnosti I (Praha, 1950)% a v praci Sur les
probabilités geométriques.”

B. Seifertuv seminai (1946—-1947)

Zachovaly se mi dva sesity velikosti A5 s tlohami, které L. Seifert probiral
ve svém seminafi ze zimniho a letniho semestru 1946/47. V prvnim seSitu ze
zimniho semestru jsem zapis ze seminafe prepisoval a doplrioval podrobnéjsimi
vypoclty, pozndmkami a nacrty, druhy sesit obsahuje jen pfimé rychlé zapisy
Seifertovych vykladt, k nimz jen piilezitostné jsem néco doplnil ¢i ptikreslil ob-
razky. Prvni seSit ze zimniho semestru ma 50 husté popsanych stran, z druhého
seSitu patii zimnimu semestru jesté 45 stranek, letnimu jen 30. Ziejmé jsem —
patrné téz pod dojmem v tnoru 1947 vykonanych I. statnich zkousek z mate-
matiky a deskriptivni geometrie a zamysleného prestupu do Prahy — sledoval
vyhradné Seiferttiv vyklad a zépisem jsem se nezdrzoval. Cestina je v obou
seSitech ponékud archaickd, ale nepfizptisobil jsem ji soucasné. Tim bych byl
setfel charakter Seifertovy mluvy, na ktery jsem byl ostatné zvykly ze studia
matematické literatury.

Uvedu nazvy Seifertovych témat. V zimnim semestru je o¢isluji 1-18, v let-
nim I-XVI. K nékterym pfipojim své soucasné komentare, jsou vzdy oznaceny
dvojitou postranni ¢arou. Ke konci této ¢asti B prepisi uplny Seifertiav vyklad
prvni dlohy 1 i posledni XVI a doplnim jej svymi poznamkami, které jsou
rovnéz oznaceny dvojitou postranni ¢arou. Z toho bude ziejmé, ze L. Seifert
nesetfil zrovna narocnosti.

4 Viz FrantiSek Nozicka: Profesor Vdclav Hlavaty, cesky matematik svétového jména,
Casopis pro péstovani matematiky 94(1969), 374—380, a Old¥ich Kowalski: Vénovdno Vdclavu
Hlavatému, Pokroky matematiky, fyziky a astronomie 38(1993), 65-81.

5 Casopis pro péstovani matematiky a fysiky 47(1918), 43-44.

6 Viz 3. kapitola Geometrické pravdépodobnosti, strany 62-105.

7 Spisy ptirodovédecké fakulty Masarykovy university &. 50, Brno, 1925.
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Seminarni cvi¢eni ze zimniho semestru 1946,/47

1. Jest vysetriti geometrické misto bodu, z nichZ se jevi elipsa nebo hyperbola
v konstantnim uhlu o.

Podrobné pisi o tloze v zavéru této casti B.

2. Co je geometrickym mistem pdlu os Reyeova osového komplexu, jeZ jsou
incidentni s danou primkou?

Nasleduje studium nékolika vlastnosti tohoto pfimkového komplexu.

Theodor Reye (1838-1919)® patfil ke generaci matematikt, ktera privedla
projektivni geometrii k jejimu vrcholu. Reyeovym komplexem se rozumi 3-
parametrovy systém primek, které v kolineaci 3-rozmérného prostoru spojuji
odpovidajici si body (dudlné: jsou prise¢nicemi korespondujicich rovin). V této
kolineaci jsou samodruzné body vrcholy tetraedru, jehoz stény kazda piimka
komplexu protina ve ¢tverici boda konstantniho dvojpoméru — odtud téz nazev
tetraedralni komplex.

Osovy komplex kvadratické plochy je zvlastni metricky pripad tetraedral-
nfho. Je tvofen t&émi dvojicemi sdruzenych polar (pifmek),? které jsou na sebe
kolmé (i kdyz se neprotinaji). Vrcholy zékladniho tetraedru jsou stfed plochy
a poly jejich hlavnich rovin — tedy nevlastni body os.

3. Jest vysetriti krivku

t3—1 t2

= — Yy =—-7

t(t+2)’ t+2

4. Jest narysovati krivku
(2 = 1)z +2) = (y* ~ 1)(y — 2).

5.1. Jest vysetriti krivku

P41
ot

P21

T
t

) Y

5.2. Jest dokdzati tyto vlastnosti krivky x° = 22 + y?:

a) Existuji 3 jednomocné systémy kuZelosecek, které magji ve dvou bodech
s krivkou dotyk 2. rddu. Pro kazdy systém primka spojujici body dotyku jde in-
flexnim bodem kiivky. A naopak. Kazdd primka jdouct inflexnim bodem [dané]

8 Posmrtné vzpominky na ného otiskli Friedrich Schur v Mathematische Annalen (1921),
165-167, a Heinrich Timerding v Jahresbericht der deutschen Mathematiker Vereinigung
31(1922), 185-203, se seznamem praci, kterému vévodi rozsahlé dilo Die Geometrie der Lage
(Hannover 1. 1866, II. 1868; od 3. vydani ve tfech svazcich; 5. vyd. I. 1909, 4. vyd. II. 1907
a III. 1910; francouzsky preklad: Pariz, 1881-1882, italsky preklad: Benatky, 1884, anglicky
pieklad: Londyn, 1898).

9 Viz Bohumil Bydzovsky: Uvod do analytické geometrie (Praha, 1923, str. 298-299).



114
krivky TeZe ji jeste ve dvou bodech, jimiZ lze proloZiti kuZelosecku, jeZ md v tech
bodech s krivkou dotyk 2. rddu.

b) Existuje 6 kuzelosecek (3 pravé, 3 zvrhlé), jez maji s [danou] kiivkou dotyk
5. rddu.

¢) Bodem A [dané| kiivky jde 5 kuZelosecek, jez maji v bodech B; (i =1, 2,

., 5) s kffivkou dotyk 4. fadu. 6 bodi A, B; lezi na kuZelosecce.

5.3 Jest dokdzati tyto vlastnosti primé strofoidy

(z* +y*)(az + by) —2y =0

a) Jeji parametrické vyjadreni je

B t 7 12
T atr)a+e)y YT ar)(1+ )

b) Podminka, aby 3 body kiivky leZely v pfimce, je t1tats = —a/b.
¢) Podminka, aby 4 body krivky leZely na kruZnici, je titotsty = a®b?.

d) Bodem kiivky jdou 3 kruznice, jeZ kiivku oskuluji v bodech By, Ba, Bs.
Onen bod a body Bi, By, Bs leZi na kruznici.

Strofoidu lze geometricky vytvorit rtiznymi zptsoby, asi nejjednoduseji takto
(viz obr. 1): Zvolime pfimku p a mimo ni bod Oj; patu kolmice z bodu O
na pfimku p oznac¢ime P. Bodem O vedeme libovolnou pfimku ¢ a oznac¢ime
Q jeji prusecik s primkou p. Pak na piimce g ur¢ime body @1, Q2 tak, Ze
QQ1 = QQ2 = QP. Body Q1, Q2 vytvaieji strofoidu. Rovnobézka s pfimkou
p ve vzdélenosti OP od ni (a neprochazejici bodem O) je asyptota strofoidy. —
Obsahlé pouceni o strofoidé a o literatuie k ni poskytuji:

a) Gino Loria (1862-1954): Spezielle algebraische und transzendente ebene
Kurven I (Lipsko-Berlin, 1910, odd. II. kap. 3, str. 32 a nésl., a kap. 8, str. 52
a nasl., a kap. 9, str. 59 a nésl.).

b) Gomes Teixeira (1850-1932): Traité des courbes spéciales et remarquables
planes et gauches I (Coimbre, 1908, kap. I, odd. 3, str. 30-45). Podle G. Teixeiry
je nejstarsi znamé zminka o strofoidé v dopisu, ktery Verdus adresoval roku
1645 Evangelistu Torricellimu (1608-1647).

c¢) Ve francouzské literatufe se termin strophoide pouziva ziidka, kiivka se
fadi mezi cubiques circulaires unicursales (tj. kubické kiivky s bodem uzlovym
nebo vratu). Viz H. Brocard-T. Lemoyne: Courbes géométriques remarquables
IIT (Paiiz, 1970, str. 100-110).1°

d) Encyklopadie der mathematischen Wissenschaften I11-2-1, Gustav Kohn
(1859-1921): Ebene Kurven dritter und vierter Ordnung, str. 513 a nésl.

10 Na str. 110 autofi cituji Vaclava Jefdbka (1845-1931) a Karla Zahradnika (1848-1916).
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Obr. 1

6.1 Jest dokazati tyto vlastnosti prostorové krivky

a) Spojnice bodu krivky v involutorni korespondenci vytvdreji jednodilngy hy-
perboloid.

b) Prasecnice oskulaénich rovin bodd kiivky v involutorni korespondenci vy-
tvareji jednodilng hyperboloid.

c¢) Podminka, aby 5, resp. 6 bodi t; kifwky bylo na kouli, je
5 5 5 6 6
Ztth — (Ztl) =1 resp. Zt1t2 = 1, Ztl =0.
1 1 1 1

d) Rovnice tritangencidlni koule je
2,2, .2 3 2
+y +z —)\m—zy—2>\z+)\ =0.
e) Geometrické misto stiedi tritangencidlnich kouli je primka
2y —2=0,y—3/8=0.

f) Geometrické misto kruznic jdoucich body dotyku tritangencidlnich kould
a obdlka tritangencidlnich kouli je rotacni jednodilny hyperboloid

322 + 4y* — 4xz — 3y = 0.

g) Existuji dvé kulové plochy, jez maji s krivkou dotyk 4. Fddu.
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Prostorové kiivky 3. stupné rozdélil Franz Seydewitz (1807-1852) v ¢lanku
Linedre Konstruktion einer Curve doppelter Kriimmung'' na étyii typy podle
jejich nevlastnich bodu — viz téz Otto Staude (1857-1928) v knize Analytische
Geometrie der kubischen Kegelschnitte (Leipzig, Berlin, 1913)*2) str. 9: jeden
redlny a dva imagindrni body: kubické elipsa; tii redlné body: kubickd hyper-
bola; dva splyvajici a jeden dalsi redlny bod: kubickd hyperbolicka parabola;
t¥i splyvajici body: kubicka parabola.

Kdybychom do rovnic krivky z tlohy zavedli homogenni parametry i sou-
fadnice, ihned bychom vidéli, Ze se jedna o kubickou parabolu. Rik4 se ji téz
normalni kfivka 3-rozmérného prostoru.

V ceské literatuie o prostorové kubice pojednava Bohumil Bydzovsky v knize
Uvod do algebraické geometrie (Praha, 1948, kap. XIX, str. 584 a nasl.). Pro
normalni kiivku n-rozmérného prostoru viz Jan Vojtéch: Geometrie projektivni
(Praha, 1932, odd. 129, str. 685 a nasl.) s mnozstvim literdrnich udaja.

6.2 Jest nalézti geometricke misto ohnisek kuZelosecek vepsanych nebo opsa-
nych rovnobézniku.

7. Vysetriti geometrické misto ohnisek kuZelosecek Chaslesova svazku.

Michel Chasles (1793-1880). Jeho dodnes citované dilo je Aper¢u historique sur
Porigine et le développement des méthodes en Géométrie.*

Chaslesovym svazkem se rozumi jednoparametrovy systém kuzelosecek,
které se dotykaji danych dvou pfimek v jejich danych dvou bodech. O jeho
vlastnostech jedna Véaclav Hlavaty v knize Projektivni geometrie I: Utvary jed-
noparametrické. '

8.1 Jest napsati rovnici elipsy dotykajici se souradnicovych os, jsou-li dany
jeji osy a, b.

8.2 Jest vySetFiti édru, kterou opisi ohniska pevné elipsy (poloos a, b), po-
hybugjici se tak, Ze se stdle dotykd souradnicovych os.

8.3 Jest vysetriti fezy bitangencidlnich rovin Steinerovy rimské plochy.

Plochou 4. stupné s jednim trojnym bodem a tfemi z néj vychazejicimi ne-
komplandrnimi dvojnymi pfimkami se zabyval Jacob Steiner (1796-1863) za
svého pobytu v Rimé roku 1844; proto ji nazval ,Fimsks plocha®. Pfipomenu
jeji vyjadreni v projektivnich soufadnicich 1, ..., x4 se zdkladnim ¢tyfsténem
01 . 04.

11 Archiv der Mathematik und Physik 10(1847), 203-214, viz str. 212.

12 Prvni analytické soustavné pojednani o prostorovych kubikach, které byly do té doby
témér vyhradné studovany synteticky.

13 Bruxelles, 1837, 2. vyd.: Paiiz, 1875, 3. vyd. 1889, faksimile 1. vyd.: Pafiz, 1989;
némecky preklad: Halle, 1839, reprint: Wiesbaden, 1968; rusky pieklad: Moskva, 1883.

14 Praha, 1944, kap. III, odd. 3, str. 222-224; viz téz uz v 6.1 citovanou knihu B. Bydzov-
ského z roku 1948, str. 217.
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Vlozi-li se trojny bod do vrcholu O4 a dvojné pfimky do hran O40;1, 0403,
0403, tak rovnice Fimské plochy se uvede na tvar

2223 4+ a3ws + x327 — 221202374 = 0.

Plocha ma ¢tyri kuzelosecky, podél kazdé dvojnou te¢nou rovinu. Vezmou-li
se tyto roviny za stény zdkladniho soufadnicového Ctyisténu, lze rovnici Stei-
nerovy fimské plochy psat takto:

V1 + V22 + 23+ 2y = 0;

jednotkovy bod je v trojném; odmocniny nejsou jednoznacné. Rovina jdouci
hranou souradnicového tetraedru protiné fimskou plochu ve dvou kuzeloseckéach
(ty splyvaji, kdyz rovina je teénd podél kuzelosecky). P¥imka jdouci trojnym
bodem protne plochu jesté v jednom bodé€; tim je umoznéno jeji zobrazeni na
rovinu, které poskytuje mnoho pfilezitosti ke studiu Steinerovy plochy.

O fimské plose je rozsahld literatura. Viz Encyklopéddie der mathematischen
Wissenschaften, zvlasté svazek III-2-2B, 1921-34. Struc¢ny vyklad poskytuji
Kuno Fladt (1889-1977) — Arnold Baur (f1966): Analytische Geometrie spe-
zieller Flichen und Raumkurven.'®> V ceské literatufe o ¥imské plose kratce
psali Jan Vojtéch: Geometrie projektivni (Praha, 1932, str. 672-673, s literar-
nimi tdaji) a Bohumil Bydzovsky: Uvod do algebraické geometrie (Praha, 1948,
str. 576-581, bez literatury).

Nézornou predstavu o Steinerové plose poskytuji fotografie jejich modela
ve sbirce Gerd Fischer (ed.): Mathematische Modelle — Mathematical Models
(Braunschweig, Wiesbaden, 1986, str. 42—44; viz téz sv. 2: Kommentarband,
str. 19 + seznam lit. str. 23). Obr. 2 ¥imské plochy jsou reprodukce ze str. 471
z vyse citované Fladtovy-Baurovy knihy.

10.16 Jest nalézti geometrické misto bodi, jejichZ poldry vici kruinicim
k1, ko, k3 se protinaji v jednom bodé.

Na této uloze lze dobre ukazat jeden z rozdilt mezi analytickou a syntetickou
metodou. Analyticky postup se pfimo vnucuje, je zcela prihledny a mysSlenkové
jednoduchy. Dokonce na néj mohl stacit Sikovnéjsi septiman na realce, ktery
se vyrovnal s prvni tietinou uéebnice Karel Silha¢ek a Hynek Sechovsky: Geo-
metrie pro VII. tiidu redlek ... (Praha, 1936): rovnice polary bodu ke kruznici
je na strané 65, podminka kolmosti dvou kruznic na strané 74, zakladni po-
uceni o determinantech je na stranach 31 az 36. Ale za zminénou myslenkovou
snadnost se zaplati zdlouhavéjsim vypoctem. Ten pti syntetické metodé zcela
odpadé a je nahrazen jistou davkou duvtipu, podminénou ovSem téz jistymi
pfedbéznymi znalostmi.

15 Braunschweig, 1975, 2. ¢ast, odd. 8: Die Romerfliche, str. 439-484.
16 Misto tlohy 9 je v seSitu nepopsany list. K piepisu jsem se tehdy nedostal.
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Nejdfive naznac¢im analytické feSeni. Ke kruznicim
2+ +2Mz + 2Ny + Li =0 (i=1,2,3)
mé bod [£,n] polary
(€ + M)z + (n+ Ni)y + M;§+ Nin+ L; = 0.
Prochéazeji jednim bodem pravé jen pii

E+My n+ N1 M+ Nin+ Ly
(%) A=+ My n+ Ny M+ Non+ Lo | =0.
E+ Mz n+ N3 Mz&+ Nan+ Ls

Symbolicky tento determinant oznacim

[E+M;, n+N; ME+Nn+L;|.

Ovsem
& n M| =0, & n Nin| =0, & n Li|=0.
Clen s €2 je
1 N, M My Ny 1
& Ni Mg|=¢|1 Ny My|=-&|My Np 1|,
1 N3 M3 M3 NS 1

Clen s &n je
& Ni Nin|+|M; n ME&|=0+0,

¢len s n? je

M, 1 N M; N; 1
|M; n Niml=n*|My 1 No|=-n*|My Ny 1/.
M3 1 NS M3 N3 1

Vidime, Ze rovnice (*) mé tvar

My N 1 M, N, L
My Ny 1[(€+m)+()+()n—|Ma No Ly|=0.
Mz Nz 1 Ms Ns; Ls

Hledanou mnozinou je tedy kruznice. Podobné bychom propocitali i koeficienty
pfi &€ a . Dospéli bychom k

E+n* ¢ n 1
Ly My N o1]_,
Ly, M, Ny 1 ’
Ls Ms Ny 1

coz je rovnice potenéni kruznice danych kruznic k; (viz citovanou uz uéebnici
B. Bydzovského z roku 1923, str. 143).
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L. Seifert dal pfednost syntetickému feseni. Vysel z poznatku, ze polary bodu
P vidi kruznicim svazku se vSechny protinaji v bodé P’; je to velmi specidlni
pripad staré véty o polarni vlastnosti svazku kuzelosecek, viz Eduard Weyr
(1852-1903): Projektivnd geometrie zdkladngch utvard prvniho Fadu (Praha,
1898, str. 153), nebo Karel Havlicek (1915-1983): Uvod do projektivni geo-
metrie kuzelosecek (Praha, 1956, str. 128); pro zminénou specializaci viz Jan
Vojtéch: Geometrie projektivni (Praha, 1932, 2. odst. v pozn. ®) na str. 189).
7 elementarnich poznatkii o svazcich kruznic pak vychdzi, ze bod P’ leZi na
kruznici, ktera jdouc bodem P protina ortogonalné kruznice svazku. Pak staci
tento poznatek aplikovat na dva svazky urcené kruznicemi k1, ko a k1, k3 a vy-
sledky spojit.

11. Jest vysetriti krivku
(=1 —a(y—-1)*=0

pomoci pribliznych krivek.
Pro tento zptisob viz Bohumil Bydzovsky: Uvod do algebraické geometrie
(Praha, 1948, str. 488 a nésl.). B. Bydzovsky odkazuje i na udebnici Karla
Petra (1868-1950): Pocet diferencidlni (¢dst analytickd) (Praha, 1923, str. 446
a nasl.). Viz téz Julian Coolidge (1873-1958): A Treatise on Algebraic Plane
Curves (Oxford, 1931, str. 44-49). Autorem této metody je Isaac Newton.

12.1 Jest prostudovati prisecnou krivku ploch

222 + 92 — 22 =0, 20y —2x —1=0.

L. Seifert zacal vySetfenim svazku kvadrik
22% 4 9% — 22 =0, 2xy — 2xt — 12 =0,

v némz zjistil jen hyperboloidy a dva hyperbolické paraboloidy.

Prinikova cara je symetrickd podle roviny z = 0. Lze ji parametricky vyja-
dfit — v poloprostoru z > 0 — takto:

2 1 1
x=u, y = vt z:%-\/8u4+(2u+1)2; u € (0, 00),

2u

a pak ji studovat zndmymi zptsoby z diferencialni geometrie.

12.2. V trimetrickych souradnicich jest nalézti rovnici kruznice
a) jdouct vrcholy soutadného trojihelnika;

b) pro niZ soufadnicovy trojihelnik je poldrni.
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Pro trimetrické soufadnice viz Encyklopddie der mathematischen Wissen-
schaften I1I-1-2 (Leipzig, 1914-1931, ¢ast III AB 10, A. Berkhan — Wilhelm
Meyer (1856-1934): Neuere Dreiecksgeometrie (dokoncéeno 1914), zv14sté odd.
18, str. 1190-1195). Téz Albrecht Emmerich (* 1856): Die Brocardschen Gebilde
und ihre Beziehungen zu den verwandten merkwirdigen Punkten und Kreisen
des Dreiecks (Berlin, 1891, str. 33-34). V ceské literatuie viz Zdenék Pirko
(1909-1983):17 O souradnicich v roviné (Praha, 1942, str. 47-51). Z tohoto
svazecku ¢. 15 sbirky ,,Cesta k védéni“ si zaslouZi pozornosti delsi historicky
nastin na strandch b az 12 a seznam literatury na stranach 90 az 92.

V nékterych dlohach jsou trimetrické soufadnice velmi vyhodné, v jinych
znamenaji komplikace. Napf. rovnice kruznice je v nich vzdalena od jednodu-
chosti.

13.1. Jest vysetriti svazek (ax+by) (L 44 —1)+Azy = 0 a nalézti geometricke
misto stredu jeho kuZelosecek.

13.2. Vysetriti geometrické misto stredu kvadratickych ploch systému
Py - z(rtpuy —a) =0

(a, 7 pevné; X\, u parametry).

V obou tlohéch je analytické feSeni snadné: Piejde se k homogennim soufadni-
cim a mnozina stredu se ziska jako mnozina pdld nevlastni primky, resp. roviny.
L. Seifert predvedl i syntetické vySetfeni obou mnozin.

14.1. Ukazte, Ze polomeéry krivosti dvou bitangencidlnich kuzelosecek v bodech
dotyku jsou umeérné.

Pro kuzelosecku dotykajici se v pocatku osy x
Az? 4+ 2Bxy + Cy? + 2Dy =0

se snadno zjisti, ze y"’ = f%. Z toho ihned pro polomér kiivosti v pocatku
vyjde —%. Pak L. Seifert napsal rovnici Chaslesova svazku, jehoz kuzelosecky
se v pocatku dotykaji osy = a v bodé T teCny t. Transformaci soufadnicové
soustavy do nové osy = v te¢né T a nového pocatku v bodé T se zjisti polomér
kfivosti kuzelosecky v bodé T'. Zavér uz je ziejmy.

14.2 Dokazte, Ze osy vsech kuZelosecek, jeZ maji v daném bodé dotyk ctyrbo-
dovy, obaluji parabolu.

17 Nekrolog napsal Karel Drabek, viz Pokroky matematiky, fyziky a astronomie 29(1984),
52-54.
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Jakmile se ma studovat obalka pfimek, byva obvykle vhodné pfejit k pfimko-
vym soufadnicim, coz L. Seifert udélal. Pfipominam citovanou Pirkovu knizku
z roku 1942, zvlasté strany 21 az 29; citovany Julius Pliicker (1801-1868) —
pfimkové soutadnice se téz nazyvaji po ném — patiil ke geometriim, kteri roz-
vinuli projektivni geometrii véetné jejiho analytického pojeti; prostor chapal
nejen jako 3-rozmérnou mnozinu bodi, a i jako trojrozmérnou mnozinu rovin
a 4-rozmérnou mnozinu primek.

15. Ddn elipsoid a soustrednd koule. Poldrni roviny bodu M k obéma plochdam
se secou v primce 6.

Nasleduje Sest otazek tykajicich se vztahti mezi bodem M a pfimkou 6.
16. Je dana zborcend plocha

f(x,y, 2) = y?2% + 2kayz + k22? — 2ak>y = 0.

1) Nalézti stopy a zddnlivé obrysy na pramétndch a udati konstrukci povrsek.

Nasleduje pét dalsich otazek k dané plose. Povrchové primky zjistil L. Seifert
takto: Protoze leva strana rovnice plochy je rozdil ¢tverci, lze ji rozlozit na

(y2 + kx — ky/2ay) (yz + kx + k+/2ay);
z toho se snadno usoudi, ze pfimky plochy jsou
yz + kx + k\/2ay =0, y = konst.
Pro né pak L. Seifert odvodil jednoduchou konstrukci.
17. Jsou dany dvé paraboly
(z—a)>=2pz =0, y=0; (z=b)2*=2qy=0, =0
jako Tidici krivky primkové kongruence.
1) Urciti rozvinutelné plochy v kongruencs.

Nésleduji tii tlohy ke kongruenci. Piimkovou kongruenci se rozumi dvoupa-
rametrickd mnozina pfimek. Zpravidla je zadana dvéma fidicimi ¢arami jako
mnozina spojnic kazdého bodu jedné ¢ary s kazdym bodem druhé ¢ary. Lite-
ratura o nich je rozsdhla. Souhrnné o pfimkovych kongruencich jedna Cepreii
Masnosru Pururos (1883-1964): Teopus xowepysnyuli (Moskva-Leningrad,
1950, némecky pieklad: Berlin 1959) a Teopus nap xomepysnyui (Moskva,
1956, francouzsky preklad 1976).

18. Na kFivce bud ddn bod obratu O a bod M. Oznacme r1 polomér osku-
lacni kruznice krivky v M, ro polomér kruznice, kterd se krivky dotykd v bodé
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M a jde O, a konecéné r3 polomér kruznice, jdouci M a dotykajici se krivky
v bodé O. Jest dokdzati

—_

o 1.

N

lim ri:rg:r3=—:
M=0 3

L. Seifert pracoval s vyjadfenim kiivky ve tvaru y = f(x). Se zndmymi kano-
nickymi rovnicemi kiivky by se dal jeho postup o néco zjednodusit.

19. Budiz M krivka, jeZ je geometrickym mistem bodu, z nichZ lze vésti
k elipse tecny svirajici konstantni dhel. [Viz Glohu 1.] Spustme z bodu B této
krivky normadly na elipsu; vzddlenosti tohoto bodu od pat normdl oznacme n;,
poloméry krivosti v téchto patdch ;. Jest ukdzati, Ze plati

01020304
(+) SR
1M2M3N4

= k = konst.

Zapis neni dokoncen. Naznacim, jak L. Seifert postupoval. M€l byt o néco opatr-
néjsi. Nejdiive vySetfil mnozinu bodi, pro které plati (), a pak — to uz v zapisu
nemam — patrné ukédzal, Ze tato mnozina (tj. kiivka) je pfi vhodné volbé kon-
stant k¥ivka probirana v tloze 1. Pfi tomto postupu se musi pfipustit — a to
L. Seifert ptehlédl, asi ho k tomu svedlo, ze bod B z textu tlohy predpokladal
na ¢afe e tlohy 1 — Ze bod B, z néjz se vedou normaly, je nejen vné, ale i uvnitt
dané elipsy; navic, Ze z bodid vné jeji evoluty jdou jen 2 realné normaly, dalsi
2 jsou imaginarni. Ani slovo o tom, co s polomérem k¥ivosti v paté imaginarni
normély nebo s jeji délkou mezi patou a bodem B. Ale velmi by L. Seifertovi
kiivdil, kdo by si nebyl védom, ze tento rozdil ochotné ptehlizelo mnoho jeho
soucasnych a jesté vice jeho pfedchozich kolegi.

Seifertovym vychodiskem bylo parametrické vyjadfeni elipsy
T = acosp, y = bsin p, v € (0,27).

Pokud je bod B[, ], z néhoZ vedeme normély, vné elipsy, tak pro pramét n’
do osy = normaly n z bodu B plati

n' = ¢ — acos ;

vyc¢teme to ihned z obr. 3, uvédomime-li si geometricky vyznam parametru .

(Pokud by bod B byl uvnit¥ elipsy, bylo by n’ = acosp — £. Ostatné mél
by se zminit i pfipad, ze bod B je na elipse, kdy n’ = 0.) Pro ¢tyfi normély
z bodu B tak

4
nyngniny = H(’f —acosp;) =& —af’sy +a’E?sy — a’Ess + atsy,

i=1

kde s; je i-t4 symetricka funkce z cos @1, ..., cos py.
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B[ ]

Obr. 3

Tyto funkce se urci z rovnice, ktera se dostane, kdyz se pfi uvedeném parame-
trickém vyjadfeni napiSe rovnice 4. stupné pro kosiny parametri ¢ pat kolmic
spusténych z bodu B na elipsu.

Podobné, uz jednoduseji, se vypocitd soudin o} oho50) priméti do osy x

polomeértu kfivosti. Oc¢ividna relace

01050305 01020304

ninjninl  ningngng

vede uz k pozadované mnoziné bodu.

Kdyby byl L. Seifert uvedl, odkud tlohu pievzal, byl bych si to jisté po-
znamenal. Tak tedy: Vyslovil ji E. Barisien jako problém 1587 v Nouvelles
Annales de Mathématiques (3)7(1888), 448. Nasledujici tloha 1588 je opét od
E. Barisiena a opét se tyka normal. PTi stejném oznaceni se mé dokazat, ze

01 i 02 " 03 T 04
01— 02 — N2 03 — N3 04 — N4

=2

Spustim-li specielné normaly ze stfedu elipsy, je (a, b poloosy)

b2 2
01=03= —, 02 =04 = —, ni =ng=a, ng=mng=>b
a b
a snadno se presvédéim, ze pro tyto hodnoty je posledni Barisienova relace
splnéna.

* * *

Zde konéi prvni sesit, do kterého jsem prepisoval své zapisy ze Seifertova
seminafe. V druhém sesitu, do kterého jsem Seifertovy vyklady zapisoval pfimo,
jsem témata Cisloval Fimskymi ¢islicemi.
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1. Osovy komplez.

Podstatné rozsifeni tlohy 2, celkem 14 stran v sesitu. Uvodem L. Seifert pii-
pomina terminologii: P¥imka mé v prostoru rovnice z = az + ¢, y = bz + d,
tedy zavisi na ¢tyrech parametrech. P¥imky, které zaviseji jen na tfech parame-
trech (z ptivodnich &tyf omezeny jistou podminkou), tvofi pfimkovy komplex.
Piimky, které zdviseji na dvou parametrech (z ptivodnich ¢tyf omezeny dva
jistymi podminkami), tvoii pfimkovou kongruenci. Piimky, které zaviseji jen
na jednom parametru (z pivodnich ¢tyf omezeny tfemi podminkami), tvori
pfimkovou plochu, rozvinutelnou nebo zborcenou.

II. Jest vysetriti krivku

t?2 -1 t2+3
r=——5—— = —.
t(t2+1)’ Y t(t2+1)

III. Metoda znaménkovaci (k zakresleni kiivky): Jest zakresliti krivky

P4y’ —Bazy =0 &li (v 4y)(2” —ay +y7) = Sazy,

(2 —y*)(z+2y) +ax(z+y—1)=0.

Podari-li se levou stranu rovnice vhodné rozlozit jako tfeba v prvnim pfipadu,
lze postupovat takto: protoze x> — xy + y? > 0, tak pfia > 0

a)z+y>0— 2 >0,y >0mnebo z <0,y <0, abod [z,y] je v praniku
polorovin danych uvedenymi nerovnostmi, tedy jen v 1. kvadrantu;

b)z4+y<0— x>0,y <0nebox <0,y >0 abod [z,y] je v thlech
45° s rameny v ose sudych kvadrant® a negativnich ¢asti os « i y. — Podobné
pii rozkladu y(y? — 3ax) = —23, v némz by piipustné oblasti uréovaly piimky
z =0, y =0 a parabola 3% = 3ax.

Krivka je ovSem znamy Descartestiv list s dvojnym bodem v pocatku, jeho
teénami v soufadnicovych osich a asymptotou xz +y +a = 0.

IV. Ulohy o kiivce 2® = x2 + 2.

L. Seifert je probiral dosti podrobné. Tak tfeba — pfi vhodném parametrickém
vyjadfeni zjistil tuto podminku, aby Sest bodt kfivky lezelo na kuzelosecce:
Soucet parametri onéch bodi je celistvy nasobek 7. Z toho Cetné specidlni
pripady.

Twvar kiivky, véetné izolovaného bodu v pocatku, zachytil Bohumil Bydzov-
sky v knize Uvod do algebraické geometrie (Praha, 1948; na obr. 41 ze str. 498).
Pro hodnoty funkce y = z+/x — 1 pfi = € (1,4) po 0.1 nebo 0.2 viz B. II. Pur-
6acenko, U. II. Pribacenko: Daemenmapnrie gynkyun — fopmyan, mabavyw,
epaguru (Moskva, 1987, str. 92). Pfislusny graf 2 na str. 94 je nakreslen ne-
dbale.
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V. Geometrické misto ohnisek osnovy kuzelosecek.

Osnovou kuzelosecek rozumél L. Seifert jednoparametrovou mnozinu kuzelose-
¢ek, které se dotykaji ¢tyl primek, z nichz zadné t¥i nemaji spole¢ny bod; tedy
duélni Gtvar k svazku kuZzeloseéek. Termin neni ustalen. U Ed. Weyra (1898)
a J. Vojtécha (1932) ,fada“, u V. Hlavatého (1944) ,osnova“, u K. Havlicka
(1956) zase ,fada“

Mnozinou ohnisek je cirkulédrni ¢ara 3. stupné; o cirkularnich kiivkach jedna
a literaturu o nich uvadi G. Loria (1910) v citované uz knize (II. odd., kap. 3,
str. 32-36).

VI. O prostorové kubice x = t,y = t2,z = t.
Pokracovani ulohy 6.1.

VIL. O Steinerové rimské plose \/x + \/y +/z—1=0.
Pokracovani ulohy 8.3.

VIII. Trs (kongruence) kuZelosecek.

Jim L. Seifert rozumél dvouparametrovou analogii k jednoparametrovému
svazku kuzeloseéek (v terminologii B. Bydzovského (1948): sif misto trs). Ten
je pfi danych dvou kuZelose¢kach f(x,y,z) = 0, g(z,y,z) = 0 uren rovnici
of +vg9 = 0 se dvéma homogennimi parametry ¢, v. Trs je — pii danych tfech
kuzeloseckach f =0, g =0, h(z,y,z) = 0 dan rovnici

(*) of (x,y,2) +v9(x,y, 2) + xh(z,y,2) =0

se tfemi homogennimi parametry ¢, 7, x. L. Seifert zacal touto otazkou: Jaka je
mnozina bodi, jejichz polary (vi¢i véem kuzeloseckdm trsu) se sekou v jednom
bodé? Polara pélu P[¢,n, (] vidi kuzelosecce (x) je

(¢5e 75 33 |2+ (v, +150 + g, v +

cili

(oalo et aylov gl o)
e (gl gl v gl o) +
oh oh oh
+X'(£\p'“aj\1)'y+a|p'2):°~
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Ma-li tato rovnice platit identicky ve ¢, 7, X, je to mozné jen tak, ze soucty
v zévorkach vymizi. K tomu je nutné a staéi (pfechazim od &, n, ¢ k z, y, 2)

aby
of of of
dr By 9z
a9 o9 og|_,
Ox Oy 0Oz '
Oh Oh Oh
dr Oy 0z

Determinant je zndmy Jacobian.!® V uvazovaném piipadé je hledand mnozina
kfivka 3. stupné.

L. Seifert si pak vsimal pripadu, kdy se Jacobian trsu rozpada. Jen vyslovil,
Ze Jacobidanem trsu kruznic, uréeného kruznicemi k1 a ks a k3, je Ubézna piimka
a kruznice ke k; a ko a k3 ortogonalni. Dikaz je snadny: Jsou-li ty kruznice
22 4+ 9% 4+ Liz® + 2Mzz + 2N;yz = 0; 1=1,2,3,

pak prislusny Jacobian je

r+ Mz y+ N1z Liz+ Mix + Nyy

r+ Mz y+4 Noz Loz + Msx + Noy| = 0.

r+ Msz y+ N3z Lszz+ Msx + N3y

Pfipomeneme-li si propo¢itani determinantu (%) z tlohy 10, ihned dostaneme

x2+y2 rz Yz 22
'Ll M; N 1 —0
Ly My Ny 1|

Ls Ms N3 1

z = 0 je nevlastni pfimka a anulovany determinant je rovnice kruznice, ktera
je ortogonalni k danym t¥em kruznicim.

IX. O logaritmické spirdle. Gino Loria se pokusil o klasifikace transcedent-
nich krivek, jez maji algebraickou diferencidlni rovnici.

Tyto cary studuje G. Loria hned na zacatku své knihy Spezielle algebraische
und transzendente obene Kurven, 1I. Die transzendenten und die abgeleiteten
Kurven (Leipzig, Berlin, 2. vyd. 1911). Stoji za upozornéni, Ze na stranich 360
az 367 popisoval historicky vyvoj teorie rovinnych kfivek i jak se mu jevila jeji
budoucnost; po sto letech je tato teorie nejen opusténa, ale i zapominana.

18 Viz B. Bydzovsky (1948) str. 118 a 336. Skoda, Ze bez poznamky, jak pojmenovani
vzniklo: Carl Gustav Jacobi byl pfed polovinou 19. stoleti povazovan po C. Gaussovi za
nejvyznamnéjsiho némeckého matematika.
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Logaritmické spirale se G. Loria vénoval v ¢asti VI, kap. 7, strany 60 az 70. Je
integralni kiivkou diferencialni rovnice j—z = konst.p, v niz g a ¢ je v polarnich
souradnicich délka privodice a jeho amplituda pro bod ¢ary. L. Seifert probral
nékolik jejich vlastnosti.

X. O obdlkdch roviny

xcosu 4+ ysinu + vz + cos2u + v? = 0.

Rovina s touto rovnici v pravouhlych souradnicich z, y a z, ktera zavisi na dvou
parametrech v a v, obaluje v ,obecném® pfipadé plochu. L. Seifert odvodil
nékolik jejich vlastnosti.

XI. Vysetreni krivky
zt+y? -2y =0

pribliznymi krivkams.

Metoda vyuzitd uz v tloze 11.

Zde kondi zapisy ze zimniho semestru 1946/47.

Seminarni cvi€eni z €asti letniho semestru 1946,/47

XII. Trimetrické (trojihelnikové) soufadnice.

Pokracovani ulohy 12.2. Rovnice primky, specielné ibézné. Podminky rovno-
béznosti ¢i kolmosti dvou primek. Soufadnice stfedd kruznic vepsané a pfi-
psanych souradnicovému trojuhelniku. Souradnice ortocentra, tézisté a stiedu
kruznice opsané, Eulerova pfimka (spojnice prisecikii vysek, téZnic a os stran).
Rovnice kruZnice, zv1asté kruznice deviti bodi [st¥edy stran, paty vysek, pilic
body jejich tisekd mezi vrcholy a ortocentrem; dotyka se kruznice vepsané a tii
pfipsanych — to plyne ihned z véty, kterou dokézali John Casey (1820-1891)
a dalsi jako nutnou a postacujici podminku, aby ke ¢tyfem kruznicim existovala
kruznice jich se dotykajici (zobecnéni véty Ptolemaiovy, ba spise Menelaovy)].
Jak udavé znamy historik matematiky Moritz Cantor (1829-1920) v Allgemeine
deutsche Biographie 7(1877), str. 747, a ptetiskuje Pierre Grimal (ed.) v Dicti-
onnaire des biographies 1 (Pafiz, 1958, str. 526), na onu kruznici narazili uz
Charles Brianchon (1783-1864) a Jean Poncelet (1788-1867), ale pro némecké
geometry ji objevil Karl Feuerbach (1800-1834).%°

19 Pise o ném M. Cantor: Karl Wilhelm Feuerbach, Sitzungsberichte der Heidelberger
Akademie der Wissenschaften, math.-naturwiss. Klasse 1(1910), 25. Abh., 18 str.
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Pak se L. Seifert vénoval tvaram, které zavedl a studoval Henri Brocard
(1845-1919):2° Kruznice, ktera jde vrcholy A a B trojthelnika a v bodé B se
dotyké strany BC, a dalsi dvé kruznice sestrojené cyklickou zaménou A —
B — C — A, maji spoleény Brocarduv bod; totéz plati o tfech kruznicich,
z nichz prvni jde vrcholy A, B a v A se dotyka strany AC', a dalsi dvé vznikaji
cyklickou zaménou. O téchto Brocardovych bodech 2, a 5 plati

(%) LM AB = LW BC = L1CA = £Q9 BA = £OQ,CB = £, AC.

Tomuto thlu w se fikd Brocardav; pro néj a pro uhly «, 5, v trojihelnika plati
mnoho relaci vazajicich jejich trigonometrické hodnoty, tak tfeba

cotgw = cotg a + cotg 5 + cotgy.

O Brocardovych utvarech jedna podrobné ve své knize pfipomenuté uz v ko-
mentafi k tloze 12.2 Albrecht Emmerich. V pfedmluvé na str. ITI-VI se rozepi-
suje o historii Brocardovych atvart; o bodech oznacovanych jako Brocardovy
s vlastnosti (%) mél jako prvni psat August Crelle (1780-1855) v praci Uber ei-
nige Eigenschaften des ebenen geradlinigen Dreiecks ricksichtlich dreier durch
die Winkelspitzen gezogenen geraden Linien (Berlin, 1816). Zcela s vylouc¢enim
analytickych postupt jednd o Brocardovych utvarech W. Fuhrmann v knize
Synthetische Beweise planimetrischer Satze (Berlin, 1890), a sice v rozsdhlém
dodatku o dvou ¢astech: 1. Die grundlegenden und elementaren Figenschaf-
ten der Brocardschen Geometrie, str. 115-156, a 2. Sdtze der Brocardschen
Geometrie, die sich vorzugsweise auf bestimmte Kegelschnitte beziehen, str.
157-190. Kniha je doprovazena technicky skvéle provedenymi obrazky, bohuzel
nékteré jsou preplnéné ¢arami. Zvlasté to plati o obr. 70 (na listu XI), ktery
je prvnim v 1. ¢asti. Vychozi trojahelnik ma vrcholy A, B, C a Brocardovy
body L', L, které se ve zméti tisedek témdi ztrdceji. Velmi ptistupné promlu-
vil o Brocardové geometrii Karl Hagge ve své prednasce Die Grundlagen der
Brocardschen Geometrie des Dreiecks und die Erweiterung ouf das Vieleck.?!
Bez nadsazky lze fici, ze H. Brocard oteviel novou oblast elementarni geomet-
rie (adjektivum naprosto neznamend vzdy jednoduché). Po desetiletich se tato
oblast dockala nového impulzu. Peter Y vyslovil v praci An Analogue for the
Brocard Points.?? domnénku, ze

8w? < afy

s rovnosti pravé jen pro rovnostranny trojihelnik. Nerovnost je velmi pozoru-
hodné tim, Ze v ni nevystupuji trigonometrické hodnoty ahli, ale thly troj-
uhelnika samy. Prvni dikaz podal Faruk Abi-Khuzam v préaci Proof of Yffs
Conjecture on the Brocard Angle of a Triangle.?

20 Byl distojnikem francouzské armady; v hodnosti podplukovnika délostielectva se dal
penzionovat a od r. 1875 publikoval geometrické prace.

21 Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung 39(1930), 81-88.

22 American Mathematical Monthly 70(1963), 495-501. Viz strana 500.

23 Elemente der Mathematik 29(1974), 141-142.
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Zalozil jej na nekoneéném soucinu?4

sinz = :Enlo:O[l [1 — (%)2]

Na ne zcela korektni praci s nim upozornil a sou¢asné Yffovu nerovnost elemen-
tarné dokézal Oene Bottema (1901-1992) v ¢lanku On Yff’s Inequality for the
Brocard Angle of a Triangle.?® Analogické relace studoval Faruk Abi Khuzan
v praci Inequalities of Yf Type in the Triangle.2® Piehled o novéjsich v¥sledcich
spolu s pfislusnou literaturou podavaji R. Stroeker a H. Hoogland ve spolec¢né
préaci Brocardian Geometry Revisited or Some Remarkable Inequalities.?” Ana-
logiemi k Yffové nerovnosti pro Brocardtv thel se zabyval opét R. Stroeker
v ¢lanku Ineguality for Y{f’s Analogue of Brocard Angle of a Plane Triangle.?®

XIII. O komplexni krivce.

Ji se rozumi Céra, jejiz vSechny tecny jsou pfimkami daného komplexu. Jedna
se o integralni problém.

XIV. O Pliickerové konoidu

Ty

(%) z-20~x2+y2.

Julius Pliicker se zaslouzil o rozvoj projektivni geometrie; zavedl homogenni
soufadnice jak bodové, tak pfimkové ¢i rovinové, s nimiz studoval ¢ary a plo-
chy nejen jako mnoziny bodi, ale dualné jako mnoziny tecen ¢i teénych rovin.
Konoid je primkovéa plocha, jejiz povrsky protinaji pevnou vlastni pfimku, ne-
vlastni pfimku (jsou rovnobézné s pevnou rovinou) a pevnou kiivku. Je-li ¥idici
pfimka kolmé k ridici roviné, mluvi se o pfimém konoidu. Pliickertiv konoid je
primy a za Fidici kiivku mé elipsu, ktera je fezem rotacni valcové plochy obsa-
hujici #idici (ovSem vlastni) pfimku.

Literatura o konoidech je velmi rozsahld, zminuje se o nich témér kazda
ucebnice deskriptivni geometrie. Napr. Walter Wunderlich odvozuje v ucebnici
Darstellende Geometrie II (Mannheim, 1967, str. 38-40) rovnici (x) kinema-
ticky, a tim soucasné naznacuje vyznam Pliickerova konoidu ve strojirenstvi
(obr. 4 je ze str. 38).

24 Viz Karel Petr: Pocet diferencidlni (Praha, 1923, odd. 91, str. 127-129), nebo Richard
Courant (1888-1972): Differential and Integral Calculus I (London-Glasgow, 2. vyd. 1937,
kap. IX, odd. 7, str. 425-456, 1. vyd. 1934, mnohokrat reprint, némecky original: Berlin,
1927, 4. vyd. 1971, rusky pieklad: Moskva 1967), nebo I'puropuit M. Puxrenronnn (1888—
1959): Kypc dupfepenyuaavrozo u unmezpanvrozo ucuucaenus 11 (Moskva, 1948; mnoho
vydani, téz némeckého prekladu, odd. 395, str. 426-430), téz R. Sigl: Ebene und sphdrische
Trigonometrie (Frankfurt a. M., 1969, kap. 8, odd. 46, str. 197-200).

25 Elemente der Mathematik 31(1976), 13-14.

26 Tamtéz 35(1980), 80-81.

27 Nieuw Archief voor Wiskunde (4)2(1984), 281-310.

28 Tamtéz (4)4(1986), 33-45.
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Podrobné o konoidech vcetné Pliickerova pise Gino Loria v monografii Vorle-
sungen tber darstellende Geometrie II: Anwendungen auf ebenflichige Gebilde,
Kurven und Flichen (Leipzig, Berlin, 1913, str. 233—234) a zvlasté Kuno Fladt
a Arnold Baur ve spolecné knize Analytische Geometrie spezieller Flichen und
Raumkurven (Braunschweig, 1975, str. 283-288); pracuji s rovnici

22 — g2

—c. 7
,132 + yQ

kterd se dostane z (%) otocenim soufadnicovych os x a y o 45°. Obrazek 5

Pliickerova konoidu je na str. 283.

V ceské literatute o konoidech véetné Pliickerovych jednaji Frantisek Kade-
favek (1885-1961), Josef Klima (1887-1943) a Josef Kounovsky (1878-1949)
v ucebnici Deskriptivni geometrie II (Praha, 1932, 2. vyd. 1954, str. 674688,
693-697, 724-729). V podstatné skromnéjsi mife pak Josef Kounovsky v drobné
knizce Zborcené plochy (Praha, 1947, str. 85-90), ale zase s poukazy na apli-
kace ve strojirenstvi (napf. pfi vzajemném pievadéni rotacnich pohybi kolem
mimobé&znych os). Kratsi poudeni — téZ s aplikacemi — obsahuji u¢ebnice pro sta-
vebni fakulty Karel Drabek (1918-1991), Frantisek Harant (1925-1985) a Otto
Setzer (1906-1989) v knize Deskriptivni geometrie II (Praha, 1979, str. 191
a nasl.) a pro strojni fakulty Alois Urban (1912-1981): Deskriptivni geometrie
IT (Praha, 2. vyd. 1979, str. 209 s obr. 21.15 na str. 208, 1. vyd. 1967). Viz
t€Z novéjsi ucebnici Heinricha Braunera (1928-1990) Lehrbuch der konstrukti-
ven Geometrie (Wien, 1986, str. 356-357 s obr. 9.11, na ném? je v axonometrii
zobrazen obrys konoidu jako obalky primétt jeho pfimek). Dikladnéjsi pouceni
poskytuje starsi rozséhly spis Karla Rohna (1855-1921) a Erwina Papperitze
(1875-1921) Lehrbuch der darstellenden Geometrie (Berlin-Leipzig; II, 4. vyd.
1932, str. 184-186 a III, 4. vyd. 1906, str. 220-241, specielné Pliickeriv konoid
na str. 233 a nasl.,; 1. vyd. ve 2 svazcich 1893). Pokud je fidici kiivka I' ddna
parametrickymi rovnicemi pro t z jistého intervalu

a tidici pfimka a Fidici rovina jsou v ose z a roviné z = 0, jsou pfimky konoidu
— a tedy i konoid sam — urceny rovnicemi

x:u'f(t)ﬂ y:u'g(t), Z:h(t)7 UG(fo0,00).

Za ziejmych piedpokladi z £ = % plyne ¢t = F(£) a kone¢né z = ¢(%).

V této formé je i Seifertovo zadani konoidu (*):
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Ma-li fidici kiivka I' stupen s a nema-li s fidicimi pfimkami bod spolecny, je
stupeni konoidu 2s. Jestlize Fidici kfivka I' ma s vlastni fidici pfimkou jeden
bod spoleény, klesa stupen konoidu o 1. Protoze Pliickertv konoid ma za tidici
kiivku T' elipsu, kterd ma s fidici pfimkou pravé jeden bod spoleény — a jiny
spole¢ny bod zadné dvé z Tidicich ¢ar nemaji — je jeho stupen 3, jak ostatné
vidime z (*). Tato tvrzeni jsou velmi specidlnim piipadem obecnych vét, pro
které odkazuji na Loriovu ucebnici.

Prvni geometrické vysSetfovani aspon specialnich pfipadt konoidu zacali uz
John Wallis (1616-1703) a zv143té Amédée-Francois Frézier (1682-1773) v roz-
sdhlém ttisvazkovém dile z 30. let 18. stoleti (druhé vydani asi po 20 letech);
prvni dil je vénovan geometrii a lze jej povazovat za jakousi ouverturu k Monge-
ové deskriptivé, druhy a treti dil patfi aplikacim hlavné ve stavitelstvi, v némz
konoidy pro technicky pfiznivé konstrukéni podminky nasly vyrazné uplatnéni.

Opisi zacatek svého zapisu. PoloZme y : x = tgy; pak

tgy . .
c————— = 2csin p cos ¢ = csin 2¢p.
1+ tg2p peosy 7
Pro z = konst. dostdvdme dvé primky. Krajni pfipady jsou pro z = ¢ (dvé
primky splgvajict).

Vic se L. Seifert vytvoreni Pliickerova konoidu nevénoval, piesel ke studiu jeho
oskula¢niho hyperbolického paraboloidu a v zavéru naznadil, ze rovina, ktera
jde povrchovou pfimkou konoidu, jej sefe v elipse (Ze jej sede v kuzeloselce,
plyne z degenerace priisecné kiivky 3. stupné obsahujici tvotici pfimku), kterd
se do Fidici roviny kolmo promita jako kruznice.

Z (x) ihned vychézi

y:x=(ctVc?—22):z

takze konoid je mezi dvéma horizontalnimi rovinami z = +¢, z nich kazda jej
seCe ve dvou splyvajicich pfimkach, které jsou torsalni. Rovina z = konst. pii
—c < konst. < ¢ se¢e konoid ve dvou piimkéch (a své piimce nevlastni).

Snadno se uréi elipsa, kterd je ¥idici ¢arou konoidu (*). Rotaéni valcovou
plochu
2?24+ y? —2rz—2ry=0

obsahujici fidici pfimku — osu z — a majici za svou osu pfimku x = y = r
protneme rovinou jdouci body [0,0,—c] a [2r,2r,¢c] a spojnici bodu [2r,0, 0]
a [0,2r,0] (bod [2r,0,0], resp. [0, 2r, 0] je prisecik stopy rotacéni valcové plochy
s osou x, resp. y, které jsou obé pfimkami konoidu) (viz obr. 6). Rovnice této
roviny je

cx +cy —2rz —2cr = 0.
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[2r, Zr/ 0]

Obr. 6

Na stopé vélcové plochy na roviné z = 0 zvolime bod
z=r(1+v2cost), y =r(1+ V2sint), 2=0

jako kolmy primét bodu

x=7r(1+v2cost), y=r(1+V2sint), z=i(cost—|—sint)

V2

z hotejsi roviny. Pii ménicim se ¢t probéhne tento bod elipsu a je uz jen véci
pocetni trpélivosti se piesvédéit, Ze tato elipsa patii konoidu (x). Mame tak
velmi nazorné jeho geometrické vytvoreni: Ridicimi ¢arami konoidu jsou osa z,
nevlastni pfimka roviny (zy) a elipsa, kterd je fezem popsané vélcové plochy
S popsanou rovinou.

Protoze polomér r valcové plochy je libovolny, lze za fidici kfivku konoidu
zvolit elipsu z jednoparametrového systému elips. Jejich poloosy jsou hlavni
V2 4+ r? a vedlejsi r, maji tedy konstantni excentricitu.

XV. Problém normdl kuzelosecek.

U problému, vést ke kuzeloseéce z bodu v jeji roviné normaély, se L. Seifert dosti
zdrzel, zapis mam na osmi strankach. Uloha je pfes dvé tisicileti stara. Zabyval
se ji uz Apollonius, po némz je pojmenovana rovnoosa hyperbola, s niz ji resil.
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Vétsinou pomoci parametrického vyjadieni odvodil L. Seifert delsi fadu veét
o normalach obou stfedovych kuzelosecek i paraboly. B. Bydzovsky vénoval
v uéebnici Uvod do analytické geometrie (Praha, 1923) problému normél strany
217 az 221. Velké mnozstvi prislusnych literarnich tidaji uvadi Friedrich Din-
geldey (1859-1939) v ¢lanku z roku 1903 v Encyklopddie der mathematischen
Wissenschaften ITI-2-1 (str. 62—69).

Ani B. Bydzovsky ani L. Seifert se nedotkli otazky, zda a kdy se uloha,
ktera je ovSem 4. stupné, rozpada na dvé tulohy 2. stupné. Patrné jako prvni
se touto situaci zabyval Carl Pelz (piivodné a po navratu ze Styrského Hradce
do Prahy Karel Pelc 1845-1908). O problému pisi vice v ¢asti E o Seifertové
knizce Kubické a bikvadratické problémy, v niz mu patii odd. 16.

* * *

Nyni se podrobné vénuji tloham 1 a XVI ze Seifertova seminafe. Ptepisi
cely sviij puvodni zapis a doplnim jej svymi poznamkami po vice nez Sedesati
letech. Znaéim je opét dvojitou postranni ¢arou.

Uloha 1.

Mad se vysetrit mnoZina bodi, z nichZ se jevi elipsa nebo hyperbola v kon-
stantnim uhlu o.

Piipad a = 90° je znam ze stfedni skoly, viz K. Silha¢ek a H. Sechovsky:
Geometrie pro VII. tFidu redlek ... (Praha, 1936, str. 110); autofi zde pracuji
i s imaginadrnimi Gtvary, a tak jako hledanou mnozinu dostavaji kruznici se
¢tvercem poloméru pozitivnim, nulovym ¢i zapornym.

U podobnych tloh se vyplati nakreslit si na¢rt pro tvodni orientaci. Pro
elipsu jsem to ucinil na obr. 7. Z bodu B je elipsa vidét v thlu a = 60°,
z bodu By pak v thlu 120° = 180° — 60° = 180 — a. Mizeme ocekavat, ze
hledana mnozina bodu jsou dva ovaly, které pfi a = 90° splynou.

vz

Pti hyperbole jsou hledané ¢ary daleko rozmanitéjsi, jejich tvar zavisi na
vztazich mezi poloosami hyperboly a, b a k = tga. Na obr. 8 je situace s rov-
noosou hyperbolou pfi o = 30°. Z bodu B; je ji vidét v thlu o = 30° s plné
vytazenymi rameny, ktera jsou te¢nami raznych vétvi. Z bodu Bs na asymptoté
se hyperbola jevi jak v thlu a = 30°, tak v thlu 150° = 180° — 30° = 180° — ¢
jedno rameno je asymptota vytazena silné ¢arkované, druhé rameno je vyzna-
¢eno stejné. Z bodu Bs jdou k téze vétvi hyperboly dvé tecny vytazené silné
teckované, vétev lezi v jejich thlu 150° = 180° — 30° = 180° — . Témé¥ s jis-
totou miZzeme ocekavat vyjimecné situace, kdyz zorny thel o s k = tg « bude
roven Ghlu asymptot. ProtoZe tangens jejich polovi¢niho thlu je b/a (a hlavni,
b vedlejsi poloosa hyperboly), tak k zminénému pfipadu dochazi — pokud a # b
— pri

2
= (2

S posledni rovnici se pozdéji vskutku setkame.

=k &l k(a®—b*) —2ab=0.
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Obr. 7

Obr. 8



137
Tecny vedené€ ke kuZelosecce
ba? + ca’y? — a?b? =0 (e = £1)
z bodu P[¢,n] maji rovnici

Viz B. Bydzovsky: Uvod do analytické geometrie (Praha, 1923, str. 84-85; ve
2. vydani z roku 1946 str. 186-187).

(b%€2 + ea®n? — a®b?)(b%2? + ea®y? — a®b?) — (b*¢x + ea’ny — a®b?)? = 0.
Pro jejich priseciky s ubéznou primkou plati rovnice
(ea®n? — a*b*)b*2? — 2ea®b* Enry + (V262 — a?b?)ea’y® = 0
cili
2 2y (Y2 Y 2 2
e —a )<E) —265775 + (em* —b°) =0.

Poméry y/x hovici této rovnici jsou smérnice tecen z bodu P; oznacéme je
ki, ko. Jest

Ovsem pokud & # +a; geometricky vyznam tohoto pozadavku je jasny; analo-
gicky by se pfi n # +b poécital pomér x/y.

2e€n + /426202 — 4228202 + 4e2a2n? + 4eb2€2 — dea?b?
k1,2 = 2 D) =
2¢(§? — a?)

el \/[e(bPE2 + ea’n? — a?b?)
- £(§? —a?) '

Pro neé vsak musi platit

2\/s(b2§2+5a27]2—a2b2)

tgo =k = ko — k1 _ P ) _ —2./e(b2€2 + ca?n? — a2b?)
1+ kyks 1+ 50 e(& +1?) — (ea? — b?)

V dcitateli prvniho zlomku mélo byt 4 (ke — k1). Dvojznacnost se odstrani na-
sledujicim umocnénim, které znamené zahrnuti dvou pripadi: 0 < a < 90°

a o =180° — a.

Po uprave vychdzi
[2(E +1P) = 2662 +7°) (0> +0%) + (ea® + 12)] = 4e(B2€2 + ca® — ab?),
(1) E2(€2 + 1?)? — 2e(ek?a® + K2b? + 207)¢% —

— 2e(ek?a® + k0% + 2ea®)n? + k?(ea® + b%)? + 4ea®b* = 0,

coz je pri proménngch &, n rovnice hledaného geometrického mista.
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Hned si v8imnéme: Pii elipse s ¢ = 1 je absolutni ¢len v (1) nenulovy, tedy
¢ara neprochazi pocatkem, tj. stfedem vychozi elipsy. Jestlize pfi nerovnoosé
hyperbole s € = —1 absolutni ¢len vymizi, tj. je-li

(2) k*(—a® + b*)? — 4a*b* = 0,
ma c¢ara v poc¢atku dvojny bod s teCnami o rovnici
[kzz(—a2 +b%) + 2b2]§2 + [1@‘2(—a2 +b%) — 2a2]772 = 0;

vzhledem k (2) tedy
b2E2 +a*n* = 0.

V poéatku mé tak vySetfovana ¢ara pii vychozi nerovnoosé hyperbole a (2) izo-
lovany dvojny bod. Viz B. Bydzovsky: Uvod do algebraické geometrie (Praha,
1948, zvlasté str. 498).

Je to tedy krivka 4. stupné, jeZ dvojnasobné prochdzi kruhovymi body.

Takové cary se jmenuji bicirkularni. O nich jednaji Gino Loria: Spezielle alge-
braische und transzendente ebene Kurven I (Leipzig, Berlin, 1910, ¢ast 3: Kur-
ven vierter Ordnung, kap. 3: Elliptische, insbesondere bizirkulare, Kurven vier-
ter Ordnung im allgemeinen, str. 114-124); Gomes Teixeira: Traité des courbes
spéciales remarquables planes et gauches I (Coimbre, 1908, kap. IV: Quartiques
remarquables, odd. IV: Les quartiques bicirculaires, str. 234-258); mnozstvi li-
terarnich udaji v Encyklopadie der mathematischen Wissenschaften III-2-1
(Leipzig, 1903-1915) poskytuje Gino Loria (v kap. 5aB, odd. VIII: Bizirku-
larkurven vierter Ordnung, str. 549-558). Bicirkuldrnimi kiivkami se dvéma
osami symetrie se jako Fezy toru zabyval uz Perseus (212-166 pt. Kr.), srovnej
s obr. 615c ze soustavy Cassiniovych kifivek na str. 597 ve druhém dile uceb-
nice Deskriptivni geometrie F. Kadefavka, J. Klimy a J. Kounovského (Praha,
1932).

Hledejme inflexnt teény kfivky (1) v téchto bodech:

Inflexnimi te¢nami se tu rozumi teény v dvojnych kruhovych bodech. P¥imky
jdouci kruhovymi body maji rovnice n = +i£ + A. V homogennich soufadnicich
&, n, ¢ jde pfimka a+bn-+c¢ = 0 absolutnimi body [1, £i, 0] praveé pii a+bi = 0,
coz vede k i +n+ (§)¢ = 0.

Dosazenim do (1) dostdvame

E2(€2 — €2 4+ 20 + 2?2 — 2¢(ek?a® + k2b? + 2b%)€2—

—2e(ek?a® + k2% 4 2ea?)(—€2 £ 200 + A?) + k% (ca® + b%)? + 4ea®b® = 0.
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Vypadnuti ¢lenti s €4 a €3 jsme musili éekat, nebof kazda ptimka n = +i& + A
prochéazi kruhovym bodem; ten ma prvni souradnici £ = oo a je dvojnym
bodem nasi kiivky. Se zavedenim homogennich soufadnic do pravé zjisténé
rovnice kfivky bychom se soufadnici £ = oo mohli vyhnout.

V této rovnici kvadratické v € je u €% koeficient
—4k> 2% — 4eb? + 42202,

jeho nulovd hodnota je nutnd a postacujici podminka pro to, aby primky n =
+i€ + X byly tecnami krivky v jejich dvojngch bodech, ztotoZriujicich se s body
kruhovyma.

Rovnice 4. stupné 0-£44-0-£3 4+ a2 4 €+~ = 0 mé dvojnésobny koien oo, aby
jej méla za trojnasobny, musi o = 0. Pfi homogennich soufadnicich by nebylo
tfeba tohoto vyjadfovani.

Z ni vychdzi

/a2 _ 2
A:iaTgb:i%

e je ovsem délkova excentricita vychozi kuzelosecky

takze tecny krivky v kruhovych bodech jsou

y:if:l:%7 resp. y:—i{:l:g.

k
Jejich dva redlné priseciky
[0, £¢], dalsi ¢tyii jsou imaginarni
lezi na ose y ve vzdalenosti % od pocdtku; jsou to redlnd ohniska krivky.

Pro situace ¢tyr ohnisek elipsy pfipominam strany 172 az 173 z vySe citované
knihy B. Bydzovského z roku 1923.

Redlngjch dvojngch bodi kiivka nemd; nebot rediné hodnoty &, n hovict rov-
nicim (f znac? levou stranu rovnice (1))

d
a% = 4K*E® + 4k en* — de(ek?a® + Kb + 20%)€ = 0,
g% = 4k n® + 4k%E%n — de(ek?a® + k20 + 2a®)n = 0,

nespliiugi rovnici (1).
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Po zavedeni homogennich soufadnic £, 7, ¢ pfejde levd strana v (1) ve formu
4. stupné. Pro ni plati zndméa Eulerova identita

o 2Ly

585 ac 4f.

Singularni bod se definuje vymizenim parcidlnich derivaci (viz vySe citovanou

uéebnici B. Bydzovského z roku 1948, str. 314). Jestlize v bodé s ¢ # 0 vymizi

g]g f— i f, je podle Eulerovy identity téz g—g =

Vypsané rovnice % =0a % = 0 se rozfesi snadno. Po kraceni 4k% # 0 se
rozpadaji na
b?
§=0, &4’ —c(ea®+07+2.5) =0,
2 2 2 a?
n =0, 4 —elea® +b +2€ﬁ) 0.
To vede ke ¢tyfem moznostem a) az d), které postupné proberu.

a) Reseni £ = 0, = 0 vede podle (1) ke
k?(ea® + b%)? + 4ed®b? = 0.
U elipsy s € = 1 je tato rovnice nemozna. U hyperboly s ¢ = —1 jsem tuto
situaci probral uz ve své poznamce za rovnici (1).
b) Reseni ¢ =0, n? = a® + &b® + 2%—2 po dosazeni do levé strany (1) vede k

k> (a + eb? + 2@) — 2k? (Ea + b+ 26@) (a +eb? + 2?)

+ k%(ea® + b*)? + 4ea®V® = —4a* ( ) # 0.

¢) Odbude se podobné jako b).

d) Vzéjemnym ode¢tenim druhjch rovnic v uvazované soustavé vyjde

ca? — b2

2 =0.

To je mozné jen tak, ze budto k = oo anebo a? = b? pii ¢ = 1. O prvnim
pripadu uz byla a jesté bude zminka; druhy znamena, Ze vychozi elipsa prechazi
v kruznici o poloméru a. Druhd a ¢tvrta rovnice uvazované soustavy se pak
redukuji na jedinou:

& +n? - 24d? ( —|—k2>=O.



Ihned vidim, Ze £ a n vyhovujici této rovnici splituji i rovnici (1) s € = 1,
a=10 ) 112
(€2 +n2)2 - 4(1 + ﬁ)a2(£2 +1%) + 4(1 + ﬁ) at = 0.
V tomto piipadé prechézi nase ¢ara 4. stupné v dvakrat pocitanou kruznici
o poloméru av/2; kazdy bod této kruznice je singularnim bodem nasi kvar-

tiky. Geometricky je situace ovSem pruhledna: Kruznice o poloméru a je vidét

, vz « . v . « a2
v thlu « z kazdého bodu soustfedné kruznice o poloméru Tocosa

Pro k =0 vychdzi z (1)
—4eb?€? — 4220 )? + 42V =0

cili
V€% + ea’n?® — a®b? =0,

coZ je rovnice puvodni kuZelosecky.
|| Toto zjisténi je ovem trivialni, mize poslouzit k ovéfeni vipocti.
Pri k = oo dostdvame z (1)
|| ovsem po déleni k? a pak piechodu k — oo

(€2 +17%)? — 2e(ea® + b*)E2 — 2e(ca® + b*)n? + (ea® + b*)? =0

cili
[52 +n2 _ 8(8(12 4 b2)]2 _ 0’

coz je dvojndsob pocitand kruznice se stredem ve stiedu kuzelosecky s polomeé-

rem a® + eb?.

pak a? — b%. Viz hned prvni pozndmku o stfedoskolské uéebnici K. Silhacka
a H. Sechovského.

H S é&tvercem poloméru a? 4 b? oviem. P¥i ¢ = 1 tedy a? + b2, pfie = —1
Pro a =b se (1) specializuje na
E2 (&2 4n?)? —2ea®(ek® + k2 +2)¢% —2ea® (ek* + k2 +-2)n* +-a*k? (e +1)* +4ea = 0
cili

E2(€2 +n?)? — 2ea®(ek® + K + 2)(€2 +n?) + a*k* (e + 1) + 4ea* = 0.

Levd strana je v €2+ n? kvadraticky trinom, a tedy pro a = b degeneruje (1)
ve dvé kruznice se stredy ve stredu kuZelosecky.
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Uz v predposledni rovnici je nedopatieni. V zavorce pii n? ma byt
(ek? + k2 + 2¢).
Tedy piie =1
K22 4+ n?)? — 4a2(k2 + 1)(€2 +1?) + 4ai (k2 + 1) = 0,

coz dava vskutku dvé kruznice soustiedné s vychozi.

Uloha XVI.
a)
Nalézti spolecné body kuZelosecek
2?2+ 2% —dz 42y =0, 22y +1=0.
Urcime X\ tak, aby

2?4+ 2% —4x + 2y + AN2ry +1) =0

degenerovala:
1 X =2
A2 1|=0 ali N+22+9=0.
-2 1 A
Rowvnice md jen jeden redlny koven A\ = —1.74.

Na prvni pohled je vidét, ze
1) je jen jeden, protoze derivace levé strany posledni rovnice je 3\% + 2 > 0;
2) je v intervalu (-2, —1),

takZe se nékterym ze znamych zptisobi snadno vypocita.

To znamend, Ze dan€ kuZelosecky se protinaji jen ve dvou redlnych bodech.
Rownice

(%) 2?4+ 2y% —4x 4+ 2y — 1.742xy +1) =0

znaci dvé primky; jejich rovnice se naleznou urcenim jejich priseciku a ubéz-
nych bodi. Jedna z nich sece kuzelosecku 2xy + 1 = 0 v hledanych bodech.
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Praktictéjsim fesenim by bylo zakresleni obou danych kuzelosecek na milimet-
rovy papir (provede se to velmi snadno) a pfiblizné uréeni prvnich soufadnic
obou realnych prisecik. To by se pak zpfesnovalo zndmymi zptisoby z rovnice

22 — 823 —22+1=0

vznikajici eliminaci y z rovnic danych dvou car.
b)

Nalézti vrchol paraboly y? —xz =0, x —2y+2—1=0.

Podél primky x = y = z se kuZel dotykd roviny © — 2y + z = 0,
nebot z jeji rovnice a rovnice dané kuzelové plochy ihned vychazi (z — 2)% = 0,
jez je rovnobéznd s x — 2y + z — 1 = 0;
tedy tato rovina sece kuzel v parabole;
ta primka
r=y==z
je rovnobéznd s osou paraboly. Primka pocdtkem rovnobéznd s vrcholovou tec-
nou jest t +y+z =0, —2y+2 =0 (x+y+ 2z = 0 je kolmda k pFimce
x =1y = 2). Ta piimka je téZ y = 0, x + z = 0. Ke sméru danému touto
primkou nalezneme primérovou rovnici (tj. poldrnou rovinu k danému kuZelu
vzhledem k primce y = 0, x + z = 0), jeZ pak sede x — 2y + z = 1 v hledané

ose. Tato poldrni rovina je —x + z = 0 (ubéiny bod primky y =0, x+ 2z = 0 je
[1,0,—1,0]).

Nevlastni kuzelosecka f(x,y,2) = y?> — 2z = 0, t = 0 daného kuzele m4 vi¢ci
nevlastnimu bodu [1,0, —1,0] pfimky y =0, =+ z = 0 poldru

1'fm+0’fy*]-'fz:03
tj. —x+2=0.

Osa je pak x —2y+2—1=0, z — z = 0. Vichol je prinik této osy s kuzelem
-z =0. Jest V[} -1 1]
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Ulohu lze fesit i zcela jinak. Snadno se nahlédne, 7e parametrické vyjadieni
pruniku je

m=%[1+2t+5\/1+4t},
y=t, e==+1
z:%[1+2t—5\/1+4t}.

Polozime-li u = ev/1 + 4t, dostaneme

PN
Ty 2" T
1 1
y:ZU2 e
1, 1
Z=-Uu —=U —.
4 24Ty

Tecény vektor této paraboly je (%u + %, %u, %u — %) a smér jeji osy je dan
vektorem (1,1, 1), totiz poméry lim, o « : y : z. Skalarni souéin téchto vektort
vymizi jediné pfi u = 0, coz je tedy parametr vrcholu, ktery ma tak soufadnice

1 1 1]

[Z’ T 401

Anebo jesté kratceji a elementarnéji. Protoze jak dand kuzelova plocha, tak
dand se¢nd rovina jsou symetrické podle roviny z = z, je podle této roviny sy-
metricka i pruseéna parabola; jinymi slovy: osa priseéné paraboly je prisecnice
dané roviny s uvedenou rovinou symetrie. Soutfadnice hledaného vrcholu jsou
tedy FeSenim rovnic

v —22=0 z—2y+2—-1=0, z—2=0.

Zjistime bez namahy, ze V1, -1, 1].

Vidime, ze posledni dvé tlohy a) a b) nepatii k obtiznéjsim. Spi§ nez pro
semindf k II. statni zkousce by byly ndmétem do proseminaie k I. statnici.
Doplnim tedy Seifertiv tkol b) zjisténim cyklickych rovin zadané kuzelové
plochy. To pfispéje k pfedstavé o ni. Odvolavam se na Bydzovského Uvod do
analytické geometrie (Praha, 1923, str. 323-325 a 375-380), ale jen dstecné na
2. vydani z roku 1946 (str. 402-410).

Dané kuZelova plocha neni rotaéni, nebot jeji nevlastni kuzelosecka se dva-
krat nedotyka absolutni kruznice; soustava %> — 2z = 0, 22 + 32 + 22 = 0
ma totiz C¢tyfi rizna reseni. Vysetiim cyklické roviny plochy. Rovnice hlavnich
sméri je

11
3 2

—0*— -0+ =0.
4 Y 49 4
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Jeji kofeny urc¢ime zpaméti: g1 =1, 03 = %, 03 = f%. Vime, ze
v —zz—o0i(2* +y7+2%) =0

znamena tfi dvojice cyklickych rovin naseho kuzele. Snadno zjistime, ze p; = 1
a 03 = —% vedou k imaginarnim cyklickym rovindm. Zbyvé tedy dvojice rovin

1 .
y2—xz—§(x2+y2+22):0, cili x+y+z)(r—y+2z) =0.
Reélné kruznice nasi kuzelové plochy lezi tedy v rovinach

r+y+z+a=0, r—y+z+06=0, a, B = konst. # 0.

Ve svazku kvadrik uréeném touto dvojici rovin a nasi kuzelovou plochou je
kulova plocha

[x2 —y2—|—22+(a+6)x+(—a—i—B)y—&—(a—l—/)’)z—i—aﬁ} +2(% —x2) =0
¢ili

<x+a;ﬁ)2+(y—a;ﬂ>2+<Z+a;6>2:i(302+20¢ﬁ+3ﬁ2)-

Ze soutadnic stfedu a z poloméru této koule se uz snadno uréi stfedy a polomeéry
kruznic daného kuzele lezici v jeho cyklickych rovinach.

c)

Necht jsou A, B, C paty normdl paraboly z bodu P. Vrcholem O paraboly
vedme t7 krusnice, jeZ se paraboly dotknou v A resp. B, resp. C. Tyto kruznice
secou parabolu jesté v A', B', C'. Dokdzati, Ze normdly bodi A’, B', C' jdou
tymz bodem.

Viz nésledujici obr. 9. Z bodu P[¢,n] jde k parabole norméla n; s patou
Alz1,y1]. Kruznice kq jdouci vrcholem O paraboly a dotykajici se ji v bodé
A ji jesté protind v bodé A’[x],y}]. Normdla paraboly v bodé A’ je oznacena
nf. Analogicky se ziskaji normaly nj a n}. Spolu s ni se protinaji v jediném
bods P'[¢', 7).

Pofadnice bodi A, B, C budtez yi1, ya, ys, soutadnice bodi A’, B', C' x},

xh, Th; YL, vh, ys. Jest yi = —2y1, yh = —2ya, yh = —2ys, jak vychdzi z véty, Ze
spojnice pruseciku kuZelosecky s kruznici jsou antiparalelni k ose kuZelosecky.

Na tomto misté byl Seiferttiv vyklad vic nez stru¢ny. S dikazem o pravé zminéné
antiparalelnosti se omezim jen pro parabolu, kdy je pocetné jednodussi. Na

parabole y* = 2px zvolim ¢tyii body B;[45,:] (tato y; nejsou ovSem hofejsi
Y1, Y2, Y3)-
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A'[X;/ %]

P59 ]en,

A [x1, }’1]

Obr. 9

Lezi na kruznici, kdyz a jen kdyz (viz citovanou uz uéebnici B. BydZovského
z roku 1923, str. 120)

4 2
Yi 2 Y1
= = 1
4p2 + yl 2p yl
4 2
Y Y
A= . ) =0
Ys 2 Y3
= = 1
4p2 + Ys 2p Y3
4 2
Yy 2 Yy
== = 1
4p2 + y4 2 D Ya
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¢ili A )
(7 Y1 (1 1
4 2
A= yi yz Y2 1 _o.
Y3 Y3 Y3 1
Y1 yi Y4 1

Nyni ode¢tu od druhého fadku prvni, od tretiho fadku druhy a od ¢étvrtého

radku treti; ihned dostaneme

A" = (y2 —y1)(ys — y2)(ya — y3) | (U3 + u3) (ys + v2)

W +y) 2 +y) ety 1
Y3 + Y2 1=
(Wi+v3)(ya+ys) wat+ys 1

= —(y1—y2) (Y1 —y3) (Y1 —Ya) (y2—3) (Y2 —ya) - (y3—va) - (Y1 +y2+y3 +ya) = 0.

Ponévadz poradnice bodd B; jsou navzajem ruzné, znamena to

(1)

pokud nékteré splyvaji, dojdeme po
sledku.

Y1 +y2 +y3 +ys = 0;

znamém limitnim pfechodu k témuz vy-

1
\
\
ola Ppata nurmé/L/ z bodu [f//y]
\ (D
yort I
\
\
\
\\
‘(\ 0/&;’77/ Laa{ [flﬁj
~
\\‘~~~~/‘lp:ﬁleiya /77/9@)"270/‘3
ata norr;cT/‘
Z bodu [},’7] d
S
N
A Y
\
\
\
\
Y rata norma’/\] 2 bodu [}/o]]
/)araéo/a (3) \‘
S
\

Obr. 10
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Smérnice spojnice bodu B [%, yl}, B [%,yg] a Bj [%,yg}, B, [%,M] Jjsou

Yy1—Y2 _  2p Ys—Ys _ 2p
y2 y2 - k) y2 y2 - )
-5 Y1+ Y2 -5k Y3 + Ya

takze se lisi vzhledem k (1) jen znaménkem. Spojnice By Bs a BsB, jsou tudiz
antiparalelni vici ose paraboly. Totéz plati o spojnicich ByBs a BB, jako
io B]_B4 a B2B3.

V Seifertove tloze je jeden z bodd B; ve vrcholu paraboly s poradnici 0, ze
zbyvajicich t¥i splyvaji dva. V dtsledku (1) mZeme Ffici: Kruznice, kterad jde
vrcholem paraboly a dotyka se ji v bodé A s pofadnici y, protind ji jesté v bodé
A’ s poradnici —2y. V dalsim se vracim k Seifertovu oznaceni.

Y1, Y2, Y3 jsou kofeny rovnice, jiz dostaneme vyloucenim x z rovnic y> = 2pz a

E—p
(%) 20% — >—y* —ny =0,
D
totiz
(%) y* —2p(& — p)y — 2p*n = 0.

Zase je t¥eba se zastavit. Jak L. Seifert piiSel k rovnici (x) ?

Vylou¢ime-li  z rovnice nasi paraboly y? = 2px a z rovnice obecné kuzelo-
secky
ax? 4 2bzy + cy® + 2dz + 2ey + f = 0,

dostaneme
(2) ay* + 4bpy® + 4p(pc + d)y2 + 8ep?y + 4p°f = 0.

Tato rovnice pfejde v kubickou rovnici (¥x), kdyz budto
a) a =0 nebo
B) f=0,

kdy lze odstépit y a jeden kofen je y = 0, ten vede ovSsem k nevlastnimu bodu
paraboly jako paté jedné z normdl z bodu [, n].

«) Srovname-li pfi a = 0 rovnice (x*) a (2), vyjde

]_ _
=L od—_ope,  2e—-"P  p__
2p 2p

VBN

a (2) prejde v
wy — (€ = p)y — pn + 2ep[y® — 2pz] = 0.
To je pfi proménném parametru c svazek kuzeloseCek uréeny nasi parabolou

a jeji Apolloniovou hyperbolou pfislusnou bodu [¢, 5] (viz Bydzovského Uvod ...
z roku 1923, str. 220-221).
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B) Srovname-li pti f = 0 po redukci o y rovnici (2) s (xx), vyjde
1
=1 b=0, 2Apctd)=p-& 2=-1n
takze (2) prejde v
2 1 2
v+ (p—r — gy + e[y’ = 2p2] =0,

¢ili — pfi proménném c — ve svazek kuzeloseéek danych nasi parabolou y? = 2px
a parabolou

3) 3 fp)Q]

1l
—9. S7Ph)7
7} K

Pfic= % dostaneme Seifertovu kuzelosecku ().

Oba pfipady «) i 8) jsou ilustrovéany na obr. 10. Apolloniova hyperbola je
vytazena silné ¢arkované; prochézi ovSem bodem [, 7], z néjz vedou normaly.
Parabola (3) je vytaZena silné plné; prochazi ovSem pocatkem, tj. vrcholem
vychozi paraboly. Spolu s ni uréuje svazek, v némz je Seifertova kuzelosecka ().

Tedy

y1+y2+ys =0, y1ye +y2ys +ysyr = —2p(E — p),  y1y2ys = 2p°n.
Jest
viz zacatek FeSeni y; = f%y;
(%) v+ Y2 +ys =0,
Y1y + yays + ysyt = —8p- (€ —p) = —2p[(4€ — 3p) — ],
Y1yays = —16pn = 2p? - (=8).
Ma tedy prisecik normdl v bodech A’, B', C' soutadnice [4€ — 3p, —8n), jsou-li

[&,n] soutadnice priseciku normal v bodech A, B, C.

Budto jsem néco vynechal, nebo byl L. Seifert velmi struény. Ovérim to. Nor-
2
maly vychozi paraboly v jejich bodech (pfi y vynechdvam dcéarky) [g—;,yl]
2
a [£,15] jsou
2py1x + 2p%y — 2’y — i =0,
2pya + 2p°y — 2p°y2 — 5 = 0.
Jejich prasecik ma souradnice

1 1
10 = % [2172 + (yi +v1y2 + yg)]? Mo = —@ywz(m + y2).
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V dusledku prvni rovnice v (x * *) je

Y+ yiye +ys = (—y2 —y3)® + (—y2 — y3)y2 + Y5 = Y3 + Y2ys + U3,
1y2(y1 +y2) = (—y2 — y3)y2(—y3) = y2us(y2 + y3).

Pro soufadnice [&h3,753] priseciku normal nadi paraboly v jejich bodech
2 2
[g—;,yg] a [g—;,yg] tedy &y = &bs, Mia = nhs. To znamend, Ze normély pa-
2
raboly v jejich bodech [g—p, yi] se vskutku protinaji v jednom bodé P’. Pro jeho
soufadnice [¢’,7'] miZzeme tedy psat

3¢ =&+ &+ =

1
=% (20 + (45 + y1y2 + ¥3)] +

1
* 5 (2% + (y2 + yoys + v2)] +

1
3 20 + (y3 + ysyn +y1)] =

3
=3p— % (y1y2-+y2ys + ysy1),

30" = o + s + 131 =
_ yye(yi ty2)  yeys(y2 +ys)  ysya(ys +yi)

2p? 2p? 2p?

1

= o [ = (y1 +y2 + y3) (12 + y2ys + Ysy1) + 3y1y2y3) .

Vratime-li se k rovnicim (** %), tak uz snadno zjistime, ze soufadnice bodu P’
jsou
§=46-3p, n'=-8n,

jak uvedl L. Seifert.

Pr1i posledni korektuie doplnuji, co jsem diive prehlédl.

K tloze XII (viz str. 128) L. Seifert vyjimecné citoval (velmi netiplné) tuto
naro¢néjsi ucebnici: Alfred Clebsch (1833-1873): Vorlesungen iber Geometrie I,
Leipzig, 1876, 2. vyd. 1932; v ném viz kap. XVI. Die Geometrie des Dreiecks,
str. 312-338 s trimetrickymi soufadnicemi.
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C. Imaginarni elementy v geometrii (Praha, 1941)

Seifertova knizka o 75 stranach vysla roku 1941 jako 10. svazek sbirky Cesta
k védénd, jejiz vydavani zahajila Jednota uz roku 1940 brozurou Stefana Schwar-
ze (1914-1996) O rovnicich (2. rozsifené vydani: 1947). Byl to zdafily pokus
Jednoty alespoil o ¢aste¢nou ndhradu univerzitniho studia matematiky a fyziky,
kdyz némecké okupacni tfady po svém brutalnim zasahu v listopadu 1939
uzaviely ¢eské vysoké skoly. Redaktorem matematické ¢asti Cesty k védéni byl
Frantisek Vy¢ichlo.

Svazek se L. Seifertovi vskutku vydafil. Vzhledem k charakteru knizky je po-
chopitelné, ze citacemi Set¥il, 1ze vSak litovat, Ze je uvadél netplné. S dobrym
porozuménim mohl tehdy svazek ¢ist septiméan z realky, protoze pojmy jako
dvojpomér ¢ imagindrni bod mu nebyly cizi (s prvnim se sezndmil uz v kvinté,
s druhym v septimé). Dnesni oktavan by si se Seifertovou knizkou poradil stézi.
Prace s komplexnimi elementy zjednodusuje vysledky a — coz je jesté dulezi-
t&jsi — umoziuje vice proniknout v geometrické vztahy. B. Bydzovského Uvod
do analytické geometrie (Praha, 1923) vénuje imaginidrnim atvartm zna¢nou
pozornost (o druhém vydéni z roku 1946 a t¥etim vydani z roku 1956 to uz plati
v mife podstatné mensi, tak tfeba se autor ziekl vztahu mezi rota¢ni kvadri-
kou a absolutni kruznic{). Vyplati se srovnat BydZovského uéebnici z roku 1923
s jen o pét let starsi naro¢nou knihou Gastona Darbouxe (1842-1917) Princi-
pes de Géométrie analytique (Paris, 1917), kterad je — z literatury mné znamé
— nejrozsahlejs$im a nejhlubsim studiem geometrickych atvard prostfednictvim
imaginarnich elementt. Nelze si nevS§imnout, ze B. Bydzovsky uvadi Darbou-
xovu knihu v seznamu literatury jen v 1. vydani na strané 404 (ve druhém
vydani seznam literatury viibec neni).

Piistupnéji a v mife daleko mensi nez G. Darboux psal o imaginarnich ele-
mentech uz vice nez o Sedesat let diive Michel Chasles v knize Traité de Géo-
métrie supérieure (Paris, 1852), hlavné v kapitole V. Du systéme de deuz points
ou de deux droites imaginaires (strany 55-66) a v kapitole XXXIII. Cercle ima-
ginaire (strany 546-556). M. Chasles dokonce uz diive v Aper¢u historique sur
Dorigine et le développement des méthodes en Géométrie?® na konci poznadmky
Note XXVI. Sur les imaginaires en Géométrie®® napsal, Ze jiz Johann Lambert
(1728-1779) srovnéval redlné a imaginarni prvky na dvojici tvofenou jednot-
kovou kruznici 22 + y2 = 1 a jednotkovou rovnoosou hyperbolou z? — 32 = 1.

M. Chasles uvadi i dalsiho autora, ktery vyznamné prispél svymi tivahami o —
jak pise: propriétés contingentes®' — k poznani vyznamu imaginarnich Gtvard.

29 1. vydani: Bruxelles, 1837, 2. vydani: Paris, 1875, reprint: Paris, 1989, némecky pieklad:
Halle, 1839, reprint: Wiesbaden, 1968.

30 1875: strany 368-370; 1839: strany 394-397.

31 Adjektivum contingent ma i v soucasné francouzstiné mnoho vyznamit. Dobie je zde
vystihuje jeho opak: jisty, nutny, racionédlni. Viz Le Grand Robert de la langue francaise II
(Paris, 2. vydani: 1991, str. 868).
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Byl jim Lazare Carnot (1753-1823)32 svymi knihami De la Corrélation des
figures de Géométrie (Paris, 1801) a Géométrie de position d l'usage de ceux,
qui se destinent & mésurer les terrains.3

L. Seifert cituje jesté dalsi vyznamna jména a knihy. Nejdfive je to na str. 6
Jean Poncelet: Traité des propriétés projectives des figures I, II (Paris, 1822;
2. vyd. 1865). Cetbu obou dili ztézuje zéplava slov. Velmi zajimava recenze
je v Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 1(1826), 96; patrné
ji napsal vydavatel August Crelle. Je v ni zachycen pomér mezi J. Poncele-
tem a Jacobem Steinerem pii formovani nové nauky — projektivni geometrie
— a zacatek jejich rivality. Znamy je Steineriv nejasny postoj k imaginarnim
atvartim. V této souvislosti je zajimavy tfeti odstavec oznameni o Steineroveé
amrti v citovaném Journalu 62(1863), 199-200. O postupném vyrovnavani geo-
metrl s imagindrnimi elementy piSe Felix Klein (1849-1925) v knize Elementar-
mathematik vom héheren Standpunkte aus II: Geometrie.?* S vihradou velkého
zjednoduseni se Ponceletovy uvahy odvijely tfeba od tohoto nazoru: U dvou
shodnych elips v jedné roving, u nichz hlavni (vedlejsi) osa jedné splyva s ved-
lejsi (hlavni) osou druhé, vidime ¢ty¥i pruseciky. Jestlize jednu z elips budeme
ve sméru jeji osy vhodné posunovat, uvidime postupné jen tii, pak jen dva, pak
jen jeden, nakonec ani jeden prusecik. Jak se mohly ztracet?

Ke skupiné, kterou tvorili L. Carnot, J. Poncelet, M. Chasles a pozdéji
G. Darboux — uvadim je v ¢asovém sledu a s tim, Ze prvni dva pfistupovali
k imagindrnim utvarim feknéme geometricky, ¢tvrty se zfetelnou pievahou
analytickych postupt, tfeti byl néjak mezi nimi — je tfeba jesté ptiradit dal-
siho Francouze. Byl jim Edmond Laguerre (1834-1886) se svymi pracemi Sur
Vemploi des imaginaires en Géomeétrie®® a Mémoire sur l’emploi des imagi-
naires dans la géométrie de l’espace.3°

VUci citované skupiné francouzskych geometra je tfeba pfipomenout aspon
nékolik némeckych matematiki, ktefi k imaginarnim elementiim v geometrii
pristupovali tplné jinak. Velmi zhruba by se dalo Fici, Ze se k problému posta-
vili s velikou dtslednosti, ktera patrné zptusobila, ze odezva jejich praci byla
omezena.

Prvnim je s naprostou zfetelnosti Carl von Staudt (1798-1867): Geomet-
rie der Lage (Nirnberg, 1847) a Beitrage zur Geometrie der Lage I, II, IIT
(Niirnberg, 1856-1860). Proniké jimi Staudtovo asili odstranit vyjimky a do-
sahnout co nejobecnégj§ich formulaci. Podafilo se mu vyluéné geometrickymi
prostiedky definovat imaginarni elementy a rozlisit je i ve dvojici komplexné

32 O jeho ¢éinnosti jako matematika, ob&ana ¢&i politika a vojaka jsem v bfeznu 2004 mluvil
v seminafi doc. Jindficha Becvare na Matematicko-fyzikalni fakulté UK; Lazare Carnot byl
naprostym opakem politického chameleonstvi.

33 Paris, 1803, némecky pieklad I, IT Altona 1808-1810, jen ten jsem mél v rukou.

34 Berlin, 1909 a dalsi vydani, rusky pieklad ve 2. vydani: Moskva, 1987, str. 180-200.

35 Nouvelles Annales de Mathématiques (2) 9 (1870), 163-175, 241-254.

36 Tamtéz (2) 11 (1872), 14-21, 108-117. Viz (Buvres de Laguerre II: Géométrie (Paris,
1905), strany 88-108 a 238-262; téz Sur l’emploi des imaginaires dans la géométrie dans
l’espace, strany 109-123 (ptvodné v Bulletin de la Société philomatique 1870).
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sdruzenych. Staudtovym vychodiskem byla ¢tvefice elementi téhoz druhu jako
¢tyti body v pfimce nebo ¢tyti pfimky ¢i roviny ve svazku. Pro takové ¢tverice
pouzil oznadeni (neujalo se) der Wurf (pl. die Wiirfe; v novéjsi néméiné ma
toto slovo naprosto jiny vyznam) a vybudoval pro né ,Rechnung mit Wiirfen“.
L. Seifert ma naprosto pravdu, kdyz na str. 7 poznamenava, ze Staudtovy knihy
nejsou snadnd Cetba (soudim, zZe velmi tézk4 cetba) a pro zac¢atecnika jsou témér
nepiistupné (soudim, Ze zcela). Doporucuje dvé starsi prace (dopliiuji a opra-
vuji jeho tidaje): Otto Stolz (1842-1905): Die geometrische Bedeutung der com-
plezen Elemente in der analytischen Geometrie3” a Jacob Liiroth (1844-1910):
Das Imagindre in der Geometrie und das Rechnen mit den Wiirfen.3® Obé ci-
tované prace jsou pokusem ucinit Staudtovu teorii pfistupnéjsi, ale ani ony
nejsou minény jako tvodni cetba.

Pro ni bych doporuéil paséz v knize, v niz by se to ani necekalo (ale v niZ to
nepiekvapi ¢tenafe aspon ponékud seznameného s teorii pfimkovych kongruenci
a komplextt): Konrad Zindler (1866-1934): Liniengeometrie mit Anwendungen 1
(Leipzig, 1902, II. dil 1906), ¢ast V. Imagindre Elemente (str. 203-278), zvlasté
§ 71: Logische und geschichtliche Bemerkungen tiber das ”"Imagindre” in der Ge-
ometrie (strany 255 az 261 s fadou literarnich tidaji na strané 260); vystizné je
charakterizovan vyznam Staudtovy teorie (mj. rozliSeni komplexné sdruzenych
elementtt). Srv. téZ L. Locher-Ernst: Das Imagindre in der Geometrie.

Studium ,imaginarniho“, tak jak je zachyceno v knihach a pracich z 19. sto-
leti, mze nyni asi zaujmout jen historika matematiky. Ale pokud by si dnesni
vysokoskolsky student matematiky chtél ucinit predstavu o vyznamu ,imagi-
narniho“ v geometrii, musi sdhnout po témér 100 let staré, bohatstvim a hloub-
kou zcela ojedinélé Darbouxové knize.

* * *

L. Seifert v odd. 1 (str. 9-16) a 8 (48-49) pfipomind zakladni véty z rovinné
a prostorové projektivni geometrie. Uz v odd. 2 (16-23) piSe o imaginarnich bo-
dech na realné piimce a v odd. 3 (23-27) dualné o imaginarni pfimce ve svazku
s redlnym stfedem. Odd. 4 (27-33) vénuje involuci na kruznici. Pak pfechézi
v odd. 5 (33-36) k imaginarnim elementtim v roving. Nasleduji v odd. 6 (36-40)
jednoduché konstrukce s imagindrnimi elementy a v odd. 7 (40-48) nelinearni
imaginarni Gtvary v roviné. Velmi instruktivni je Seiferttv vyklad — i kdyz
stru¢ény — o svazku kruznic a svazku sdruzeném (42-43).4% Konstrukee, které
L. Seifert popisuje v téchto kapitolach, mi kdysi davno usnadnily porozuméni
strojnym tloham s danymi imaginarnimi elementy, jak je uvadéji Vaclav Hla-
vaty: Projektivni geometrie I: Utvary jednoparametrické (Praha, 1944)*! a Vin-
cenc Jarolimek (1846-1921): Zdkladové geometrie polohy v roviné a v prostoru

37 Mathematische Annalen 4(1871), 416-441.

38 Tamtéz 8(1875), 145-214, a 11(1877), 84-110.

39 Elemente der Mathematik 4(1949), 97-105, 121-128.

40 Podrobnéji viz B. Bydzovsky: Uvod do analytické geometrie (Praha, 1923), str. 132
139 (ve 2. vyd. 1946 str. 319-327, ve 3. vyd. 1956 str. 371-379) a O immagindrnich bodech,
Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 39(1910), 317-329, 417-426.

41 Ulohy jsou soustfedény hlavné do kap. II, odd. 9-11, str. 179-197; pamatuji si, ze
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I-V (Praha, 1908 az 1918) v daleko vét$im rozsahu.*? Cizojazy¢na — zv1asts
némeckd — literatura o takovych konstrukcich je rozsahld. Odd. 9-11 (49-59)
patfi imaginarnim bodim a pfimkam v prostoru.

Ponékud déle zistanu u posledniho odd. 12 (59-67), v némz L. Seifert znacéné
zhustil vyklad. Pokusim se jej trosku doplnit: Rovnice kvadratické kuzelové
plochy s vrcholem v pocatku a osach v soufadnicovych osach je

£C2 y2 22

(1) a2 + b2 2

=Y

tataz rovnice v homogennich soufadnicich x, y, z, t znamena i nevlastni kuze-
losecku plochy (1) v roviné ¢ = 0. Na str. 64 se L. Seifert tdze: Kdy je redlna
plocha kuZelové (1) rota¢ni? Otdzka miize piekvapit, protoze odpovéd je pro
geometra bezprostiedni, totiz a? = b%. Ale otdzka m4 hlubsi metodicky vyznam.
L. Seifert na tomto zcela jednoduchém pripadu ukazuje, jak se v obtiznéjsich
situacich stejna otazka zvlada pomoci absolutni kruznice, ktera mé rovnici

(2) 2 P+ 2% =0, t=0.

Uloha se fesi pomoci poznatku, ze kvadrika, jejiz nevlastni kuzelosecka se dva-
krat dotyka absolutni kruZnice, je rotacni (az na jakousi vyjimku, kterd zde
odpad4); a naopak.*3 Naznacim to.

Svazek urfeny nevlastni kuzeloseckou kuzelové plochy (1) a absolutni kruz-
nici je
2 2 2

T Y z
(3) a—2+b—2—c—2f)\(x2+y2+zz):0, t=0.

Parametry vedouci k jeho degenerovanym kuzeloseckdm jsou urceny znamou
kubickou rovnici v A

Jeji kofeny jsou oviem -, 75, — 2, takZe k dvojnésobnému kofenu — ten vede
k dvojnésobnému dotyku kuzelosecek (1) a (2) v nevlastni roviné — dojde jediné
pii a? = b2, kdy se nas kuzel stava rotacnim.

jesté na realce jsem dovedl sestrojit kuzelosecku danou bodem redlnym a dvéma dvojicemi
bodt komplexné sdruzenych nebo z dudlniho zadani — jsou to konstrukce (11.2a) a (11.2b)
ze str. 193-194; mnoho z nich jsem uz ovSem zapomnél.

42 7v14sté vytykam ze sv. II ¢ast II: Konstrukce kuZelosecek z prvki dilem imagindrnich
(str. 10-19 s dopliiky ve sv. V, str. 23-28) a éast X: Konstrukce redlné plochy kulové z prvki
imagindrnich (str. 70-75) a ze sv. III rozsahlé syntetické studium imaginarnich kuzelosedek
a kvadrik, str. 54-106.

43 Viz B. Bydzovsky: Uvod ..., Praha, 1923, str. 323-325, nikoliv uz druhé a t¥eti vydani.
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Pokud se nejednd o podobné specidlni rovnici 3. stupné jako v nasem pfi-
padu, je zpravidla napsani diskriminantu, jehoz anulovani znamené dvojné-
sobny kofen, poc¢etné narocné. Jak se této obtizi vyhnout, ukazuji Georg Salmon
(1819-1904) a Wilhelm Fiedler (1832-1912) v knize Analytische Geometrie des
Raumes, I: Die Elemente und die Theorie der Flichen zweiten Grades.** Staci
v rovnici (3) uréit A a pfipadné podminky pro koeficienty tak, aby levé strana
byl tplny ¢tverec. V naSem pripadé to nastane pravé jen pii A = a% = biz.
A jsme u a? = b2

Na konci odd. 12 (str. 65-67) dospiva L. Seifert k této vété: Vrcholy V
rotacnich kuzelovych ploch, jejichz rfidici kfivkou je danda elipsa F, vytvofi
hyperbolu H prostorové konfokalni s elipsou F.*®

I analyticky dtkaz lze ucinit velmi pruhlednym; Seiferttiv vysledek o néco
rozsifim. Soufadnice vrcholu V oznacme &, 1, ¢ a elipsa E necht je

b2a? + a’y? — a®b? =0, z=0 (a>0b).
Ta se z vrcholu V' promité kuzelovou plochou
b (x¢ — 26)* + a® (y¢ — 2m)* — a®b?(z — ()* = 0

¢ili s vypsanim pouze kvadratickych ¢lent
(bQCQ)l‘Q 4 (a2C2)y2 + (b2€2 + 0'27]2 _ 0,2b2)212 _

(4) — 2(0*¢C)xz — 2(a®n)yz +--- = 0.

Tato kuzelova plocha bude rotac¢ni, kdyz — jak uz vime — pro svazek kuzelo-
seCek v nevlastni roviné

(5) [pouze kvadratické ¢leny z (4)] — A(x? +y* +2%) =0

existuje takové A, Ze leva strana posledni rovnice pfi ném pfipousti (za jistych
podminek) piepsani v tplny ¢tverec (jeho anulovani dava spojnici dotykovych
bodd, v niz presly dvé degenerované kuzelosecky svazku). Snadno je vidét, ze
k tomu musi v (4) vymizet budto

44 Leipzig, 4. vyd. 1898, kap. VII, odd. 120, str. 147-149. Prvni vydani A Treatise on
the Analytic Geometry of Three Dimensions (Dublin, 1848), 5. vydani: I-II 1912 az 1915;
némecky preklad: 1. vydani 1860, od 4. vydani ve 2 svazcich, 5. vydani 1922; z téchto ucebnic
se ucily generace geometru.

45 Tj. roviny téchto kuzelosedek jsou kolmé a hlavni vrcholy kazdé z nich jsou ohniska
druhé.
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A) koeficient a?n¢ pii yz a navic jesté a®¢? — )\ pii y? anebo

B) koeficient b%¢(¢ pii oz a navic jesté b2(? — X pti a2,

V piipadé A) je n = 0 (nebot ¢ = 0 je vylouceno) a A\? = a?¢2. Z (5) pak
zbyva

(b2C? — a®¢P)a? — 2(b%E0)xz + (V22 — a®¢? — a®b?) 2% = 0.
Ma-li na levé strané byt ¢tverec, nutné
(76 = (7 — (€ — *C° — 0,

a tedy
& ¢
a2—b2 b
coz spolu s n = 0 znamena hyperbolu v soufadnicové roviné y = 0 s ¢tverci
poloos a® — b2 = €2 a b%. Hyperbola je prostorové konfokalni s vichozi elipsou
(viz obr. 21 na str. 67 Seifertovy knizky).

L,

Postup by se dal mirné zjednodusit. I malé védomosti z deskriptivni geo-
metrie staci k tomu, abychom nahlédli, Ze vrchol V se mtze pohybovat jediné
v roviné y = 0.

V ptipadé B) je £ =0 a \ = b2(?, takze z (5) a (4) dostaneme
(@®C? = b*¢*)y® — 2(a®nQ)yz + (a®n® — b*¢* — a®b?)2* = 0.
Aby nalevo byl ¢tverec, musi
(a®n)® = (a® = b*)(a®n® — b*¢* — a®b?);

pak

U S
a2 —b2 a2
Protoze jesté £ = 0, tak jsme dosli k imaginarni elipse v soufadnicové roviné
2 = 0. Na ose y m4 tato elipsa body [0, +iva? — b2, 0]. Pro jejich vyznam je
tfeba néco pripomenout.

Pfi definici ohniska stfedové kuzelosecky jako bodu II, z né€hoz k ni jdou
isotropické tecny, se snadno ukéaze, ze ohniska jsou pravé ¢tyri, a to dvé realna
na hlavni ose a dvé imaginarni na vedlejsi.

Pfi homogennich soufadnicich z, y, t jsou isotropické pfimky vychazejici
z bodu II[¢, n, 7] dény rovnici

(o — &) + (ty —nt)* =0
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cili
(6) 22?2 + 72y + (€2 + )2 — 26rat — 20Tyt = 0.
Tecény z bodu H[f, 7, T] k elipse
f(z,y,t) = b*2* + a®y® — a*b*t* = 0

maji (uz dfive pfipomenutou) rovnici

(7) fAD) - fz,y,t) — i[l’ fe(D) +y - f (D) + - ft(H)}Q =
= [12€% 4+ a2 — a2%72] - (WP + aPy? — 0] —
—[*¢x + a®ny — a2b272t2]2 =0.

Pii xy je v (6) koeficient 0, v (7) koeficient 2a%b%¢7. Srovnani vede k dvéma
moznostem:

a) n = 0. Rovnice (6) a (7) se zjednodusi na

222 + 2% + €22 — 2rat = 0,

2.2 _ ¢2
a*Te —
22?4 e 3 Y2+ 42 — 26Tat = 0,
takze srovnanim koeficientd pii y? ihned vychéazi €2 : 72 = a2 — b?, coz déva

znama dvé realnad ohniska na hlavni ose elipsy.

b) £ = 0. Rovnice (6) a (7) se zjednodusi na
22?4 7%y + P2 — 2Tyt = 0,

272 — g2

o 2% + 72y% + n*t? — 2n7yt = 0.

Tedy n? : 72 = (b> — a?) : 1, a to vede ke dvéma imagindrnim ohniskéim na
vedlejsi ose.

Situaci pfi hyperbole dostaneme, kdyz v hofejsim vysledku misto b pise-
me ib: znama dvé realna ohniska [i Va2 + b2, O] na hlavni ose a dvé imaginarni

ohniska [0, ++v—a? — b?| na vedlejsi ose.

Doporucuji srovnat s Bydzovského ucebnici Uvod do analytické geometrie
(Praha, 1. vyd. 1923), §4: Zdkladni vlastnosti ohnisek (str. 171-174).%6 B. Byd-
zovsky si vS8imal dosti podrobné vSech Ctyt ohnisek stiedovych kuzelosecek. Ale
po tFiceti letech ucebnice vénovand stejné kategorii vysokoskolskych studentt

46V podstatné prepracovaném 2. vydani z roku 1946 odd. 173: Ohniska kuZelosecky
(str. 366-369); ve 3. vydani z roku 1956 stejné nazvané odd. 182-3 (str. 420-423).
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(budoucich stfedoskolskych uciteld matematiky), totiz Milan Sekanina (1931-
1987) — Leo Bodek — Milan Koc¢andrle — Jaroslav Sedivy (1934-1988): Geometrie
I, IT (Praha, 1986, 1988) se uZ souvislosti ohnisek s isotropickymi pfimkami
vyhyba.47

Knizka koné¢i dodatkem o geometrickém znézornovani komplexnich cisel
v Gaussové roviné (str. 68-75). Pfipojim k nému odkaz na historickou po-
znédmku Kamila Malecka: Norsky zeméméiic Caspar Wessel (1745-1818) a jeho
objev geometrické interpretace komplexnich ¢isel.*® C. Wessela pfivedly k jeho
objevu patrné geodetické polygonové potady. Svou praci dansky psanou predal
roku 1797 dénské Kralovské Akademii, kterd ji publikovala dansky ve svych
(véem vé&dnim obortim vénovanych) spisech roku 1799.49 Tak se stalo, Ze Giplné
unikla pozornosti matematikt. K 100. vyro¢i vydala danskd Akademie fran-
couzsky preklad Wesselovy prace Essai sur la répresentation analytique de la
direction (Copenhagen, 1897, XIV+60 stran).’® Prekladatelé Herman Valenti-
ner (1850-1913) a Thorvald Thiele (1838-1910) napsali kazdy téz pfedmluvu;
drubd (str. XI-XIV) s charakterem matematickym, prvni (str. III-X) s cha-
rakterem historickym. Za¢ind posloupnosti John Wallis (1616-1703) — 1685,
C. Wessel — 1797, C. Gauss (1777-1855) — 1799, Jean Argand (1768-1822) —
1806, doplnuji C. Gauss — 1832 v Theoria residuorum biquadraticorum. Com-
mentatio secunda.’> Kdo by &ekal goniometricky tvar komplexniho é&isla, byl
by prekvapen; na strané 177 je podrobny popis zobrazeni komplexnich ¢isel na
body v roviné — z toho Gaussova rovina. C. Gauss opakované zduraziuje, Ze
pro tplné pochopeni teorie bikvadratickych zbytka®? nestaéi redlns ¢isla, ze
se musi prejit k obecnéjsim, ktera obsahuji jako specidlni pfipad ¢isla realna.
Podrobné 1i¢i historicky vyvoj Julian Coolidge (1873-1958) v I. kapitole své
knihy The Geometry of the Complex Domain (Oxford, 1924, 242 stran).

Ernesto Pascal (1865-1940) vydal jako editor Repetitorium der hoheren
Mathematik (Leipzig, Berlin, 2. vyd. 1910), a pro jeho dil II-1 Geometrie napsal
Heinrich Timerding (1873-1945) kapitolu VIII. Geometrische Rechnungsarten
s §1. Geometrische Theorie der komplexen Zahlen (str. 152-155, viz zv1asté

47 Ponékud odboéim terminologickou poznamkou. Znamé dva imaginarni body v ne-
kone¢nu, spoleéné vSem kruznicim v roviné, nazyva B. BydZzovsky ,kruhovymi“ [v 3. vyd.
pripousti na str. 360 i cirkuldrni ¢i isotropické body; jejich puvodcem je podle ného Julius
Pliicker: Kreispunkte; viz 1. vyd. 1923 str. 401, 3. vyd. 1956 str. 484], autofi v II. dilu na
str. 197 izotropickymi“. V literatufe je toto adjektivum bézné vyhrazeno pro pfimky, které
jdou kruhovym bodem. Vzniklo spojenim dvou feckych slov: toos = rovny, stejny a gomos =
zpusob, povaha. VSechny izotropické pfimky maji tu spolecnou (stejnou) vlastnost (povahu),
ze kazda z nich je kolma sama k sobé ¢i vzdélenost libovolnych dvou bodu kazdé z nich je
nulova — z toho téz pojmenovani ,minimalni pfimky*.

48 Geodeticky a kartograficky obzor 46(2000), 17.

49 Norsko bylo v letech 1536 az 1841 soucasti Danska.

50 Podle Josef Naas — Hermann Schmid: Mathematisches Worterbuch 11, Berlin-Leipzig,
1961, str. 875, se pripravovalo nové vydani.

51 Gottingische gelehrte Anzeigen 1831; Carl Friedrich Gauss Werke II, Gottingen, 1863,
str. 169-178.

52 Viiéi libovolnému &islu p se jiné &islo k nazyva bikvadratickym zbytkem, existuji-li &isla
% — k, ktera jsou délitelna p; Gaussova definice, str. 169.
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str. 152; Wesselova prace je uvedena s chybnym tdajem Paris, Mém. 1797).
H. Timerding a téz Christoph Scriba a Peter Schreiber v knize 5000 Jahre Geo-
metrie (Berlin, 2001, nékolik dalsich vydéani a také anglicky pteklad) na str. 409
pripominaji jesté Wesselova predchidce, Heinricha Kiihna, ucitele v Gdansku,
ktery tésné po poloviné 18. stoleti publikoval ve spisech petrohradské Akade-
mie praci o geometrickém znazornéni komplexnich ¢isel. Heinrich Wieleitner
(1874-1931) v knize Geschichte der Mathematik II: Von 1700 bis zur Mitte des
19. Jahrhunderts (Berlin, Leipzig, 1923, 154 stran, 2. nezménéné vydani: 1939)
na str. 8 a 61 Wesselovo prvenstvi vyslovné vytyka (viz téz zfetelnéji v ruském
prekladu: Moskva, 1966, str. 25, 158, 400). Taktéz ¢ini Christoph Scriba a Peter
Schreiber v pravé citované knize. Viz téz J. Budon: Sur la représentation géo-
métrique des nombres imaginaires (analyse de quelques mémoires paru de 1795
a 1820).53 Opakované je C. Wessel citovan i v Enc. der math. Wissenschaften
ITI-1-2 (Leipzig, 1914-31); viz zv1asté str. 782, 1285, 1300.

Lze L. Seifertovi vycitat, ze se ani zhruba ¢tyfticet let po francouzském pre-
kladu Wesselova spisu nezminil o Wesselové priorité? Jestlize ano, pak vétsi
vytku by si zaslouzil Emil Calda: Matematika pro gymndzia — Komplexni ¢isla
(Praha, 1. vyd. 1994, 4. vyd. 2008), ktery v historickych poznamkach na str. 124
dokonce ani po sto letech od zminéného prekladu nenapsal o C. Wesselovi rov-
néz vibec nic. Je velka skoda, Ze v ucebnici pro gymnazisty neni Wesselova
prace uvedena jako vzorovy priklad spojeni inzenyrské praxe s abstraktnimi
pojmy matematiky.

Absolutni kruznice — dvojnasob neskuteénd, jednak v nekoneénu, jednak
imaginarni — je znamenitym piikladem, jak ,matematicky vymysl“ mtze mit
zcela redlné vyuziti. Ukazi to na dvou otazkéch, tizce spojenych se zndmym
navigaénim systémem GPS (General Position System) z 80. let.

Geometricky princip tohoto systému je v feSeni prostorové Apolloniovy
tlohy: K danym c¢tyfem koulim nalézt patou, kterd se jich dotyka. Je vsak
tfeba se vyhnout takovym poloham onéch ¢tyf kouli, pfi nichz je feseni ne-
urcité, tj. je jich nekonecéné mnoho. Nejjednodussi takovou situaci tvoii ¢tyti
koule téhoz poloméru, které jsou vepsany toru a dotykaji se jej podél jeho me-
rididnti; pro tyto ¢tyfi koule je feSenim Apolloniovy tlohy kazda koule, ktera se
vné dotyka toru podél jeho rovnobézky. A naopak, zvolim-li ¢tyfi koule, z nichz
kazda se vné dotyka toru podél jeho rovnobézky, pak se téchto kouli dotyka
kazda koule toru vepsané a dotykajici se jej podél jeho poledniku.

Vime, ze torus vznikd otadcenim kruznice kolem osy lezici v roviné kruz-
nice. Jeho rovnici ziskdme snadno. Zvolime-li za osu otaceni osu z a meridian
v kruznici (z — v)? + 22 = 2, y = 0, tak zndmym zpisobem (po odstranéni
odmocniny) dostaneme

(@ + 12 + 252 =202 + ) (2 + ) +2(0% = rH) 22 + (¥ —rH)? =0.

53 Bulletin des sciences mathématiques (2) 57 (1933), 175-200, 220-232.
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Prejdeme-li k homogennim soutadnicim, ihned uvidime, Ze v nevlastni roviné
maé torus kiivku
2 2 22
(x*+y“+2°)° =0, t=0,

tedy dvakrat pocitanou absolutni kruznici. Plocham 4. stupné s touto vlastnosti
se k4 cyklidy. Jako prvni je studoval Charles Dupin (1784-1873) v praci Ap-
plications de Géométrie et de Méchanique a la marine, auzr ponts et chaussées,
etc., pour faire suite aux développement de Géométrie (Paris, 1822), zvlasté
Quatriéme mémoire, § III. Propriétés des surfaces cyclides, ... (str. 200-210).
Sva vysetfovani cyklid — i d¥ivéjsi — shrnul Gaston Darboux v monografii Prin-
cipes de Géométrie analytique (Paris, 1917), hlavné v knize V. De l'inversion
(kap. III-V, str. 405-461). Cyklidy se vytvoii kulovou inverzi z toru, a pokud
se tyka Apolloniovy tlohy, maji stejnou vlastnost jako torus. Viz Z. N.: GPS
and the Space Apollonian Problem, Volum dedicated to Milan Bursa (Praha,
2009, 191-199). Tento pfispévek byl , geometrickou ozvénou* na praci, kterou
uvefejnil Theodor Wunderlich: Die geometrischen Grundlagen der GPS — Ein-
zelpunktbestimmung.5* Studovat Dupinovy cyklidy bez imaginarnich element
znamena vniknout jen v naprosty zacatek jejich vlastnosti.

Jina geodetické aplikace absolutni kruznice souvisi s praci, kterou jsem ne-
mél v rukou: U. Strobel: Uber die Drehkegel durch vier Punkte.?® P¥i studiu
geometrickych zakladi GPS se dostal k této otazce: Co tvori vrcholy rotac¢nich
kuzelovych ploch, které prochazeji ¢tyfmi pevnymi body?

K prvni informaci se dostaneme povrchnim zptisobem: Kvadrika je urcena
deviti podminkami: M&-li prochézet ¢tyfmi danymi body, znamena to ¢tyfti
podminky. Ma-li byt singularni, znamena to jednu podminku. Ma-li byt rota¢ni
— nyni prijde ohlasena aplikace: tj. ma-li se dvakrat jeji nevlastni kuzelosecka
dotykat absolutni kruznice — znamena to dvé podminky. Celkem tedy 4+1+2 =
7 podminek. K uréeni kvadriky chybi 9 — 7 = 2 podminky. Z toho se d& —
opakuji: povrchné — usoudit, ze vrcholy pozadovanych kuzelovych ploch zaviseji
na dvou parametrech. Takze 1ze o¢ekavat, Zze v ,,obecné“ situaci bude hledanou
mnozinou plocha. Jen zprostfedkované vim, ze podle U. Strobela je 14. stupné.

* * *

Radky o pékné Seifertové knizce vénované imaginarnim elementiim v geo-
metrii skoné¢im povzdechem: Profesor geodézie na videnské Technické univer-
zité T. Wunderlich ve vyse citované praci z roku 1992 na str. I 2/9 si stézuje
na ... das bedauernswerte Zurickdrdingen des Geometrieunterrichts im Uni-
versitatsbereich ... Jen v univerzitni oblasti? Soucasné stfedoskolské ucebnice
geometrie jsou zlomkem toho, co jsem mél za sebou z realky, kterou jsem kon¢il
pfed 65 roky. Imaginarni geometrické prvky byly v ucebnici pro septimu, nyni
na gymnaziich uz dlouho vymizely.

54 XI. Informationskurs fiir Ingenieurvermessung, ETH-Zentrum Ziirich, 1992, str. I 2/1—
12.

55 Sitzungsberichte der Osterreichischen Akademie der Wissenschaften, Abt. I1, 198(1989),
4-7.
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D. Cyklografie (Praha, 1949)

Cyklografie je geometricky obor, ktery studuje zobrazeni mezi kruznicemi
v roviné a body v prostoru; kruznice v roviné je uréena dvéma souiadnicemi
stfedu a polomérem, bod v prostoru rovnéz tfemi udaji, totiz svymi soufadni-
cemi. Korespondence se definuje takto: Kruznice o stfedu S[z,y] a poloméru
r se orientuje v cykl a tomu se ptitadi bod [z,y,r], resp. [z,y, —r] pFi pozi-
tivni, resp. negativni orientaci cyklu. Je to vrchol pravothlého pfimého (ovSem
rota¢niho) kuzele s podstavou omezenou cyklem.

Cesk4 literatura o cyklografii neni rozséhl4. Jan Sobotka (1862-1931) v knize
Deskriptivni geometrie promitdni parallelniho (Praha, 1906) ji vénoval kap. III:
Promitdni kruhové, odd. 41-53 na str. 56—78. Tuto Sobotkovu pasaz nelze po-
vazovat za vic nez za elementarni ivod do cyklografie. O kapitole III jsem psal
ve sborniku Jan Sobotka.%® J. Sobotka sice uz téz pracuje s cykly, které zhruba
pted 25 roky zavedl Edmond Laguerre (viz dale), ale zdaleka ne dusledné. Zte-
telné je to patrné na strané 63 pii znamé Mongeové®” vété o stfedech podobnosti
t¥i kruznic, ktera se s cykly vyslovi jednoduseji.

Ve 40. letech vysly t¥i mensi knizky, z nichz v prvnich dvou je cyklografii
vénovana jen Cast obsahu, kdezto tieti ji patii zcela:

Josef Klima: Ruzné zpusoby zobrazovaci v deskriptivni geometrii (kniznice
Cesta k védéni, sv. 27, Praha, 1944, 94 stran). Odd. 14: Cyklografické promitan{
(str. 77-81) se omezuje pouze na jeho nejzdkladnéjsi pravidla. Jen na étyfech
poslednich radcich zachazi o néco dal; podotyka, ze kuzelové plochy, ktera je
cyklografickym obrazem kruznic dotykajicich se dané kruznice, lze vyuzit k fe-
Seni Appoloniovy tlohy.

Josef Holubaf (1895-1975): O rovinngch konstrukcich odvozengch z prostoro-
vych dtvard (Cesta k védéni, sv. 47, Praha, 1958, 95 stran). Odd. 5 Cyklografie
zaujima strany 42 az 84. V nich J. Holubai vénuje hodné pozornosti cyklogra-
fickému teSeni Apolloniovy tlohy. Je to pochopitelné u autora skvélé knizky

56 M. Kasparova, Z. Nadenik: Jan Sobotka (1862-1931), editofi Martina a Jind¥ich Bec-
varovi, edice Déjiny matematiky, sv. 44, Matfyzpress, Praha, 2010, 250 stran.

57 V poznamkach ke kap. ITI piSe na str. 629 J. Sobotka: Toté# odvozeni (rozumi se pro-
storovy Mongetv postup z Géométrie descriptive, Paris, 1795; viz odst. 42 na str. 53-54)
podal jiz d’Alembert v Nova acta scien. imp. Petropolitanae t. 14, 1805. Podle tohoto udaje
by préce vysla 22 let po d’Alembertové tmrti. Michel Chasles: Apercu historique ..., 2. vyd.
Paris, 1875 (viz str. 293, rusky pieklad Moskva 1883; 1. vyd. Bruxelles, 1837, némecky pfe-
klad Halle, 1839, str. 298; 3. vyd. Paris, 1989), piSe: ... cette belle propriété du cercle, que
Fuss attribue a D’Alembert: les points de concours des tangentes communes 4 trois cercles,
pris deuz a deuz, sont en ligne droite (jedna se o Mongeovu vétu), Nova Acta Petropolitana,
ann. 1797 et 1798, tom XIV.

Prof. Marie I. Jurkina z Moskvy mi se zvlastni ochotou obstarala vypisky z dotyéné prace,
kterou publikoval Nicolas Fuss (1755-1825): Démonstration de quelques théorémes de Géo-
métrie, Nova acta Academiae scientiarum Imperialis 14(1805), 139-152 (Mathematica et
Physico-mathematica, annes 1797-1798). N. Fuss se vskutku v tvodu své prace v souvislosti
s Mongeovou vétou zminuje o d’Alembertovi, ale zptisobem, ktery lze povazovat jen za na-
znak. Podstatna jsou vyse uvedend data publikaci, ktera nezpochybnuji Mongeovo prvenstvi.
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O metoddch rovinngch konstrukci, iloha Apolloniova a ulohy pribuzné (Cesta
k védéni, sv. 4, Praha, 1940; 2. vyd. 1949). Nemohu se ubranit této pozndmce:
Holubéarovy knizky byly urceny stfedoskolskym studentim, ktefi na né stacili
s védomostmi ziskanymi z Vojtéchovych geometrickych ucebnic, pouzivanych
na realkach az do 50. let — mohu to potvrdit z vlastni studentské zkusenosti. Ale
mezi Holubarovymi knizkami a nynéjsimi u¢ebnicemi planimetrie a stereomet-
rie od Evy Pomykalové, které jsou vydavany s patronaci Jednoty uz patnact let,
je ohromné mezera, kterou by — snad — prekonali jen zcela vyjimecné dispono-
vani jedinci. S jejich vyjimkou by nynéjsi studenti v obrazcich z Holubarovych
knizek vidéli jen zcela nesrozumitelnou zmét cGar.

Ladislav Seifert: Cyklografie (kniznice Kruh, sv. 15, Praha, 1949, 103 stran)
je v Ceské literatuie nejdikladnéjsim poucenim o zobrazeni mezi kruznicemi
v roviné a body v prostoru. Na dalsich strankach o ni pisi podrobnéji.

V zédkladnim a nejrozsihlejsim ceském dile o deskriptivni geometrii Fran-
tisek Kadetravek — Josef Klima — Josef Kounovsky: Deskriptivni geometrie I,
IT (Praha, 1928, 1931, 2. vyd. 1945, 3. vyd. 1954) se na cyklografii viibec
nedostalo. Pokud vim, totéz lze fici i o pozdéjsich ¢eskych vysokoskolskych
ucebnicich deskriptivy.

Seifertova knizka je velmi pfistupnd, autor v ni mistrné uplatnil své dlouho-
leté ucitelské zkusenosti. Nevyhyba se aplné analytickym postuptim, ale vysoko
prevazuje syntetické odvozovani. Ma osm oddili, jich se nyni dotknu.

I. Uvod (str. 7-24)

Uvod je opakovanim a doplnénim planimetrickych poznatki z kvintanské
Vojtéchovy ucebnice Planimetrie, ktera se pouzivala na realkdch v druhém az
patém desetileti minulého stoleti. O jednom doplnéni se vyslovné zminim: Na
stranach 17-18 pise L. Seifert o tecnové vzdalenosti dvou cykld. Na ni je za-
loZena véta, kterou roku 1866 objevil John Cassey (1820-1891) jako nutnou
(pozdéji se ukdzalo, Ze je i postadujici) podminku, aby ke ¢tyfem kruznicim
v roviné existovala pata jich se dotykajici. Tato véta, z niz lze snadno odvodit
rovnici kruznice, ktera se dotyka tii kruznic uréenych svymi rovnicemi, je zo-
becnénim pradavné Ptolemaiovy véty [kterd neni Ptolemaiova, ale Menelaova,
ne-li Euklidova®®].

II. Linearni fada cykla. Cyklické pole (str. 25-34)

Obé pojmenovani zavedl ve své zminéné uz ucebnici Jan Sobotka. Prvni zna-
menda mnozinu cykli, které odpovidaji bodim primky; druhé znamena mnozinu
cykli, které odpovidaji bodim roviny. Dva cykly urcuji dva body; stopnik jejich
spojnice (tj. nulovd kruznice) je stfed podobnosti vychozich cyklia. Tt cykly
urcuji tfi body; stopa roviny jimi urcené je osa podobnosti vychozich cykla

58 Viz tieba Johannes Tropfke (1866-1939): Geschichte der Elementar-Mathematik II,
Leipzig, 1903, str. 91-92 (2. vyd. I-VII, 1921-1924; z 3. &ste¢ného vyd. I-IV, 1930-1940
sv. IV: Ebene Geometrie).
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[zndmé véta, kterou rovnéz prechodem do prostoru dokdzal Gaspard Monge
(1746-1818); viz vyse pozn. °7].

II1. Cyklografické kuZele a cyklografické kruZnice (str. 35—45)

Kazda kruzZnice k a jeji cyklograficky obraz urcuji jako fidici ¢ara a vrchol ku-
zelovou plochu, které se fika cyklograficka. VSechny cyklografické kuzele secou
nevlastni rovinu v kuzelosecce, které se fika zakladni; L. Seifert ji oznacuje C.
Kuzelosecka, ktera jde dvéma body zakladni kuzelosecky C, se nazyva cyklo-
grafickd kruznice. Kvadrika, ktera prochazi zakladni kuzeloseckou C', se nazyva
cyklografickd kulova plocha (C' je analogii k absolutni kruZnici v metrické geo-
metrii). L. Seifert zminéné utvary studuje a dospiva tak az k feseni{ Apolloniovy
tlohy: K danym tfem cykltim sestrojit cykly, které se jich dotykaji. U Seifertova
feSeni na stranach 42 az 44 se zastavim.

Je po vytce syntetické, nelze je vSak nazvat ryze cyklografickym. L. Seifert
totiz odvozuje cyklografickym zpusobem — aniz by to vyslovné fekl — synte-
tickou konstrukei, kterou roku 1814 uveiejnil Joseph Gergonne (1771-1859).5
A zase: L. Seifert se zhlédl — aniz by to napsal — v postupu, ktery uplatnil
Wilhelm Fiedler v 1. dilu (4. vyd. 1904, str. 242-243) své znamé ucebnice
o deskriptivni geometrii ve spojeni s projektivni geometrii (vice o této t¥isvaz-
kové udebnici viz posledni odd. Krdtkd historie cyklografie). V krétkosti nazna-
¢im cisté cyklografické feseni jak v rouse

a) syntetickém,%® tak
b) analytickém.

a) I pfi minimélni pfedstavivosti se nahlédne, Ze cykly, které se dotykaji
pevného cyklu k1, se zobrazuji v pravouhlou kuzelovou plochu; oznac¢im ji K.
Cyklam, které se dotykaji cyklt k1 a ko, koresponduje tak prusecnice kuzelo-
vych ploch K7 a Ks. Protoze ke kazdé pfimce na jedné z téchto ploch existuje
na druhé plose pfimka s ni rovnobézna, protinaji se kuzelové plochy K; a K,
v nevlastni kuzelosecce, a tedy jesté v dalsi kuzelosecce; ta lezi v roviné, kterou
oznacim p12. Kdyz ke tfem danym cyklim k1, k2, k3 takto sestrojim roviny 012,
023 a 031, snadno znamym zpusobem ovéfim, Ze tyto tfi roviny patii svazku.
Jeho osa pak kuzelové plochy K, K5, K3 protind ve dvou bodech, které jsou
cyklografickymi obrazy cykla dotykajicich se cykla ki, ks, k3.

b) Analytické feSeni by mohlo vypadat takto: V pramétné z = 0 zvolime
kruznici k se stfedem v poc¢atku a polomérem r a orientujme ji v pozitivni cykl.

~ev o x

Cykl ¢, ktery se vnéjsné dotyka cyklu k, bude orientovan zaporné; kéta z cyk-
lografického obrazu cyklu s bude tedy zaporna. Oznac¢ime-li polomér cyklu s«
tfeba o, bude tedy o0 = —z. Ma-li sted cyklu s prvni dvé souradnice x a y, lze

59 Viz Annales de Mathématiques 4(1814), 349; tato prace mi ziistala nepfistupnd; viz
tfeba uz zminénou Holubafovu knizku o rovinnych konstrukcich z roku 1940, str. 23-25.

60 Srv., jak postupuje J. Holubaf ve své druhé kniZce o rovinnych kostrukcich z roku 1948,
strana 51 a nésl.; plynule pfechazi od stereografického k rovinnému Gergonneovu feSeni na
strané 54.
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tedy vnéjsi dotyk cyklt k a s vyjadrit takto:

Vii+yl=r+o=r1r-—2

Jestlize cykly k a s maji vnitini dotyk, je orientace cyklu s zase pozitivni,
tedy o0 = z, a jejich dotyk znamena, ze

VA E g =r - ol = |r 2.

V obou pripadech tak
?+y = (z—1)’=0

a cyklografickym obrazem cykli, které se dotykaji cyklu k, je tak kuzelova
plocha s vrcholem [0, 0, 7] a Fidici ¢arou v kruznici K.

Zvolime-li dva pozitivni cykly k1 a ko o stfedech [z1,y1] a [x2,y2] a polo-
mérech 71 a ro, pak cykly, které se dotykaji cyklu k; a ko maji cyklograficky
obraz v priniku kuzelovych ploch K; a K5 o rovnicich

Jestlize je od sebe odecteme, hned nahlédneme, Ze onen prinik lezi v roviné g;4

(%) 2(x2 —z1)a+2(y2 —y1)y —2(r2 — 1)z — (23 +y5 —73) + (2 +yi —rf) = 0.

Piibereme-li tieti cykl ks o stfedu [z3, y3] a poloméru 75 a napiSeme-li rovnice
rovin go3 a 31 analogické k (x)

(x%) 2(xg—x2)x+2(ys—y2)y—2(rg—ra)z— (x§+y§fr§)+(z§+y§f'r2) =0,

2(xy —x3)x +2(y1 — y3)y — 2(r1 —r3)z — (i + 92 — ) + (23 + i —7r3) =0,
tak na prvni pohled vidime, Ze soudet levych stran rovnic (x) a (**) vymizi. To
znamend, ze roviny 12, 023, 031 tvoii svazek. Zavér je stejny jako v a).

Kdyz jsem jako student redlky c¢etl Holubarovu knizku z roku 1940, Gergon-
novu dikazu jsem rozumél, ale bylo mi zdhadou, jak na sviij diikaz ptisel. Dnes
ovSem uz davno vim, jak bych postupoval, maje ke tfem kruznicim sestrojit
dalsi dotykovou, aniz bych néco védél o znamych konstrukcich této tlohy. Ke
kruznici k bych si nakreslil tii kruznice k1, ko, k3, které se ji dotykaji v bodech
Dy, Dy, D3. Asi by mé napadlo, Ze s tfemi kruznicemi je spojen potenéni stied
a osa podobnosti. A pak by mé uz asi pfimo udefilo do o¢i, Ze dotykové body
D1, Dy, D3 lezi na spojnicich potenc¢niho stfedu s pdly osy podobnosti viici
kruznicim k1, ks, k3. Musil by ovSem nasledovat diikaz.
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Na strandch 40 az 41 pise L. Seifert kratce o Steinerové potenéni kruznici,
tedy o pojmu, ktery spolu se Steinerovu potenci dvou kruznic je dnes nepra-
vem uz zapomenut. Jsou mi znamy jen dvé Ceské knizky o geometrii, které si
onéch dvou Steinerovych pojmu v§imaji. Kromé Seifertovy Cyklografie (Praha,
1949) psal o nich jesté — a vice — Teodor Monin (1858-1893) v druhé ¢asti
své knihy O nékterych druzich soutadnic projektivickjch — Prispévek ku theorii
kFivky kruhové (Praha, 1889, 108 + 35 stran). T. Moninovi se podrobng vé-
nuje Martina Becvarova: Ceské koreny bulharské matematiky (40. svazek edice
Déjiny matematiky, Praha, 2009, a to na str. 29 a néasl.). Co J. Steiner na-
zval potenci a potenéni kruznici dvou kruznic, je vysvétleno na stranach 68 az
70 s obr. 2. Rovnéz je pfipomenuta — i se svym osudem — Steinerova kniha
Allgemeine Theorie iber das Beriihren und Schneiden der Kreise und der Ku-
geln (Zirich-Leipzig, 1931), v niZ autor Jacob Steiner o zminénych pojmech
podrobné psal; rukopis dokon¢il uz pfed vice nez sto lety kolem roku 1825.61

IV. Cyklografické koule (str. 46—63)

V této kapitole si L. Seifert dosti poslouzil analytickou geometrii. Po mém
soudu tak mohl ucinit jesté vic.

Kulova plocha méa v homogennich souradnicich rovnici

(z —20)” = (y —y0)? + (2 — 20)? = *t* = 0, r? >0,
a tedy vzdy prochéazi absolutni kruznici
?+y?+22=0, t=0.
Cyklografickou kouli nazyva L. Seifert kvadriku danou rovnici
(x —20)” + (y — 10)* — (2 — 20)> £1°t* = 0.
Tato kvadrika vzdy jde ¢arou, ktera lezic v nevlastni roviné ma rovnici
24y -2 =0, t=0;
tuto ¢aru nazyva L. Seifert zédkladni kuzeloseckou C. Cyklografickad koule je
ovsem jedno- nebo dvojdilny rotacni hyperboloid s osou kolmou k priamétné

a soucasné je analogii k ,obycejné“ kouli. Kuzelosecka C' je analogii absolutni
kruznice.

61 Viz predmluva na str. XI a nésl.; téz referat, ktery napsal Stefan Cohn-Vossen (1902—
1936) pro Zentralbaltt fiir Mathematik I (1931), 288—289.
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L. Seifert vysetiuje, co je cyklografickym obrazem
a) cyklografické koule, pfipadné
b)priniku dvou ¢i t¥ cyklografickych kouli.

Na strané 50 zjistuje, Ze onim obrazem je pro a) kongruence cykli (jejich
2-parametrovd mnozina), které od hrdla cyklografické koule maji konstantni
(redlnou ¢ imagindrni) te¢nou vzdalenost. Na strané 53 si v8imé priniku dvou,
resp. t¥i cyklografickych kouli, jehoz cyklografickym obrazem je svazek cykld,
resp. dvojice bodt. To lze velmi snadno dokazat analyticky, ale i synteticky bez
obtizi nahlédnout.

Toto studium dovedl L. Seifert az k zobecnéné Apolloniové tloze na
strané 57: Sestrojit cykly, které secou tfi dané cykly v danych tfech thlech.
Velmi doporucuji srovnani jak s vySe citovanou Steinerovou knihou, zv1asté se
stranami 182 az 183 (v §31, odd. III) v jeji 4. ¢asti Von den Winkeln, unter
welchen sich Kreise, und von den Winkeln, unter welchen sich Kugeln schne-
iden, tak 1 s vyse rovnéz citovanou druhou Holubafovou knizkou z roku 1948,
str. 77 a néasl.

V. Cyklické zobrazeni bodovych transformaci (str. 64—76)

Tuto kapitolu vénoval L. Seifert transformaci, kterou objevil Edmond La-
guerre v souvislosti se zavedenim cyklu jako orientované kruznice a oriento-
vané primky. Uc¢inil tak v sérii praci z let 1880 az 1883, viz Charles Hermite
(1822-1901) — Henri Poincaré (1854-1912) — Eugéne Rouché (1832-1910): Oeu-
vres de Laguerre II. Géométrie (Paris, 1905, str. 592-619 a 651-659). Wilhelm
Blaschke: Untersuchungen tber die Geometrie der Speere in der euklidischen
Ebeneb? nazval tuto transformaci Laguerreovou inverzi. Vskutku je jakousi du-
alitou k mnohem znaméjsi kruhové inverzi. Ta reprodukuje tihel dvou cykli,
v Laguerreové inverzi je invariantni jejich te¢nova vzdalenost. L. Seifert se do-
stava az k zndmému Laguerreovu vzorci, ktery vyjadruje tihel primek p a ¢
pomoci dvojpomeéru téchto pfimek a isotropickych piimek svazku, urceného
primkami p, q. K Laguerreové inverzi se jesté vratim v poslednim odd. Krdtkd
historie cyklografie.

VI. Cyklicky obraz k¥ivky (str. 77—84)

Kapitola vyzaduje jakési povédomi o nékterych specidlnich kiivkach. Ale
nemohu si pomoci: Kdyz L. Seifert v odd. 6.4 na stranach 81 az 83 vySetruje
prostorové c¢ary, které v cyklografii odpovidaji cykloidé nebo epicykloidé nebo
hypocykloid€é, zachazi — feknu to obrazné — do jakési slepé ulicky.

Na strané 82 se zabyva prostorovou kfivkou o rovnicich

x = Rcosp, y = Rsinyp, z:2Rsin§.

62 Monatshelfte fiir Mathematik und Physik 21(1910), 3-60.
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Poznamenéva o ni, Ze lezi na valcovych plochach
2 +9% = R?, 2> =2R(R — )
a na cyklografické kuzelové plose
(r—R)?*+5y*—22=0.

L. Seifert to pon€kud prehnal, kdyz o ¢afe napsal: Je to zndma hypopéda.
Pochybuji, ze i pied Sedesati roky, kdy Seifertova knizka vysla, o hypopédé
védélo mnoho geometri. Véc se ma takto: Snadno se nahlédne, Ze ¢ara je i na
kulové plose

(x + R)* + 9> + 2* = 4R?

se stfedem [—R,0,0] a polomérem 2R. Kfivka se tedy jevi jako prunik této
kulové plochy s vyse pfipomenutou rota¢ni valcovou plochou z2 + y? = R2.
ODbé plochy se dotykaji v bodé [R,0,0], v némz mé ¢ara dvojny bod.

Gino Loria: Curve sghembe speciali algebriche e transcendenti I (Bologna,
1921) piSe o této ¢afe na strandch 199 az 201 v paragrafu nazvaném L ’ippopeda
di Fudosso, ze si ji pomédhal uz Eudoxos z Knidu (kolem 408 a7 355 pt. Kr.)
pri studiu pohybu hvézd; pfipojuje, Ze Eudoxovy uvahy rekonstruoval Giovanni
Schiaparelli (1835-1910), italsky astronom, matematik a geodet, znalec antic-
kého hvézdarstvi — viz Dizionario Enciclopedico Italiano X (Roma, 1959) a 1.
I'. Komuunnckuit — A. A. Kopcyur — M. I'. Pompurec: Acmpornomun, Kues,
1986. Jedna se o priseénou k¥ivku ploch kulové a rotacni valcové, které se do-
tykaji. Dovedu se predstavit, Ze mnohy soucasny geometr, ktery uznava jediné
obsahlé teorie, se k Loriovym obéma dvojdilnym diltim o specialnich rovinnych
algebraickych a transcedentnich k¥ivkach (némecky 1902, 2. vyd. 1910-1911,
italsky az 1930-1932) a analogickych prostorovych éarach stavi povysené ¢i od-
mitavé. Ale je tfeba nezaujaté uznat, Ze jde o dila, jakych lze dosdhnout jen
vyjimecné.

VII. Cyklické zobrazeni ploch (str. 85-94)

I tuto kapitolu povazuji za slepou ulicku. Bez jakéhosi povédomi o nékterych
specialnich prostorovych carach je tézko srozumitelna. Jejich studium, kdysi
hodné rozsitené, uz ddvno odeznélo. Vytvoreni a vlastnosti takovych car jako
treba konické spirdly jsou dnes nezndmé a nezajimavé véci.

V souvislosti s cyklografickym obrazem plochy se L. Seifert dostava na strané
89 ke konické spirale jako k priniku rota¢niho paraboloidu s osou kolmou k prii-
métné a valcové plochy, kterd jsouc kolmé k priamétné mé za fidici krivku
evolventu kruznice. Ke konickym spiralam uvadi L. Seifert na strané 89 tuto
citaci: Pirondini, Crelle J., sv. 118, p. 61. Student sotva bude védét, Ze se jedna
o préaci, kterou napsal Geminiano Pirondini (1857-1914): Trajectoires isogona-
les des génératrices d’une surface développable pro Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik 118(1897), 61-74; tento Casopis zalozil v roce 1826 né-
mecky matematik a inZenyr August Crelle [podle jeho planti byla v roce 1838
postavena viibec prvni Zeleznice v Prusku mezi Berlinem a Postupimi].
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Snad stoji za poznamenani, ze v souvislosti se Sroubovicemi na rotacnich
kvadrikdch cituje L. Seifert tiikrat Matyase Lercha (1860-1922), v desetiletich
kolem pfelomu 19. a 20. stoleti nejvyznamnéjsiho ¢eského matematika. Prazské
prostfedi se k nému chovalo zle, jisté pusobil i macessky pomér videnského
dvora k tehdy jediné (az do roku 1919) ¢eské univerzité. Po desetiletém pobytu
ve Svycarsku se vratil — a to na brnénskou &eskou techniku zaloZenou az roku
1899 — teprve 1906. Od 1920 uz jen kratce pusobil na nové vzniklé brnénské
univerzite.

VIII. Uziti cyklické projekce a Laguerrovych transformaci

(str. 95-101)

Rozumi se uziti prostorovych ditkazti k vétam o skupinach paprskt a cykla
v roviné. Ale je tfeba hned napsat, Zze oddil pfili§ presvéd¢ivé pro prostorové
odvozovani rovinnych poznatki nevyzniva. Uz pouhé formulace vét, ke kterym
L. Seifert takto dochazi, nejsou zrovna jednoduché. Jistou zajimavost je tfeba
vétam priznat, ale nelze se ubranit namitce, Ze jsou samoucelné, protoze chybi
aspon naznak jejich vyuziti. To je velmi podstatny rozdil vici Mongeovu dukazu
o stfedech podobnosti t¥i kruznic.

L. Seifert méa naprosto pravdu, kdyz kapitolu VIII zac¢ind takto: UkdzZeme
v ndsledujicim, jak z nékterych vét prostorové geometrie pomérné jednoduchych
vychdzeji véty o cyklech a paprscich zddnlivé velmi sloZité. Jesté pomérné pros-
tou formulaci ma tato véta ze strany 98: Ddny jsou 4 paprsky. Sestrojme cykly,
které se vidy 8 z dangch paprski dotykaji. Pak stredy jejich jsou na kruznici
a tecnové vzddalenosti vidy 2 a 2 zbyvajicich jsou stejné.

Zkusim naznagcit, k jakym tézkostem by vedl pokus o rovinny analyticky di-
kaz. Dejme tomu, zZe rovnice piimek p;, které jsou nositelkami danjch paprski,
jsou v normélnim tvaru

xcosp; +ysing; +d; =0 (1=1,2,3,4).

Jedna z kruznic, dotykajici se pfimek p1, pa, ps (nepfihlizim k orientaci) ma
stied [£4,M4] vyhovujici témto dvéma rovnicim (jako bod stejné vzdéleny jak
od piimek p; a ps, tak od ptimek ps, ps,):

54 COS(pl —+ N4 Singpl =+ d1 = 54 COS Y2 —+ Na sing02 —+ dQ,
§4cos g +masinpa + dy = {y cos 3 + nasinpz + ds,
cili

dy (sin o — sin 3) + da(sin g3 — sin 1) + d3(sin 1 — sin @s)

 cos 1 (sin g — sin @3) + cos Yo (sin 3 — sin ;) + cos 3 (sin 1 — sin o)

a podobné 7y; zietelné je vidét, ze citatel i jmenovatel vznikaji cyklickou zdmeé-
nou indexi. Analogicky by se vyjadfil stted [1,m1], resp. [€2, 2], resp. [€3, N3]
jisté kruznice dotykajici se primek po, p3, ps resp. ps, P4, P1, T€SP. P4, P1, P2
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(pro ptehlednost nazna¢ovaného dikazu nepfihlizim k orientaci). Pak by bylo
tfeba ukézat, Ze tyto nase ¢tyfti stfedy lezi na kruznici, tedy ze

g4+m & m 1
&+nk & om 1
G+n & n3 1
G+n & m 1

Anebo by bylo tifeba propocitat Sest vzdalenosti mezi nasimi ¢tyfmi stiedy
a vyuzit obracené véty Ptolemaiovy — ale to by bylo pocetné jesté obtiznéjsi.

O syntetickém dukazu lze téméf s jistotou tvrdit, Ze by byl nepfimérené
zdlouhavy a tézkopadny. Seifertovo vyse vytknuté tvrzeni, Ze cyklickou pro-
jekci a Laguerreovou transformaci 1ze snadno ziskat véty o cyklech a paprscich
v roviné, bylo tedy zcela opravnéné.

Na obr. 1 jsou dany C¢tyfi paprsky pi, ps, ps, p4 a vyznaceny Ctyfi cykly.
Pfedné cykl Cazq — 0 stiedu Se34 — dotykajici se paprski pa, ps, ps; a analogicky
cyklickou zameénou dalsi tii cykly Cyo3, Cha24, C123. Soucasné je silné vytazena
kruznice, na niz lezi vSechny ¢tyfi stfedy téchto cykla. Ty jsou preneseny do
obr. 2 s vyznacenim rovnych tecnovych vzdalenosti pro dvojice C.

Zde je prilezitost k této poznamce:

Studentim nanejvys srozumitelny prostorovy diukaz rovinného tvrzeni je
Mongeuv postup pii dikazu znamé véty o poloze Sesti stfedd podobnosti tii
kruznic (& ti{ stfedit podobnosti ti cykli); jak jsem se uz zminil v pozn. 57 na
zaGatku tohoto oddilu D, je v Géométrie descriptive (1795). Za mistrovstvim to-
hoto dtikazu je jisté Mongeovo dlouholeté vyucovani na skole v Méziere. Nemaje
absolutné zadné vysokoskolsky védecké skoleni v metodice vyucovani geometrii,
troufal bych si Mongeovu myslenku vylozit ndzorné uz zackim 1. stupné za-
kladni skoly. Opatfil bych si tfi polokoule K7, Ko, K3 rtuznych velikosti a upev-
nil bych je na stil jejich rovniky; ty by tvorily dané t¥i kruznice kq, ko, k3. Pak
bych z plastické desticky vytvoril polokuzelovou plochu Kis vzniklou osovym
fezem rotacni kuzelové plochy; plochu Ki5 bych uzptsobil tak, aby pii polo-
zeni krajnimi polopfimkami p12 a pl, na stil se dotykala polokouli K7 a K»
podél ptlkruznic. Vrchol této polokuzelové plochy by byl stfedem podobnosti
kruznic kq, ko. Nakonec bych na polokoule K7, Ko, K3 polozil rovinu p. Ta by
se dotykala i polokuzelové plochy Ko, jeji vrchol by byl na stopé roviny o na
stole. Zavérem bych podotkl, Ze totéz by se dalo udélat pro dvojice ploch Ko,
K3 a K3, K1, a tak bych nazorné ukazal, ze vrcholy kuzelovych ploch Ko, Ko3
a K31 (tj. stfedy podobnosti kruznic k1, ks a ko, k3 a k3, k1 lezi na piimce,
totiz stopé roviny p na stole.

G. Monge pred vice nez dvéma sty roky vykladal o své vété jinochtim asi
dvanéctiletym. Pted sto lety Jan Vojtéch (1879-1953) Mongeovu vétu zafadil
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do pokrocilejsi planimetrie pro 1. pololeti kvinty realek; dokézal ji planimet-
ricky pomoci obracené véty Menelaovy. Pred témét sedmdesati roky jsem diikaz
Mongeovy véty studoval z Vojtéchovy ucebnice na redlce v Prostéjové. Nyni uz
davno vim, co jsem tenkrat védét nemohl, ale ¢eho jsem se uz dotkl: Vyznam
Mongeovy véty je ohromny, G. Monge ji postavil mustek k syntetickym fesenim
Apolloniovy tlohy, kterd hluboce ovlivnila — nikoliv elementarni — tzv. ,elemen-

tarni geometrii“.%3

Kratka historie cyklografie

Zbyvéa se zminit o poc¢atcich cyklografie, jejim vyvoji a dnesnim stavu. Vznik
cyklografie nastinim podle Encyklopddie der mathematischen Wissenschaften
II1.1-1, Leipzig 1907-1910, III AB6: Erwin Papperitz (1857-1938): Darstellende
Geometrie, (str. 517-595, zvlasté str. 595) a podle tivodu na strandch 1 az 6
knihy (druhy autor ji pfipravil k tisku po tmrti prvniho) Emil Miiller (1861-
1927) — Josef Krames (1897-1986): Vorlesungen dber darstellende Geometrie II:
Die Zyklographie (Leipzig, Wien, 1929). Rada jejich udajfi je uz na zac¢atku
¢lanku prvniho autora: Beitrdge zur Zyklographie®* Struéné se vyvoje cyklo-
grafie dotyka i L. Seifert v ivodu své knizky. Kratké zminky lze ovSem nalézt
i v jinych knihach, napt. Gino Loria: Il passato e il presente delle principali
Teorie geometriche, storia e bibliografia (Padova, 4. vyd. 1931, viz str. 284,
1. vyd. 1887) nebo Ernesto Pascal (1865-1940), editor H. Timerding: Re-
pertorium der héheren Geometrie 1 (Leipzig, Berlin, 2. vyd. 1910, str. 44—
45); Téz Christoph Scriba — Peter Schreiber: 5000 Jahre Geometrie (Berlin,
2000, str. 361-363, 2. vyd. 2005). Hlubsi pohled na cyklografii poskytuje Erwin
Kruppa (1885-1967): Uber neuere Fortschritte der darstellenden Geometrie.5®
v oddile 3. Zyklographie (str. 421-424).

Zakladni myslenku cyklografického zobrazeni vyslovil Barthélémy Cousi-
néry (1790-1851): Géométrie perspective ou principes de projection polaire ap-
pliquée a la description des corps (Paris, 1828). Tuto knihu nezndm, ale z velmi
skoupych zminek o ni v literatufe mohu soudit, ze se B. Cousinéry inspiroval
distan¢ni kruznici z centralniho promitani. Pochvalné se o Cousinéryové knize

63 Na pozadi toho, co jsem pravé napsal, je tieba si véimnout této skutecnosti: Dnesni
gymnazialni geometrické ucebnice vydavané s patronaci Jednoty uz patnact let Mongeovu
vétu vibec neznaji. Co je vSak jesté vaznéjsi: Neznd ji ani dvojdilnd ucebnice Geometrie I
a IT (Praha, 1986-88), kterou ¢tvefice autori napsala pro budouci uéitele geometrie studujici
na vysokych skolach. Takova ucebnice by patrné nemeéla byt vylucné ,Cistou” geometrii, ale
meéla by hodné pfihlizet ke geometrii v realném prostredi, tedy v uméni, stavitelstvi a tech-
nice. Budouci ucitelé by méli tieba néco védét o velkém triumfu geometrie, kdyz dvé expedice
vyslané francouzskou Akademii ve 30. letech 18. stol. do zemi s velmi rozdilnymi zemépisnymi
Sifkami rozhodly vylu¢né geometrickymi metodami zalozenymi na elementarnich vlastnostech
elipsy, zda je Zemé k pdlum zplostéla ¢i protahla a urcily jeji rozméry. Za svého studia na
pfirodovédeckych fakultdch v Brné a v Praze jsem o vykonu francouzskych inzenyru [v La-
ponsku pracoval i Svéd Anders Celsius (1701-1744)] neslysel, zrovna tak o jinych aplikacich.
Ale jejich absenci v nynéjsich ucebnicich pro mnohonasobny pocet student viaci stavu jesté
pred nékolika desetiletimi povazuji za vaznou chybu.

64 Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung 14(1905), 574.

65 Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik 4(1924), 411-431.
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vyjadiuje Michel Chasles: Apercu historique ... (2. vyd. Paris, 1875; v kap. III,
837 na str. 137, v kap. V, §9 na str. 197 a v kap. VI, §20 na str. 269). M. Chasles
klade Cousinéryovu knihu vedle Mongeovy Géométrie descriptive (Paris, 1795)
a ocenuje, ze B. Cousinéry zobrazuje prostor jinak nez G. Monge ve své uceb-
nici.

Cousinéryho zobrazenim kruznic v roviné na body v prostoru se analy-
ticky zabyval N. Druckenmiiller: Die Ubertragungsprincipien der analytischen
Geometrie (Trier, 1842)% Od Druckenmiillerova studia uz jisté nebylo daleko
k této analogii: Za obraz kruznice se stfedem [z,y] a polomérem r se povazuje
bod [z,y,ir]. Redlnd kruZnice se tak zobrazuje na imagindrni bod, kruznice
s imaginarnim polomérem naopak v redlny bod. Pro toto zobrazeni se objevily
nazvy minimalni nebo isotropicka projekce.b” Zabjvala se ji fada matema-
tikd ve 2. poloviné 19. stoleti, zvlasté v obdobi ohrani¢eném knihami Michel
Chasles: Traité de Géométrie supérieure (Paris, 1852)%8 a Sophus Lie (1842
1899) — Georg Scheffers (1866-1945; redigoval Lieovy rukopisy): Geometrie der
Berihrungstransformationen 1 (Leipzig, 1896, 694 stran). V kapitole 10. Be-
ziehung zwichen Satzen iber Geraden und Kugeln (str. 411-480), kterou S. Lie
427 jednédno o zminéné minimalni projekci; zvlasté bych upozornil na obrazky
76 az 78 na stranach 427 az 428. Je vSak tfeba pfipomenout, Ze uvazované
zobrazeni se objevuje i v knihach, v nichz bychom to ani necekali. Prikladem
je Wilhelm Fiedler: Cyklographie oder Construction der Aufgaben tiber Kreise
und Kugeln (Leipzig, 1882), viz odd. 94 na strandch 107 az 108 a odd. 112
na stranach 138 az 141. Pfipojuji, ze nejdikladnéji a nejrozsdhleji ukazal vy-
znam imaginarnich Gtvard pro geometrii Gaston Darboux v knize Principes de
Géométrie analytique (Paris, 1917). Ta se v8ak obraci na pokro¢ilej$i geometry.

Nelze neptipomenout rozsahlou ucéebnici Wilhelm Fiedler: Die darstellende
Geometrie in organischer Verbindung mit der Geometrie der Lage citovanou uz
v oddilu vénovaném III. kapitole Seifertovy Cyklografie. 1. vydani vyslo v jed-
nom svazku roku 1863. V ném se W. Fiedler o cyklografii nezminuje. Ale uz
od 3. vydani z 80. let je Fiedlerova ucebnice podstatné rozsifena a rozdélena
do tfi svazkl s ictyhodnym rozsahem asi 1650 stran. Jak v I. dilu Die Metho-
den der darstellenden und die Elemente der projektivischen Geometrie (4. vyd.
Leipzig, 1904), tak v II. dilu Die darstellende Geometrie der krummen Linien
und Flachen (3. vyd. Leipzig, 1885) jsou roztrouseny kratsi pasaze o cyklogra-
fii. Pravé pro toto jen prilezitostné pripominani nelze Fiedlerovo dilo pro prvni
studium cyklografie doporudit.

Ale W. Fiedler v8e cyklografii vynahradil a souc¢asné uéinil velmi vyznamny
krok v jejim konstruktivnim rozvoji ve své uz citované knize o cyklografii a kon-

66 V Seifertové knizce na strané 5 je tiskova chyba: 1812); tato kniha mi byla nedostupna.

67 Srv. Felix Klein — Wilhelm Blaschke: Vorlesungen iiber héhere Geometrie, viz strana
115 v 3. vydani: Berlin, 1926; 1. vydani: 1893, reprint 3. vydani: Berlin, 1968, rusky preklad:
Moskva, 1939.

68 Viz kap. XXXIII: Cercle imaginaire, strany 546 az 556; kap. XXXIV: Applications
des théorémes relatifs a un cercele imaginaire, aux propriétés des céones a base circulaire,
str. 557-579.
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struktivnich dlohach s kruznicemi a kulovymi plochami z roku 1882. W. Fiedler
nepracoval jesté s orientovanymi pfimkami a orientovanymi kruznicemi. Na jeho
knihéch je vidét, ze neorientované kruznice a piimky ztézuji vyklad.

Bez jakékoliv souvislosti s cyklografii zavedl orientované kruznice Edmond
Laguerre v sérii praci z poc¢atku 80. let 19. stoleti.®?

Hned na zacatku prvni prace této série Sur la géométrie de direction pise:
J’appellerai cycle un cercle défini non seulement par sa position, mais encore
par le sens dans lequel on peut le supposer décrit par un point mobile. Ori-
entovanou piimku nazyva nejdfive direction, pozdéji semi-droite (v piekladu
polopfimka, coz mé ovSem dnes zcela jiny vyznam); v podobném smyslu uziva
nazvu semi-plan (polorovina, nyni téZ s jinym vyznamem).

Rovnéz bez souvislosti s cyklografii objevil E. Laguerre transformaci, ktera
se spojuje s jeho jménem. AZ pozdéji se ukéazal jeji vyznam pro cyklografii.
Naznadil jej i L. Seifert v odd. 5.2 nazvaném Laguerreova inverse na stranach
65 az 70. K jejimu prvnimu studiu nedoporucuji vyse zminéné Laguerreovy
prace ani vice méné prilezitostné partie v nékterych knihach véetné Seifertovy,”®
ale uéebnici Eugéne Rouché — Charles de Comberousse (1826-1897): Traité de
Géométrie I (nové vydani: Paris, 1935; 1. vyd. patrné uz z 80. let 19. stoleti.),
zéaveér ke knize I1I: Transformation par semi-droites réciproques, str. 314-324.

Na konci je poznamka, ze tyto strany redigoval sam E. Laguerre. Pridrzim
se jich ke skute¢nému vysvétleni Laguerreovy inverse.

Dejme tomu, Ze jsou dany tyto prvky:

1) pfimka o,

2) cykl C,

3) na kolmici spusténé z jeho stfedu na pfimku o jesté bod P (viz obr. 3).

Zvolme libovolnou oreintovanou pfimku m a na cyklu C sestrojme doty-
kovy bod M s ni souhlasné orientované rovnobézky m’. Oznaéme N priisecik
cyklu C' se spojnici bodu M a pdlu P. V bodé N vedme te¢nou orientovanou
primku n’ k cyklu C. Koneéné vedme rovnobézku n souhlasné orientovanou s ni
a protinajici se s puvodné zvolenou orientovanou pfimkou na ose o. Orientované
ptimky m a n si koresponduji v Laguerreové inversi.

Vyznamnou vlastnosti Laguerreovy transformace je, ze orientované tecny
cyklu prechéazeji zase v orientované teény cyklu, kratceji: cykl se reprodu-

69 Viz Charles Hermite — Henri Poincaré — Eugéne Rouché (ed.): Oeuvres de Laguerre
II, Géométrie (Paris, 1898); strana 592 a nasl.; dil I Algébre — Calcul intégral (Paris, 1898);
oba svazky v Narodni knihovné CR maji na titulnich listech podpis Prof. Dr. Petr. Zil v
letech 1868 az 1950; velmi vyznamné povznesl roven matematiky na ceské a pozdéji Karlové
univerzité v Praze.

70 Jako tieba Felix Klein — Wilhelm Blasche: Vorlesungen iiber héhere Geometrie (Berlin,
3. vyd. 1926, str. 254-255; 1. vyd. 1893, reprint 3. vyd. 1967; rusky pieklad Moskva 1939).



173

kuje v cykl. To pfipomina kruhovou inversi, kterda rovnéz kruznici transfor-
muje v kruznici. Analogie mezi inversemi Laguerreovou a kruhovou tim zdaleka
nejsou vycerpany. Pfipomenu jen, Ze zatimco ve kruhové inversi je invariantni
thel dvou kruznic, v Laguerreové transformaci mé analogickou vlastnost tec-
nova vzdalenost dvou cyklt. Na stranach 323 az 324 pak E. Laguerre ukazuje,
Ze v jistych situacich Ize jeho transformaci pfevést tii cykly v body a Apolloni-
ovu ulohu tak redukovat na zcela elementarni konstrukei cyklu jdouciho tf¥emi
danymi body.

Svého vrcholu dosahla cyklografie v dile uz dfive zminéném Emil Miiller —
Josef Krames: Vorlesungen tiber darstellende Geometrie II: Die Zyklographie
(Leipzig, Wien, 1929). Kniha vysla po tmrti prvniho autora; druhy dokonil
Miillertiv rukopis podle jeho poznamek a pripravil jej k tisku. Kazdy zacinajici
geometr by si mél precist aspon Miilleriv tivod na stranach 1 az 6.

O desktriptivni geometrii piSe na str. 1: Jede Abbildung, die sich konstruktiv
(zeichnerisch, jedoch unter Verwedung beliebiger Zeicheninstrumente) verfol-
gen ldsst, gehort in das Gebiet der darstellenden Geometrie. Pak definuje — po-
nékud neurcité — zobrazujici transformace (Abdildungen mit bildlichen Charak-
ter) touto jejich vlastnosti: Obraz prostorového pfedmétu pripominéd predmét
sém. Nejvyznamnéjsim takovym zobrazenim je Mongeova projekce [Géométrie
descriptive (Paris, 1795)]. Cyklografii oznacuje E. Miiller jako prvni nezob-
razujici transformaci a prisuzuje ji velky vyznam védecky i vychovny. Jeho
predmluva obsahuje fadu literarnich a historickych udaja. Trvalo témér 50 let,
nez se o cyklografii objevila kniha, ktera duslednym vyuzivanim Laguerreovy
myslenky orientace pifimek a kruZnic (v jeho ptvodni terminologii semi-droite
a cycle, némecky pozdéji Speer (Sip, ostép) a Zykel) cyklografické postupy pod-
statné zjednodusila a pronikla do hloubky, které drivéjsi prace nedosahly.

Samoziejmeé se vnucuje srovnani knih Fiedlerovy z roku 1882 a Miillerovy —
Kramesovy z roku 1929. To ucinil uz E. Miiller sdm v predmluvé na stranach
3 az 4. Lépe bych to nedokazal — asi bych jen nevynechal Sobotkovu Deskrip-
tivni geometrii promitdnd parallelniho (Praha, 1906), kap. III — a tak odkazuji
na Miilleriv Gavod. V jeho zavéru na str. 6 E. Miiller zcela pravem zdtraz-
nuje vyznam cyklografie pro hledani souvislosti. Je tfeba bez vahani napsat, ze
tento jeji kol splnil v mife vrchovaté. Rovnéz v zavéru se E. Miiller vyjadril
o budoucnosti cyklografie — a letmo i deskriptivni geometrie — optimisticky.
Také J. Krames redigoval Miillerovu knihu s presvédcéenim, ze cyklografie ozivi
utichajici deskriptivni geometrii. Uvadi vztahy cyklografie k rtiznym oblastem
matematiky i jeji technické aplikace. Kdyby oba autofi vstali z mrtvych, mohli
by byt asi spokojeni s dekriptivou ve svém Rakousku, k jejimu stavu v ceskych
zemich, v nichz méla také dlouhou a velkou tradici, by se vsak jisté otocili zady.

Velmi mé svadi psat o Miillerové — Kramesové knize, a¢ toto je ¢lanek o Sei-
fertové Cyklografii a uz tak jsem mnoho odbocoval. Ale kdyz jsem Tekl néco
malo o Millerové tivodu, napisi rovnéz néco malo o Kramesovu dodatku na
stranach 460 az 467. Hned na jeho zacatku vyslovuje J. Krames fadu cyk-
lografickych problému, které ob$irné komentuje. Ale nemohu nebyt kriticky.
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Pochybuji, Ze jeho naméty by byly mohly udrzet cyklografii v produktivnim
stavu. Staci si uvédomit, jak skoncily pokusy o ¢tyfrozmérnou analogii Mon-
geova nebo jiného promitani, abychom zapochybovali o Zivotnosti zobrazeni
— analogického k cyklografickému mezi kruznicemi v roviné a body v trojroz-
mérném prostoru — mezi kulovymi plochami v trojrozmérném prostoru a body
ve ¢tyfrozmérném prostoru. Podobného druhu jsou naméty nahradit v roviné
kruznice t¥iparametrovou mnozinou podobnych a podobné lezicich centrickych
kuzelosecek nebo analogicky nahradit kulové plochy ¢tyrparametrovou mnozi-
nou kvadrik.

E. Miiller v citované pfedmluvé uvadi 14 praci o cyklografii z let 1891 az
1923; z obdobi 1900 az 1920 je jich 12. S velkou rezervou — je totiz samoziejmé
nemozné mit povédomi o kazdé publikované geometrické praci — mohu fici,
ze z doby po poloviné 20. stoleti mi neni zndma zadna prace o cyklografii.
Vidim v tom potvrzeni svého skeptického pohledu na Kramesovu predstavu
o budoucnosti cyklografie.

Od Seifertovy knihy z roku 1949 uz uplynulo vic nez 60 let. V nich — pokud
vim — nevysla zadna ceska geometricka ucebnice, ktera by se vyznamnéji zminila
o cyklografii. Je to skoda, je totiz vzorovym ptikladem zobrazeni nikoliv mezi
body, ale mezi body a jinymi Gtvary.
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E. Kubické a bikvadratické problémy (Praha, 1951)

1. Obsah Seifertovy knizky ......... .. .o i 175
2. Dodatek: Normély z bodu k elipse ............. ...t 183
3. Dodatek: Normaly z bodu k elipsoidu ............................ 194
4. Dodatek: NAmeéty .......coooiiiiii i 217

1. Obsah Seifertovy knizky

Seifertova knizka Kubické a bikvadratické problémy vysla jako 60. svazek
kniznice Cesta k védénd.

Za¢nu tim, ¢im se tato brozurka velmi odliSuje od mych zapist ze Seifer-
tova semindfe z roku 1946/47. Seminaf byl téméf zcela bez literarnich a his-
torickych tudaj, knizka o pét rokd pozdéjsi touto absenci netrpi. Upozornit
je treba na neuplné citace, které by zacatecnikovi ztézovaly nalézt prislus-
nou literaturu. Objevuje se to uz v zacatku pfedmluvy na strané 5. Odkaz
na Encyklopddie der mathematischen Wissenschaften 111 AB8 a III AB9 staci
tomu, kdo je s Encyklopddie sezndmen. Jde o jeji 3. ¢ast Geometrie, 1. dil,
2. polovina s rozsadhlymi ¢lanky Julius Sommer (1871-1943): Elementare Ge-
ometrie vom Standpunkte der neueren Analysis aus, str. 771-858 (dokonéeno
roku 1914), a Max Zacharias (1873-1962): Elementargeometrie und elementare
nicht-EBuklidische Geometrie in sythetischer Behandlung, str. 859-1172 (dokon-
¢eno roku 1918). Uz rozsah naznacuje, Ze orientace v téchto pracich s vice nez
1300 literarnimu tidaji neni snadna. Také citace nasledujicich dvou knih neni
pfesné. Originél je Federigo Enriques (1871-1946): Questioni riguardanti la ge-
ometria elementare I, II (Bologna, 1900), pro néjz F. Enriques byl editor a jen
jeden z mnoha dalsich autort. Kniha vznikla z podnétu Felixe Kleina — byla
preloZzena do némdiny: Fragen der Elementargeometrie I: Die Grundlagen der
Geometrie (Leipzig, Berlin, 1911, 366 stran) a II: Die geometrischen Aufgaben,
ihre Léosung und Losbarkeit (Leipzig, Berlin, 1907, 348 stran). Se Seifertovou
knizkou souvisi — jediné, ale tzce — 7. ¢lanek ve II. svazku: Alberto Conti: Auf-
gaben dritten Grades: Verdoppelung des Wiirfels, Dreiteilung des Winkels (str.
189-266) s mnoZstvim historickych odkazi. Posledni Seifertem v pfedmluvé na
strané 5 citovand kniha je Theodor Vahlen (1869-1945):"* Konstruktionen und
Approzimationen (in systematischer Darstellung, eine Erganzung der niederen,
eine Vorstufe zur hoheren Geometrie) (Leipzig, Berlin, 1911, 347 stran), zvlasté
3. ¢ast Kubische Konstruktionen, str. 62-103.

71 T, Vahlen byl nejen vyborny matematik, ale i ,vyborny* nacista. Oslavny ¢lanek k jeho
70. narozenindm v Deutsche Mathematik (1939), 281-282, konéi jeho autor F. Engel (1861—
1941) pozdravem Mit dem deutschen Grusse Heil Hitler! Na strané 276 je oslavencova foto-
grafie s nepfehlédnutelnym odznakem na klopé. To mé generace znd i z jiného, o deset let
pozdéjsiho vydani.
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Seifertovy citace z pfedmluvy bych jesté doplnil knihou August Adler (1863—
1923): Theorie der geometrischen Konstruktionen.” Tato kniha je ¢tenéisky
pristupnéjsi nez knihy citované L. Seifertem, o nichz jsem se zminil vyse. Se
Seifertovou knizkou se uplné styka jeji odd. VIII: Geometrische Konstruktionen
dritten und vierten Grades (str. 230-264).

Néro¢nym doplitkem je Henry Smith: Mémoire sur quelques problémes cu-
biques et biquadratiques™ a Appendice au Mémoire ..."™ K této préaci se jesté
vratim.

L. Seifert dal oddilim 1 az 3 své knizky nddech snadno pfistupného prelu-
dia. Ale v odd. 4 (strany 17-33) za¢ind uz s ponékud méné snadnou &etbou,
kdyZ popisuje historii metod pro sestrojeni zdvojené krychle a v odd. 5 (33—
44) ¢ini totéz pro trisekci tthlu. Hlavné pro odd. 6 a 7 (44-48) o feSeni{ rovnic
3. a 4. stupné, ale i pro nasledujici dva oddily 8 a 9 (48-50 a 50-54) o pfevedeni
kubické rovnice na trisekci nebo delicky problém a o nefesitelnosti druhymi od-
mocninami ulohy, kterd vede na irreducibilni rovnici 3. stupné, a konec¢né i pro
odd. 10 (54-56) o rovnici s racionalnimi koeficienty lze jako pfipravu doporuéit
1. svazek Cesty k védeéni Stefana Schwarze (1914-1996): O rovnicich.” Teprve
pak zalind L. Seifert s kubickymi a bikvadratickymi tlohami v odd. 11 (56—
66), a to s FeSenimi vyuZivajicimi pevné kuzelosecky; s kiivkou 3. stupné to ¢ini
v odd. 13 (71-73). Odd. 12 (66-70) patii projektivnim tlohém 3. a 4. stupné
a odd. 14 (73-75) feSeni kubické rovnice dvéma pravymi thly.

* * *

V odd. 15 (75-77) probral L. Seifert pfiblizné konstrukce pravidelného sedmi-
thelnika a devitithelnika. Vychodiskem je obrazek 29 na strané 76, ktery re-
produkuji jako obr. 1. V podstaté jde o trisekci tthlu 3e = <BOC. L. Seifert
ukazuje, Ze pokud mezi tiseckami a = OB a x = OP plati

(1) 23— 32 —2a =0,

je thel <BPC tietinou thlu <BOC. Specielné pii devitithelniku vepsaném do
jednotkové kruznice je délka jeho strany

o

s9 = 2sin = 2sin 20°,
takze 3= = 60°, a tudiz a = 5. Uré-li se pii tomto a z rovnice (1) neznama z,
je AL = 3.

Tolik L. Seifert. Na¢rtneme-li si graf funkce f(z) = x® — 3z — 1, snadno
nahlédneme, %e rovnice f(x) = 0 mé jediny pozitivni kofen, a to v intervalu

72 Leipzig, 1906, VIII4+301 stran; existuje doplnény rusky pieklad: Odésa, 1910,
XXVI+325 stran.

73 Annali di matematica pura ed applicata (2) 3 (1870), 112-165.

74 Tamtéz str. 218-242.

75 Praha, 1940, 94 stran, druhé, rozsifené vydani: 1947, 159 stran.
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(1,879; 1,880). Metoda regula falsi poskytuje = 1,8794. Pravouhly trojtahel-
nik AEO ma pieponu 1 a odvésnu EO = 0,9397, tedy druhou odvésnu

EA =sine = 0,341999...,

coz se jen nepatrné lisi od

sin 20° = 0, 342 020...

Obr. 1

Obr. 1 je trosku zaludny. Kdo nec¢te pozorné Seifertiv text a zahledi se do
obrazku, snadno podlehne dojmu, Ze thel <AOB = 90°, a tedy v obrazku
€ = i - 90°. Pak je nedorozuméni dokonéno. Ve skutecnosti je na obrazku
<AOB = 85°. L. Seifert sice Vahlenovu knihu v predmluvé cituje, ale prece jen
se na stranach 75 a 76 mohl zminit, Ze se zhlédl v obrazku na str. 83 Vahlenovy

knihy.

O ptibliznych konstrukcich pravidelného sedmi- a devititthelnika jedné téz
Heinrich Timerding (1873-1945): Zeichnerische Geometrie (Leipzig, 1928),
zvlasté v kapitole 3, oddil 3, strany 51-56. Zajem o takové konstrukce je pra-
stary. Velmi zfetelny byl uz u Albrechta Diirera (1471-1528); pro podrobny
komentar k jeho konstrukcim odkazuji na reprezentativni dilo Diirer — Das
druckgraphische Werk 111 (Miinchen, Berlin, 2004) s rozséhlou studii, kterou
napsal Peter Schreiber, znalec Diirerova dila Underweysung der Messung ...
(Nirnberg, 1525) — viz strany 168 az 278, zvlasté strana 202.

* * *

Oddil 16 Problém mnormdl kuZelosecek (str. 78-94) je spolu s oddilem
4. O zdvojeni krychle nejrozsahlejsi. Rozumi se jim tloha z bodu v roviné ku-
7elosecky vést k ni normaly. Uloha sahé az k Apolloniovi (asi 262 az 200 pied
Kr.). Resil ji pomoci rovnoosé hyperboly, kterd se po ném i jmenuje. Zabyva
se ji Bohumil Bydzovsky v knize Uvod do analytické geometrie (Praha, 1923,
str. 217-221); ve druhém vydani z roku 1946 se uz na ni nedostalo.
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Bohaté literarni tdaje poskytuje v Encyklopddie der mathematischen Wis-
senschaften III-2-1 rozséhly ¢ldnek Friedrich Dingeldey (1859-1939): Kegel-
schnitte und Kegelschnittsysteme, zv1asté jeho oddily 32 az 35 na stranach 60
az 69. Podle néj lze do tficatych let 19. stoleti za nejvyznamnéjsi prace pova-
zovat dila téchto dvou francouzskych matematiki:

a) Philippe de La Hire (1640-1717): La construction des équations analy-
tiques (Paris, 1679) jako dodatek k autorové Nouveauz élémens des sections
coniques (Paris, ve vydani 1701 strany 440-452).7® Podobné tdaje poskytuje
také Heinrich Wieleitner (1874-1931): Hcmopus mamemamuxy om Lexapma
0o cepedunvt XIX cmonemus, Moskva, 1966, str. 250.77

b) Adrien Legendre (1752-1833): Traité des fonctions elliptiques et des inté-
grales Eulériennes I (Paris, 1825), Application a la Géométrie, strany 329-364,
Ezamen d’une question particuliére, strany 348-349. Partikularni otazkou rozu-
mél A. Legendre vysetieni, kdy lze z bodu vésti k elipse dvé nebo tfi nebo ¢tyfi
realné normaly (rozhoduje o tom jeho poloha viéi evoluté dané elipsy, viz vyse
citovanou Bydzovského ucebnici, str. 219-220; odvozeni je spojeno s povédo-
mim o diskriminantu kubické rovnice). MnozZstvi vlastnosti normal kuzelosecek
uvadi Adolphe Desboves (1818-1888): Théorémes et problémes sur les normales
auzx coniques (Paris, 1861, 53 stran).

H. Smith v ivodu a na zacatku dodatku ke své vyse citované rozsahlé praci
(1870) pfipomind tato jména p¥i FeSeni{ problému normél kuZelosedek: René
Descartes (1596-1650), Philippe de La Hire, Colin Maclaurin (1698-1746),
Jean-Victor Poncelet (1786-1867), Jacob Steiner, Charles Catalan (1814-1894),
Ferdinand Joachimsthal (1818-1861). Uvedl vice jmen nez pozdéji (roku 1903)
F. Dingeldey v citovaném ¢lanku v némecké encyklopedii (Encyclopddie der
mathematischen Wissenschaften), ale vypadl Adrien Legendre.

76V Narodni knihovné CR v Klementinu jsou jen tyto dva svazky de La Hireovy
o geometrii:
1) Nowwelle methode en Géométrie pour les sections des coniques, et cylindriques, qui ont
pour bases des cercles, ou des paraboles, des ellipses et des hyperboles (Paris, 1673), 71 stran
malého formatu b ez jakéhokoliv dodatku.
2) Sectiones conicae in novem libros distributae (Parisiis, 1685), 249 stran velkého formatu
(s pfipojenim vice nez 300 stran goniometrickych tabulek).
Nepfistupnd v Baroknim salu jsou Oeuvres diverses (Paris, 1730); v 7. svazku maji byt de
La Hireovy prace.
Christian Scriba — Peter Schreiber: 5000 Jahre Geometrie (Berlin, 2000, 2. vydani: 2005, angl.
preklad) ponékud kiivdi P. de La Hireovi, kdyZz ho na strané 322 sice chvali za spojovani ge-
ometrie s praxi, ale pise, Ze nyni se jeho jméno spojuje nejvys se zndmou konstrukci bodu
elipsy ze dvou soustfednych kruznic. B. Bydzovsky: Uvod do analytické geometrie (Praha,
1923) v zavére¢ném historickém pfehledu pfipomind na strané 398, ze de La Hire jako prvni
pracoval se soufadnicemi v prostoru (uvadi rok 1679, coz by nasvédcovalo vySe zminénému
dodatku) a na strané 402, Ze rovnéZz jako prvni napsal rovnici nesinguldrni kvadriky, totiz
rota¢niho paraboloidu.

77 1. vydani: 1958, némecky original: 1. 1922, 136 stran, II. 1923, 154 stran.
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Nikoliv de La Hire a A. Legendre, ale az Ferdinand Joachimsthal: Uber die
Normalen der Ellipse und des FEllipsoids™ rozvifil zdjem o normaly z bodu
k ¢afe ¢i plose 2. stupné. Vyluéné synteticky znovu dokézal (str. 175-177), co
zjistil uz A. Legendre; z fady novych vysledki je konstrukéné dulezity tento
(str. 175): kruznice, kterd jde patami t¥{ norméal z bodu k elipse, prochézi bo-
dem diametralné protilehlym k paté ¢tvrté normaly. Vétu uvadi B. Bydzovsky
v knize Uvod do analytické geometrie (1923) jako tilohu 70 na strané 225.

Joachimsthalovu syntetickou metodu pfevedl do analytické F. Eckardt: Uber
die Normalen von Kegelschnitten, besonders tiber die Constructionen der von
einem beliebigen Punkte ausgehenden Normalen.”™ Podobné uéinil i Matyas
Lerch (1860-1922): Drobnosti z geometrie®® (zv1asté ¢asti 13, str. 158-176, a 19,
str. 393-406). Do problematiky zasahli i jini ¢e$ti matematici, L. Seifert jich
na str. 79 uvadi kromé M. Lercha pét, zase s netiplnymi citacemi.

Nejdrive se L. Seifert zabyva tlohou pfi parabole, k niz z bodu lze vést tii
normaly (za &tvrtou lze povazovat rovnobézku s osou paraboly). Cini tak na
zakladé véty (jejiz ptivod hned objasnim), Ze kruznice uréend patami normal
z bodu k parabole jde jejim vrcholem. Analyticky dikaz je jednoduchy (str.
79-80), dobfe by na néj stacil septiman redlky pfed maturitou. Pfi parabole
y? = 2px a bodu [zg, yo] je rovnice kruznice

1
2 +y? = (p+mo)z + %0y =0,

takze jeji zakresleni je zcela snadné. B. Bydzovsky: Uvod do analytické geome-
trie (Praha, 1923) touto vétou, kterou pfipisuje F. Joachimsthalovi, konéi § 5
o normalach na str. 221. Blizkost této véty o normalach paraboly s vyse uve-
denou vétou Joachimsthalovou vysvitne, kdyz si pfedstavime, ze jeden vrchol
elipsy spolu s jejim stifedem ,,ubéhl do nekonec¢na“.

Jacob Steiner: Die Theorie der Kegelschnitte, gestitzt auf projectivische Fi-
genschaften. (Auf Grund von Universitatsvortragen und mit Benutzung hinter-
lassener Manuscripte Jacob Steiner’s bearbeitet von Heinrich Schréter) (Lei-
pzig, 2. vydani: 1876; 1. vydani: 1866) v §37, str. 203—208 vylu¢né synteticky
odvodil Apolloniovu hyperbolu a ukazal, Ze ji 1ze nahradit parabolou; vysetril
i souvislost obou kuzelosecek. J. Steiner se problémem zabyval uz diive, jak
se zminuji F. Kaderavek — J. Klima — J. Kounovsky: Deskriptivni geometrie 1
(Praha, 1929, str. 49, pozn. ?). Ud4vaji Journal fiir Mathematik 1854, str. 339;
Uplné a spravné Uber algebraische Curven und Fldchen, Journal fiir die reine
und angewandte Mathematik 49(1855), 333-348, zvlasté str. 339.

Analytické odovozeni paraboly je snadné. Dana elipsa a jeji Apolloniova
hyperbola pro bod [£,n] uréuji svazek kuZelosecek s homogennimi parametry
AaB

A(b%? + a?y? — a2b?) + B[(aQ — b)zy + b2y + a®ey| = 0.
78 Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 26(1843), 172-178.

79 Zeitschrift fiir die Mathematik und Physik 11(1866), 311-324.
80 Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 45(1916), 1-17, 135-177, 353-417.
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V ném jsou pro
A:B=c¢c(a®—b*):2b (e ==1)

dvé paraboly

(bx + 5ay)2 + 612267%2 [V*nz — a*€y] — a®b* = 0.

—b
Jejich osy jsou rovnobézné s uhloprickami obdélnika, jehoz strany jsou tecné
k elipse v jejich vrcholech.

Karel Pelc: Die Krimmungshalbmesser-Constructionen der Kegelschnitte als
Corollarien eines Steiner’schen Satzes8' aplikoval Steinerovu vétu na kon-
struktivni tlohy, proto se ji v Ceské literature fikd Steinerova-Pelcova para-
bola. Viz tfeba nékolikrat uz pripomenutou ucebnici F. Kaderavek — J. Klima
— J. Kounovsky: Deskriptivni geometrie I (1929), odd. 22-24, str. 49-55.

* * *

0Odd. 17. Sestrojent os kuZelové plochy (str. 94-98) je jen velice malym vyse-
kem pfislusné problematiky a soucasné varovanim, jak hluboko klesla geometrie
na gymnéaziich. Bez pdlu a polary se nelze obejit, ale tyto pojmy uz stfedoskol-
ské ucebnice davno neznaji. Kdyz si L. Seifert pravé pred sedesati roky dovolil
o nich psat gymnazistim, mohl tak ucinit, protoze az do padesatych let se
pouzivaly Vojtéchovy a Silhac¢kovy-Sechovského uéebnice analytické geomet-
rie, jimz alespon elementy polarnich vlastnosti kuzelosecek nebyly cizi. Polarou
a polarni rovinou kuzele se rozumi primka a rovina — obé prochéazeji vrcholem —
s touto vlastnosti: Stopa pfimky a roviny na roviné ¢ nejdouci vrcholem je pdl
a polara vuci Fezu kuzele rovinou p; viz k tomu Bohumil Bydzovsky: Uvod do
algebraické geometrie (Praha, 1948), strany 249 az 251. Trojhran s vrcholem ve
vrcholu kuzele se oznacuje jako jeho polarni, kdyz kazda ze t¥i hran trojhranu
spolu s protéjsi sténou je polarou a polarni rovinou kuzele. Pokud je polarni
trojhran pravothly, jsou jeho hrany osami kuzele.

Mysleme si poc¢atkem piimku a rovinu
rryrz=a:p:7, ar +by+cz=0

s kolmym vektorem (a,b,c). Tato dvojice pfimka-rovina jsou kolmé pravé jen
pii

(2) a:b:c=a:f:7.

Jestlize v nevlastni roviné ma byt bod [a, 5,7, 0] a pfimka ax + by + cz = 0,
t = 0 pdl a polara vici absolutni kruznici 2 +y? + 22 = 0, t = 0, musi mit ona

primka rovnici ax + By + vz = 0, tj. musi platit (2) vyjadiujici kolmost pfimky
a roviny, které jdou vrcholem kuzele. Nalézt osy kuzele znamend tedy nalézt

81 Véstnik Kralovské eské spoleénosti nauk, Praha, 1879.
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spole¢ny polarni trojhran daného kuzele a isotropického kuzele s tymz vrcholem
(jinak fedeno: promitajiciho z vrcholu daného kuzele absolutni kruznici). Resen{
ponékud obecnéjsi tlohy sestrojit spoleény polarni trojihelnik dvou kuzelosecek
je v mnoha ucebnicich deskriptivni nebo projektivni geometrie, za vSechny
zminim jen

a) nékolikrat uz citovanou ucebnici F. Kadefavka — J. Klimy — J. Kounov-
ského I (Praha, 1929; 2. a 3. vyd. 1945, 1954), oddil 30, strany 60 az 62 [hned
nasledujici oddil 31 na stranach 62 az 64 obsahuje konstrukci os kuzelové plochy
urcené Fidici elipsou a vrcholem mimo jeji rovinu,

b) Bedficha Prochazky: Vybrané staté z deskriptivni geometrie 1 (Praha,
1912; ¢4sti IT az VI, 1913-1918, celkem asi 900 stran).3? V oddile III, strany
51 az 85, uvadi autor postupné konstrukce os kvadratického kuzele, jak je po-
dali Michel Chasles, Wilhelm Fiedler, Karel Pelc, Josef Solin (1841-1912), Jan
Sobotka; nasleduji konstrukce os nedegerované kvadriky.

Odd. 18. Neéktere dalsi kubické a bikvadratické ulohy tvoii Sest co do obtiz-
nosti nesourodych zadani.

Prvni je Archimedova tloha o rozdéleni koule rovinnym fezem na dva vrch-
liky daného poméru. O této kubické tloze pise Arnost Kolman (1892-1979):
Déjiny matematiky ve starovéku (Praha, 1968), na stranach 149 az 150. Mél by
na ni staéit student gymnézia na konci sexty.®3

Druha dloha pozaduje umistit koncové body tsecky dané délky d na ramena
daného ostrého thlu 2w tak, aby osa usecky Sla danym bodem B. Zvolim-li
soufadnicové osy v osich daného thlu a na jeho ramenech body Pi[z1, —ka1]
a Py[xo, kxs] s k = tgw, tak z délky Py P> = d a z incidence osy tUsecky PPy
s danym bodem B|zg, yo] by absolvent gymnézia mél dospét k rovnicim

(14 &%)z +2(—1+ k) z1z0 + (1 + k)23 —d® =0,
(1 —EHa? + (=1 + kE*)a2 + 2(kyo — zo)z1 + 2(kyo + z0)z2 = 0.

Obé rovnice se ovSem nezméni, zaméni-li se indexy 1, 2 a k za —k. Vidime, Ze
uloha je 4. stupné. Geometricky znamena vyhledani pruseciku elipsy s rovno-
osou hyperbolou, analyticky eliminaci 21 (nebo x3) v rovnici 4. stupné v zo
(nebo 1), coz je sice pracnd, ale mechanickd zdlezitost. Kdysi maturant, ktery
se ucil z Vojtéchovych ucebnic, mohl tlohu zvladnout.

82 Obé& ucebnice jsou dnes nepfedstavitelnym penzem pro studenty technickych fakult
i uCitelstvi deskriptivni geometrie.

83 Kdo si srovna, jak o objemech rota¢nich téles psal pred sto lety Jan Vojtéch v uéebnici,
kterd se pouzivala do padesatych let, a jak o téch objemech pise v nynéjsich ucebnicich Eva
Pomykalova, poznd, jak hluboko sklouzla skolska geometrie.
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Tteti tloha pozaduje nalezeni samodruznych bodd dvou soumistnych koli-
nearnich poli. Je kubickd a uz presahuje gymnazialni geometrii Vojtéchovych
ucebnic z desatych az Ctyricatych let. Objevuje se aZ ve vysokoskolskych. Za-
byvali se ji synteticky F. Kadefavek — J. Klima — J. Kounovsky: Deskriptivni
geometrie I (Praha, 1929; 2. vyd. 1945, 3. vyd. 1954), odd. 29 na strandch 58
az 60; analyticky B. Bydzovsky: Uvod do algebraické geometrie (Praha, 1948),
odd. 64 a 65 na stranach 140 az 145; obéma metodami Jan Vojtéch: Geometrie
projektivni (Praha, 1932), odd. 57 na stranach 257 az 264. Uloha se mnohokrat
objevuje v Ceské i v cizojazycné literature.

Dalsi tfi tlohy se uz naprosto vymykaji moznostem maturantt, jimz byla
knizka uréena. Ulohu 4 formuluje L. Seifert — mirné fe¢eno — ledabyle: Sestrojte
pruseciky primky s krivkou 3. stupné danou deviti nebo s krivkou 4. stupné
danou ¢trndcti body. O povrchnosti presvédé B. Bydzovsky: Uvod do algeb-
raické geometrie (Praha, 1948), viz zaCatky kapitol XI: Zdkladni vlastnosti
algebraickych krivek rovinngch, str. 308 a nasl., a zvlasté XIV: Kubika v ro-
vingé, str. 422 a nasl., hlavné o syzygetickém svazku car 3. stupné. L. Seifert
pominul pfipad, kdy onéch devét danych bodi urcujicich ,,obecné* kubiku jsou
inflexni body kubiky rodu 1; ty spolu s inflexnimi pfimkami (spojnicemi vzdy
ti{ inflexnich bodt) tvoii konfiguraci, kterd je zdkladem vySe zminéného sy-
zygetického svazku. Podle Enc. der math. Wiss. I1I-21-1, str. 493, jej nejdiive
studoval Ludwig Hesse (1811-1874) a dodnes uzivanym adjektivem jej obda-
fil Luigi Cremona (1830-1903): Einleitung in eine geometrische Theorie der
ebenen Kurven (Greifswald, 1865; pieklad italského originalu z roku 1861).84

Jen letmo se zastavim u tloh 5 a 6. Ladislav Seifert k nim pfipojuje netplnou
citaci Smithovy prace z roku 1870; odkazuji na jeji bibliografické tdaje, které
jsem uvedl uz diive. Prace je velmi rozsahla, ¢ist ji neni snadné, i vyborny
vysokogkolak by se v ni nesnadno orientoval. Ulohu 5 jsem v ni nenagel, tiloha 6
je na strané 153. Pro obé tlohy plati, co jsem napsal vyse k Seifertové tloze 4.

Ulohy 4 az 6 maji predchtidce, o kterém se L. Seifert ¢i H. Smith nezmitiuji. Je
jim Jacob Steiner: Die geometrischen Constructionen, ausgefihrt mittelst der
geraden Linien und eines festen Kreises ... (1833),8° viz dodatek Vermischte
Aufgaben, nebst Andeutung ihrer Lésung mittelst des Lineals und eines festen
Kreises (strany 66 az 80), zvlasté loha 16 (a dudlni 17): Pro dvé kuzelosecky
k1 a ko jsou dany dva spoleéné body A, B, a pro kazdou kuZzelosecku k; (i =
1,2) jesté t¥i body C;, D;, F;; maji se vyhledat zbyvajici dva spolecné body
kuzelosecek k;. Vychodiskem Steinerova Feseni je Pascalova véta, kterou se pfi
kuzelosecce dané péti body urdi jeji druhy prisecik s primkou jdouci nékterym
z nich.

84 Syzygie (z fectiny) je astronomicky nézev pro krajni polohy obéznice. Zde tedy krajni
rozmisténi zdkladnich bodt svazku. Nazvu se uciva i v jinych castech matematiky.
85 Reedice: Ostwald’s Klassiker der exakten Wissenschaften, Nr. 60, Leipzig, 1895.



183

2. Dodatek: Normaly z bodu k elipse

Ptfipominam a dopliiuji:

Problém normal vedenych ke kuZeloseGce z bodu v jeji roviné je prastary,
za¢ind u Apollonia. Ale jim také na dlouhych 18 stoleti koné¢i, aspont pokud je
mi zndmo. Az de La Hire roku 1679 — jak vim z literatury — z rovnice elipsy

b2z + a’y? —a®b® =0
a Apolloniovy hyperboly piislusné bodu B[¢, 7]
e2xy + b27)x — a6y =0
vyloucil y a pro prvni souradnice pat hledanych normal tak nutné ziskal rovnici
etrt — 20%2a® 4 (a*€? + a®b*n? — a’et)x? + 2a*ePx — aB¢% = 0.

Adrien Legendre z ni roku 1825 zjistil, Ze z bodu B vné, resp. na, resp. uvnitf¥
evoluty elipsy jdou k ni dvé, resp. t¥i, resp. ¢tyfi redlné normaély.

Zajem o problém podnitil Ferdinand Joachimsthal roku 1843. Jeho syn-
tetickd prace obsahovala pro studované normaly fadu vlastnosti, které bylo
mozné konstrukéné vyuzit. Analytické dikazy Joachimsthalovych vét uvefejnil
F. Eckardt (jesté jako student!) roku 1866.

O impuls se postaral i Jacob Steiner v praci Uber algebraische Kurven und
Flichen.8% Poédet normal vedenych k algebraické kfivce, resp. plose stupné n
ze zvoleného bodu stanovil na n? (viz str. 335) resp. na n(n? —n + 1) (viz
str. 344), tedy u kvadrik na Sest (ze stfedu trojosého elipsoidu jde Sest nor-
mal do jeho Sesti vrcholl), ovSem se stalym pfipomindnim nedefinované ,obec-
nosti“. Navic — jako prostorovou analogii Apolloniovy hyperboly — dokazal, Ze
paty téchto normél lezi na prostorové ¢are stupné n? —n+1 (v pifpadé kvadriky
na prostorové k¥ivce 3. stupné). Z obecnéjsiho algebraického hlediska ptistou-
pil k problému Alfred Clebsch v ¢lanku Uber das Problem der Normalen bei
Curven und Oberflichen der zweiten Ordnung.8” Naopak vyluéné syntetickou
konstrukci popisuje Rudolf Niemtschik (1831-1876) v praci Einfaches Verfa-
hren, Normalen zu Flichen zweiter Ordnung durch ausserhalb liegende Punkte
2u ziehen.88

* * *

Ve druhé poloviné 19. stoleti se pocet praci vénovanych problému normal
kuzelosecky prudce zvysuje a pokus o jejich zachyceni by nemohl byt jiny nez
znacné neuplny. Proto se omezim jen na vybrané ¢lanky a povsSimnu si ¢eskych

86 Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 49(1855), 333-348.

87 Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 62(1863), 64—109.

88 Sitzungsberichte der math.-natuwiss. Classe der kaiserlichen Akademie der Wis-
senschaften Wien 58(1868), II. Abtheilung, 831-836.
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autortl. Jejich fada za¢ind Karlem Pelcem a bratry Emilem (1848-1894) a Edu-
ardem (1852-1903) Weyrovymi. Z dalsich musi byt — jako zastupce analytické
metody — pfedné jmenovan Matyas Lerch: Drobnosti z geometrie.3? V této velmi
rozsahlé, ale obsahem pristupné praci patii problému normal hlavné odd. 3,
strany 158 az 176 (za jakousi priipravu lze povazovat uz odd. 4 aZ 6 na stra-
nach 6 aZ 14 o rovnoosé hyperbole a jejim vztahu k elipse), a pak jesté odd. 19
(strany 393 az 406) o involuci pat normal a o realnosti normél k elipse z bodu.
Zv14sté upozoriuji na Lerchiv ditkaz Joachimsthalovy véty (str. 165) o kruz-
nici jdouci patami t¥i normal spusténych z bodu k elipse. Analogicka véta pro
parabolu se specializuje zpisobem, o kterém jsem uz psal. M. Lerch k této vété
uvadi sedm citaci z t¥icatych az devadesatych let 19. stoleti, mezi nimi zminéné
uz prace Joachimsthala (1853) a Smitha (1870). Z ¢eskych autort cituje jediné
Karla Pelce (1875).

Opakované se k problému vraceli Josef Klima, Josef Kounovsky a Jan So-
botka. J. Kounovsky v praci Zobecnéni problému normdl pti elipse,”® J. Klima
ve stati Ke konstrukci pseudonormdl z bodu ke kruznici®' a Alois Urban v po-
pularnégjsim ¢lanku Zobecnéni normdl kuZelosecek® se zabyvali touto alohou:
Z daného bodu B vésti ke kuzelosecce pfimku, kterd ji protind v bodé P,
v némz tecna kuzelosecky svird s pfimkou BP dany thel a (pfi o = 90° jde
ovSem o puvodni tlohu). Mnoho citaci uvadi také J. Klima v praci Deskriptioné
geometrické Tesent problému normdl kuZelosecek.93

Nesporné zajimava je otazka, kdy se tiloha 4. stupné o normalach redukuje
na dvé kvadratické (trividlné to nastavd pro body na osdch elipsy). Pokud
jsem mohl zjistit, prvni na ni odpovédél Karel Pelc: Zum Normalenproblem
der Ellipse.”* Synteticky zjistil, Ze zminénou vlastnost maji body, které lezi na
kolmicich vztycenych ve stfedu elipsy k jejim obéma stejné dlouhym primeé-
rim. Na K. Pelce navéazali Carl Lauermann v ¢lanku Zum Normalenproblem
der Ellipse®® a Franz Mertens (1840-1927) v praci Zum Normalenproblem der
Kegelschnitte.?® Oba pracovali analyticky, ale s riiznymi vichodisky; jejich spo-
le¢ny vysledek lze vyslovit takto: Tutéz vlastnost jako Pelcovy primky maji
kruZnice, jejichZ stfedy jsou na hlavni ose elipsy ve vzdélenosti be/a od jejiho
stfedu a jejichz polomér je e. — C. Lauermann nejdfive danou elipsu afinitou

89 Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 45(1916), 1-17, 135177, 353-417.

90 Casopis pro péstovani matematiky a fysiky 58(1929), 37-41.

91 Tamtéz 59(1929), 156-167. Jedn4 se o reakci na Kounovského &lanek. Obsahuje mnoho
literarnich udaju.

92 Rozhledy matematicko-piirodovédecké 23(1943/44), 53-55, 104-110.

93 Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 42(1913), 32-42, 401-406; viz zv1asts
strany 32-35.

94 Sitzungsberichte der math.-naturwiss. Classe der kaiserlichen Akademie der Wis-
senschaften, Wien 95(1887), 481-491.

95 Tamtéz 98(1889), 318-326. V zahlavi je uvedeno: Lehrer an der Biirgerschule in Grulich
— néco podobného je v dnesni dobé nepredstavitelné.

96 Tamtéz 98(1889), 431-445.
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prevedl v soustiednou kruznici K o poloméru a+b, pfi ¢emz transformaci zvolil
tak, aby Apolloniovu hyperbolu pievedla zase v rovnoosou hyperbolu H. Pak
si v8iml, kdy je ve svazku urceném carami K a H degenerovana kuzelosecka.
Tim vyhledéni ¢ty¥ priseciki elipsy s Apolloniovou hyperbolou (tedy bikva-
dratickou tlohu) pfevedl na uréeni prisecikit dvou ptimek s elipsou (tedy na
dvé kvadratické). — F. Mertens postupoval zcela jinak. Uloze dal projektivni
charakter a s vyuzitim kruhovych bodt ji prevedl na tento tikol, ktery je v pro-
jektivni geometrii zndmy: Ke svazku kuzelosecek se maji nalézt dvojice piimek,
ze v kazdé z nich jedna pfimka jde danym bodem a druha se dotyka jedné kuze-
losecky svazku. — Koneéné Pieter Schoute (1846-1913): Zum Normalenproblem
der Kegelschnitte®” dokazal opak: Pozadovanou vlastnost maji (s vyjimkou zmi-
nénych uz trivialnich situaci) jen body na obou Pelcovych pfimkéch a na obou
Lauermannovych-Mertensovych kruznicich.

Stoji za povSimnuti, jak autor postupoval. Elipsa a Apolloniova hyperbola
urcuji svazek s parametrem z

2(b%2? + a®y? — a®b?) — (xy + bz — a*¢y) = 0.

Kuzelosecka tohoto svazku degeneruje ve dvé primky, jakmile

2 1.2 132

bz € 5b°n
1.2 2 1,2 _
€ a“z sa“¢ | =0.
172 1,2 112

Kdyz se misto &, n piSe x, y a parametr z se povazuje za 3. prostorovou sou-
fadnici, dostane se rovnice kubické plochy

40?0223 + a?2? 2 + bP2y?z + eay — etz = 0.

Je snadné nalézt jejich 27 pfimek (vzatych v patfi¢né nasobnosti). Okamzité je
vidét, zZe ji patii osy = a y a také nevlastni pfimka roviny z = 0, déale se zné-
mym zpusobem naleznou ¢tyfi imaginarni singularni body. Jejich Sest spojnic,
z nichz jen dvé jsou reélné, musi byt rovnéz pfimkami plochy (neni mozné, aby
pfimka ji nepatfici méla s plochou 3. stupné 2 x 2 = 4 body — vzaté s patficnou
nasobnosti — spoleéné). Tyto dvé redlné pfimky vedou k svazkim rovin, které
protinaji plochu v degenerované ¢afe 3. stupné. To umoznilo autorovi zjisténi,
zZe jediné Pelzovy pfimky a Lauermannovy-Mertensovy kruznice vedou ke kva-
dratickému Feseni problému normal. Za zminku snad stoji i autorova poznamka
(na str. 1522), ze uz jeho krajan J. W. Tesch publikoval v roce 1885 préci, v niz
rozpoznal vyznam Pelcovich p¥imek.%®

97 Tamtéz 98(1889), 1519-1526.

98 V této souvislosti mize byt uzite¢nd nasledujici poznamka. F. Eckardt: Ueber die
Normalen der Ellipse, Zeitschrift fiir Mathematik und Physik 18(1873), 106-110, ukazuje, Ze
z bodu na dvou kruznicich — soustfednych s elipsou a o polomérech a £ b — lze konstruovati
jednu normalu k elipse. Eckardtiiv ¢lanek jen letmo (bez bibliografickych udaji) zmiriuje
Karel Pelc ve vysSe citované praci na str. 481. Soucasné lituje — v roce 1887 — predc¢asného
Eckardtova timrti. V Eckardtové praci z roku 1866, kterou jsem uz dfive citoval, je uvedeno
Stud. Mathem. in Leipzig, autor tedy zemfel pfed svym 45. rokem stejné jako F. Joachimsthal.
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Neni mi zndmo, zda nékdo ve studiu této problematiky pokracoval, ackoliv
tfeba zavéreény odstavec Lauermannovy prace zni takto:

Ich behalte mir vor, zu zeigen, dass auch bei der Hyperbel dhnliche Bezie-
hungen sich aufstellen lassen; dass insbesondere bei diesem Kegelschnitt zwei
zur Hauptaze parallele gerade Linien nachgewiesen werden kénnen, von de-
ren Punkten aus die Normalenconstruction mit Zirkel und Lineal allein durch-
gefiihrt werden kann.

* * *

Rovinny problém normél zobecnili A. Schatteman — G. Valette v praci On
the normals of closed plane curves®® a prostorovy Erhard Heil ve stati Existenz
eines 6-Normalenpunktes in einem konvezen Kérper,'%0 kdyz nalezli odhady
pro poéet normél jdoucich z bodu k rovinné ¢are ¢ k plose (E. Heil novym
dtikazem nepublikovaného Hentschelova vysledku).

V naprosté vétsiné praci o normalach z bodu ke kuzelosecce prevazuje kon-
struktivni hledisko. K vyjimkam patii uz vyse citovana Joachimsthalova studie
z roku 1843 zhruba ze zacatku oziveného zajmu; v obdobi jeho doznivani za-
stupcem pocetniho sméru miuze byt W. Gaedecke: Uber eine bemerkenswerte
Relation beim Normalenproblem der Kegelschnitte.'! Jde o podetni diikaz re-
lace (zaloZzeny na symetrickych funkcich kofenti rovnice pro prvni soufadnice
pat norméal z bodu B), kterou pro délky n; norméal z bodu B ke kuZelosedce
a pro poloméry kfivosti r; v patach normal vyslovil uz E. Barisien jako tlohu
1588 v Nouvelles annales de mathématiques (3) 7 (1888), 448:

1 + T2 + rs + T4 —9
T — N1 To — N2 rs —ng T4 — N4y
Relace je pozoruhodna tim, Ze v ni nefiguruji osy kuzelosecky nebo parametr
paraboly (pfi ni jsou nalevo jen tfi zlomky) a neni u ni omezeni pro bod P.
Antonin Pleskot (1866-1935):102 O jistém teorému vztahugjicim se k problému
normdl kiivek algebraickych'®® prenesl Barisienovu relaci na rovinné a alge-
braické ¢ary stupné n > 2.

Na témze misté v Nouvelles annales uvefejnil E. Barisien podobnou tlohu
1587: Pohybuje-li se bod B po ¢are, z jejichz bodu te¢ny vedené k elipse sviraji
dany thel (o této ¢afe 4. stupné viz tlohu 1 ze Seifertova semindie v ¢asti B),
pak

71727374

= konst.
ninangng

Tento vztah dokazal analyticky L. Bosi.'®* Vychodiskem mu zase byla zndma4,
nam uz rovnice 4. stupné pro prvni soufadnice pat normal vedenjych z bodu

B&,n).

99 Simon Stevin (Groningen) 59(1985), 235-245.

100 Archiv der Mathematik (Basel) 32(1979), 412-416, 496.

101 Sitzungsberichte der Berliner mathematischen Gesellschaft 15(1916), 119-123.

102 ygdecky vyznamné &inny stiedoskolsky profesor, viz Karel Lepka: Vzpominka na
Antonina Pleskota, Pokroky matematiky, fyziky a astronomie 51(2006), 23-30.

103 Casopis pro péstovani matematiky a fysiky 60(1931), 57-71.

104 Nouvelles annales de mathématiques (3) 10 (1891), 26*-27*.
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K prvné uvedené Barisienové relaci je tfeba odpovédét na dvé otazky:
1) Jak je tomu v pfipadé, kdy normély jsou imaginirni — jak je tomu
s jejich délkami a poloméry kiivosti v patach?
2) Mize se stat, ze néktery z jmenovateld je nulovy?

Na druhou otézku lze odpovédét aspon castecné ihned. Zvolim-li bod B
na evoluté, je délka jedné normély (1épe: dvou splyvajicich) rovna poloméru
ktivosti v paté.

V tplnosti na tyto otdzky zde neodpovim. Omezim se jen na body B[¢, 0]
s £ > 0, tj. na body v nikoliv negativni ¢asti osy x. Odkazuji na obr. 2, v némz K
je stfed kiivosti elipsy v jejim hlavnim vrcholu A a F je ohnisko.

Obr. 2

Znamé nam rovnice pro prvni soufadnice pat normal z bodu B¢, 7] k elipse
se pii 7 = 0 zjednodusi na

etat — 2a2e%6a® + (a4§2 — a264)x2 +2a%e*tx — a®¢? = 0.

Pfedem vime, ze mé kofeny +a a zbyvajici dva jsou stejné, takZze je snadno
uréime:

(1) r=—.
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Ctverec druhé soufadnice paty P normaly z bodu B je tedy
et — a2¢?

2 __ 12

(&)

Pro ¢tverec délky normaly n = BP tak vychazi

(3) n?= (- &%)

a pro polomér krivosti elipsy v paté P

bia? + aty? 3 a2
4) r:%:b?,/(ez_g);

Vysledky pfedem zname — a ihned je dostaneme i z hotejsich vzorct — jak pro
bod B ve stfedu elipsy, kdy

Dosavadni vypocet byl zcela formalni bez ohledu na pfipadnou imaginarnost
uvazovanych element. Druhd soufadnice y v (2) je redlna, pokud

tj. pokud bod B je na uzaviené tseéce OK; nulova pii B = K jinak ryze
imaginarni. Délka normdly n z (3) je redlna, pokud ¢ < e, tj. pokud bod B je
na uzaviené tsecce OF; nulova jediné pfi B = F'; jinak imaginarni. Totéz plati
o poloméru k¥ivosti z (4). Pro £ = e z (1) a (2) dostdvame imaginérni body

2 b2
i
& €

nasi elipsy; formalné maji nulovou kfivost.

Pozoruhodné je situace pfi B = F'. Vime, Ze tecny z ohniska F' k elipse jsou
isotropické ptrimky, kazda z nich je kolma sama k sobé, a tedy téZ normaélou
k elipse z ohniska. Podle (3) je pro tuto normélu n = 0, coZ souhlasi s tim, ze
kazdé dva body na isotropické pfimce maji nulovou vzdalenost.

Zvlasté si viimneme, ze pro ¢ € (e%/a,e) — tj. pro bod B mezi stiedem
kfivosti K ve vrcholu A a ohniskem F' — jsou druhé soutfadnice pat dvou normal
ryze imaginarni, ale délky normal a poloméry kiivosti v patach jsou realné.
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Nyni se omezim na £ < e, tj. bod B mezi stfedem O elipsy a ohniskem F'.
Z bodu B na hlavni ose elispy jdou dvé normaly do jejich hlavnich vrcholi,
takze v Barisienové oznaceni pro né je

b
1 _ o _ b2
L — %—(a—f) ag — e’
2
T2 L 62

T P
a navic podle vzorci (3) a (4)

3 T4 a2(€2 —52)

5 = = .
(5) T3 —n3 T4 — N4 et — a2£2

Dosazenim do levé strany Barisienovy prvni relace dostaneme vskutku 2.

Pii e < &, tj. pfi bodu B na opac¢né strané od ohniska F' nez stied O elipsy,
jsou podle (3) a (4) veli¢iny n a r ryze imagindrni, takze podil r/(r — n) je
redlny a opét plati (5), tedy i Barisienova relace.

Jestlize konecné & = e, tj. B = F, je tfeba prejit k limité, protoze v této
situaci je n = 0, r = 0 (normala je isotropicka pfimka, jak jsem uz pfipomnél).
Podle (5) vychéazi ona limita jako nulova, a protoze

1 T9 b2 b2

)

+ 2 2
71— N1 9 — N9 ae — e ae + e

dostavame i v tomto pripadé Barisienovu relaci. Tim jsou vycerpany vsSechny
polohy bodu B na hlavni ose elipsy.

Rozklad rovnice 4. stupné pro paty normal
Postup, jak vyfesit rovnici 4. stupné
(1) aox* + 4a12> + 6axx? + dasx +ay =0

rozkladem bikvadratického polynomu z levé strany v souc¢in dvou kvadratickych
trojclent

(2) (2 + 2p17 + q1) (2% + 2p2z + ¢2) = 0,

je dobfe znamy.!% S rovnici (1) jsou spojeny dva projektivni invarianty

(3) I = apay + 3a3 — 4ayas;
(4) J = agasaq + 2a1a2a3 — aoag — a%a4 — ag =
ap a1 a2
=l|a1 a2 a3

a2 a3 a4

105 Viz tieba Stefan Schwarz: O rovnicich (Praha, 1940, 2. vyd. 1947), str. 50-56.
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Anulovani prvniho (druhého) znamend, Ze ¢tvefice kofent rovnice (1) je ekvi-
anharmonickd (harmonickd). Oba invarianty vedou ke kubické resolventé

(5) 4ajt® — aglt + J = 0.

Je-li t1 jeji kofen, urci se koeficienty p1, pe a g1, g2 v (2) z rovnic

20,1 2@2
p1+p2=a7, 91+QQ=7+4t1,
0 0
(6)
az a4
pip2 = — — 11, Qg2 = —.
agp ao

V dalsich fadcich se znovu dotknu otézky, kdy tato bikvadraticka tloha se
rozpada ve dvé kvadratické.

Jestlize z rovnice elipsy

2 2

a? oy
(7) st 1=0

a jeji Apolloniovy hyperboly pro bod B[¢, 7]
e2xy + b2nz — a’y =0

vylou¢ime y, dostaneme pro prvni soufadnice pat kolmic z bodu B[, 7] k elipse

(7) rovnici 4. stupné 106
20,2€ a4§2 a2b27]2 20,4€ a6€2
4 3 2 2 _
(8) % - ol +<e4 + " —a)-x—i— R =0.

S predchazejicim oznacenim v (1) je

1 a%¢ a2
9) ap =1, al:_i'eTv a2:76€4 : (a252+b2772—e4),
1 a4§ a6£2
aQq = — +» —— as, = — .
3 2 62 ) 4 64 5

po vypoctu podle (3) a (4) dostaneme

4 2
_ @ (2.9, 322 4
(10) I—1268 (af +b*n e),

106 Fugene Catalan v praci Sur les normales auz coniques, Nouvelles annales de Mathé-
matiques 7(1848), 332-337, za¢ina zminkou, jak de La Hire (Nouveauz éléments des coniques,
1679) odvodil rovnici 4. stupné pro prvni soufadnice pat kolmic z bodu k elipse. Rovnice,
kterou uvadi E. Catalan na str. 333 s oznacenim (3) jako de La Hireovu je — az na oznadeni
— identicka s rovnici (8).
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ab 3
(11) J— o [ 22, 4527724' ( 262 1 22 _ o4 }
Nyni rozlisim dva specialni piipady.
a) Bod B na hlavni ose elipsy

Tuto situace proberu ovSem jen jako orientac¢ni, protoze pfedem znadme dvé
feSeni: Z bodu na ose (at hlavni, at vedlejsi) jdou dvé normély s osou splyvajici.

Kubicka resolventa je pii n = 0 podle (5), (10) a (11)

4
3 a 242 4\2 a 242 403 _
4t +@~(a§ —e)t—216612~(a§ —e) =0.
Snadno zjistime, Ze mé koreny
2 2
_4a 202 4 _, G 2,2 4
tl—@~(a§ —6)7 tg—tg——1264~(a§ —e).

S prvnim kofenem t¢; a s (9) — stéle ovSem pii n = 0 — pak podle (6) a (2)
dojdeme k rozkladu

(12) (z* — a?) - (:c - ﬁ) =0.

e2

Stejné s kofenem ¢, = t3 dospéjeme k

2 a3
[322 (7§+a> x_~_7§} [a:Q— (a—f—a> x——é} =0.
e
Prvni rozklad je témér trivialni a mohli jsme jej napsat mnohem snadnéji. Ve

druhém rozkladu m4 prvn{ kvadraticky trojélen kofeny a2¢/e? a a, druhy pak
a’£/e? a —a v naprosté shodé s (12).

b) Bod B na Pelcové pfimce

V disledku symetrie stac¢i vysetfit pripad
(13) E=bo, n=ao (0>0).
V ném piepiSeme rovnici (8) na

2a4b% p? 2a%b abb?p?
4Q —a2)-x2+ 2Q.$_ 49 —0
e e

Tim jsou urceny koeficienty bikvadratické rovnice (1) a podle (3) s (4) miZeme
vypocitat invarianty I a J:

2a2bo

(14) 334—72-3734—(

(&

€

. (2a2b292 _ 64)2’
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Resolventa (5) s témito invarianty jako koeficienty ma kotfen
2

a
1 t =
(15) 17 12e4

- (4a2b292 + 64);

presvéd¢ime se o tom sice delsim, ale jinak mechanickym vypoctem. Podobné
zjistime, ze zbyvajici dva kofeny kubické resolventy jsou feSenimi kvadratické
rovnice

2 4
2 @ 2;2 2 | 4 a 474 4 2;2 4 2 8\ _
4t —@-(Zwb 0 +e)-t+@(2abg + 10a“b“e*p —e)—O.
S kofenem z (15) se vratime k soustavé (6) a z ni dospéjeme az k rozkladu (2)
rovnice (14).

Spokojim se pouze s timto néavodem, protoze dosavadni postup je pracny
a ma jistou nevyhodu — neni symetricky v poloosach elipsy. Odstranim ji.

Apolloniovu hyperbolu pro elipsu (7) a bod B[¢, 7] 1ze vyjadiit parametricky
takto:

a’¢ b%n
1 = > = — 1
(16) Ty Y=
(A = —a? nebo A\ = —b? vede k trividlni situaci). Dosazenim z (16) do (7)

dostaneme pro parametry A pat kolmic z bodu B[, 7] bikvadratickou rovnici
M 42(a +67) - A+ (a* + 4V + bt — a?€ — %) - N2+
(17)
+2a2b2(a2 + b2 _ 52 _ ,'72) X )\+ a2b2(a2b2 _ b2€2 _ a2772) _ 0

Pfi vyméné poloos a, b a soucasné soutadnic &, 7 bodu B se posledni rovnice
nemeéni.

Koeficienty pfi A* a A3 neobsahuji soufadnice £, n bodu B. To piimo svadi
pokusit se o rozklad

[AQ + (a® +b*)A + ql} : {AQ + (a® + )\ + (I2} =0.
Rozepséni
M1 2(a® + 02N + [q1 +q2+ (a® + b2)2} M+ (@®+0%) (1 + @) A+ 12 =0
stovném s (17)

@+ g+ (a® +1%)° = a* + 4026 + bt — 0?62 — b2,

(18) (g1 +q2) (a2 + b2) = 2a°b? (a2 + 02— €2 — 172),

g = a2b2(a2b2 _ b2£2 _ a2n2).



193
Z prvnich dvou rovnic vychézi
{_ (a2+b2)2+a4—|—4a2b2+b4—a2§2—b2n2] (a2+b2) _ 2a2b2(a2+b2—§2—n2)7
coz vede k
(19) a?¢ - bv*n* =0,

tj. (13), tedy k Pelcovym p¥imkam.

Z (18) mizeme pak vypocitat ¢1 + ¢2 a ¢igz a ovéem i ¢; a go. Vysledny
rozklad bikvadratického polynomu pak je

a2 2—|—b2 2
S/

{)? + (a® + b))\ + a?b* — 5

+ %\/(a%ﬂ T 022)2 + 4a2b2(a® — b2)(—€2 + 772)].

a2§2 + b2’l72 B

2 2 2 212
A (a2 + 0N+ - o

1
— V@E PP A~ 8 ),
ovSem pti (13), tedy

[AQ + (a® + b*)A + a®b? (1 — 0°) + aby/a2b20* + 64,92:| :
- {)\2 + (a® + b)) X+ a®b* (1 — 0%) — aby/a?b?p* + 64Q2}.
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3. Dodatek: Normaly z bodu k elipsoidu

1. Apolloniova kubicka hyperbola

Se studiem normadl k elipse z bodu v jeji roviné se pfirozené objevuje pro-
storové analogie o normalach z bodu B[, n, (] k elipsoidu

2

x 2
a2

y> |z
(1) +b—2+c—2=1 (a>b>c>0).
Vyslovné poznamendvam, Ze az na vyjimky, které vzdy zdtraznim, pijde stale
o trojosy elipsoid. Vektor kolmy k jeho tecné roviné s dotykovym bodem

T Yy z
@) (e a)
a vektor kolinearni se spojnici BD ma soufadnice
(3) €—zn—y,(—2).

Ma-li tato spojnice byt normalou elipsoidu, musi byt oba vektory rovnobézné,
tedy

(4) (a2 - b2)xy + b2z — aéy = 0,
(b — A)yz + ¢y — b*nz = 0,

(? —a®)zx + a*6z — *Cax = 0;

kterakoliv z téchto rovnic je ovSem disledkem zbyvajicich dvou. Prvni, resp.
druh4, resp. tieti rovnice znaéi hyperbolickou valcovou plochu; oznaéim ji Z2,
resp. X2, resp. Y2. JestliZe jejich rovnice homogenizujeme ¢tvrtou souradnici ¢,
ihned je vidét, Ze kvadratické valcové plochy Z2 a Y2 obsahuji nevlastni pfimku
x =0,t=0 (a oviem cykl.). To znamen4, Ze jejich prinik — ¢ara 4. stupné —
se rozpad4 v pfimku a prostorovou kfivku 3. stupné; tu ozna¢im C3. Elipsoid
protind v 3 x 2 = 6 bodech, které jsou patami normal, vedenymi k nému
z bodu B.

Hned je tfeba odpovédét na namitku, zda dojdeme k témuz vysledku, kdyz
misto dvojice Z2, Y2 vezmeme dvojici X2, Z2 nebo Y2, X2. KdyZ ke kvadra-
tické plose X? piipojim rovinu « = 0, vznikne tak kubicka plocha, jejiz rovnici
budu symbolicky psat (z X?2) = 0; analogicky s Y2 a Z2. Pro tak vzniklé tii
kubické plochy plati identita

(zX*) + (yY?) + (2 2%) =0,

takze tvoii svazek. To znamend, ze kubicka plocha (z X?2) prochézi priinikem
kubickych ploch (yY?) = 0 a (2 Z%) = 0. MiiZeme tedy ¥ici, Ze viechny t¥i nase
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kubické plochy obsahuji ¢aru C3. V diisledku jejich degenerace tuto ¢aru C3
obsahuji i v8echny t¥i vélcové plochy X2, Y2, Z2.

Prostorovou analogii k Apolloniové hyperbole z rovinného problému je tedy
kterakoliv dvojice z hyperbolickych valcov§ch ploch X2, Y2, Z2 — anebo, snad
jesté 1épe — kubicka ¢ara C? z jejich priiseku. Na prvni pohled je z (4) vidét,
ze jde stfedem [0, 0, 0] elipsoidu a bodem [€, 7, (].

Jedno z moznych parametrickych vyjadieni této dary C? je

b2nx c2(x
6)  w=n =l a= et
(0% — a?)x + a?¢ (2 —a?)x + a?¢
Jde ovSem pocétkem a bodem BIE, 7, (] a v nevlastni roviné mé tii rizné
realné body s asymptotami rovnobéznymi se soufadnicovymi osami (osami elip-
soidu):

(= . ).
© (5% = ==5)

( a?¢ b2n - )

a2 27 p2_ 2

V terminologii, kterou zavedl Franz Seydewitz v praci Linedre Konstruktion
einer Curve doppelter Kriimmung,'°" se tedy jedna o kubickou hyperbolu.

Vratim se jeSté k rovnicim (5). Po dosazeni za y a z do rovnice vychoziho elip-
soidu a odstranéni zlomkt dostaneme pro prvni souradnice pat normal z bodu
B[¢, n, (] tuto rovnici:

(2% — a?) [(b2 —a*)z + azd g [(02 —a?)z + a2§} 2+

(7) +a2x2{52772 [(62 —a®)z + an} r c*¢? [(b2 —a’)r+ azf} 2} =0

Pl (a2 — b2)2(a2 — 02)2—
—a5 - 242 (a2 — b2) (a2 — 02) (2a2 — b — 02)§+
Iy [()f +a2b2(a2 _ 02)2772 +a2c2(a2 _ bQ)C2 _ a2(a2 _ b2)2(a2 _ 62)2}+
23 (NE+ 22 ()€ +a- ()8 +a'%¢t =0.

107 Archiv der Mathematik und Physik 10(1847), 203-214 [viz zvI4sté strany 211 az 212].
Viz téz Otto Staude: Analytiche Geometrie der kubischen Kegelschnitte, Leipzig, Berlin,
1913, str. 6, nebo Kuno Fladt — Arnold Baur: Analytische Geometrie spezieller Flachen und
Raumkurven, Braunschweig, 2. vydani: 1975, str. 71-75 (1. vydani: 1965).
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7 této rovnice ihned vyc¢teme:

a) Pfi nasem trojosém elipsoidu je 6. stupné, z bodu B jde tedy k nému
(bez ohledu na redlnost, ale s ohledem na nésobnost) pravé Sest normdl. To
jsme ovSem mohli ¢ekat, kdyz ze stiedu elipsoidu jde do jeho Sesti vrcholt Sest
realnych normal.

b) Prejde-li elipsoid v rotaéni (tj. pfi @ = b > ¢ ve zplostély nebo pii
a > b = ¢ v protahly), redukuje se pocet normdl na ¢ty¥i. To jsme dokonce
musili ocekavat, protoze konstrukce normal z bodu B se odehrava vyluéné
v merididnové roviné jim jdouci.

¢) Pii € = 0, tj. kdyZ bod B lezi v hlavni roviné s osami b a ¢, se posledni

rovnice rozpad4 na dvé: na z* = 0 a na z2 4 konst. = 0. Anulovénim této
konstanty se dostane rovnice
2 2
n ¢
(8) a2—b2\2 + aZ—c2\2 —1= 0’
(5=-)"  (=%)

kterd — povazujeme-li  a ( za proménné soufadnice — znamend v roviné £ = 0
elipsu. Oznadim ji (n, ¢), jeste se s ni setkdme (viz dédle 2. Evoluta elipsoidu).
— O normalach elipsoidu z bodu B v hlavni roviné poloos b a ¢ se tedy mtzeme
vyslovit takto: Ze Sesti normal lezi vzdy ¢tyfi v oné hlavni roviné; pokud
B ¢ ¢(n, (), dalsi dvé normaly v ni nelezi; pokud B € (), {), vSech Sest normal
z bodu B lezi v oné hlavni roviné splyvajice tak, Zze riizné jsou nejvys ¢tyri.
Obdobné to ovSem plati pro body B v ostatnich dvou hlavnich rovinach.

Jestlize tedy bod B lezi v nékteré hlavni roviné elipsoidu, dochazi k vy-
jimecnosti. Jesté se s ni setkdme. V dalsim budu zpravidla predpokladat, ze
bod B neni v zadné z rovin symetrie elipsoidu, tedy £n¢ # 0. Opak vyslovné
pripomenu.

2. Evoluta'®® elipsoidu

Kdyz vime, jak dulezitou tilohu v rovinném problému normal z bodu k elipse
hraje jeji evoluta (mnoZina stfedd kiivosti elipsy), musime ocekdvat, Zze pii
prostorovém problému normal z bodu k elipsoidu bude hrat podobnou tlohu
utvar prostorové analogicky k evoluté elipsy. Prikro¢ime k nému.

108 Nazev neni ustlen ani v deské ani v cizojazy¢né literatute. B. Hostinsky (2. vyd.
1942, str. 66) piSe o centralnich plochach, V. Hlavaty (1937, str. 374) o evolutach s pfipo-
menutim, ze pokud je evoluta plochou, fika se ji téz plocha centralni. V anglické literature
centro-surface, viz G. Salmon (1858), A. Cayley (1873). Ve Fiedlerové némeckém prekladu
Salmonovy knihy Fldche der Centra. M. Lukat pfi némeckém piekladu Bianchiho uceb-
nice (1899) uzival oznaeni Fvolutenfldiche, str. 232 a nasl., E. Kreyszig 1957, str. 328-332
(a 1968), pripomind tii ndzvy Mittelpunktsfliche, Evolutenfliche a Zentralflache, aviak pra-
cuje jen s prvnim. W. Klingenberg (1973, str. 52-53) ma dvé pojmenovéani: Brennfliche,
Zentralfliche. V casopisech téz Krimmungsmittelpunktsfliche. G. Monge: Application de
U’Analyse a la Géométrie, 5. vyd. 1850 (1. vyd. 1795), § XXV lieu des centres de courbure,
J. Favard 1957, str. 326, se pfidrzuje termini les développées nebo les surfaces des centres.
V ruském piekladu 1960, str. 324, €60.410Mbl nebo NOBEPTHOCTU UEHMPOE KPUBUIHDL.
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Obr. 3

Obr. 4
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Jak s netplnou citaci — kterou dopliuji — udava Otto Staude v ¢lanku
Flichen 2. Ordnung und ihre Systeme und Durchdringungskurven,'®® k evo-
lutdm kvadrik (Krimmungsmittelpunktsflichen = plochy stfedl kiivosti) se
dostal uz Gaspard Monge v knize Application de I’Analyse a la Géométrie.!10
Jeho pfistup k nim byl vyluéné synteticky. Vyuzival nyni uz dédvno bézného
faktu, Ze normdly plochy podél jejich hlavnich (kfivoznaénych) éar tvoii rozvi-
nutelné plochy. Na obr. 3 a 4 jsou reprodukovany dva rysy z Mongeovy knihy.
Na prvnim je pramét hlavnich kfivek elipsoidu do roviny velké a stfedni osy
(a,b) a na druhém do roviny velké a malé osy (a,c). Rytec L. Wormser je po-
fidil pfed vice nez dvéma sty lety v kvalité, kterou by pocitacova grafika asi
nedokazala. Na prvnim obrazku je zfetelna poloha kruhovych bodu elipsoidu,
k nimz se jesté dostanu.

Na trojosém elipsoidu si mysleme bod B a ozna¢me v ném K a H Gaussovu
a stfedni k¥ivost elipsoidu. Hlavni — vzdy pozitivni — kiivosti 1/R; > 0a 1/Ry >
0 v bodé B jsou uréeny znamou rovnici

1 1

iz H I + K =0.
Oznaceni lze zvolit tak, Ze pro poloméry kfivosti Ry a Ry je Ry > Ry > 0
s rovnosti pravé jen v kruhovych bodech elipsoidu. V bodé B sestrojme normalu
elipsoidu, orientujme ji ve sméru do néj a od bodu B nanesme na ni tsecky
o délkdch R; a Rs; druhé koncové body téchto tsecek ozna¢im S; a Sy —
jsou to stfedy kfivosti elipsoidu v bodé B. Probéhne-li bod B cely elipsoid,
vytvori stfedy kiivosti S7 a Sy jisty utvar, pro néjz budu pouzivat nazvu evoluta
elipsoidu. Sklada se ze dvou plastl; jeden ¥ je vytvofen bodem Sp, druhy o
pak bodem Ss.

Je velice obtizné predstavit si evolutu trojosého elipsoidu. Davno pry¢ jsou
doby — hlavné z poslednich t¥i desetileti 19. stoleti — kdy vznikaly nejrtznéjsi
prostorové modely geometrickych utvard, o nichz tak studenti mohli ziskat
nazornou predstavu.

Walther von Dyck (1856-1934)!L: Katalog mathematischer Modelle (Miin-
chen, 1892, Nachtrag Miinchen, 1893) uvadi na strané 282 pod ¢islem 197 model
evoluty trojosého elipsoidu. Vyhotovil jej roku 1862 tehdy jesté student Her-

mann Schwarz (1843-1921). Zminéné prace Ernst Kummer (1810-1893): Uber

ein Modell der Kriimmungsmittelpunktsfliche des dreiaxigen Ellipsoids''? mi

109 Enc. der math. Wiss. I11I-2-1, Leipzig, 1903-1915, str. 199-200.

110 Paris, 1. vyd. 1795; v 5. vydani z roku 1850 viz § XXV, str. 322-368, zvlasté str.
330-331.

111 Viz O. Giering — T. Strohlein (Ed.): Technische Univerisitit Miinchen, Fakultdt fiir
Mathematik, Miinchen, 1993, str. 19-21. Velice doporucuji pfecist si némecko-anglickou pfed-
mluvu knihy Gerd Ficher (Ed.): Mathematische Modelle — Mathematical Models, Berlin,
Braunschweig, 1986.

112 Monatsberichten der kéniglichen preussischen Akademie der Wissenschaften 1862,
str. 126.
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zlistala nepfistupnda. Na strané 283 s cislem 198 se W. Dyck zminuje o evoluté
jednodilného hyperboloidu, jejiz model vyrobil sam jesté jako student roku
1877.

[Pro préavé pouzité diferencidlné geometrické pojmy odkazuji tfeba na tyto
knihy:

1) Véclav Hlavaty: Diferencidlni geometrie kitvek a ploch a tensorovy podcet
(Praha, 1937; némecky pieklad (Groningen, 1939) pofidil Max Pinl (1897-
1978)113), zvl&sts odd. I1T, ¢ast I, (3) s (4) a &ast I1, (1) s (2).

2) James Stoker: Differential Geometry (New York, 1969, 2. vyd. 1989),
zv1asté kap. IV, odst. 13, 14, 16.

3) Jean Favard: Cours de Géométrie différentielle locale (Paris, 1957, rusky
preklad: Moskva, 1960), zvlasté ¢ast I, odd. 1, kap. IL,1 a kap. IV,6,7.

4) Erwin Kreyszig: Differentialgeometrie (Leipzig, 1957, 2. vydani: 1968,
reprint: 1991; anglicky pieklad: London, 1959), zvl4sté kap. 4, odd. 41.]

* * *

Analogicky lze ovSem vyslovit definici evoluty pro kazdou plochu (spliiujici
ovSem nélezité piedpoklady diferencovatelnosti). Tvar evoluty mtze byt velmi
komplikovany, zvlasté ma-li vychozi plocha hyperbolické body. V hotejsi zavorce
citované knize 1) pat¥{ evolutdm strany 374 az 380 s obrazky na strandch 376
a 379; v knize 3) strany 324 az 327 s obrézky na strané 326; v knize 4) strany
328 az 332 s obrazky na strané 330.

Je-li onen utvar plocha, sklada se ze dvou plasth; jeden X¥; je vytvoren
bodem 57, druhy Y5 pak bodem S5. Jen jeden nebo i oba plasté mohou dege-
nerovat v kfivku. Prvni pfipad nastdva u rotacnich ploch; u nich je jeden plast
vytvofen evolutou merididnu, druhy degeneruje v osu plochy. Druhy pfipad
se objevuje u Dupinovych cyklid;''* ty jsou dvojim zptisobem obalkami jed-
noparametrového systému kouli, nejjednodussim p¥ipadem je torus (anuloid),
u néhoz evoluta je tvofena kruznici a jeji prostorovou osou (tj. osou rotace
toru). U rotaéni valcové nebo kuzelové plochy zlistava z evoluty jen osa rotace,
dalsi ¢ast ,se ztraci“ v nekonecnu. Evoluta kulové plochy je ovSem jeji stied.

Evoluty tzce souviseji s Weingartenovymi plochami, o nichz je — na rozdil
od evolut — rozsahla literatura. Tyto plochy jsou charakterizovany tim, ze jejich
polomeéry hlavnich kfivosti jsou vazany néjakym vztahem. Jejich studium zaha-
jil Julius Weingarten (1836-1910): Uber eine Klasse auf einander abwickelbarer

113 Byl tehdy docentem prazské némecké univerzity. Jako rodak z Duchcova ovladal Gas-
te¢nd &estinu. Za protektoratu byl nékolik mésicti véznén némeckou okupaéni moci. Cechy
opustil tésné pred koncem valky. V dopisech, které mi poslal ve 2. poloviné Sedesatych let,
vzpominal na krasné chvile v krasné Praze do roku 1938.

114V komunikaénich systémech GPS a Galileo ziskaly tyto plochy diive neéekany v§znam.
Viz spolu s fadou literarnich adaja Z. N.: GPS and the Space Apollonian Problem, str. 191—
199, in Petr Holota (ed.): Mission and Passion: Science, A volume dedicated to Milan Bursa

on the occasion of his 80th birthday, Prague, 2009.
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Flichen.''® Ze star$i knizni literatury pfipomindm Luigi Bianchi (1856-1928):
Lezioni di geometria differenziale 1 ( Pisa, 3. vydani: 1922), kap. IX: Superficie
evolute e teoremi di Weingarten, str. 411-453.116

K parametrickym rovnicim evoluty elipsoidu lze dospét i zcela jednoduse.
Viktor Kommerell (1866-1948)!17 uvedl pro poloméry R;, Ry hlavnich kiivosti
plochy f(z,y, z) = 0 kvadratickou rovnici (str. 124)

foo =% foy foz fo
fyo fow— % fpe W _,
fra foy fom % £
fx fy fz 0

Vi=f24+fl+ 12

(ve vzorci (10) je tiskové nedopatteni, misto + ma byt —). Specielné v piipadé
naseho elipsoidu je

2x 2y 2z
fmzﬁv fy:ﬁ, f22677
2 2 2
fa:x = a2’ fyy = bﬁv fzz = 6727 fmy :fyz :fzx =0,
2 2 2
2 _ - Y z
Vi (Gt )

Vyraz V méa jednoduchy geometricky vyznam. Znamena-li h vzdalenost po-
¢atku od teéné roviny elipsoidu v jeho bodé [z, y, 2] (v teorii konvexnich Gtvart
se této vzdélenosti Fikd opérnd funkce), je

2
®) VERENa T e

Po jistém vypoctu tak dostaneme pro poloméry R; a Ry hlavnich kfivosti tuto
kvadratickou rovnici:

115 Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 59(1861), 382-393.

116 7. vydani ve dvou svazcich: 1894; 2. vydani ve tfech svazcich: 1902, 1903, 1909, 3. vy-
dani: 1. svazek 1922, 802 stran, 2. a 3. svazek 1923, némecky preklad: Leipzig, 1. vydani:
1899, 2. vydani podstatné zkracené v jednom svazku: 1910.

117 Zeitschrift fiir Mathematik und Physik 41(1896), 123-126.
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Malicko odbo¢im. Je tedy

1 1 1 1
R1 R2 - a2b?c? ’ h47

z ¢ehoz pro Gaussovu kfivost elipsoidu ihned vychézi jednoducha geometricka
interpretace

1 h*
11 Ke— -
( ) Rle a2b202
Srv. Gaston Darboux: Legons sur la théorie générale des surfaces II (Paris,
1915; 1. vydéni: 1889), strana 393 s vzorcem (57), a Luigi Bianchi: Vorlesun-
gen uber Differentialgeometrie (Leipzig, 1899), str. 517 pozn. *). Z (11) snadno
odvodime, ¢eho jesté pouzijeme: Ve ¢tyfech redlnych kruhovych bodech elipso-
idulls

2 _ 2 b2 _ 2
(12) p=ta- |22 y=0, r=deyo—o

a? —c?’ a? — ¢2

je opérnd funkce h = 97, a tedy polomér kiivosti

b3

(13) R=—.

Jednotkovy vektor normély k elipsoidu (1) v jeho bodé& [z,y, 2], orientovany

dovnitt elipsoidu, je
x Yy z
(e )

Parametricky mtzeme tedy body [X, Y, Z] evoluty naseho elipsoidu vystihnout
takto:

X =z—Rh-—,
a
y

Z=z-Rh- >
C

s tim, Ze parametry z, y, z (soufadnice bodu elipsoidu) jsou vézany vychozi
rovnici elipsoidu.

118 iz B. Bydzovsky: Uvod do analytické geometrie, 1923, str. 378.
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Gaussova kiivost K elipsoidu se vyjadii velmi jednoduchjm vzorcem (11).
Pro stiedni kfivost tak podobné jednoduchy vzorec neni.

Pravé vypsané parametrické rovnice umoznuji zjistit, jak vypadaji fezy evo-
luty hlavnimi rovinami elipsoidu. Pro hlavni rovinu (zy) by rovnice fezu byla

Rih — ¢ =0.
3. Realnost normal

7 rovinného pfipadu vime, ze o realnosti normal z bodu B k elipse v jeji
roviné rozhoduje jeho poloha v1ic¢i evoluteé elipsy. Lze ocekévat, Ze v prostorovém
pfipadu normal z bodu B k elipsoidu tomu bude podobné, ale zna¢né slozitéji.

Na otézku odpovédél pred 150 roky Ferdinand Joachimsthal (prace vysla
posmrtné): Uber die Anzahl reeller Normalen, welche von einem Punkte an
ein Ellipsoid gezogen werden kinnen.''® Joachimsthal@iv postup byl znaéné

komplikovany (sotva mohl byt jiny), a tak se omezim jen na popséani vysledku.

Nejdiive si opatfime aspon malou orientaci o realnosti norméal z bodu
B[¢,n,¢] k elipsoidu (1), kdyz bod B nechdme prob&hnout osu x, tj. pfi

B[£,0,0]. Z rovnice 6. stupné (7) pii n = 0, ¢ = 0 pak zlistava jen jeji ¢ast
na prvnim fadku s témito kofeny:

_ __a% _a¥%

T = *a, xl_a2—b2’ x2_a2—02’
posledni dva dvojnasobné. Prvni dvojice kofent dava ovSsem dvé paty ve vr-
cholech [£a, 0, 0]. Tohoto trividlniho pfipadu si nebudeme vsimat.

Kdo sestrojoval elipsu pomoci kruznic k¥ivosti, napise ihned poloméry hlav-
nich kiivosti naseho elipsoidu v jeho vrcholu [a, 0, 0]:

b? c?
Ry =—, Ry = —.
a a
Na pozitivni ¢asti osy  mame tak dva stfedy kiivosti
2 _ 32 2 _ 2
a®—b a® —c
Sl |: 5 O7 0 a 52
a

,0,0]

Jestlize pro néjaké & > 0 je x1 > a ¢ x2 > a, tak k ose prvnich soufadnic

kolma rovina x = x; ¢i x = xo nas elipsoid neprotina a prislusné paty normal
— a tudiZ i normaly samy — jsou imaginarni.

119 Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 59(1861), 111-124.
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Zcela jednoduse se zjisti, ze pii

a?® — b?
56(0, ) je 1 <a, xo<a;
a
a?® — b? .
£= je x1=a, 23<q
a
a®> - b a®-c2 .
56( , ) je 1 >a, T2 <a;
a a
a? — 2 .
= Je T >a, T2 =a;
a
a? — 2 .
56( ,oo) je T >a, Ty >a.
a

Mizeme tedy pro bod B na ose prvnich soufadnic vyslovit tento zavér (sym-

bolem M N rozumim otevieny interval s krajnimi body M a N; nesmi se za-

pomenout na dvé realna feseni vychéazejici z 2% — a? = 0): Podet feseni pti

B€OS; je 6 realnych;
B=5; jsou 4 realné a 2 splyvajici;
BeS,S, jsou 4 realna a 2 imaginarni;
B=5, jsou 2 realna, 2 splyvajici a 2 imaginéarni;
B € Sy jsou 2 realné a 4 imaginérni.
* * *

Teprve nyni se vratim k vyse citované Joachimsthalové praci z roku 1861.
Necte se snadno, komentafe k ni by zabraly mnoho stranek. A tak naznadim
jejil vychodisko a ocituji hlavni vysledek.

Vratim se k vektortim (2) a (3), o nich se pozaduje, aby byly kolinearni. Po-
méry jejich prvnich, druhych, tfetich soufadnic tedy musi byt stejné. Znamena-
li —% jejich spole¢nou hodnotu, tak z

x 1

2w = (oyKL)
u

ihned vychazi

(14) T =
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Dosadime-li odtud do rovnice (1) naseho vychoziho elipsoidu, dospé&jeme k rov-
nici 6. stupné v u

(L2£2 b2772 C2(2
9 2 + 2 2 + 2
(a — u) (b - u) (62 — u)

:]_’

ktera je vychodiskem Joachimsthalova vySetrovani.

Svtj hlavni vysledek formuluje F. Joachimsthal na stranach 123 a 124 takto
(tyké se ovSem jen redlnych normal):

Von einem Punkte lassen sich an ein Ellipsoid sechs, vier oder zwei Norma-
len ziehen, je nachdem er innerhalb beider Theile 31 und 3o der Fldache der
Krimmungsmittelpunkte, oder innerhalb des einen und ausserhalb des anderen,
oder ausserhalb beider liegt.'2°

V Joachimsthalové véte zlistava stranou pripad, v némz bod B je na jednom
¢i obou plastich evoluty. Pro kruhovy bod elipsoidu stiedy kfivosti splyvaji
v jediny S, ten je tedy spoleénym bodem obou plasti ¥; a ¥.'2! Vysetiim,
jaké normaly ze stredu kfivosti kruhového bodu elipsoidu k nému jdou.

Z rovnic (4) hyperbolickych valcii snadno nahlédneme, Ze jejich spoleéna
kubické hyperbola se da parametricky vyjadrit takto:

2 2 2
a‘t bt c’t
15 = -0 5 = — s = —(.
(15) * a2t+1§ Y1 : «:2t+1C
Ostatné jsou to Joachimsthalovy rovnice (14), kdyZ v nich misto u piSeme —1/¢.
Kubika (15) jde stiedem elipsoidu pro ¢ = 0 a bodem B[¢, 7, (] pro t = oo.
Pokud &n¢ # 0 (v opa¢ném piipadé degeneruje), ma v nevlastni roviné t¥i
redlné body pro t = —1/a?, resp. t = —1/b%, resp. t = —1/c%. Jeji asymptoty
jsou rovnobézné s osami elipsoidu.

Chceme-li si opatfit parametry pat normél vedenych k elipsoidu z bodu

B[¢,n, (], je tfeba z (15) dosadit za x, y, z do rovnice elipsoidu (1):

a2 (Pt + 1) (Pt + 1) + 0022 (Pt + 1) (0%t + 1)+
(16)
+ACE (@t + 1) (0Pt + 1) — (Pt +1)° (0t + 1) (At +1)7 =0
¢ili )
6141)404(g +f+ifl) --—1=0.
b2
120 7 bodu lze k elipsoidu vésti Sest, étyfi nebo dvé normély, podle toho, zda lezi uvnit¥

obou ¢asti X1 a X plochy stiedd kfivosti, nebo uvniti jedné a vné druhé, nebo vné obou.
121 Neni mi znamo, jak se plasté £1 a Yo ve spoleéném bodé chovaji.
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Koeficient v zavorce ma jednoduchy geometricky vyznam. Je-li bod B na elip-
soidu, ma rovnice koren ¢t = co vedouci k bodu B jako paté normaly.

Rovnice (16) umoziiuje rychle zjistit, jak se chovaji normaély k elipsoidu ze
stredil kfivosti prislusnych k jeho kruhovym bodém. Z divoda symetrie staci
omezit se na kruhovy bod!?2

a2 _ b2 h2 _ o2
(17) {a.\/a2—0270’c'\/a2—02}
se stfedem kiivosti (splyvajicimi dvéma stiedy k¥ivosti) jako bodem B o sou-
fadnicich
2_ 2

)%7 =0, Cz_a —c '(b2—02)%.

c a? — c?

2 2 a2 — b2

(s) =%

a

a2 _ 2
Dosadime-li z (18) do (15) a srovname s (17), ziskdme ihned parametr ¢ toho
bodu nasi Apolloniovy kubické hyperboly, ktery je totozny s kruhovym bodem
(pfipomindm pfi n = 0):

Vzhledem k n = 0 se rovnice (16) zjednodusi na

(B2 + 12?2 (4 1)+ ECR (0 + 1) = (@ +1) (P +1)7] =0,

takze (19) se jevi jako kofen nejméné dvojnasobny. Kdyz do hranaté zavorky
dosadime ¢ a ¢ z (18), dostaneme pro ni po jednoduchych tpravach

tt. (a2b6 +b8c% — 3a2b402) + 3. (21)6 — 6a2b2(:2)+
+t* - (30" — 3a®b* — 3b*c® — 3c®a®) +t- (—2a° —2¢%) + 1.

Délenim (prévé pro né jsem volil vhodny zapis) se presvédéime, Ze polynom
4. stupné na predchozich fadcich se da takto rozlozit:

(bt +1)2- [tQ : (a2b2 + b2 — 302(12) +t- (- 2a% + 2b* — 2¢%) — 1]
Kvadraticky polynom v hranaté zavorce ma pii (19) hodnotu
34 (a2 — b2) (b2 — 02) >0
a diskriminant (az na numericky faktor)
(a® = 0%) + (02 — )" + (2 —a?®)” > 0.

122 viz B. Bydzovsky: Uvod do analytické geometrie, 1923, str. 378 a 215.
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Rovnice (16) mé tak pfi & 70, ¢ z (18) tyto kofeny: redlny ¢tyindsobny (19)
a dalsi dva realné rtzné od néj i od sebe. Ze stfedu kiivosti elipsoidu pro
jeho kruhovy bod jdou k elipsoidu ¢étyfi redlné normaly splyvajici (v normélu
kruhového bodu ovSem) a dvé dal$i normaly realné rtzné.

Toto zjisténi je maly doplnék k vyse citované Joachimsthalové praci z roku
1861 o realnosti normél z bodu k elipsoidu.

Nasledujici tfi oddily se tykaji vyznamnych praci o evoluté elipsoidu.

4. Salmonova prace z roku 1863

Pokud vim, jako prvni se evolutou trojosého elipsoidu zabyval George Sal-
mon v praci On the equation of the surface of centres of an ellipsoid.'?3 Vét-
$inou se vSak budu odvolévat na snadnéji dosazitelnou knihu George Salmon-
Wilhelm Fiedler: Analytische Geometrie des Raumes 1. Die Elemente und die
Theorie der Flichen zweiten Grades (4. vyd. 1898), a to hlavné na prvni asi
pétinu kapitoly XI. Von den Invarianten und Covarianten der einfachsten Sys-
teme von Flachen zweiten Grades (strany 320 az 425).

[Salmonovo dilo A Treatise on the Analytic Geometry of Three Dimensions
(1. vydani: Dublin, 1848) i jeho némecky pteklad a zpracovani W. Fiedlerem
(1. vydéani: Leipzig, 1860) vychazely v mnoha vydanich jesté ve dvacatych le-
tech.12 Ze Salmonovych-Fiedlerovych knih se u¢ily generace geometrt, bohu-
zel mélo Geskych. Bydzovského uéebnice Uvod do analytické geometrie (Praha,
1923) je Salmonovi-Fiedlerovi neméalo poplatné obsahem, ale nikoliv naro¢nosti
— v ni je podstatné skromnéjsi. Jeji druhé vydani z roku 1946 a tfeti z roku
1956 skromnost jesté zietelné stupiiuji.)

* * *

G. Salmon na strané 217 s odkazem na Cambridge and Dublin mathematical
journal 5 pise, Ze lze snadno dokézat toto tvrzeni: Kdyz se bodem P elipsoidu
prolozi dva s nim konfokalni hyperboloidy (jednodilny a dvojdilny), tak pdly
tecné roviny elipsoidu v bodé P vici obéma hyperboloidim jsou dva stiedy
kfivosti pro bod P elipsoidu.

Nezda se mi, ze diikaz je ,easy*, zvlasté by bylo tfeba leccos pfipomenout
o triortogondlnim systému kvadrik. Proto od diikazu upustim a spokojim se
jen s mnohem jednodussi rovinnou analogii.

Priisecik P elipsy a konfokalni s ni hyperboly

2 2 2 2
%+Zg—2—1:07 %—%—1:0, A — b =a® 4+ 32 = ¢

123 Quarterly journal of pure and applied mathematics 2(1858), 217-222.
124 Pro 5. anglické vydani I, IT (London, 1912-15) viz recenze v Casopisu pro péstovani
mathematiky a fysiky 43(1914), str. 76, a 49(1920), str. 267-268.

(20)
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maé soufadnice

b
(21) P [@, b }
e’ e
Te¢na v ném k elipse (20) mé za sviij pdl vaéi hyperbole z (20) préavé stied
kfivosti elipsoidu v bodé P. Vskutku, tecna elipsy v bodé P je

(22) Qi

—y—1=0
ae bey

a poléra stiedu kivosti elipsy!?® v bodé P z (21) — tj. polara bodu

2]

ae’ be

— vG¢éi hyperbole z (20) je identickd s (22).

G. Salmon se ve své praci z roku 1858 vyjadioval velmi stru¢né. Ucinit ji
pristupnéjsi by vyzadovalo dlouhé dopliiovani. Proto od néj upustim a spokojim
se jen s nékolika pozndmkami.

Salmonova rovnice je 12. stupné a vyplituje na stranach 220 a 221 celkem asi
4/3 stran, zabira 38 fadk. Jeji odvozeni vyzadovalo naprosto vyjimeénou trpé-
livost, pocetni zkusenost a peclivost. Tisk je bohuzel tak drobny, ze exponenty
se stavaji az nezfetelnymi.

G. Salmon ¢leny své rovnice uspotradal patrné nejlep$im moznym zptisobem.
Vyuzil pfi ném cyklickych zamén

E—=n—(—=¢E, a—pf—=v—=a.

Rédek 1 ze strany 220 a fadky 9 a 10 stejné jako fadky 11 a 12 ze strany 221
se napsanou cyklickou zaménou reprodukuji. Stejné tak se nemeéni trojice fadku
5-7 a 14-16 ze strany 220, jakoz i Sestice radkd 8-13 ze strany 220 a fadka 13—
18 ze strany 221. Konecné se cyklicky reprodukuje dvanact fadku, a to fadky
17-20 ze strany 220 spolu s fadky 1-8 ze strany 221. Vyslovné podotykam, ze
rovnice neni uspoiradana podle stupnii svych cleni.

Je tfeba stale pamatovat, ze pro zkraceni zavadi G. Salmon konvenci a ozna-
¢eni podle této tabulky:
ax by cz a? — b? b? — 2 c? —a?

(23) 3 n ¢ v a B

125 Pro st¥ed kiivosti elipsy viz B. Bydzovsky: Uvod do analytické geometrie (1923),
str. 215.
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Na strané 221 vypisuje jesté rovnice fezu evoluty hlavni rovinou os a, b, tj.
z = 0, a nevlastni rovinou. V obou pfipadech se fez rozpadd ve dvé Cary
6. stupné.

Neni obtizné zjistit rovnici evoluty rota¢niho elipsoidu pfi a = b (pfi zplos-
télém elipsoidu; pfi protdhlém s b = ¢ je situace podobnd).

Rovnice obou plast evoluty napiSeme snadno. Kazdy je 6. stupné. Jeden
plast degeneruje v osu elipsoidu x = 0, y = 0. Je vytvoren témi stiedy kiivosti,
které odpovidaji sméru rovnobézek. M4 tedy rovnici

(24) aS- (22 +4%)° = 0.

Druhy plast vznikne rotaci evoluty merididnové elipsy, protoze rovnici této
evoluty zndme — totiz'26

[a®2? 4+ ?2% — (a® — 02)2]3 +27a%c2(a® — 3)?2?22 =0
— snadno napiSeme i rovnici druhého plasté v Salmonové oznaceni:
(25) (40 + =)’ +272(E2 + %) 2 = 0.

Znésobenim rovnic (24) a (25) dostaneme rovnici evoluty rota¢niho elipsoidu.

Cleny nejvyssiho stupné 12 v ni jsou

(§2+W2)3'(§2+772+C2)3:
(26)
_ (§2+772)6+3(€2+772)5<2+3(52+772)4<4+(§2+7I2)3C6~

Nyni do Salmonovy rovnice dosadime v = 0 a ze zbyvajicich vyberu c¢leny
12. stupné, které jesté rozdélim na &leny se (°, resp. (2, resp. (%, resp. (8. S jis-
tou davkou trpélivosti a pozornosti jsem se presvédcil, ze tyto ¢leny vskutku
dévaji (26). Podobng, jen mnohem snadnéji, jsem se presvédcil, Ze ¢leny nej-
niz&tho 6. stupné v soucinu levych stran rovnic (24) a (25) — totiz (£2 +n?)3 —
souhlasi s ¢leny nejnizsiho stupné v Salmonové rovnici (pfi v = 0 ovSem).

Také rovnici fezu evoluty trojosého elipsoidu jeho hlavni rovinou lze odvodit
pfimo. Udélam to s rovinou os a a b. Zvolim bod E na rovniku
22

X
(27) ﬁ—"_bﬁ_lzo’ z=0.

126 Viz B. Bydzovsky: Uvod do analytické geometrie (1923), str. 215, (29).
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Normala elipsoidu v bodé E lezi ovsem v ekvatoridlni roviné. Polomér R; hlavni
kiivosti elipsoidu v bodé E a ve sméru rovniku je roven jeho poloméru kiivosti
v bodé F, tedy

(28) Ry = (b*a? + a4y2)3.

a*b*
Mnozina prislusnych stfedt krivosti je ovSsem evoluta rovniku se znamou rov-
nicf,’?” uz{vdm v ni Salmonova oznaceni z (23) napravo

(29) [a®z? + b%y* — 72}3 + 27a*b*y*2%y? = 0.

Polomér Ry druhé hlavni kfivosti elipsoidu v bodé E ziskdme z pripomenu-
tého uz vzorce (11)
a?b2c? .. 9 a*v*

RiRy = i pri = i i i

z=0.

Tedy vzhledem k (28) je Ro = % Jednotkovy vektor normdly v bodé rovniku

je

takze druhy stied k¥ivosti elipsoidu v bodé F mé soufadnice (v roviné z = 0)

cc—a oh2 =2
T, by="2

T = Y.
a2

Nyni uz staci, abychom za x a y odtud dosadili do rovnice ekvatoru, a dosta-

neme rovnici ¢ary druhych stfedt kiivosti bodti elipsoidu na roviné jeho rovniku

(zase hned se Salmonovym oznacenim z (23) napravo a s vynechdnim pruhi

nad z, y)

(30) a’a?x?® + b2 3%y — o?B2 = 0.

Spojenim s (28) se kone¢né dostaneme k Salmonové rovnici fezu evoluty elipsoi-
du jeho ekvatoridlni rovinou z = 0 (viz str. 221, faddek 11 zdola — pamatujice
ovSem na stupeni 12 evoluty, takze elipsu (30) je tfeba vzit trojndsobné).

V poslednich fadcich je skryt nedostatek. Byly by tplné, kdybychom védéli,
7e na rovnikové roviné (zy) elipsoidu nejsou zadné jiné sttedy k¥ivosti jeho bod
kromé téch, které patii k bodim na jeho rovniku. Geometricky je to zfejmé.
Proto od ponékud delsitho pocetniho dikazu upoustim; viz ostatné zavér ¢asti
2. Evoluta elipsoidu.

* * *

127 Viz zase B. Bydzovsky: Uvod do analytické geometrie (1923), str. 215, (29).
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Pasaze vyse citovaného vydani Salmonovy-Fiedlerovy knihy (1898), které
jednaji o evoluté elipsy, se jen Castecné shoduji se Salmonovou praci z roku
1858. Predné jejich vychodisko je jiné nez v Salmonové pojednani. Vylozim je
az v ¢asti 7 o Sobotkové prispévku ke studiu evoluty elipsoidu. Také Salmontv-
Fiedleriv zapis jeji rovnice se podstatné lisi od ptuvodniho Salmonova z roku
1858. Autofi vypsali z této rovnice jen ¢ast, kterou nazvali ,hlavni“, aniz by se
zminili, co tim mini. Jen ze souvislosti se d4 usoudit, ze celd rovnice vznikne
cyklickymi zdménami:

a—pB—=>7—=aq T—oY—z—x
pii oznaceni (jako difve) a = b2 —c?, 8 = ¢ —a?, v = a® —b?, a pfi konvenci, Ze
misto ax, by, cz se pise jen z, y, z. Na tuto tfetinu rovnice potiebovali 17 zcela
zaplnénych radku, které psany vedle sebe by mély délku asi 150 cm. Zapis je
velmi nepiehledny, je sestaven podle klesajicich stupnu svych ¢lent.

Ze Salmonovy-Fiedlerovy rovnice (1898) se pii a = b, tj. pti v = 0, kdy je
elipsoid rotacni, musi dostat rovnice jeho evoluty — ktera ovSem je také rotacni
— ve tvaru!?®

f@® +y?%, 2%) =0.

To se mi vSak nepodafilo. RovnéZz selhal muj pokus ziskat ze Salmonovy-
Fiedlerovy ¢astecné rovnice evoluty jeji fez rovinou z = 0 (autofi jeho rovnici
uvadéji na str. 234 dole) a nevlastni rovinou (na str. 235 nahote), kdy jeho
rovnice je tvorena ¢leny 12. stupné rovnice evoluty.

5. Clebschova prace 1863

Problém normal zobecnil Alfred Clebsch v praci Ueber das Problem der
Normalen bei Curven und Oberflichen der zweiten Ordnung.'?® Hned na prv-
nich fadcich pfipomina Salmonovu-Fiedlerovu knihu o kuzeloseckach a praci
Arthura Cayleyho (1821-1895) nazvanou Note sur les normales d’une co-
nique.'3% Problém normal v ni A. Cayley zobectiuje v projektivni tilohu, z niz
specializaci vychéazi ptivodni metricky tikol s pravym thlem, ktery mé svirat
pfimka z jistého bodu s kuzeloseckou ¢i kvadrikou. V prostoru lze Clebschovo
zadani formulovat takto (str. 64; ponechdvam Clebschovo oznaceni):

Mysleme si dvé kvadriky U a V a bod x. Na prvni z nich U se méa nalézt
bod X s touto vlastnosti: Vytvoiime-li z bodu X teény kuzel ke kvadrice V,
pak polarni rovina daného bodu x vici tomuto kuzeli splyva s teCnou rovinou
kvadriky U v bodé X.

A. Clebsch vysetfil podrobné situace, pfi nichz z Sesti feSeni tohoto problému
néktera riiznym zptsobem splyvaji. Cetba jeho prace je naro¢na.

128 7 d@ivodu symetrie nemohou v ném byt liché mocniny soufadnic z, y, z.
129 Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 62(1863), 64-109.
130 Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 56(1859), 182-185.
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Dotknu se jen jejiho § 12 na stranach 99 az 101. V ném A. Clebsch dokazuje,
Ze Sest primek, které spojuji dany bod x se Sesti body X (feSenimi problému),
lezi na kvadratickém kuzeli. Udava fadu jeho vlastnosti a specializuje je pro
metricky pfipad normal. Kratce se k tomuto kuzeli jesté vratim v ¢asti 8.

6. Cayleyho prace 1873

Patrné nejditkladnéji studoval evolutu elipsoidu Arthur Cayley v ¢lanku On
the centro-surface of an ellipsoid.'3' Cayleyho prace vyzaduje zna¢né geomet-
rické védomosti. Hned prvni stranky pfedpokladaji nikoliv jen povrchni sezné-
meni s triortogonalnim systémem kvadrik, kdyz A. Cayley bod na elipsoidu

.I? y2 ZQ

2 rptas!

urcuje eliptickymi parametry £ a 7 pfi
2 2 2 2 2 2
x z x z
+ Ly 1, TR =
a?+¢& P+ E 2+¢ a?+n  b2+n A+n

1.

Vychazeje z parametrickych rovnic evoluty autor ji rozsahle vysetiuje, na-
piiklad podrobné studuje kuspidalni kuzelosecky (kazdy jejich bod je bodem
vratu) evoluty — na takové singularni ¢ary se v Bydzovského Uvodu do alge-
braické geometrie (1948) nedostalo.'3? Pocet téchto kuspidalnich kuZelosecek
urcuje na osm. Na strané 329 sebranych spisi VIII vysSetiuje fez evoluty ne-
vlastni rovinou a se Salmonovym oznacenim dostava tutéz jeji rovnici jako
G. Salmon roku 1858 (viz za¢atek odd. 4 a pozn. 123). Od strany 357 studuje
troje vytvoreni evoluty. V zavéru na stranach 363 az 365 k numerickym hod-
notam poloos elipsoidu udava numerické hodnoty rtznych veli¢in jeho evoluty.

Kdybych mél zcela kratce charakterizovat prace G. Salmona (1858), A. Cleb-
sche a A. Cayleyho, ucinil bych to takto: Po syntetickém Mongeové néznaku
byl G. Salmon patrné prvni, kdo evolutu elipsoidu studoval analyticky (domni-
vam se, Ze pro vysoky stupen 12 spojeny s extrémni komplikovanosti evoluty
byly moznosti syntetického studia omezené; celkova predstava o jejim tvaru
se az vymyka moznostem). A. Clebsch a A. Cayley — oba v rozsahljch, niko-
liv obsahem snadno pristupnych pracich — pokracovali v analytickém studiu,
A. Clebsch v projektivnim zobecnéni, A. Cayley v ptivodni metrické formé.

131 Transactions of the Cambridge Philosophical Society 12(1873), 319-355, viz téz The
Collected Mathematical Papers of Arthur Cayley VIII (Cambridge, 1895), 316—-365.

132 Je sympatické, jak B. Bydzovsky nazval své knihy Uvod do analytické geometrie
(1923), Zdklady teorie determinanti (1930), Uvod do algebraické geometrie (1948). Rad bych
vidél, jak by si s mnoha piiklady z Bydzovského prvni ucebnice poradili dnesni absolventi
vysokoskolského studia ucitelstvi matematiky.
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7. Sobotkuv pFispévek (1914)

Znam jediného Ceského autora, ktery se zabyval evolutou elipsoidu. Je jim
Jan Sobotka: Differencidlni geometrie 11 (Praha, 1914)133 v X. kapitole, odd.
205 Centrdlni plocha elipsoidu (jing nézev pro evolutu) a odd. 206 Jeji rovnice
na stranach 428 az 433.

J. Sobotkovi se kfivdi, je-li vyluéné spojovan se syntetickou geometrii. Patril
sice k jejim predstaviteliim u nas, ale vyborné ovladal i metody analytické. Toto
spojeni bylo dosti vyjimeéné (nejznadméjsim pfipadem je uz nékolikrat vyse
citovany W. Fiedler). Na uvedenych strdnkach se J. Sobotka piedvedl jako
vyborny znalec jak syntetickych, tak analytickych tuvah, které dokézal velmi
ucelné kombinovat.

Vysel z definice stfedt kiivosti, které pouzili uz G. Salmon-W. Fiedler. Je
tfeba si poviimnout, Ze jak G. Salmon (1858), tak pozd&ji G. Salmon-W. Fied-
ler vyslovili definice stfedd kiivosti tak, Ze vibec nezaviseji na diferencialné
geometrickych pojmech.

J. Sobotka synteticky odtvodnuje — a pak analyticky potvrzuje, ze stiedy
kiivosti elipsoidu v jeho bodé P jsou stiedy kouli, které dotykajice se elipsoidu
v bodé P urcuji s nim svazek kvadrik, z jehoz ¢tyt kuzeld tii splyvaji. Pod-
statny rozdil v Sobotkové postupu vuci G. Salmonovi a W. Fiedlerovi je v tom,
Ze zatimco tato dvojice dosla k implicitni rovnici evoluty, J. Sobotka dospél
k jejimu parametrickému vyjadfeni ve tvaru («, 8, v soufadnice)

(a2 +2) (a? + )’
(31) o = = (a2 — b2) (a2 - 02) , g%=..., V= cykl.;

v némz p je trojnasobny a A jednoduchy kofen rovnice, ktera ve vySe zminéném
svazku urceném elipsoidem a kouli uréuje kuzele.

Ptibuznost Sobotkova postupu se Salmonovym-Fiedlerovym lze snadno na-
hlédnout i bez povédomi o jeho obsahu. Zminénou ustifedni bikvadratickou
rovnici (pro degenerované kvadriky svazku uréeného elipsoidem a kouli) s troj-
nasobnym kofenem zapisuji J. Sobotka jako (5) na strané 430 a G. Salmon-
W. Fiedler nahote na strané 334 az na nepatrnou odchylku v oznaceni tiplné
stejné. 134

133 Jsou to litografované zapisy, které ze Sobotkovych prednasek poridili J. Kiizek
a V. Obeslo. JCM, Praha, I. dil: 1909, X+543 stran, II. dil: 1914, VI4+484 stran, III. dil:
1914, VII4506 stran.

134 Mél v této situaci J. Sobotka citovat G. Salmona-W. Fiedlera & nemusil? Na to
mohou byt nazory rizné; ucebnici jisté nelze zaplnit odvolanimi. Protoze v daném pripadé
nejde o elementarni ¢i bézné znadmou zalezitost, soudim, ze zminit se o dvojici autorti mél.
Ostatné ve vSech trech dilech Sobotkovych prednasek jsou citace vic nez vyjimeéné. Nejinak
si poéinal i Vaclav Hlavaty v knize Diferencidini geometrie kiivek a ploch a tensorovy pocet
(Praha, 1937), v knize, kterd méla nahradit Sobotkovy t¥i svazky. Jisté by nebyl pochybil,
kdyby ve tfetim odstavci své pfedmluvy na strané 5 byl uvedl dilo, které tak ¢i onak pouzil,
totiz Luigi Bianchi: Vorlesungen idber Differetialgeometrie (Leipzig, 1899, 2. vyd. 1910).
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Sobotkiv postup se objevi jako velmi pfirozeny, provede-li se nejdiive v ro-
viné. U¢inim tak i se zachovanim Sobotkova oznaceni.

Svazek uréeny elipsou o poloosich a, b a kruznici se stiedem [a, 5] a polo-
mérem R je

2 2
® y 2 2_ o
(32) A-(?Jrﬁfl)Jr(:c—a) +(y—-B)" —R*=0.
K degenerovanym kuzeloseckam svazku vedou anulované derivace podle z a y
(pro¢ rovnici svazku nehomogenizuji tfeti proménnou a nederivuji podle ni,
brzy vysvitne)

(33) AL di(r—a)=0, MNZLiw-p=o0,
které ihned pfepi$i na tvar
(34) (z —a)(A+a?) +aX =0, (y— BN+ %)+ BA=0.

Dosadime-li za A%y a )\z—z z (33) do (32), dostaneme

(35) alz—a)+ By —B)+R*+1=0.

[Pfipomeneme-li si Eulerovu relaci pro homogenni funkci, vidime, Ze (35) na-
hrazuje parcidlni derivaci homogenizované funkce (32) podle t¥eti proménné.]
Kdyz v (35) nahradime = — o a y — 8 podle (34), ziskdme zdkladni rovnici
3. stupné pro parametry degenerovanych kuzelosecek v nasem svazku (32)

2 2 2
B
a?+ X P4+ A
[viz rovnici (5) na strané 430 Sobotkovy knihy IT (1914)]; po odstranéni zlomkd
tedy

A3 _ [a2—|—52—R2—a2—b2} A2
(36)

_{azbz + 822 — (a2 +b2)R2 - azbﬂ A+ a2b2R2 = 0.

Potfebujeme vyjadfit, Ze tato rovnice ma trojndsobny kofen (oznac¢ime jej u).
To lze uc€init zcela elementarné porovnanim koeficientd s tfeti mocninou dvoj-
¢lenu, ale uéinim tak znAmym obecnym navodem: K rovnici (36) pfipojme jeji
prvni a druhou derivaci a ziskdme tak pro tii neznamé a2, 32, R?, pfi nich ma
rovnice (36) trojnasobny kofen, ti linedrni rovnice. Jejich feSeni je mechanické
zéleZitost, proto napisi jen vysledek (trojndsobny kofen znaéim uz pu):

213
o2 = (n+a*)

62 _ (:U’ + b2)3
- a2(a2 _ bz)’

- b2(b2 _ az)'
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Analogie se Sobotkovymi rovnicemi (31) je zfejma.

Eliminujeme-li z poslednich rovnic u, dostaneme rovnici evoluty elipsy ve
tvaru, ktery uvadi B. Bydzovsky.13°

K pruhlednosti Sobotkova postupu prispéje povédomi o teorii svazku ku-
zelosecek. Jedna se o situaci, kterou zachycuje B. Bydzovsky,'36 kdyz jednu
z kuzelosecek ky a ko oskulujicich v bodé O; nahradime kruznici.

8. Chaslesova-Terquemova véta

Sest normdl vedenyjch z bodu k elipsoidu lezi na kvadratickém kuzeli.

Autor nejstarsi prace, v niZ jsem se s touto vétou setkal, je Jacob Stei-
ner: Uber algebraische Kurven und Flichen'” Na strané 346 uprostied ¢teme
o kvadrice: Herr Terquem!3® irgendwo (prolozil Z. N.) zuerst bewiesen hat:
dass aus jedem Punkte, im Allgemeinen, je 6 Normalen auf dieselbe gehen, und
dass solche 6 Normalen jedesmal in einer Kegelfliche zweiten Grads liegen. To
je ovSem origindlni citace, ale u J. Steinera nemize piekvapit. V jeho pracich
a knihéch je tieba odvolani na jiné autory hledat s lucernou.'3® Rudolf Clebsch
(1833-1873): Ueber das Problem der Normalen bei Curven und Oberflichen der
zweiten Ordnung'® p¥i projektivnim zobecnéni hotejsi véty na strané 99 v po-
znamce pod ¢arou stru¢né poznamenava, ze pro normaly vétu dokazal Terquem
a odkazuje na Journal Bd. 49, p. 846 (viz vyse a poznadmka 37).

O sedm roku pozdé&ji piSe Adolphe Desboves (1818-1888): Theorie nouvelle
des normales auz surfaces du second ordre (Paris, 1862) na strané 15: Les six
normales menées d’un méme point a un ellipsoide sont sur un méme cone du
second degré (Chasles). Podle Josef Naas-Hermann Schmid: Mathematisches
Wérterbuch 1, (Berlin, Leipzig, 1961), str. 267, (2. vydani: Stuttgart, 1979) byl
autorem véty rovnéz Michel Chasles.

Nepodafrilo se mi zjistit, kde a kdy M. Chasles a O. Terquem vétu publikovali.

Pro jeji dikaz je nejvic po ruce tento napad: Oznacim ¢; (i = 1,...,6) ty
parametry pat normal z bodu B[, 7, (], které jim p¥isluSeji v parametrickém
vyjadfeni (15) Apolloniovy kubické hyperboly pro bod B. Tyto parametry t;

135 Uvod do analytické geometrie (1923), strana 215 (5. fadek za obrazkem 43).

136 Uyod do algebraické geometrie (1948) na strané 219 s obrazkem 11.

137 Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 49(1855), 333-348.

138 QOlry Terquem (1782-1862) zalozil roku 1855 vibec prvni matematicky referatovy
casopis.

139 Vim, jak spofe vyznamni geometii ze Steinerovy doby citovali své kolegy a jak spoie
byli jimi citovani. Kdyby se nyni sestavil jejich ,citacni index“ a srovnal s dne$nimi, nutné
by vyvstala otéazka: Jak vibec mohli byt vyznamni a jak mohou byt dosud takovi?

140 Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 62(1863), 64-109.
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jsou uréeny rovnici (16) stupné 6, z niz se snadno vyétou jejich zakladni sy-
metrické funkce; z nich — jak zndmo — se da vyjadrit kazda symetricka funkce
argumenti t;.

Souradnice prisecikii nasich Sesti normal s nevlastni rovinou jsou dany pra-
vymi stranami z (15) s ¢; misto ¢; oznacim je x;, y;, z; (¢tvrtou soufadnici 0 lze
nepsat). Nutné a postacujici podminka, aby Sest bodd s danymi soufadnicemi
lezelo na kuzelosecce, je znama:

2 2

Ty Y1 21 1 Y121 z21%1

......................................... =0.
2 2 2

o Ys 26 L6Y6 Y6%6 Z26T6

Dosadime-li za soutadnice x;, y;, z;, mizeme ze sloupctl determinantu vytknout
i R G o N el T e R (abc)8(§n§)4.

Po odstranéni zlomka zbude determinant, ktery je 24. stupné v t;. Ponévadz
je symetricky v t;, musi se dat vyjadrit zminénymi zakladnimi symetrickymi
funkcemi z t;. Dosadime-li za né pfislusné koeficienty rovnice (16), musi se
dostat nula. [Musili jsme Gekat, Ze se z determinantu d4 vytknout & & n & (;
nebot lezi-li bod B v hlavni roving, jdou z néj ¢tyfi normdly v ni lezici a kuzel,
o némz mluvi Chaslesova véta, degeneruje.]

Propocitat determinant 6. stupné, jehoz prvky jsou 4. stupné v t;, je oviem
témér nadlidsky tkol. Ale uz kratka syntetickd ivaha z néj ucini téméi hracku.
Ukéazi to na ponékud modifikované analytické ¢asti dikazu, ktery otiskl Desbo-
ves v knize Théorie nouvelle des normales auzx surfaces du second ordre (Paris,
1862) na stranach 14-16.141

Kdyz z bodu B vedeme normaélu k elipsoidu a jeji patu oznacime P, tak
jeji polarni rovina vici elipsoidu — tj. te¢nd rovina v bodé P — je kolma
k pfimce BP. Ptejme se, co vytvori primka vychéazejici z bodu B a majici
tuto vlastnost: Je na ni bod, jehoz polarni rovina vici elipsoidu je na ni kolma.
Zjistime-li, ze tato pfimka vytvaii kvadraticky kuzel, bude tim Chaslesova véta
dokézana.

141 Ve Vy¢ichlové matematické knihovné CVUT (v roce 1987 byly v posledni chvili jeji

knihy zachrénény ptfed konidSovskou likvidaci) bylo nékolik Desbovesovych pojednani svaza-
nych do jedné knizky: z nich zminéna uz Théorie et problémes sur les normales auz coniques
(Paris, 1861, 53 stran) a pravé uvedend Théorie nouvelle ..., XII+90 stran. Desboves byl pro-
fesorem na Bonapartové lyceu v Pafizi, pojednani vysla ve sbirce Ezxercices pour les classes
de mathématiques spéciales. Knizku by si méli dat pred oci autofi dnesnich nasich ucebnic
stfedoskolské geometrie, aby zietelné vidéli, jak hluboko sklouzli, jaky je rozdil mezi jisté
vybérovym lyceem v Pafizi pred 150 lety a dnesnim vybérovym gymnaziem u nas.
Knizku ptivodné vlastnil profesor deskriptivni geometrie na CVUT Josef Kounovsky. Ve
studijnim roce 1950/51 jsem jako mlady asistent podle knihovni rady vedl knihovnu mate-
matickych tstavit CVUT (pozdé&ji pojmenovand Vyéichlova). Ji J. Kounovsky odkazal svou
knihovnu. Do exemplare Desbovesova svazku, kterym disponuji, jsem tenkrat vpisoval Dar
prof. Dr. J. Kounovského.
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Piimka bodem B¢, 7, (] ma parametrické rovnice (s parametrem u)
(37) r = ¢+ ua, y=n+up, z=(+uy.

Zvolme na ni bod s parametrem ug; jeho polarni rovina je

§+U0ax+77+uoﬂ +C+U0’Yzi

2 72 Y =2 1=0.

Jeji kolmost k zvolené pfimce se vyjadii pozadavkem, aby matice

( §tuoar n+uoB ¢+uoy >
a? b2 c2

a B v

méla hodnost 1. Tento pozadavek vede k rovnicim

ug (b2 — aQ)OzB +b2B¢ — alan =0,
ug (¢® — %) By + Pyn — b2 B¢ = 0.

Po vylouceni ugf a kraceni b?> dostaneme
(a®> = b%)¢aB + (b* — *)EBy + (¢ — a®)nya = 0.
Ponévadz podle (37) je
a:friy=(@-=8:(y—n):(z-0),
tak
(@® =) (=& (y—m+ (1’ =) ey—n)(z =)+ (¢ —a”)n(z= )@ —&) = 0.

Ale tato rovnice znamend kvadraticky kuzel s vrcholem B[, 7, (].

Posledni rovnice je identickd s tou, ke které dosel A. Desboves ve své knizce
na strané 16 jako (6).
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4. Dodatek: Naméty

1. V 2. dodatku Normdly z bodu k elipse jsem psal o Petrovych primkach
a Lauermannovych-Mertensovych kruznicich, pro jejichz body se bikvadraticka
tloha vésti z nich normaly k elipse redukuje na dvé kvadratické; pfipsal jsem,
co dokazal P. Schoute: Tak se tloha rozpada jediné pro body na zminénych
piimkéch a kruznicich (ovSem s vyjimkou trividlniho p¥ipadu, kdy bod je na
oséch elipsy). Vyuzil k tomu existenci 27 pfimek na obecné kubické plose. Mél
by se nalézt elementarnéjsi ditkaz odpovidajici povaze tlohy.

2. Pokusit se o zjednoduseni diikazt jak Lauermannova, tak Mertensova, ze
pro body B na kruznicich

(z F be)® +y* = €2

se uloha vésti z néj normély k elipse

rozpadé na dvé kvadratické. Viz kratky dikaz, ze tutéz vlastnost maji Pelcovy
primky
axr + by =0.

Pro body B v prisecicich Lauermannovych-Mertensovych kruznic s Pelcovymi
primkami museji byt oba rozklady shodné.

3. Malo jsou prozkouméany otazky spojené s normalami rovinnych ¢ar a ploch
stupné vétsiho nez 2. Podle Steinerovych vzorct, o kterych jsem se zminil uz
na zacatku 2. dodatku, lze z bodu k rovinné kiivce 3. stupné vést 9, k plose
3. stupné 21 normél (ve vagnich ,obecnych® piipadech); pro podrobnéjsi tdaje
viz A. C. Cmoropskesckuit — E. C. Crososa: Cnpasowhuk no meopus nao-
cxuz kpuewx mpemvezo nopaoxae (Moskva, 1961), kapitola IV, §3, str. 99.
U téchto utvart se objevuji situace, které u kuzelosecek a kvadrik jsou vylou-
Ceny. Napf. u rovinné kubiky muze byt jeji norméla i jeji te¢nou. Viz k tomu
opét citovanou knihu; autofi v kapitole I na stranach 7 az 28 uvadéji a zakresluji
vSechny typy rovinnych kubik podle zndmé Newtonovy klasifikace z roku 1704.
Na jejich celkem 78 obréazcich je né€kolikrat ¢ara, pro niz je te¢na i normaélou.
Zietelné je to vidét t¥eba na obr. 53 (str. 22), obr. 62 (str. 24), obr. 65 a 66
(str. 25), obr. 69 (str. 26). Z nich reprodukuji obr. 65, 66 jako obr. 5 a 6 se
silnym zakreslenim onéch tecen-normal.
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<

Obr. 5, 6

Pro jejich existenci svéd¢i i kubika degenerovana v kuzelosecku a pfimku (viz
obr. 7), z nichZ se znAmym zptsobem odvodi nezvrhld ¢4ra 3. stupné.

Obr. 7

4. Podobna otazka se tykd primky, kterd je normélou rovinné kubiky ve
dvou jejich rtznych bodech.

5. Literatura, kterd je mi zndma4, jedna az na prilezitostné poznamky jen
o jednom typu stfedovych kvadrik — totiz o elipsoidu. U néj a dvojdilného
hyperboloidu lze o¢ekévat jisté analogie mezi jejich centralnimi plochami. Avsak
u jednodilného hyperboloidu a elipsoidu se rozdily daji ¢ekat, protoze v kazdém
svém bodé€ ma tento hyperboloid zdpornou totalni kiivost. V kazdém bodé P
tohoto hyperboloidu lezi jeho stfedy kiivosti na rtiznych stranach te¢né roviny
v bodé P (oproti elipsoidu a dvojdilnému hyperboloidu); také nemd redlné
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kruhové body. Studium centralni plochy jednodilného hyperboloidu by patrné
nebylo pouhou analogii studia centralni plochy elipsoidu.

6. Zatimco pocet normal z bodu ke stfedové kvadrice je Sest, u obou pa-
raboloidt se snizuje na pét (u kuzelt a valci na étyfi). Evolutu eliptického
paraboloidu (ten ma vSechny body s pozitivni totalni k¥ivosti) podrobné vy-
Setfil Ferdinand Caspary (1853-1901): Die Krimmungsmittelpunktsfliche des
elliptischen Paraboloids.**? V § 3 se mu podafilo zapsat rovnici evoluty ve velmi
uzavieném tvaru. V §4 vysetfil fezy evoluty hlavnimi rovinami i rovinou ne-
vlastni; v §5 uréil body, z nichz nékolik normal k paraboloidu splyva; v §6
studoval singularity evoluty, zvlasté jeji dvojnou ¢aru. Neni mi znama prace,
kterd by se podobné zabyvala hyperbolickym paraboloidem, jenz mé vSude
zapornou kfivost.

7. Analogické tulohy lze formulovat i pfi prostorové ¢are 3. stupné. Dvojice
tecna-normala rovinné kiivky je nahrazena trojici tecna ¢ — hlavni normala n
— binormaéla b anebo rovinami

(t,n) — (n,b) — (b, 1).

Patii k elementarnim poznatktim, ze z bodu jdou k prostorové kubice tii osku-
la¢ni roviny; lezi-li onen bod na plose tec¢en kubiky, dvé oskula¢ni roviny sply-
vaji; lezi-li dokonce na kubice samé, splyvaji vSechny ti¥i. Nedostal jsem se
k praci, kterd by se zabyvala redlnosti téchto oskula¢nich rovin. Omluvou mi
muze byt, Ze rozsah literatury o algebraickych prostorovych kiivkach je az ne-
prehledny.

8. Existuji k Barisienovym relacim (viz zavér 2. dodatku: Normdly z bodu
k elipse) prostorové analogie aspoii pro nékteré kvadriky?

9. Jan Sobotka: Prostorovd obdoba Steinerovy paraboly'*® je prace, ktera
pfimo vyzyva k dalsimu hledani prostorovych analogii k problémtm, v nichz
vystupuje Steinerova-Pelcova parabola.

10. Existuji i pro elipsoid utvary analogické k Pelcovym primkéam a Lauer-
mannovym-Mertensovym kruZnicim (ov§em mimo trividlni pfipady)? Jinymi
slovy: kdy se tloha 6. stupné o normalach z bodu k elipsoidu rozpada tfeba na
tfi kvadratické?

142 Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 81(1876), 143-192.

143 Rozpravy Ceské akademie, IT. ti. matematicko-ptirodnicka 23(1914), ¢. 47, 1-18; v né-
mecké verzi Das rdumliche Analogon der Steiner’schen Parabel, Bulletin International Aca-
démie Tcheque des Sciences 19(1914), 330-350.
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F. Zavérem

Kdyz se nyni po vice nez Sedesati letech divam na Seiferttiv seminaf zpatky,
nemohu se ubranit nékolika poznamkam.

Témata seminéfe i zplisob, kterym je L. Seifert podaval, tkvéji v 19. stoleti.
Do seminaie nedolehly ohlasy novéjsich geometrickych smérti, zvlasté nikoliv
teorie konvexnich utvari a diferencialni geometrie ve velkém, rovnéz ne pro-
jektivni nebo afinni diferencialni geometrie. Ponecham zcela stranou ¢asopisec-
kou literaturu a jen kratce ztistanu u knizni. L. Seifert se ani nezminil tfeba
o téchto knihach: Wilhelm Blaschke: Kreis und Kugel,'** W. Blaschke: Vor-
lesungen iiber Differentialgeometrie I,'*> Tommy Bonnesen (1873-1935): Les
problémes des isoperimétres et des isépiphanes (Paris, 1929), T. Bonnesen —
Werner Fenchel (1905-1988): Theorie der konvezen Korper.'4® Zcela stranou
zustaly vysledky Blaschkeovy skoly o afinni diferencidlni geometrii. Totéz plati
o projektivni diferencidlni geometrii (viz ¢ast VI), t¥eba alespori néco malo z
knihy Guino Fubini (1870-1943) — E. Cech: Introduction d la géométrie diffe-
rentielle projective des surfaces (Paris, 1931) by byvalo vhodnym semindrnim
nameétem.

Své namitky dolozim piikladem. V tloze 1 ze Seifertova seminare se maji
nalézt v roviné dané elipsy takové body V', z nichz teény vedené k elipse sviraji
dany thel a. Mohu si myslit, ze jsem kolem dané elipsy polozil uzavienou
gumovou hadi¢ku a hrotem V ji napinal tak, aby pfi vrcholu V stéale tvortila
thel «. Od této formulace je uz jen maly krucek k jeji obméné: Gumovou
hadicku schopnou natazeni nahradim provazkem nemeénné délky se svazanymi
konci, ktery ma pevnou délku d. Hrotem V' provazek napnéme a ptejme se: Kdyz
se bude bod V pohybovat, jakou ¢aru vytvori? Obé otézky, jak prvni Seifertova
s pevnym tthlem «, tak druhé s pevnou délkou d, jsou jisté srozumitelné i stu-
dentovi.

Vidéli jsme, Ze odpovéd na Seifertovu otdzku nebyla zrovna jednoduché. Je
tomu s druhou otdzkou podobné&? Ano, odpovéd opét vyzaduje jisté usili.

Poskytuje ji véta, kterou publikoval John Graves (1806-1870) ve svém pie-
kladu z francouzstiny (vim o ném jen z literatury) Chaslesovy prace: Two geo-
metrical memories on the general properties of cones of the second degree and
on the spherical conics (Dublin, 1841): Zvolme dvé konfokélni elipsy e a F,
prvni v druhé. Na vnéjsi elipse E zvolme bod V a vedme z né&j teény k vnitini

144 Leipzig, 1916, reprint 1949, 2. vydani: Berlin, 1956, rusky pieklad: Moskva, 1967;
recenzi 1. vydani napsal Bohuslav Hostinsky, viz Casopis pro péstovani matematiky a fysiky
47(1918), 43-44; viz, co jsem o jejim autorovi pfipojil uz na zac¢atku v odd. A, str. 111.

145 Berlin, 1921, 2. vydani 1924, 3. vydani: podstatné rozsifené a piepracované 1930,
4. vydani: 1945. Od W. Blaschkeho je také vyborny informativni ¢lanek Aufgaben der Dif-
ferentialgeometrie im Grossen, Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft
15(1916), 62-69.

146 Berlin, 1934, reprinty: 1948, 1974, anglicky preklad: 1987.
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elipse e; jejich dotykové body ozna¢me T} a Th. Soucet délek tise¢ek V1 a VT
a delsiho z obloukt 7775 elipsy e je konstantni, tj. nezévisly na volbé bodu V'
na elipse E. (Uzivajice pozdé&jsi terminologie bychom mohli napsat: Konvexni
obal bodu V' € E a elipsy e mé konstantni délku své hranice). Hned si v8im-
néme: kdyby se elipsa e smrstila v tsecku spojujici ohniska, jednalo by se o
starou znamou zahradnickou konstrukci elipsy.

Maji zahradnicka a Gravesova konstrukce prostorové analogie? Ano, uvedu
je v nejvétsi strucnosti. K zahradnické konstrukei elipsy ji objevil Otto Staude
v &lanku Ueber Fadenconstructionen des Ellipsoides™” a v knize Die Foca-
leingenschaften der Flichen zweiter Ordnung (Leipzig, 1896).148 Ke Gravesové
vété pak Ferdinand Gonseth (1890-1975): Un théoréme relatif a deuz ellipsoides
confocaux.'49

Gonsethova analogie se popiSe jednoduse se znalosti pojmi z teorie kon-
vexnich téles: Integral stfedni kiivosti kapucovitého télesa urceného elipsoidem
a bodem V mimo néj ziistava konstantni, kdyz bod V se pohybuje po elipsoidu
konfokalnim s danym.

Druhd vytka se tyka literatury. V citacich a odkazech byl L. Seifert vic nez
skoupy. Nevzpominam si, Ze by byl nékdy do seminafe prinesl néjakou praci
a aspon jeji ¢ast komentoval nebo doplioval. Pfimo se k tomu nabizely dva
prehledy po mnoha oblastech geometrie véetné jejich souvislosti: Felix Klein:
Vorlesungen tiber hohere Geometrie,'* David Hilbert a Stephan Cohn-Vossen:
Anschauliche Geometrie.'5!

Ale naopak: Seifertovu semindfi za mnoho vdééim. Riznost témat velmi
zvySovala jeho zajimavost a priméla mé podivat se vice na fadu geometrickych
oblasti, kterym L. Seifert vénoval svou pozornost. Bez prehanéni mohu napsat,
ze Seifertovy seminafe a prednasky mi poskytly zaklad, ktery jsem v pozdéjsich
prednéskach a seminafich B. Bydzovského uz jen doplioval.

Ostatné mij prvni uvefejnénny ¢lanek O poldrnich kiivkdch prostorové ku-
biky1®? mél ndmét ze Seifertova seminaie (tilohy 6 a VI). Ptispévek byl vyta-

147 Mathematische Annalen 20(1882), 147-185.

148 Pro vystizny popis Staudeho slozitéjsi konstrukce viz Friedrich Schur: Nachruf auf
Otto Staude, Jahresbericht der deutschen Mathematiker Vereinigung 40(1931), 219-223.

149 1’enseignement mathématique 19(1917), 324-325, a Bulletin des sciences mathéma-
tiques 42(1918), 177-180, 193-194.

150 Berlin, 1893, 3. vydani podstatné prepracoval W. Blaschke roku 1926; reprint 1968,
rusky preklad: 1939.

151 Berlin, 1932, anglicky pteklad: 1999, rusky pieklad: 1981.

152 Casopis pro péstovani matematiky a fysiky 75(1950), D131-D139.
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Vy¢ichlo mi jej uznal za pisemnou praci k II. statni zkousce z deskriptivni geo-
metrie. Kdybych si nebyl podrobné prepisoval, dopliioval a hlavné propocitaval
ulohy ze Seifertova seminafe, nevim, zda bych byl zvladl téma, které mi v pro-
sinci 1949 dal Eduard Cech k disertaci pro doktorat (vice v éasti o E. Cechovi).

Seminar byl tydné 2 hodiny, tedy za semestr jisté ne vic nez 25 hod. Tuto
kratkou dobu dokazal L. Seifert dokonale vyuZit, s naroky na své posluchace se
ovSem pfili§ neomezoval. Rad bych vidél, jak by v Seifertovu seminafi obstali
nynéjsi studenti ucitelstvi matematiky na gymnaziich.

L. Seifert byl mym prvnim profesorem geometrie na vysoké skole. I po vice
nez Sedesati letech na ného rad vzpominam.
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