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ZAHRADNIKOVY KRATSI STUDIE
O SPECIALNICH KRIVKACH A JEJICH BODECH

V této kapitole naznac¢ime obsah kratsich Zahradnikovych studii, v nichz
vySetfoval specidlni rovinné algebraické kiivky vyssich stupni, zejména jejich
projektivni a metrické vlastnosti a konstrukce. Jedné se o 26 pfispévki, které
publikoval od pocatku sedmdesatych let do konce devadesatych let 19. stoleti
cesky, némecky a chorvatsky.

Svoji pozornost zaméril zejména na Descartav list, kardioidu, kisoidu, lem-
niskatu a strofoidu.’ Nejcastéji se vénoval konstrukcim k¥ivek, jejich tecen, nor-
mal, oskulac¢nich kruznic a jejich stredi k¥ivosti, hledani nejriiznéjsich involuci
a transformaci. Tyto jeho prace obvykle nepfinasely nové podnétné myslenky
a puvodni vysledky, ale postupné rozsifovaly pocet detailné prostudovanych
krivek. Karel Zahradnik, ovlivnény Emilem Weyrem, nasim nejvyznamnéjsim
predstavitelem projektivni geometrie druhé poloviny 19. stoleti, nejprve uzival
pii studiu cisté syntetické pristupy, které vyzadovaly znac¢nou matematickou
invenci a intuici a na dnesni dobu velmi rozsahlé znalosti geometrie. Postupné
je vsak zacal v souladu s trendy némeckych, italskjch a francouzskych praci
nahrazovat nazorngj$imi piistupy analytickymi a algebraickymi.?

Zahradnikovy prace zapadaly do trendu ceské geometrie sedmdesatych az
devadesatych let 19. stoleti, kdy se fada nasich geometru soustiedila pravé na
studium algebraickych kiivek a ploch a na vyzkum jejich specialnich vlastnosti
syntetickymi, algebraickymi a analytickymi metodami.®> Kdyby bylo mozné
dat na vahy dumyslnost syntetickych a analytickych metod v jejich pracich,
prvni by vysoce prevazily. Pravé obtiznost ovladnuti syntetickych metod je
hlavni pfi¢inou malého zajmu o vysledky nasich geometrti, navic se na konci
19. stoleti syntetické pristupy vycerpaly a geometrie se vydala jinym smérem.

Cissoida

Prvni kiivka, kterd upoutala Zahradnikovu pozornost jiz na poc¢atku jeho od-
borné kariéry a k jejimuz studiu se opakované vracel, byla cissoida (tj. obecna
cissoidéla), resp. Dioklova cissoida.*

! Stru¢né hodnoceni nékterych Zahradnikovych praci lze nalézt v [Be3], [Be5], [Le] a [Vol].

2 O vlastnostech kiivek a historii jejich studia viz [BL], [Lo], [SS], [Re] a [Te].

3 Touto problematikou se ve druhé poloviné 19. stoleti a v prvni tietiné 20. stoleti zaby-
vali C. Jarolimek, F. Machovec, A. Panek, M. Pelisek, K. Pelz, B. Prochazka, J. Sobotka,
A. Strnad, A. Sucharda, J. S. Vanécek, M. N. Vanécek, Em. Weyr, Ed. Weyr aj. Viz [Bel]
a [BBS].

4V souladu se Zahradnikovou terminologii budeme pouzivat jeho oznaéeni cissoida misto
dnesniho terminu kisoida. Cissoidou dvojice kiivek m a n pro pdél P rozumime mnozinu
bodu X, pro néz plati |PX| = |PL| — |PK]|, kde K, resp. L je prusecik libovolné polopfimky
svazku bodu P s kfivkou m, resp. n. Poznamenejme, zZe je-li jednou z krivek kruznice

2 2
o rovnici (x - %) +92 = (%) , druhou pfimka z = a a pélem bod P = [0,0], potom
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Obrazek 1. Obecné cissoida a Dioklova cissoida

Roku 1873 proslovil Karel Zahradnik na zasedani matematicko-pfirodovédné
tfidy Kralovské ceské spolecnosti nauk prednasku, ktera vysla v témze roce
tiskem v Casopisu Sitzungsberichte der koniglichen bohmischen Gesellschaft der
Wissenschaften pod ndzvem Kiivky cissoidalné [Z4]; v nésledujicim roce byla
v Casopisu Archiv der Mathematik und Physik otiSténa jeji némecka verze pod
nazvem Cissoidalcurven [Z10]. Zahradnikovou inspiraci ke studiu cissoidy byly
dva c¢lanky, v nichz Emil Weyr popsal a syntetickymi metodami dokézal za-
kladni vlastnosti kiivek tietiho stupné s jednim dvojnisobnym bodem.?

Misto obvyklé kruznice a jeji tecny, z nichz se odvozuje klasicka Dioklova
cissoida, Karel Zahradnik uvazoval libovolnou kuzelosecku a jeji secnu a uzitim
analytické geometrie dokazal, ze mnozina bodu, jejichz vzdalenosti d od pélu O
(libovolny bod kuzelosecky) se rovnaji délkdm tsecek, jejichz krajni body ziska-
me jako pruseciky polopfimek svazku bodu P s kuzeloseckou a jeji sec¢nou,
tvofi kiivku tretiho stupné ¢tvrté tfidy. Protoze jeji vznik je analogicky vzniku
Dioklovy cissoidy, nazval ji cissoiddlou (resp. Cissoidalcurve). V némecky psa-
ném ¢lanku [Z10] jesté popsal asymptoty cissoidaly pro pfipad, ze kuzeloseckou
je hyperbola, parabola, resp. elipsa.b

mnozinu bodd, jejichz vzdalenosti d od bodu P se rovnaji délkam tsecek, jejichz krajni body
jsou pruseciky polopfimek svazku bodu P s vySe uvedenou kruznici a pfimkou, nazyvame
Dioklovou cissoidou. Analytické vyjadieni této kiivky v kartézské soustavé sourfadnic je dano

rovnici y2 = £, kde z € (0,a), resp. parametrickym vyjadienim x = 1‘:_%, = 1‘:_%,
kde t € R. Viz obrazek 1. Poznamenejme, ze nazorné obrazky kfivek byly vytvofeny pomoci
programu GeoGebra. Obrazky Zahradnikovych konstrukci byly prevzaty z jeho praci.

5 Viz Em. Weyr: Zur Geometrie der Curven dritter Ordnung, Sitzungsberichte der
koniglichen bohmischen Gesellschaft der Wissenschaften 1870, 1. Abth., str. 43—48, Geo-
metrische Mittheilungen I., II., Sitzungsberichte der mathematisch-naturwissenschaftliche
Classe der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien 61(1870), 2. Abth., str. 651,
731-738, 768, 819-827. Pripomenme, ze kfivku tfetiho stupné s dvojnasobnym bodem
miizeme popsat rovnici az® + ba2y 4 cxy? + dy® + ex? + fry + gy? = 0, z éehoz vyplyva, ze

ji mizeme zadat Sesti body a bodem dvojnasobnym.
6

23

... hat die Cissoidalcurve im ersten Falle drei reelle Asymptoten, im zweiten Falle zwei
der reellen Asymptoten fallen zusammen, im dritten Falle besitzt sie eine reelle und zwei
imagindre Asymptoten. Viz [Z10], str. 10.
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Zahradnikiv pristup ke konstrukei cissoidaly zminil v roce 1908 slavny por-
tugalsky matematik Francisco Gomes Teixeira (1851-1933) v prvnim dile dvou-
dilné francouzsky psané monografie [Te|, v némz pojednal o rovinnych algeb-
raickych kiivkach a jejich vlastnostech. V tvodu svoji studii charakterizoval
takto:

Comme dans [’édition précédente, nous étudions la forme, la construction,
la rectification et la quadrature, les propriétés et l’historie de chaque courbe;
nous considérons les relations de chaque courbe avec les autres; nous indiquons
les problemes ot les courbes étudices apparaissent; etc. Les auteurs de chaque
question considérée sont mentionnés, quand cela nous a €té possible.

F. G. Teixeira peclivé analyzoval prace vice nez dvou stovek matematik,
ktefi vyznamnéjsim zpiisobem prispéli ke studiu rovinnych algebraickych kii-
vek; nalezneme mezi nimi i étyfi z ¢eskych zemi (K. Durege (1 prace), V. Jefa-
bek (1), Em. Weyr (2) a K. Zahradnik (1)). Zahradnikové préci [Z10] pojed-
névajici o konstrukei cissoidaly vénoval dokonce samostatny paragraf (viz [Te],
str. 18 az 20), v némZ podrobné popsal jeho definici a konstrukei této kiivky.
Vyklad zakonéil slovy:

... la condition nécessaire et suffisante pour qu’une cubique ayant un point
double a distance finie soit la cissoidale d’une conique et d’une droite c’est
qu’elle posséde, a distance finie, une seule asymptote ou trois asymptotes dis-
tinctes ... ([Te], str. 20),

kterd jasné a stru¢né shrnuji nejdilezitéjsi vysledek Zahradnikovy prace [Z10].

Je zajimavé, ze Zahradnikovu konstrukci cissoidaly, jeho volbu soustavy
soufadnic umoznujici rychlou klasifikaci ,cissoidaly“ podle typu rfidici kuzelo-
seCky a snadny popis asymptot ocenili v roce 1961 rusti autofi A. S. Smogorzev-
skij a E. S. Stolova, ktei{ v [SS]” napsali:

Hocmpoenue yuccoudvr ... MOHCHO 0bobuyums caedyouyum obpazom. Ecau
na npamuz L nyuxa [O] omaoxcums ompesku OM, pasnne OA+OB (¢ yuemom
Hanpasaenus ompeskoa), z0e A u B — mouku nepecevenus npamot | ¢ dsyms
OGHHBLMYU KPUBWLMU T, U 1L COOMEEM cmeenHo, mo mouku M obpasyiom kpu-
8Y10 Z, yuccoudarvhyio uil Yuccoudaab OAT KPUSHLT M U N OMHOCUMENLHO
mouku O. Kacameavnwie x Z 6 mouxe O nporodsm wepes mouky NepeceydeHus

7 [SS] je ruskd monografie pojednéavajici o teorii kiivek tietiho fadu a popisujici jejich
vlastnosti. Poskytuje prehled nejdulezitéjsich vysledku z teorie rovinnych kfivek a prinasi od-
kazy na puvodni préace, které zarazuje do historického kontextu. Nejedna se vsak o klasickou
historickou studii, ale o prehledovou matematickou praci. Je v ni citovano 658 praci vice nez
dvou stovek matematikd, mezi nimiz nalezneme 17 matematikti ptsobicich v nasich zemich
(K. Bobek (1 prace), O. Biermann (1), B. Bydzovsky (8), E. Czuber (4), K. Durege (6),
W. Fiedler (2), V. Jefabek (3), S. Kantor (2), K. Kiipper (2), K. Metelka (1), K. Petr (1),
K. Pelz (1), F. Vy¢ichlo (1), J. Vysin (1), Ed. Weyr (2), Em. Weyr (13) a K. Zahradnik (13)),
dale odkazuje na 343 praci, mezi nimiz je uvedeno 9 p¥ispévki nasich autori (K. Durege (1),
V. Jefabek (2), B. Hostinsky (1), F. Sedlak a L. Kosmaék (1), J. Sobotka (1), Em. Weyr (1)
a K. Zahradnik (2)). Zahradnikovy vysledky jsou citovany v paragrafech o transforma-
cich kiivek tretiho fadu, o specidlnich kfivkach (cissoida, cissoiddla, strofoida, Descartiv
list, fokéla). Vesmés jsou pfipomindny jeho drobnégjsi pfispévky vztahujici se k duvtipné
parametrizaci kfivek nebo k vysetfovani specidlnich trojic bod.
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aunui mou n. Kpueyw Z nasweatom unozda yuccoudol 3azpaonuka. ([SS],
str. 191)

Poznamenejme, ze v [SS] je ocefiovan i Zahradnikiv pfistup k zavedeni
a studiu Dioklovy cissoidy otistény v ¢lanku FEinheitliche Erzeugung der be-
kannten rationalen Kurven dritter Ordnung als Zissoidalen [793].8

Zakladni definice obecné cissoidély, jeji parametrické vyjadieni, charakteris-
tiky jejich vlastnosti a moznosti jeji konstrukce jsou pfipomenuty i v prehledné
monografii [BL]? (viz str. 200-201), kde je jako dopliujici studijni literatura
uvedena prace Schulze von Strassnitzkého Ueber die Cissoide der Kurven (1830),
Peanova studie Applicazioni geometriche del calcolo infinitesimale (1885) a Za-
hradnikova studie [Z10].

Vlastni Zahradnikovu konstrukeci popisuji autofi v samostatném paragrafu
nazvaném Cissoide de Zahradnik ([BL], str. 209-210), ktery zacinaji slovy:

Zahradnik a déemontré que les cubiques unicursales, c’est-a-dire celles qui
ont un point double, un point isolé ou un point rebroussement, peuvent étre

déduites des coniques, comme la cissoide de Dioclés est déduite du cercle ...
([BL], str. 209)

Podrobnou analyzu drobnych nedostatkt a pochybeni Zahradnikova prispév-
ku [Z10]1° zakonéuji slovy:

Ceci nous conduit a dire, contrairement a un résultat de G. de Longchamps
que les cubiques unicursales qui admettent une asymptote au moins a dis-
tance finie, ne peuvent pas toujours étre construites comme cissoides de Za-
hradnik; il faut de plus que leur point double soit a distance finie. De cette
analyse, nous pouvons conclure que toute cubique circulaire unicursale peut
étre considérée comme cissoide de Zahradnik par rapport a un cerle, un point
de ce cercle et une droite. ([BL], str. 210)

Piipomenime na zavér hodnoceni préce [Z4], resp. [Z10], Ze se roku 1899
Karel Zahradnik k tématu konstrukce cissoidaly vratil ve francouzsky psaném
prispévku nazvaném Contribution & la théorie des cubiques cuspidales [Z84],
ktery byl otistén v casopise Nouvelles annales de mathématiques.'® Francouz-
sky text Zahradnikovy konstrukce a jeho parametricky popis cissoidaly oce-

8 Podrobné hodnoceni [Z93] je uvedeno v ptredchozi kapitole. Vice viz [SS], str. 192.

9 Monografie [BL] z roku 1970 poskytuje solidni piehled teorie specialnich kfivek a ploch.
Jeji autofi pripominaji jen prace obsahujici puvodni vysledky, které zarazuji do casového
sledu; soustieduji se zejména na studie z 19. stoleti a po¢atku 20. stoleti, které byly uveiej-
nény ve vice nez Sedesati svétovych casopisech. Cituji pfiblizné ¢tyti stovky autort (napriklad
A. Cayely, L. Cremona, M. Chasles, G. Longchamps, J. Pliicker), mezi nimiz nalezneme sedm
matematikt puisobicich v ¢eskych zemich (K. Durége (2 préace), V. Jefdbek (1), S. Kantor (1),
A. Salaba (1), Ed. Weyr (1), Em. Weyr (4) a K. Zahradnik (4)).

10 Jedna se o specialni piipady, kdy Zahradnikovu konstrukci nelze elementirnim zpu-
sobem pouzit. Autofi uvedli: ... il s’ensuit que la génération des cubiques unicursales due
a Zahradnik ne peut conduire qu’a des cubiques unicursales ayant au moins une asymptote
a distance finie ... Ainsi les cubiques unicursales qui ont la droite de linfini pour tangente
d’inflexion ne peuvent pas étre obtenues par la génération de Zahradnik. (viz [BL], str. 209)

11 Prace [Z84] je analyzovana v piedchozi kapitole.
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nil v roce 1902 Gino Loria v monografii [Lo| (viz jeho druhd pozndmka na
strané 28).

Dne 4. ¢ervence 1873 mél Karel Zahradnik na zasedani matematicko-pfirodo-
védecké sekce Kralovské ¢eské spolecnosti nauk prednasku Theorie der Cissoide
auf Grundlage eines rationalen Parameters, kterd vysla v Casopisu Sitzungs-
berichte der koniglichen bohmischen Gesellschaft der Wissenschaften jako prace
[Z5]. Inspirovan rozsahlejsimi pracemi Emila Weyra o racionalnich kfivkach,
jejich parametrizaci a vySetfovani vlastnosti'? nejprve uzitim racionalni sub-

stituce y = %33 nahradil klasickou rovnici cissoidy y = x, /-2, kde = € (0,a),

a—zx’
u(liuz)’ kde u € R. Pak typickymi
synteticko-analytickymi metodami studoval jeji vlastnosti (vzdjemnd poloha
primky a cissoidy, odvozeni rovnice te¢ny z vnéjsiho bodu cissoidy, involuéni
vztahy dotykovych bodti, vzajemna poloha cissoidy a kruznice, polomér a stied
oskula¢ni kruznice, rovnice normaly apod.).

parametrickym vyjadrenim x = %5, y =

Zahradnikiv ¢ldnek [Z5] byl jeho prvni rozséhlejsi studii, které se dostalo
vétsi pozornosti, nebot jeji velmi podrobnou recenzi uverejnil v referativnim ca-
sopisu Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik A. Maynz, stfedoskolsky
profesor z Ludwigslustu, ktery vice méné pravidelné recenzoval némecky psané
préace zafazované do oddilu Analytische Geometrie der Ebene a Andere specielle
Curven. Ocitujme jeho slova v plném znéni:

Der Verfasser ersetzt zundchst die Gleichung der Cissoide

y? = -
a—x
durch folgende beiden Gleichungen:
a a
rT=—-7 = ——5
1+ u?’ 4 u(l 4 u?)

unter den Verdnderlichen x,y,u; wo u die Cotangente des Winkels ist, den der
Radius vector aus dem Coordinatenanfang nach dem Punkte (xzy) mit der Aze
OX bildet. FEine beliebige Gerade

mx+ny =1
trifft die Cissoide in 8 Punkten deren zugehdhrige uw Wurzeln der Gleichung
ud + (am + Du+an =0

12 Em. Weyr: Geometrische Mittheilungen I., II., Sitzungsberichte der mathematisch-
naturwissenschaftliche Classe der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien 61(1870),
2. Abth., str. 651, 731-738, 768, 819-827, Uber rationale Curven, Sitzungsberichte der
koniglichen béhmischen Gesellschaft der Wissenschaften 1872, 2. Abth., str. 9-43, 77, 81,
Uber Durchschnittspunkte von Focalen mit Kreisen und mit Lemniscaten, Sitzungsberichte
der koniglichen bohmischen Gesellschaft der Wissenschaften 1873, str. 166-171.
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sind. Aus dieser Gleichung folgt dass, wenn uy, us, ug, 8 Punkten der Cissoide,
die in gerader Linie liegen, angehorigen, die Gleichung besteht: ui+us+us = 0.
Setzt man uy = us = u, so wird diese Gerade Tangente in u, und schneidet
in ', wofern 2u +u’ = 0. Sehr leicht ergiebt sich dann: Schneidet man die
Cissoide mit zwei Geraden P und P’, und verbindet je einen Schnittpunkt der
einen Geraden mit je einem Schnittpunkte der andern Geraden, so schneiden
diese Verbindungslinien die Cissoide in 3 Punkten, die wieder auf einer Ge-
raden liegen. Dies wird dann zur Construction der Tangente an die Cissoide
in einem Punkte u(xy) angewandt in der Voraussetzung, dass die Curve fer-
tig gezeichnet vorliegt. Darauf folgt eine Tangentenconstruction, die aus der
Gleichung v’ = —2n gefolgert wird, und nur die bestimmten Elemente der Cis-
soide als gegeben annimmt. Weiterhin folgt das Bekannte von den successiven
Tangentialpunkten. Es wird nun die Gleichung einer Sehne durch zwei Punkte
der Cissoide u; und uy gegeben:

y(ur + uz)urug — (14 ugug +ud +u3) +a =0,

woran sich die Betrachtung von Involutionen auf der Cissoide und von Tangen-
ten durch einen beliebigen Punkt, deren drei sind knipft. Ein beliebiger Kreis
trifft die Cissoide ausser in den unendlich fernen Kreispunkten noch in vier
anderen, fir welche

U + U + ug + ug = 0,

woraus Mehreres gefolgert wird. Fir den Krimmungskreis in u hat man
Uy = Uy = Uz = U;
und setzt man uy statt uyg, So ist
3u+uy =0.

Dies fiihrt leicht zur Gleichung der Evolute. Es wird nun die Gleichung 6*°®
Grades fir n hergeleitet, deren Wurzeln den Fusspunkten der 6 Normalen
entsprechen, die von einem beliebigen Punkt (xy) auf die Cissoide gefdllt wer-
den kénnen, und gezeigt, wie man durch Annahme zweier Fusspunkte, denen u,
und uy entsprechen mégen, und die dann (xy) bestimmen, durch eine Gleichung
4ter Grades auf die tibrigen Fusspunkte gefiihrt wird. Die Resultate ergeben sich
tberall dussert leicht, und auch hierher gehorige Fragen der Integralrechnung
lassen sich nach der Methode des Parameters u unschwer behandeln.'

Zahradnikovu préci [Z5] pfipominaji v soupisu zakladni literatury vztahu-
jici se ke konstrukei a vlastnostem tzv. ,cissoide oblique* i autoti [BL] (viz
bibliografie na strané 223), ktefi napsali

Cissoide oblique. — Définition. — Cubique circulaire ayant un point de re-
broussement. Cette courbe de troisiéme classe. Toute cubique circulaire de

13 Recenze A. Maynze uvefejnéna v referativnim éasopisu Jahrbuch iiber die Fortschritte
der Mathematik 6(1874), str. 441.
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troisiéme classe est un cissoide. Construction. — La construction de la cissoide
oblique se déduit immédiatement du théoréme de Zahradnik sur les cubiques
unicursales ... ([BL], str. 210)

Dodejme pro uplnost, ze némecky psanou studii [Z5] Karel Zahradnik roku
1895 znacné rozsiril, vyrazné prepracoval a uverejnil chorvatsky pod nazvem
Dalnji prilog teoriji cisoide [Z70].

V roce 1876 uverejnil v ¢asopisu Archiv der Mathematik und Physik v rubrice
Miscellen prvni ¢ast ¢lanku Beitrag zur Theorie der Cissoide [222], kterou o dva
roky pozdéji doplnil pokracovanim nazvanym Weiterer Beitrag zur Theorie der
Cissoide.

V prvni ¢asti dvoustrankového prispévku hledal obalku tzv. tétiv krivosti cis-
soidy (die Umhiillungscurve der Kriitmmungssehnen). VySel ze zndmého para-
metrického vyjadieni cissoidy

a
r=-——7:,
14 u?

- a
Y= ul+wd)

kde u € R (u je kotangenta velikosti tthlu, ktery svird priivodi¢ bodu cissoidy
s kladnym smérem osy x) a ukdzal, ze spojnice dvou bodli u; a us cissoidy ma
analytické vyjadreni

urug(uy + ug)y — (14 u? + ugug +ul)z +a = 0.

Pak uvedl podminku, kdy ¢tyfi body wy, us, us, us cissoidy lezi na jedné
kruznici (tj. pro kotangenty velikosti uhlt plati u; + us + ug + ug = 0).
Uvazoval jednoduchy ptipad, kdy vznikla kruznice je oskulacni kruznici cis-
soidy v bodé€ us a polozil us = uz = uy = u. Potom vySe uvedend rovnice
prejde v rovnici 3u + u; = 0 a spojnice bodi u; a ug, tj. tétiva krivosti, je
popsana rovnici 6uy — (1+ 7u?)x +a = 0. Jejim derivovanim podle u a uzitim
substituce u = % obdrzel rovnici k¥ivky, ktera je obalkou tétiv kiivosti

343 23
Y=Vaoz3 Va—z

Je zfejmé, Ze je to opét cissoida, a sice afinni s ptivodni cissoidou.

V druhé ¢4sti prace [Z22], kterou sepsal jiz v dobé svého ptisobeni v Zahiebu,
studoval tzv. teénovy trojuhelndk cissoidy (des Berithrungsdreieck) s konstatnim
obsahem, tj. trojihelnik, jehoz strany lezi na te¢nach cissoidy vedenych z libo-
volného bodu jeji roviny a jeho vrcholy jsou priiseciky téchto tecen a cissoidy.!*
S vyuzitim analytické geometrie a determinantti dokéazal dvé véty:

14 Piesnd definice tecnoveho trojihelniku v praci [Z22] neni uvedena, objevila se az v chor-
vatsky psané praci [Z51], resp. jeji Ceské ¢i némecké verzi [Z54] a [Z60]. V &eské verzi je nové
pouzit termin trojuhelnik styku. Dopliime pro uplnost, Ze v duchu tehdejsi geometrie Karel
Zahradnik pfi svych tivahach obvykle necinil rozdil mezi redlnou a imaginarni te¢nou.



218

Der Ort der Punkte constanter Berihrungsdreiecke bei der Cissoide ist dem-
nach eine Curve funfter Ordnung mit einem Doppelpunkte in der Spitze der
Cissoide.'®

Beschreibt ndmlich der Schwerpunkt des Beriihrungsdreiecks einer Cissoide
eine Curve nter Ordnung, so durchlduft der entsprechende Pol P eine Curve
2nter Ordnung, welcher die imagindren Kreispunkte als nfache Punkte zu-
kommen.16

Poznamenejme, Ze tyto Zahradnikovy vysledky jsou citovany v [SS] na strané
189, kde jsou shrnuty jeho studie specidlnich vlastnosti cissoidy. Autofi mono-
grafie uvedli dva jeho vysledky:

Obugue xopdv, yuccoudvl u ee Kpyzos KpususHyl 02udaom yuccoudy

, 7 x3
A B T
a—z

Hodepoti yuccoudv ¢ noawcom wa rKacameavhol 6 mouke O g8AT€MCA
opryacrocmy. ([SS], str. 189)

Na strané 127 jesté pripomnéli jeho pfistup k vySetfovani metrickych vlast-
nosti kiivek tietiho radu.

Zahradnikovu préci [Z22] uvedli roku 1970 i autofi [BL] na strané 223, a to
v soupisu doporucené zakladni literatury pojednavajici o vlastnostech special-
nich bodt cissoidy.

Stejnou tematiku jako v praci [Z22] zpracoval K. Zahradnik také v ¢lanku
Geometrischer Ort der Punkte constanter Berihrungsdreiecke in Bezug auf die
Cissoide [Z27], ktery byl otistén v Casopisu Sitzungsberichte der kéniglichen
bohmischen Gesellschaft der Wissenschaften, mathematisch-naturwissenschaft-
liche Classe roku 1877. Recenzent A. Maynz jej v referativnim ¢asopisu Jahr-
buch iiber die Fortschritte der Mathematik zhodnotil takto:

Es ist die Aufgabe behandelt, den Ort des Punktes P zu finden, so dass die
drei von P an die Cissoide gehenden Tangenten Berihrungspunkte haben, die
FEcken eines Dreiecks von constantem Inhalt sind. Die Methode der Losung ist
richtig, und es kommt auch als Ort des Punktes P eine Curve fiinften Grades;
doch muss gegen Schluss ein Versehen gemacht sein, da die letzte Gleichung
sowie Einiges von dem Voraufgehenden nicht stimmt.*”

15 Geometrické misto bodi ,teénového trojuhelniku cissoidy“ s konstantnim obsahem je
kiivka patého stupné s jednim dvojndsobnym bodem ve vrcholu cissoidy. ([Z22], str. 446) Na
vysvétlenou uvedené véty poznamenejme, ze hledanym bodem se rozumél tzv. pol, tj. bod,
z néhoz byly k cissoidé vedeny tecny a kterému odpovidal pravé jediny tecnovy trojuhelnik.
jici odpovidajicim pdlem P kfivky 2n-tého stupné, ktery dostavame jako n-nasobny imagi-
narni kruhovy bod. ([Z22], str. 447)

17 Recenze A. Maynze uvefejnéna v referativnim ¢asopisu Jahrbuch iiber die Fortschritte
der Mathematik 10(1878), str. 485. Poznamenejme, Ze uplné stejnou posledni rovnici Karel
Zahradnik uvedl také ve druhé ¢asti prace [Z22]. Jednalo se vSak o chybné zapsanou a prove-
denou substituci.
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Dne 31. biezna 1880 mél Karel Zahradnik na zasedani matematicko-piirodo-
védné tfidy Jihoslovanské akademie véd prednasku o vlastnostech specidlnich
trojin bodd cissoidy,'® kterd v roce 1882 vysla v ¢asopisu Rad Jugoslavenske
akademije znanosti i umjetnosti u Zagrebu pod nazvem Viastitosti nekih trojina
toc¢aka na cisoidi [Z51]. V nésledujicim roce ji pfelozil do GeStiny a uvefejnil
v Casopisu pro péstovdni mathematiky a fysiky pod nazvem Vlastnosti jistych
trojin bodovych na cissoidé [Z54] a konefné v roce 1888 jeji némeckou verzi
otiskl v ¢asopisu Archiv der Mathematik und Physik pod ndzvem Eigenschaften
gewisser Punkttripel auf der Cissoide [Z60].1°

Neobvykle podrobné studoval dvé specialni trojiny bodi Dioklovy cissoidy
vytvofené teénami, resp. norméalami (viz obrazek 2). V prvni kapitole nazvané
Vlastnosti trojin styku nejprve uvedl klasické parametrické vyjadreni cissoidy,
pak ukazal, Ze z libovolného bodu P roviny cissoidy lze k ni vést tfi tec¢ny
a oznacil body jejich dotyku w1, us a ug. Tuto trojici pouzil jako vrcholy
tzv. trojihelniku styku a dokézal, Ze je jednoznacéné urcena bodem P = [z,y],
ktery nazval polem trojuhelniku styku. Na dalsich deseti strankach vysettoval
tento trojuhelnik.

My

y2+(1:+%>a:
f=a— 20
y2+(x+%>

I LA
5.
y2+(x+%)

vl

)

n=-a

a pak odvodil nasledujici tvrzeni:

Rownice (9) poddvaji ndm hledany vztah mezi polem P i tézistém T trojihel-
niku styku. Vztah tento je kvadraticky a to kruhovy jednoznacny, t. j. kazZdému
bodu (z,y) prislusi jeding bod (&n) a naopak kaZdému bodu (£n) prislusi pouze
jeding bod (xy).?°

Pak vysettoval tvar kfivky, kterou opise bod T, pohybuje-li se bod P podle
pfedem stanovenych podminek:

... Opise-li bod P primku, jeZ neprochdzi hlavnim bodem Oy, opisuje sdru-
zeny bod T kruh probihajici hlavnim bodem Oy. Opise-li pol P kiivku n-tého
stupné a m-t€ tiidy, opise sdruZeny bod T kiiku 2n-tého stupné a (2n — m)té
tridy, magjici hlavni body soustavy T za n-nasobné body. Jde-li krivka polu P

18 Zahradniktv pfistup k vySetfovani specidlnich trojic bodt na kiivkach tfetiho Fadu
(zejména na cissoidé) je zminovan na nékolika mistech v [SS] (viz napf. str. 103 — prace
[Z84], str. 101, 106, 149, 187-189 — prace [Z13], str. 231 — prace [Z14]). Archaické nazvy
dvojina, trojina, Ctvefina atd. odpovidaji dnesnim ustdlenym termintim dvojice, trojice,
¢tverice atd. Totéz plati v algebraické geometrii pro dvojny — dvojnasobny bod, trojny —
trojnasobny bod atd.

19 Dopliime pro zajimavost, ze chorvatské verze byla doplnéna osmi velkymi a nazornymi
obrazky, zatimco Ceska a némecka verze byla zcela bez obrazki.

20 [Z54], str. 108.
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hlavnimi body soustavy bodu P, méni se ponékud vysledek, jejz, ponévadZ
ndmy, v krdtkosti zde vytknu, neb v nasem pripadé musime miti na zreteli, Ze
hlavni body obou soustav nesplyvagi, jak se obycejné predpoklada. Opise-li pol P
krivku n-tého stupné, jdouct k-krat hlavnim bodem O, a l-krdte imagindrnymi
body kruhovymi, rozpada se prislusnd krivka tezisteé T, kterdz je 2n-tého stupné
ve ubéZnou primku co k-ndsobnou a ve spojnice hlavniho bodu O; s imagi-
narnymi body kruhovymi co l-ndsobné a ve pravou krivku prislusnou zdkonem
inverse (12), kterdz je tudiZ stupné 2n — k — 21 a tridy 2n —m — 2k — 41, je-lim
trida krivky pola; bod Oy je n—2l-nasobnym bodem a imagindrné body kruhové

jsou (n — k — 1)-ndsobné krivky téziste.?!

Obrézek 2. Zahradnikova konstrukce

21 [Z54], str. 112-113. Poznamenejme, ze hlavni body soustavy bodu P = [z, y] jsou bod
Op = [~5,0] a imaginarni body kruhové. Hlavni body soustavy bodu 7' = [§, 7] jsou bod
O¢ = [a,0] a imaginarni body kruhové. Zdkonem inverze Karel Zahradnik minil vztah mezi

x+a a? E—a

—_— — S e— 2

272 a2
a2 7’)

Yy=—-——--

2 €2
z nichz plyne, Zze zminéné body jsou ve vztahu kvadratické racionalni pribuznosti

Néazev
inverze patrné vyjadruje fakt, ze se jedna o biracionalni transformaci.
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Popsal také dva specialni pfipady. Nejprve bod P = [z, y] opisoval parabolu,
jejiz parametr p byl roven poloméru zdkladni kruznice cissoidy (tj. p = §) a jejiz
ohnisko bylo v bodé Op.22 Bod T pak opisoval kardioidu, kterd méla bod Oy
jako bod vratu a délka a byla priimérem pevné kruznice (viz obrazek 3).23

i
|
i
|
!
i
1
|
|

Obrazek 3. Zahradnikova konstrukce — vznik kardioidy

V druhém piipadé bod P opisoval parabolu, jejiz parametr p byl roven %
a bod O, byl vrcholem. Potom bod 7' opisoval cissoidu, kterd byla shodna
s puvodni cissoidou, ale byla posunuta o a v kladném sméru osy x (viz obra-

zek 4).

Obrazek 4. Zahradnikova konstrukce — vznik cissoidy

22 Rovnice paraboly je y? = ax + %a2.

23 Rovnice kardioidy je [(¢ — a)2 + n?]? — 2a(¢ — a)[(¢ — a)? + n?] = a?n>.
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V druhé ¢asti prace [Z54] podobnym zptisobem vySetfoval polohu stiedu
kruznice opsané trojuhelniku styku a dospél k zavéru, ze jeho souradnice jsou

(=2 492 + 922
Y72 32(r—a)’
a 2y
:—7'7. ].
m 2 3 (15)

Odvozeny vysledek komentoval slovy:

Z rovnic (15) plyne, Ze je pol P ve pribuznosti kvadratické se stiedem S kruhu
opsaného trojuhelniku styku. ... pribuznost tato kvadratickd je raciondlni,
t. j. Ze kazdému bodu P roviny cissoidy prislust touto transformact jeding bod S
a naopak, Ze kaZdému bodu S roviny cissoidy, wvdaZenému co stredu kruhu op-
saného trojiné bodd co styku, odpovidd jedingy pol P.**

My

V treti casti prace hledal pribuznost mezi tézistém T trojuhelniku styku
a stfedem S kruznice tomuto trojihelniku opsané. Z vysledkt odvozenych
v predchozich dvou ¢astech (danému bodu P odpovidé jediny bod T a jediny
bod S) ukézal, ze pohybuje-li se bod T po pfimce, pohybuje se bod P po kiivce
druhého stupné (tj. po kuzelosecce), které prislusi racionalni kiivka ¢tvrtého
stupné, jiz opise bod 5, neboli

... Ze je pribuznost mezi S aT bikvadratickd a raciondlnd, jak jsme byli drive
twvahou jednoduchou dokdzali. Pribuznost tato je tutiz Cremonova pribuznost,
a muzeme kazZdou takovou raciondlni bikvadratickou transformaci nahraditi dve-
ma kvadratickymi transformacemi. Jest totiZ patrno, Ze misto bychom od sou-
stavy bodu S primo na soustavu bodu T presli, muZeme nejprve prejiti od
soustavy bodu S ma soustavu bodu P pomoci jedné kvadratické transformace
a potom od soustavy bodu P na soustavu bodu T opétné pomoci kvadraticke
transformace ...%°

Ve ¢tvrté ¢asti uvedl dalsi tradicéni charakteristiky trojihelniku styku, a to
soufadnice priseciku vysek a stfedu Feuerbachovy kruznice (kruznice prochaze-
jici sttedy stran trojihelniku) a analytické vyjadieni Eulerovy pfimky (spojnice
bodu S a T).

V paté c¢asti popisoval obalku kruznic opsanych trojihelniku styku pfi po-
hybu bodu P. Nejprve vysetfoval pohyb po obecné racionalni kiivce stupné n
auvedl, Ze obdlka soustavy kruhii je v pripadé tomto kiivka stupné 4(2n—1)b°.26
Pak se zaméril na nejjednodussi mozny pripad, totiz pohyb bodu P po piimce
y = bx + ¢, kde obalkou je kiivka ¢tvrtého stupné. Zatimco prvni pripad pouze
naznacil, druhému se vénoval velmi podrobné a s vyuzitim analytické geometrie
a determinantit dokazal, Ze obalku kruznic lze popsat rovnici

24 (Z54], str. 115. Jednda se opét o transformaci biracionélni, ktera vSak neni bijektivni
transformaci roviny.

25 [Z54], str. 118.

26 [Z54], str. 122.



223

9a(&? +1*)? + 12(ab + c)(—4c€ + an) (& +n°)+

+48ac(ab 4 2¢)&% + 72a%ctn + (4ac® + 8abe + 4a®b*)n? + 144a°c*¢ = 0.

Odvozeni doplnil nésledujicim komentaiem:2”

Z této rovnice ihned sezndme, Ze je obdlka krivky ctvrtého stupme, jez md
tmagindrné ubézné kruhové body za body dvratné a jez se dotykd osy poradnic
v pocdtku souradnic. Je tudiZ tato enveloppa ovalem Descartes-ovym. Opise-li
pol P primku jdouci bodem vvratnym cissoidy, je ¢ = 0, a enveloppa soustavy
prislusnych kruhi skldda se ze dvou identickych kruhi, jejichZ rovnice je

2
E+n*+ gabn =0.
V Sesté casti prace Karel Zahradnik analyzoval situaci, kdy se bod P pohybo-
val po dané cissoidé, tj. kdy dva vrcholy trojuhelniku styku splynuly s pélem P.

vy

2 +2
:2 -—
¢ “Erne+ay
t2
n=—2a

(t2+1)(t2 +4)’
kde t je parametr bodu P. Geometricky vyznam téchto dvou parametrickych
rovnic popsal takto:

Jest tudiZ misto t€Zist, opisuje-li pol danou cissoidu, raciondlni kiivka cturté-
ho stupné. Krivka leZi celd v konecnosti, a md v pocatku souradnic bod vvratny
prislusng k parametru t = co. Ubézné body této kiivky maji parametry

tlz\/_17 t2:_\/_17
ts =2v—1, ty = —2v-1.
Vsak dva a dva parametry a sice t1 a ty, pak te ats uréuji vidy jeden a tyz bod
a sice imagindrny kruhovy bod v nekonecnu t. j. imagindrné ubézné kruhové
body jsou dvojnymi body krivky. Krivka md tudiz bod uvratny a dva body dvoj-
né, jest tudi pdté tridy.>®

Eliminaci parametru ¢ po tfadé tuprav dospél k rovnici popisujici polohu
bodu T (€2 + 1?)? — a&(€2 +n?) + 2a®>n* = 0. V dalsich odstavcich studoval
kruznici opsanou trojuhelniku styku, pohybuje-li se bod P po cissoidé. Ukazal,
ze rovnice této kruznice ma tvar

342 +n?) — a(4 4+ 9*)E — 2at’n + 4a® = 0
a jeji stfed je v bodé [% - 4§tgfg =
jicimi slovy:

|. Odvozené vysledky komentoval nasledu-

Opise-li tudiz pol P danou cissoidu, opise stied S raciondlnou krivku ctvrtého
stupné a pdté tridy (magici trojndsobny bod v nekoneéné vzddalenosti vznikly
sjednocenim se dvou dvojnijch bodii a jednoho bodu tvratného).?

27 [Z54], str. 123.

28 [Z54], str. 126.
29 [Z54], str. 130.
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V druhé kapitole nazvané Viastnosti trojin pat normadl bodu na cissoidé Karel
Zahradnik nejprve ze znalosti rovnice tecny cissoidy stanovil rovnici jeji nor-
maly prochazejici bodem u

a 2u3 a
Y- = - (m - 7>
u(l + u?) 1+ 3u? 14 u?
a po jednoduchych algebraickych tpravach dospél ke zndmé rovnici norméaly
u(1 + 3u?)y + 2uts — a(l + 2u?) = 0,

coz je vzhledem k parametru u paty normaly rovnice ¢tvrtého stupné, tudiz
z libovolného bodu roviny cissoidy lze vést na cissoidu ¢tyfi norméaly. Protoze
normaly cissoidy jsou tecnami jeji evoluty a pocet normal stanovuje tiidu evo-
luty, je tedy evoluta cissoidy ¢tvrté tridy. Karel Zahradnik déle dokézal, ze
evoluta cissoidy je racionalni kfivka ¢tvrtého stupné.

V dalsi ¢asti vySetfoval pripad, kdy bod P = [z,y], z néhoz jsou vedeny
normaly, je bodem cissoidy a sdm tedy predstavuje jednu patu normély. Potom
Ize z ného vést pouze tii normaly, které definuji trojuhelnik pat normdl. Ze
znalosti souradnic pat vypocetl jeho obsah a ukazal, Ze je pro libovolny bod
cissoidy vzdy komplexni. Tak dokézal, Ze jedna normala je redlna a zbylé dveé
jsou imaginarni. Z toho jednoduse vyplynulo, Ze trojihelnik pat norméal ma
pouze jediny vrchol redlny a zbylé dva imaginarni. Jeho tézisté je vsak vzdy
bodem redlnym a ma souradnice

f_a 3+ 4u?
3 14w’
a ud

T3 AT )T @)

Vyuzitim posunuti po¢atku soustavy soufadnic do bodu O = [a, 0] ukazal, Ze
je mozno soufadnice tézisté napsat v jednodussim tvaru

5 7(1 U2
ST RYL
a u

STy AT AT )

Vyloucenim parametru w obdrzel rovnici

9¢T (&5 + mi) — 3a&y (€1 + 24n) + 16a°n7 =0

popisujici kivku paté t¥idy, kterd je geometrickym mistem tézist trojuhelnikt
pat normal.

V zavérecné ¢asti jesté studoval geometrické misto bodt, které vytvori sttedy
kruznic opsanych trojihelnikiim pat normal, pohybuje-li se bod P po cissoidé.
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Nejprve uvedl rovnici kruznice opsané obecnému trojuhelniku, jehoz vrcholy

lezi na cissoidé, pak pouzil podminku, Ze analyzovany trojuhelnik je trojihel-
nikem pat normal a dokazal, Ze kruznice jemu opsand je popsana rovnici

(1 +u?)(3+ 2u?) (€2 +1n?) + a[9 + 14u® + 4u*)€ + aun — 4a’u® = 0
a tudiz soutadnice jejiho stfedu jsou

_a 9 + 14u? + 4u*
2 (1+u?)(3+2u2)’

L=

a u

T U )3+ 2ad)

7 jeho zéavéri vyplynulo, ze geometrické misto stfedtt kruznic opsanych troj-
thelniktim pat normal je racionélni kiivka ¢tvrtého stupné a paté tiidy, ktera
mé dva dvojndsobné imaginarni body a realny bod vratu v bodé [—a, 0].

Karel Zahradnik v préci [Z54] (resp. v jejich cizojazy¢énych verzich [Z51]
a [Z60]) vénované specialnim trojicim bodt na Dioklové cissoidé navazal na své
drivejsi studie o teorii raciondlnich kiivek [Z5] (resp. [Z13]), [Z19] (resp. [Z30])
a [250].30 Soucasné se viak opiral o oblibené a uznavané monografie pojedna-
vajici o analytické geometrii, geometrii kiivek a ploch, transformacich apod.,
které sepsali autofi G. Salmon — W. Fiedler, T. Reye, A. Clebsch, L. Cremona —
Em. Weyr a G. Bellavitis.?! Odkazy uvadél, jak bylo jeho zvykem; v piipadech,
kdy uzival méné znamé parametrické rovnice studovanych ktivek, pripominal
dimyslné konstrukce bez diikaz jejich spravnosti, spokojoval se s netiplnymi
odvozenimi vlastnosti studovanych kiivek, piipojoval velmi strucné ¢i skokovité
dikazy, dukazy vynechaval nebo se odvolaval na znalosti hlubsich souvislosti

30 Poznamenejme, Ze Zahradnikova studie [Z13] (popsana v ptedchozi kapitole) je nej-
dastéji citovanou deskou praci v ruské monografii [SS]. Autofi jeji diléi ¢asti piiblizuji na
stranach 101, 106, 109, 127, 142, 149 a 187 az 189. Pripominaji zejména Zahradnikovo para-
metrické vyjadreni cissoidy a cissoidal umoznujici elegantni odvozeni rovnic tecen, asymptot,
oskula¢nich kruznic, normal, te¢novych a norméalovych trojic bodi, harmonickych a ekvian-
harmonickych ¢tvetic bodu. VySe zminéné ctverice jsou i dil¢im tématem Zahradnikovy
prace [Z14], jejiz vysledek autofi ocitovali v [SS] na strané 231: Towxu P, xacameavnme uz
KOMOPHT Kacawmces Kpueot K§ e mouxar T’y npoexmupyrowuzcs uz deotinotd mouxu O xpueoii
2apMONUNECKUMY wemaeepKamMu ayuet, npunadaexncam xpusoi I's, nporodsu et wepes mpu mo-
uku nepesuba kKpueoil Kél Las dexapmosa aucma a3 +y3 = 3axy xpueas I's onpedeasemesn
ypasHenuem 3 + y3 = 3azy + a3. Ecau aynu, npoemupyowue mouwky 1, obpaszyom sxeuan-
2APMOHUNECKYI “EMBEPKY, MO 8 IMOM CAYULGE MOUYKU P AeHmcam Ha KOHUYECKOM CEYEHUU,
pacnasuiemcs na 0ee coenadapUUe NPAMBLE.

31 @G. Salmon — W. Fiedler: Analytische Geometrie der hoheren ebenen Curven von Ge-
orge Salmon, Deutsch bearbeitet von Dr. W. Fiedler, Teubner, Leipzig, 1873, 16 + 472 stran,
T. Reye: Die Geometrie der Lage. Vortrdge, prvni dil, Hannover, 1866, XII + 268 stran,
A. Clebsch: Vorlesungen tiber Geometrie, B. G. Teubner, Leipzig, 1876, XII 4+ 1050 stran,
Em. Weyr: Cremonovy geometrické transformace ttvari rovinnych, Ziva, Sbornik védecky
Musea kralovstvi Ceského, Odbor pfirodovédecky a mathematicky ¢. X, Praha, 1872, 47 stran,
G. Bellavitis: Methoda equipollenci ¢ili rovnic geometrickych, prelozil K. Zahradnik, vydala
Jednota ceskych mathematikt, Praha, 1874, 104 stran.
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syntetické a analytické geometrie.?? Mnohé Zahradnikovy tvahy, odvozeni
a diikazy jsou bez studia doporucené literatury témeér nesrozumitelné. Zajemce
o hlubsi pochopeni uvaddénych souvislosti odkazoval na starsi prace italskych
matematiki G. Bellativise, L. Cremony a G. V. Schiaparelliho a némeckych
matematiktt A. Clebsche, G. Magnuse, T. Reye a novéjsi prace ceskych autori
A. Strnada, J. S. Vanécka, Ed. Weyra a Em. Weyra. Z jeho odkazu je ziejmé,
7ze béhem prazského univerzitniho studia ziskal dobry piehled o knizni i ¢a-
sopisecké literatuie svého oboru, ktery vsak jiz béhem zahiebského pobytu prilis
nerozsitoval vzhledem k nedostatku prostiedkt@ na pofizovani nové odborné
literatury.

Na zasedédni matematicko-prirodovédné tiidy Jihoslovanské akademie véd
proslovil dne 18. ¢ervna 1891 kratkou prednasku o vlastnostech normal, tecen
a asymptot Dioklovy cissoidy, kterd vysla v témze roce tiskem v ¢asopisu Rad
Jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti u Zagrebu pod nazvem Prilog
k teoriji cisoide [Z65]. V prvni ¢asti pfednasky s vyuzitim klasického paramet-
rického vyjadreni cissoidy a normalni rovnice normaly dokazal znamou vétu:

. realna asimptota cisoide je mjesto tocaka srednjih udaljenosti noZistnih
skupina normala svijuh tocaka ravnine cisoide.

V druhé casti se vénoval specidlnim trojicim bodid cissoidy a bez dikazu
uvedl vétu

... trojkut, koji stvaraju stikovi tangenata istosmjernih kod cisoide imaju
zajednicku tocku srednjih udaljenosti, neovisno o smjeru tih tangenata i to onu,
u kojoj realna asimptota cisoide presjeca tangentu njezinog povratista.>*

Poznamenejme, ze tento drobny prispévek nebyl Zahradnikovou ptvodni
praci, ale pouze doplnoval a podrobnéji vysvétloval jeden jeho vysledek uvedeny
v jeho vice nez tficetistrankové studii nazvané Viastitosti nekih trojina tocaka
na cisoidi [Z51].

Dne 28. tnora 1895 proslovil Karel Zahradnik na zasedani matematicko-
pfirodovédné t¥idy Jihoslovanské akademie véd prednasku o vlastnostech cis-
soidy, ktera byla otisténa v c¢asopisu Rad Jugoslavenske akademije znanosti
i umgjetnosti u Zagrebu pod nédzvem Dalnji prilog teoriji cisoide [Z70]. Jednalo
se o rozsdhlou, tficetistrankovou studii o kvadratickych, kubickych a bikvadra-
tickych involucich bodt cissoidy.

32 Uvedme typicky ptiklad Zahradnikova odkazu vztahujiciho se k rozsifujicimu studiu
soidy: O této transformaci viz: Salmon-Fiedler: Héohere ebene Curven pg. 363, Kegelschnitte
2. Aufl. pg. 536. Bellavitis: Teoria delle figure inverse e loro usu nella geometria elementare.
Ann. del scienze del regno Lombardo-Veneto 1836 t. VI. Liouville ve svém Journal de
mathem. t. XII. Theorie i vlastnosti té€to transformace jsou hezky sestaveny ve pojedndni
A. Strnada O inversi kruhové®, Archiv math. a fysiky II. dil pg. 124. Praha. ([Z54],
str. 112)

33 [Z65], str. 131.

34 [Z65], str. 132.
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V prvni ¢asti nazvané Kvadraticka involucija na cisoidi vysel z klasického
parametrického vyjadieni cissoidy
_a
1 4u?’
B a

v= u(l+u?)’

kde u € R (u je kotangenta velikosti thlu, ktery svird privodi¢ bodu cissoidy
s kladnym smérem osy x), stanovil spojnici dvou libovolnych boda cissoidy g

a ug a fesil ulohu, kdy je tyto dva body vidét z bodu tvratu (povratiste) pod
thlem velikosti 90°. Dokézal, ze mnozinou bodi je hyperbola o rovnici

T

y? = 4x(2z — a),

jejiz hlavni osa méa délku § a vedlejsi osa % Soucasné uvedl, ze body wu
a ug jsou v tzv. kvadratické involuci (tj. vyhovuji podmince ujuy = —1)
a involucéni kuzeloseckou je vyse uvedena hyperbola. Pak vysSetfoval zobecnénou
kvadratickou involuci, kterou definoval podminkami

= UiUs,
A =uy + uy,
pA+qu+1=0.
Cisté analytickymi prostfedky dokazal, Ze
. raspoloviste svijuh dvojina uy, us navedene kvadraticke involucije leze

na pravcu, koji stoji okomito na tangenti povratista u sredistu osmovnog kruga
cisoide.3?

Dale bral dvojice bod® u; a wusg, které jsou z pocatku soustavy souradnic
(ishodiste surednica) vidét pod thlem velikosti 90° a dokazoval, ze prisecik
normal jdoucich témito body mé soufadnice

3 aA(A2+3)
p=|= 02 T
27 2(A2+4)

Dokazal tedy nasledujici vétu:

Dakle mjesto presjecista normala u tockah cisoide, koje vidimo iz ishodista
surednica pod pravim kutem, je pravac okomit na os X u udaljenosti 37“ od
ishodista surednica.3®

Na konec jesté studoval spojnice bod S a P, kde S je stfed tétivy ujus.
V poslednich dvou paragrafech prvni ¢asti hledal tzv. pridruzenou piimku
(pravac pridruzeni) a ukazoval involu¢ni vztahy pro teény bodt uy a us.37

35 [Z70], str. 97.

36 [Z70], str. 97.

37 Karel Zahradnik dokézal: ... tangencijalne tocke presjecista pravca P sa cisoidom
leze opet na jednom te istom pravcu, koji zoveme pravcem pridrufenim R (retta satellite)
praveu P. Viz [Z70], str. 99.
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Druhou ¢ast vénoval popisu vzajemné polohy kruznice a cissoidy. V tvodu
napsal:

Iz ove jednadzbe nalazimo dakle parametre presjecista kruga x> +y? — 2ax —
2B8y+m? = 0 sa cisoidom, osim imaginarnih kruinih tocaka, koje su zajednicka
presjecista svake cisoide sa svakim krugom; ta presjecista smo izlucili prikrativsi
se faktorom (14 u?), koji se na nje odnosi. Upoznajemo namah, da parametri
presjecista zadovoljavaju relaciji

4

ZuhZU1+U2+U3+U4207
1

neovisnoj o a, B, m?, koja nam time izrazuje uvjet, kada Cetiri tocke cisoide
leze na kruhu.8

V dalsich paragrafech ukazal fadu zajimavych a velmi specidlnich vlastnosti
cissoidy (vztah tétivového ¢tyfthelniku a cissoidy, konstrukce tecen v priiseci-
cich cissoidy a kruznice, nalezeni stfedu a poloméru oskula¢ni kruznice, vlast-
nosti tétiv oskula¢nich kruznic cissoidy, evoluta tétiv apod.).

Treti ¢ast prispévku pojednavala o vztahu paraboly a cissoidy. Karel Za-
hradnik nejprve popsal vzajemné priiseciky cissoidy a paraboly zadané rovnici
y = a+ Bz +~y2%. Pak v libovolném bodu cissoidy stanovil oskula¢ni paraboly
a vysSetiil mnozinu vrchol@ viech oskula¢nich parabol.?® Soucasné ukizal, Ze
kazda oskulaéni parabola protina cissoidu jesté ve dvou dalsich bodech, tudiz
vznikd tzv. trojihelnik oskulacni paraboly (trokut parabole oskulacije). Po-
zornost soustiedil pfedevsim na popis jeho vlastnosti (geometrické misto tézist
trojuhelnikti oskulac¢nich parabol, geometrické misto stfedt jejich vepsanych
a opsanych kruznic apod.).

V tieti ¢asti nejprve definoval kubickou involuci bodt cissoidy:

Vrsi promgenljivog trokuta ujusus upisanog cisoidi takve vlastitosti, da jed-
nim vrhom trokuta oba ostala vrha veé su opredjeljena, stavaraju kubicku in-
voluciju na cisoidi. Jednadzba ovake involucije biti ce

apu’ + onu® + agu + ag — M(Bou® + Bru® + Bou + B3) =0, (24)

gdje je A parametar involucije. Svakome realnome A od —oo do +oo pripada
jedan trokut; parametri vrha tog trokuta dobivamo kao korijene jednadzbe (24);
obratno znademo li jedan vrh trokuta na pr. uyi, je veé tim parametar \ opre-
djeljen naime
\— aouif + alu% + asu1 + as
Bout + frui + Pour + B3

tim su i ostali vrsi us, us trokuta poznati.°

38 [Z70], str. 103.

39 Vime, ze kazdym bodem cissoidy prochézeji t¥i oskula¢ni paraboly, jejichZ osa je rovno-
bézna s osou y.

40 1Z70], str. 113.
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Pak vysetroval jeji dvojnasobné body, hledal mnozinu bodt, kterou opise
vrchol u; ,involuéniho“ trojihelniku vepsaného do cissoidy, pokud se méni
parametr kubické involuce, pocital souradnice jeho tézisté a stied kruznice

a stfedu kruznice opsané).

V posledni, ¢tvrté casti vysetioval jesté bikvadratickou involuci a charakte-
rizoval jeji zékladni vlastnosti. Poznamenejme, Ze ji zavedl takto:
Skupine tocaka, kojih parametre dobivamo kao koriene jednadzbe

aou® + aqu® + agu? + azu+ ay — A(Bout + ru® + Bou? + Bau+ 1) =0 (31)

za pojedine vriednosti za A\, stvaraju bikvadraticku involuciju, jer znademo li
jednu tocku skupine na pr. uy je tim dan parametar involucije \, ka kojemu ta
skupina spada, naime

Oz(ﬂﬁ + alu‘;’ + agu% + aszui + ayg — )\(Bou‘ll + [311@‘ + Bguf + Bsur + B4) = 0.

Stavimo Ui iz ove jednadzbe dobivenu vriednost za A u gornju jednadzbu, te
prikratimo li sa faktorom zajednickim (u—uy) dobit demo kubicku jednadzbu, iz
koje vriednosti parametra ostalih tocaka skupine sliede. Jedna tocaka skupine
opredjeljuje tim ostale tocke postoji dakle involutornost izmedju tockami poje-
dinih skupina.

Dvotocke bikvadraticke involucje nasli bi na nacin ¢l. 22. Diskriminant
jednadzbe (81) glede u stavljen jednak nistici, je jednadzbom Sestog stupnja
obzirom na u; bikvadraticka jednadzba ima dakle sest dvotocaka.

LeZe li sad tocke u na cisoidi, imademo bikvadraticku involuciju na cisoidi.*!

V této rozsahlé studii Karel Zahradnik shrnul a nepatrné doplnil vysledky,
které jiz uvefejnil v pracich vénovanych teorii racionalnich k¥ivek [Z13] a [Z30],
specidlnim kiivkam [Z5], [Z53], [Z59] a [Z65] a trojicim bodd na specidlnich
kiivkdch [Z51]. Opiral se také o slavnou monografii L. Cremony pojednévajici
o rovinnych kfivkich a o praci o kubické involuci sepsanou Em. Weyrem.*?
Patrné proto fadu tvrzeni jen vyslovil nebo naznacil a c¢tenare, ktery by se
hloubéji zajimal o vlastnosti involuci, racionalnich kfivek a specidlnich ktivek,
odkézal na studium rozsitujici literatury.

O dvou Zahradnikovych vysledcich souvisejicich s vlastnostmi a konstrukce-
mi cissoidy a cissoidaly pojednal G. Loria v monografii [Lo|, v niZ této prob-
lematice vénoval strany 39 az 49. Zahrnul je tak mezi cca tii desitky nejlepsich
praci. Na strané 46 ocenil ndzornou Zahradnikovu konstrukci cissoidaly uve-
denou v préaci Cissoidalkurven [Z10] takto: Mit noch grésserer Allgemeinheit
kann man auf folgende Weise die Konstruktion der Diokleischen Kurve er-
weitern: ,Gegeben seien ein Kegelschnitt T, auf ihm ein Punkte C und eine

41 [Z70], str. 120.

42 1. Cremona: Uvod do geometrické theorie kiivek rovinngch, prelozil Em. Weyr, JCM,
Praha, 1873, 176 stran, a Em. Weyr: Grundzige einer Theorie der cubischen Involutionen,
Abhandlungen der koéniglichen bohmischen Gesellschaft der Wissenschaften, mathematisch-
naturwissenschaftliche Classe 1874, VI. Folge, 7. Band, 56 stran.
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Gerade d in seiner Ebene; man ziehe durch C eine beliebige Gerade r, die T’
zum zweitenmal in E und die Gerade d in F schneidet; man trage auf r die
Strecke CM gleich und im gleichen Sinne wie EF ab“: der Ort der Punkte M
ist eine Clissoidalkurve. Na strané 41 vyzdvihl zavér Zahradnikova kratkého
prispévku Beitrdge zur Theorie der Cissoide [722]: Die Hillkurve des Sehnen,
die eine Clissoide mit ihren Krimmungskreisen gemeinsam hat, ist eine der
gegeben affine Cissoide.

Dioklova cissoida a také ,obecnd“ cissoida (resp. cissoiddla) pat¥ily od
sedmdesatych let 19. stoleti az do pocatku 20. stoleti k pomérné oblibenym
tématium evropskych geometri, jak dokladaji recenze némecky, francouzsky,
dansky, Spanélsky, italsky, anglicky a c¢esky psanych praci uvefejnéné v refe-
rativnim Casopisu Jahrbuch dber die Fortschritte der Mathematik.*> Odborné
studie popisujici nejriznéjsi metrické a projektivni vlastnosti cissoidal a cis-
soidy, jeji bodové, projektivni i kinematické konstrukce, metody nalezeni jejich
teCen, normal, evolut, evolvent a stfedil oskulac¢nich kruznic, ,te¢nové troj-
thelniky“, kvadraturu a rektifikaci, involuce a transformace byly uvefejniovany
v Casopisech Archiv der Mathematik und Physik, Nouvelles annales de ma-
thématiques, Mathesis, Annaes scientificos da Academia polytecnica do Porto
apod.**

Bez zajimavosti neni ani to, zZe Dioklova cissoida byla tématem nékolika
¢lankt uvefejnénych ve vyroénich zpravach stfednich skol*® a italské knizky
Sulla cissoide di Diocle. Parte I. Principali proprieta metriche e descrittive,
jejimz autorem byl P. Venturino.*® Vys$e zminéné ,brozury“ byly napsany
pro zacCatecniky, stfedoskolské ucitele a talentované studenty. Ptistupnou for-
mou objasnovaly podstatu elementarnich analytickych metod uzivanych pfi
vySetfovani rovinnych krivek vyssich stupnt, na rozdil od Zahradnikovych praci
vyuzivaly podstatné méné syntetickych a projektivnich postupt.

Descartuv list

Dne 14. tinora 1891 na zasedéni matematicko-ptirodovédné tt¥idy Jihoslo-
vanské akademie véd proslovil Karel Zahradnik prednasku, kterd v témze roce
vysla tiskem v casopisu Rad Jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti
u Zagrebu pod nézvem Vlastitost skupina sticista na Descartesovu listu [Z63].
O ¢tyii roky pozdéji byla publikovéna v Casopisu pro péstovdni mathematiky

43 V letech 1873 az 1937 bylo v tomto ¢asopisu podrobnéji referovano o 25 pracich, v jejichz
nazvu ¢i podnazvu se objevilo slovo cissoida; autorem sSesti z nich byl Karel Zahradnik. Dalsi
dvé desitky praci pojednéavajicich o k¥ivkach se také, byt okrajove, zabyvaly cissoidou. Viz
http://jfm.sub.uni-goettingen.de.

44 Mezi jejich autory nalezneme napiiklad F. Balitranda, E.-N. Barisiena, R. Goor-
maghtigha, M. Greinera, Cl. Servaise, A. Schrodera, F. G. Teixeiru, F. J. Vaese, W. A. Ver-
sluyse, K. Zahradnika.

45 W. Bohmer: Untersuchungen iiber di Cissoide des Diocles, Programm, Oberschule
in Brilon, 1874, C. Blasel: Die Cissoide und eine ihr verwandte Curve, Programm, Ober-
schule in Neisse, 1881, R. Schroder: Die Cissoide des Diokles nebst Lehrsdtzen, Formeln und
Aufgaben, Programm Nr. 146, Oberrealschule Grosse Lichterfelde, 1905, 45 stran.

46 Napoli, 1889, 32 stran.
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a fysiky jeji nezménénd ceskd verze nazvana O skupindch bodu dotycénich na
listu Descartesové [Z69]. S odvolanim na Liouvilletv vysledek?” v ni Karel
Zahradnik studoval Descarttiv list*® a dokazoval, Ze

. u této krivky bod strednich vzdalenosti dotycnych bodu styku tecen se-
strojenyjch z kteréhokoliv bodu jest na poloze tohoto bodu zcela nezdvisly.**

Vysel z klasického parametrického vyjadreni Descartova listu

3au
r=-—r
1+ud’

- 3au?
y* 1+u37

kde u € R. Uvedl rovnici teény Descartova listu v jeho bodé u:
u(u® — 2)x + (1 — 2u®)y + 3au® = 0.

Ukézal, ze jestlize bod P[x,y] je pevné zvoleny bod v roviné Descartova listu,
ziskdme soufadnice bodt dotyku tecen listu vedenych z tohoto bodu P jako
kofeny rovnice ¢tvrtého stupné

zut — 2yu® + 3au® — 2zy +y = 0.

Tudiz z bodu P lze vést k Descartovu listu ¢tyfi tecny. Nasledné zavedl soutrad-
nice bodu M|a, §], ktery je bodem stiednich vzdélenosti bodu dotyku:

3a - U

h
———E =0
“T Yy 14w ’

3
h=1 h
4
b= %‘l 1 i 5 =0,
h=1 + uh

neboli uvedl vétu ... dvojny bod Descartes-ova listu jest spolecny bod strednich
vzddlenosti bodi dotyényjch pro libovolnou polohu bodu P.%°

V druhé a tfeti casti prispévku ukézal vyuziti dvojnasobného bodu pii kon-
strukci ¢tvrtého bodu dotyku, znédme-li tfi rtizné body dotyku, resp. uvedl
souradnice ,spolecného tangencialniho bodu®“ dvou boda dotyku. Karel Zahrad-
nik napsal:

47 Body dotycné rovnobézngch tecen algebraické kiivky maji bod strednich vzddlenosti
nezdvisly na sméru teen. Viz [Z69], str. 282. V originale viz J. Liouville: Mémoire sur
quelques propositions générales de Géométrie et sur la théorie de l’élimination dans les
équations algébriques, Journal de Mathématiques 6(1841), str. 345.

48 Descartiiv list (latinsky Folium Cartesii) je rovinna kiivka, jejiz vyjadieni v kartézskych
soutadnicich je dano rovnici z® + y® — 3axy = 0, jeji vrchol je v bodé [%a, %a} , pocatek
soustavy soufadnic je dvojnasobnym bodem a asymptotou je pfimka x + y + a = 0. Poprvé
o této krivce psal René Descartes (1596-1650) v dopise Marinu Mersennovi (1588-1648).

49 [Z69], str. 282.

50 [Z69], str. 283.
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Oznacime stred tetivy tpuy S upk, je dvojny bod O prisekem spojnice Uizusy
se spojnici Uiauzz. Této vlastnosti miuZeme upotrebiti ku sestrojent bodu dotyc-
ného uyg, zndme-li body styku uy, us, us; ucinmez

u120 =0Om

U23O = O?’L7

prusek uzm - urn je hledany bod uy.
Je-liuz =ugy =t, jei P=1t. Dle ¢l. 2. je dvojny bod O stied tetivy uiatizs;
nyni mdme usq = t(x,y), tim jsou soufadnice bodu uis

-z, =Y,
t. 5. bod t je spolecnym tangencialnym bodem bodi uq,ug.”"
Poznamenejme, ze sva tvrzeni dokazoval predevsim analyticky.
V posledni ¢asti ¢lanku vysetfoval vztah tangencidlnich bodi ¢, bodl dotyku
a bodu Plz,y]. VySel opét z rovnice te¢ny Descartova listu
zut — 2yu® + 3au® — 2zy +y =0,
3au_ 3au?

14+ud? 14+u3
za u? do rovnice teény a jednoduchymi

kterd prochézi bodem P[z,y], dotyka se listu v bodé |

cidlni bod plati u? = —%. Dosazenim —%

algebraickymi ipravami dospél k rovnici

} a pro tangen-

(4% + 1)a? — 6t2xy + (12 + 4t)y* — 6atr — 6at®y + 9a*t? = 0, (6)

jejiz rozbor provedl néasledovné:

Je-li bod P(xy) ddn, obdrzime z této rovnice teSenim dle t parametry tan-
gencialnych bodu k dotycnym bodum tecen vychdzejicich z bodu P; naopak,
vytkneme-li si bod t jako bod tangencialni, lezi vsechny body P, jejichZ spoj-
nice s t, tudiZ Pt se listu dotykd v uréitém bodé u, na kuZelosecce (6). Tato
kuZelosecka rozpadd se ve dvé primky, neb diskriminant rovnice kuzelosecky
identicky se rovnd nulle, i to za kaZdou hodnotu t.

Ty dvé primky jsou tecny tuy, tug, z bodu t na list vedené.>?

V zévéru kratkého ¢lanku inspirovan Liouvilleovym v§sledkem®® a jeho dii-
kazem odvodil vétu:

... bodem strednich vzddlenosti bodu na kterékoli evoluté Descartesova listu,
prislusnych dotyénym bodum rovnobéznych tecen daného listu, je dvojny bod
tohoto listu.%*

51 (Z69], str. 283.
52 (769], str. 284.
53 .. je pro kazdy ubézny bod P soucet usecek dotycnyjch bodi tecen, jez bychom z bodu
P na algebraickou krivku vedli, nezdvisly na sméru teen. Viz [Z69], str. 284. Viz téz
J. A. Serret: Handbuch der héheren Algebra, Deutsche Ubersetzung von G. Wertheim, 1. dil,
Teubner, Leipzig, 1868, str. 498.

54 Z69], str. 284-285.
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Poznamenejme, ze ke snadnému vysetfovani te¢en Descartova listu se nabizi
jeho rovnice v homogennich soutradnicich

o’ +y’ —Bazyz = (v +y+az) - (ex +y+caz) - (P2 +y + caz) — a2,

e= V1,

z niz ihned vychdazeji t¥i asymptoty jako inflexni tecny (jen jedna je redlna).
Karel Zahradnik vsak homogenni soutradnice uzival jen ojedinéle, prednost da-
val parametrickému vyjadreni kiivek.

55

Dne 4. bfezna 1897 Karel Zahradnik pfednesl chorvatsky na zasedani ma-
tematicko-prirodovédné tiidy Jihoslovanské akademie véd a uméni pfispévek,
ktery v témze roce vysel tiskem v ¢asopisu Rad Jugoslavenske akademije znano-
sti 1 umgetnosti u Zagrebu pod nazvem Nov prilog teoriji Descartesova lista
[Z76]. Jednalo se o piehlednou, dvacetistrankovou studii pojednévajici o vlast-
nostech Descartova listu, jez byla napsana v duchu analyticko-syntetické geo-
metrie druhé poloviny 19. stoleti, kdy se jesté stale studovaly vlastnosti special-
nich kfivek, provadély jejich klasifikace podle riznych hledisek, vysettovaly
vlastnosti zvlastnich skupin bodu a hledaly rtzné transformace a jejich souvis-
losti.

Vysel z vysledka svych starsich praci o algebraickych kiivkach [Z7], [Z13],
[263], [269], [271] a [Z74], déle ze studie Em. Weyra: O involucich na kfivkdch
tretiho stupné®® a V. Variéaka: Prilog teoriji Descartesova lista®” a z rozséhljch
monografii H. K. J. Durege: Die ebenen Curven dritter Ordnung. Eine Zusam-
menstellung ihrer bekannteren Eigenschaften®® a G. Salmona — W. Fiedlera:
Analytische Geometrie der hiheren ebenen Curven von George Salmon®® a se-
stavil takrka vycCerpavajici studii o Descartové listu, v niz prehledné shrnul
veskeré jeho znamé i méné znamé vlastnosti.

Za zminku bezesporu stoji, ze Zahradnikovu nézornou konstrukci Descartova
listu, jeho parametrizaci a vypocet obsahu plochy ohranicené jednou vétvi listu
a jeho asymptotou (préce [Z13]) zminili autofi rozsdhlé monografie [SS] (viz
str. 216-217) a zafadili ji do kontextu zajimavych a p¥inosnych praci o této
ktivce.

V roce 1904 vySe zminénou studii prelozil do ¢estiny, nepatrné upravil a pfe-
pracoval, doplnil o odkazy na oblibené némecké vydani monografie G. Lorii:
Spezielle algebraische und transscendente ebene Kurven. Theorie und Ge-
schichte® a uvefejnil v Casopisu pro péstovini mathematiky a fysiky pod
nazvem Prispévek ku theorii Descartes-ova listu [Z86].

55 Viz [We], str. 85, a zejména str. 89 az 90.

56 CPMF 9(1880), str. 145-152.

57 Rad Jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti u Zagrebu 104(1891), str. 106-119.

58 Teubner, Leipzig, 1871, 12 + 343 stran.

59 Deutsch bearbeitet von Dr. W. Fiedler, Teubner, Leipzig, 1873, 16 + 472 stran.

60 Autorisierte, nach dem italienischen Manuskript bearbeitete deutsche Ausgabe von
Fritz Schiitte, Teubner, Leipzig, 1902, 21 + 744 stran.
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Tato dvacetistrankova studie se skladala z 10 ¢asti rozdélenych na 29 krat-
kych, ¢islovanych paragrafi. Abychom ptiblizili Zahradnikovu typickou analy-
ticko-syntetickou metodu, kterou vice méné obvykle vyuzival pti studiu alge-
braickych kiivek, provedeme nyni podrobné&jsi popis jeho prace [Z86].

V jejim tvodu v prvnim paragrafu nejprve uvedl klasické analytické a para-
metrické vyjadieni Descartova listu

23+ 1% — 3axy =0,

resp.
_ 3au
T +ud’
B 3au?
YT 1w
kde u € R. Pak popsal podminku, kdy tfi body listu lezi na jedné piimce,
tj. jejich parametry splnuji jednoduchou rovnici ujusuz = —1. Dale ukazal

vztah mezi bodem dotyku u primky s listem a jemu pfislusSnym tangenciadlnim
bodem wu;. Tedy splynou-li body us a ug, prejde predchozi rovnice v rovnici
u?u; = —1. Oznacime-li jeji koteny u’ a u”, pak spliuji podminky v’ +u” = 0
au'u" = —u%. Karel Zahradnik vztah vysvétlil takto:

Prvd z rovnic pravi, Ze body dotyku tecen vedengjch z bodu listu jsou ve vztahu
vymenlivém — involutornim.

Piseme-li Ou' = U’, Ou" = U", miZeme tuto rovnici psdti

(XYU'U") = —1,

t. 7. body sdruzené k témuz tangencialnimu bodu promitaji se z dvojného bodu
v paprscich, jeZ harmonicky déli tecny dvojného bodu.

Ddle vysvitd z téZe rovnice, Ze, lezi-li jeden bod dotyku u' na smycce, lezi
druhy bod dotyku v na ostatni c¢dsti krivky, a z rovnice ulu; = —1 jde, Ze
body dotyku ', u” a tecen bodu uy jsou redlné, je-li uy < 0, t. j. neleZi-li bod
na smycce listu.5!

V druhém paragrafu analyzoval specidlni ptipad, kdy vSechny tti pruseciky
pfimky s listem splynou, neboli uy = uy = uz = u. Potom je pfimka tec-
nou v inflexnim bodé, pro néjz plati u? = —1. Coz miizeme vyjadfit tak, Ze
Descartiuv list méa jeden redlny inflexni bod a dva imagindrni inflexni body,
které lezi na jedné pfimce, nebot soucin jejich parametrti je roven méné jedné.

V tfetim paragrafu objasnil, ze tbézné body Descartova listu jsou vlastné
jeho inflexnimi body a tudiz inflexni te¢ny jsou jeho asymptotami.

Druh4 ¢ast studie nazvana O kvadratické involuci bodi sdruzengch u', u” je
tvorena Sesti delsimi paragrafy (¢. 4 az 9). V prvnim Karel Zahradnik zapsal
spojnici bodil u/, v Descartova listu

[u/2u//2 - (u/ + u//)]x + [1 _ u’u"(u' + u//)]y + 3au’y’ = 0,

61 [786], str. 482.
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kterd pro piipad, ze v’ a u” maji spole¢ny tangencidlni bod u; (tj. jedna se
o spojnici bodu sdruzenych bodu w;), pFechazi v rovnici

Sy, =z +uly + 3au; = 0.

Dale vysvétlil vlastnosti této primky:
Opise-li bod uy Descartes-uv list, obaluje sdruZend mu primka S, kuZelo-
secku, jez se jmenuje Weyr-Cayley-ova kuzelosecka kvadraticke involuce bodove

na listu dané rovnici u?uy = —1.92

7Z vyjadreni kuzelosecky v tzv. tangencialnich souradnicich“ dospél k jejimu
analytickému vyjadreni v kartézské soustavé soutradnic:

3a\ 2
zy—(—=) =0.
Y ( 2 )

Jedna se tedy o rovnoosou hyperbolu, jejiz asymptoty jsou te¢nami dvoj-
nésobného bodu Descartova listu, osa symetrie listu (z = y) je redlnou osou
hyperboly.

V dalsi ¢éasti paragrafu hledal pruseciky Weyr-Cayleyovy hyperboly s Des-
cartovym listem. Do rovnice hyperboly dosadil za = a y z parametrického
vyjadieni bodt Descartova listu a po jednoduchych tpravach obdrzel rovnici

(u® —1)* =0.

Jeji vyznam a feseni popsal takto:%?
Je-li o imagindrni treti koven z jednicky, jsou

2

u=1, «a «

hledané parametry pruseku, a to kaZdy dvakrdte, t. j. hyperbola kvadratické

involuce u?u, = —1 na Descartes-ové listu dotykd se ho tiikrdte.
Je-li uy = us = ug = u, obdrZime z relace uiusus = —1, kterdaz zde prechdzi
v ud = —1, parametry bodt obratu listu
uw=—1,—a,—a>

Strucné feceno, Karel Zahradnik dospél k zavéru, ze body dotyku Weyr-
Cayleyovy kuzelosecky kvadratické involuce s Descartovym listem jsou sdruzené
s inflexnimi body Descartova listu. Soutadnice bodu dotyku te¢ny S, jsou

[ 3a —3a}
— Uy, —|.
2 Vo,

V dalsich dvou kratkych paragrafech studoval vzajemnou polohu spojnic
bodu sdruzenych a jejich prisecikii s Descartovym listem a dospél ke zndmému
ZAveru:

62 [786], str. 483.

63 [Z86], str. 483-484.
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Bod wuy i prusek v primky v'u" s listem tvori dvojinu bodu téze kvadraticke
inwvoluce, ku které dvojina bodi u', v spadd; dle toho je spojnice uiv tecnou
kuzelosecky involuce.%*

Na zavér paragrafu popsal vztah spoleéného tangencialniho bodu ¢ bodt uy
a v a vztah tohoto bodu a pruseciku w spojnice ujv s Descartovym listem.
Dospél k zavéru, ze body t a w jsou opét dvojici kvadratické involuce.

V nésledujicim paragrafu pro bod v; € Sy (bod na spojnici bodi u' a u”),
ktery je harmonicky sdruzeny s bodem v vzhledem k bodim v’ a u”, dokazal,
ze

. bod vy jest bodem dotyku tecny S,, = u'u” kuZelosecky involucni, t. j.
bod dotyku tecny u/u” involucni kuzelosecky je harmonicky sdruzeny bod s bo-
dem v vzhledem k bodim u’, u”.

... bod v1 lezi na paprsku harmonicky sdruzeném s paprskem Ot vzhledem

na tecny dvojného bodu.%

V dalsich dvou paragrafech ukazal konstrukci vedouci k nalezeni bodu vy
a popsal vzajemnou polohu spojnice boda dotyku tecen v/’ a wyv involucéni
kuzelosecky se spojnici bodu u; s dvojnasobnym bodem Descartova listu.

Treti ¢ast studie tvorenou ctverici paragrafi Karel Zahradnik nazval Dalsi
relace mezi bodem uy a Sy,. V jejim prvnim paragrafu popsal vzdalenost tan-
gencidlniho bodu u; od pfimky S, (tj. od spojnice bodd v’ a u” sdruzenych
s bodem w ), vzdalenost dvojndsobného bodu od této pfimky a stanovil sourad-
nice stfedu tsecky u'u” pro libovolnou polohu bodu u;. Dospél k zavéru, Ze

. spojnice u1O puli vzdalenost bodi sdruzenych. Misto stiedi vzddlenosti
bodu sdruzenych k bodum listu Descartes-ova jest opét tyz list Descartes-tiv,
pouze pootoceny okolo dvojného bodu o 180°.56

V druhém a tfetim paragrafu této Casti vysSetfoval geometrické misto stredu
délek wus (jednd se o body Descartova listu, které vzniknou jako priiseciky
piimky vedené z libovolného bodu u listu a tohoto listu). Odvodil nasledujici
tvrzeni:

Jest tedy misto stredu délek uyus pro vSechny primky jdouci bodem u opét
raciondlni krivka stupné tretiho, kteraz prechdazi v Descartesuv list, stejné po-
loZeny s danym listem, pricemz misto a treba vziti 5, je-li « =0, t. j. u = oo,
co? jest samozrejmé.5”

V poslednim paragrafu tfeti ¢asti vénoval pozornost trojuhelniku, jehoz vr-
choly jsou body w1, v’ a u”. Na zdkladé dfive odvozenych vlastnosti Descartova

v

—auq —au12]
1+ui”1+ui’ ’

64 1786], str. 484.
65 [786], str. 486.
66 [786], str. 488.
67 [Z86], str. 489.
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vy

neboli: Misto tézist trojuhelniki uiu'u" jest opét list Descartes-1iv, a to zmen-
sengj v poméru 1: 3 a otoceny o 180° okolo dvojného bodu.5®

Ve ¢tvrté ¢asti nazvané Primka a list v jediném paragrafu zavedl bod stied-
nich vzdalenosti prisecikti ui, us a ug ptimky £ | 7 s Descartovym listem. Jeho
souradnice s vyuzitim dfive odvozenych vztaht vypocetl takto:

E(an? = &) n(n — al?)
G o I
Dalsi pozornost vénoval specidlnim polohdm pfimky £ | n; v§imal si prede-
vsim realné asymptoty listu a ,specialnich® tecen.

V paté ¢asti nazvané Rouvnice tecny v jednom paragrafu z rovnice ,,obecné”
spojnice dvou bodu listu odvodil rovnici jeho tecny v bodé dotyku u

u(u® — 2)x + (1 — 3u®)y + 3au® = 0

a ukazal, ze danym bodem k Descartovu listu lze vést ¢tyfi tecny, nebot list je
kiivkou ¢tvrté t¥idy. Dosazenim parametrti ibéznych bodt listu ziskal z rovnice
tecny rovnice asymptot listu, totiz primky

z+y+a=0,
(1—iV3)z+ (1+iV3)y —2a =0,
(1+iv3)z + (1 —iV3)y — 2a =0.

V Sesté ¢asti O prusecich kruhu s Descartes-ovym listem ve tfech paragrafech
podrobné analyzoval vzajemnou polohu Descartova listu a kruznice. V prvnim
paragrafu vysel z rovnice kruznice

224+ 9% — 202 — 28y +m? =0
a hledal jeji priseciky s Descartovym listem. Po dosazeni soufadnic bodu listu

3au 3au?
14+ w3’ 1+ud

do rovnice kruznice a po jednoduchych algebraickych tpravach dospél k rovnici
Sestého stupné vzhledem k u, kterd odpovida existenci Sesti prusecika kruznice
s Descartovym listem

m?ub — 6aBu® + 3a(3a — 2a)u* — 2m?u® + 3a(3a — 28)u* — 6aau +m? = 0.

Protoze je kruznice jednoznac¢né urcena tfemi nekolinedrnimi body, uvedl
(bez dukazu) tfi relace umoziujici vypocitat t¥i zbyvajici priseciky, a pak

68 [Z86], str. 490.
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nalezl podminku, kdy ¢tyii body wi, ug, us a ug Descartova listu lezi na jedné
kruznici. Dikaz tvrzeni provedl jen pro pfipad kruznice prochazejici dvojna-
sobnym bodem Descartova listu (tj. po¢atkem soustavy soufadnic), m? = 0,
us = 0 a ug = 0o. Tedy stanovil vlastné podminku, kdy tii body Descartova
listu lezi na jedné kruznici prochézejici dvojnasobnym bodem tohoto listu.

V dalsim paragrafu Sesté ¢asti se vénoval ,dvojindm* bodu kvadratické in-
voluce dané rovnici u;u? = —1 a ji sdruzenym bodéim a dokazoval, Ze tyto body
lezi na kruznici prochazejici poc¢atkem soustavy soutadnic (tj. dvojndsobnym

bodem listu), jejiz stfed mé souradnice [%, %] a polomér je “%=.

V2

V zévérecném paragrafu Sesté ¢asti hledal rovnici kruznice, kterd prochazi in-
volutorni ,,dvojinou® v’ a u”" a dvojndsobnym bodem Descartova listu. Dokazal,
ze stied této kruznice méa soutadnice

[fBa(u —1) 3au*(u—1)
2w +1) 7 2(ud+1)
a polomér r = 32 . :3;11 -vu* + 1. Dokézal vlastné tvrzeni:®?

Geometrické misto stredi («, ) kruhi opsanych trojihelnikim z dvojin kva-
dratické involuce uiu? = —1 na Descartes-ové listu a jeho dvojného bodu je
tedy raciondlni krivka tretiho stupné. Pro souradnice bodu u listu a souradnice
stredu kruhu prislusné involutorni dvojiny je v platnosti relace

V jediném paragrafu sedmé ¢asti nazvané O krivce harmonicky sdruZené ob-
jasnil ,konstrukci® tzv. harmonicky sdruzené ktivky k Descartovu listu. Uvazo-
val pfimku, ktera prochazi bodem O, tj. dvojnasobnym bodem listu, a protina
jej v dalsim bodé A, a realnou asymptotu x + y + a = 0 Descartova listu pro-
tind v bodé B. Na uvaZované piimce stanovil bod C' tak, aby (ABOC) = —1,
tj. aby bod C byl harmonicky sdruzeny s dvojnasobnym bodem O vzhledem
ke dvojici bodi A a B. Dospél k zavéru, ze souradnice bodu C' jsou

6au Gau?

[(1 +u)(u? —4u+1)" (14 u)(u? —4u+ 1)}’

kde u je parametr bodu A Descartova listu. Z vySe uvedeného vyplyva, Ze
harmonicky sdruzena krivka k Descartovu listu je raciondlni kfivka tfetiho
stupné a ¢tvrté tiidy, kterda ma vSechny asymptoty realné.

V prvnim paragrafu osmé ¢asti nazvané O harmonickych bodech a tecndch
Descartes-ova listu odvodil podminku, kdy kruznice prochézejici dvojnasobnym
bodem listu jej protind ve ¢tyfech harmonickych bodech (nepfihlizeje k samot-
nému dvojnasobnému bodu). Ve druhém paragrafu stanovil podminku, aby

69 [786], str. 494.
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CtyTi teny vedené z bodu Pz, y] k Descartovu listu tvofily skupinu ¢tyf harmo-
nickych paprskt. Ve tfetim uvedl obdobnou podminku pro kfivku harmonicky
sdruzenou s Descartovym listem.

V devaté casti Ekvianharmonické body a tecny Descartes-ova listu zavedl
podobné podminky pro tzv. ekvianharmonické body.”™® S odvolanim na diive
odvozené vztahy dospél k nasledujicim vysledkiim:

... geometrické misto stredu kruhi, jeZ prochdzeji dvojnym bodem Descartes-
ova listu a list v ekvianharmonickych bodech protinaji, jest hyperbola stejno-
strannd, jejiz asymptoty jsou rovnobézny s tecnami dvojného bodu.

... geometrické misto bodi, z nichz tangenty vedené ku listu tvori ekvian-
harmonicky svazek, jest primka ubéznd dvakrdte vzatd.

... geometrické misto bodu, z nichZ tangenty vedené ku krivce harmonicky
sdruzené€ tvori ekvianharmonicky svazek paprski, jest primka P = 0 dvakrdate
vzatd.™

V posledni, desaté ¢asti O kruhu jdoucim involutorni dvojinou a dvojnym
bodem listu se pokusil v péti paragrafech zobecnit dfive uvedené a odvozené
vysledky. Stanovil napiiklad geometrické misto stfedd kruznic opsanych troj-
thelniku, ktery tvori involu¢ni dvojice bodi a dvojnasobny bod Descartova
listu pii riznych typech involuce.

V roce 1905 se Karel Zahradnik vratil ke studiu Descartova listu a uvefej-
nil v Casopisu pro péstovdani mathematiky a fysiky kratky ¢lanek pod nazvem
Descartestv list jako cissoidala [Z88], v némz piimo navézal na svoji praci
Krivky cissoidalné [Z4],™ ve které dokazal, ze ,kazd4 racionalni kiivka tfetiho
stupné je cissoidalou“. V novém ¢lanku se vénoval konstrukei Descartova listu.
Nejprve uvedl jeho klasické analytické vyjadieni

23+ 93 = 3azy =0
a po jednoduchych algebraickych upravach dospél k rovnici
(@ =2y +y*)(x +y +a) —alx +y)> = 0.

Na zakladé vysledkii™ odvozenych v praci [Z4] vyplynulo, Ze rovnice ,,zakladni“
kuzelosecky Descartova listu je

Co=a® —azy+y*+alr+y)=0

70 Kruznice prochazejici dvojnasobnym bodem Descartova listu jej protina jesté ve étyfech
bodech (z ¢&sti imagindrnich) promitajicich se z dvojnasobného bodu é&tvefici pfimek, je-
jichz dvojpomér ma hodnotu «. Je-li o kofenem kvadratické rovnice d? —d + 1 = 0,
&tverice bodt piimky (resp. pfimek svazku), jejichz dvojpomér je roven éislu «, se nazyva
ekvianharmonicka.

71 [Z86], str. 497.

72 CPMF 2(1873), str. 183-185.

73 Descarttiv list miizeme definovat také jako cissoidélu elipsy 2 — 2y +y? +a(z+y) =0
pro a > 0 a primky x +y +a = 0.
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113
1

a rovnice ,zakladni“ pfimky (neboli redlné asymptoty Descartova listu) je

P=x+y+a=0.

K sestrojeni boda Descartova listu vyuzil vyse uvedenou kuzelosecku —
elipsu, jejiz stfed je v bodé S[—a,—al], a kterd protind piimku P v jejich
prusecicich se souradnicovymi osami. Popis postupu doplnil nasledujicim na-
zornym obrazkem.

Obrézek 5. Zahradnikova konstrukce — Descartiv list
Konstrukci a zdavodnéni jeji spravnosti popsal takto:

... Volime-li bod S za pocdtek souiadnic pravoiuhlich, spojnici SO za osu X1,
bude rovnice kuzelosecky

A
2a2 %aQ_'

Hlavni poloosa je SO = a/2, a vedlejsi osu obdrzime, ucinime-li SN = %OS’

jako stredni geometrickou umeérnou a\/g = VNS -S0. Tim je i sestrojeni
ellipsy dano. Paprsek jdouci bodem O protindg ellipsu v bodé E a primku P
v bodé H. Naneseme-li tetivu EO na tom paprsku od pruseku H smeéerem k O,
obdrzime bod M Descartes-ova listu.

Treba tudiz jen kuZelosecku Cy sestrojiti a primku P, naceZ je konstrukce
listu velmi jednoduchd.™

74 [Z88], str. 20-21.
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Poznamenejme, ze Zahradnikovu konstrukci Descartova listu jako cissoidalni
kiivky ocenili autofi monografie [SS] (viz str. 191).

Descartuv list je jednou z nejstarsich ,slavnych® kiivek, kterd po nékolik
stoleti inspirovala matematiky. V ceské literature ji vétsi pozornost vénoval
teprve roku 1878 August Kolaiik, ktery uveiejnil v Casopisu pro péstovdni
mathematiky a fysiky rozsahlejsi ¢lanek nazvany List Descartiv popisujici za-
kladni analytické a geometrické vlastnosti této kiivky a jeji konstrukce.”

Problematiku secen a tecen na konci 19. stoleti prehledné a srozumitelné
shrnul A. Himstedt v ¢lanku Die Secanten und Tangenten des Folium Carte-
5ii.7% O Descartové listu a ovalu”” kromé specialnich monografii vénovanych al-
gebraickym kiivkdm”® pojednali v prvni poloviné 20. stoleti z riznjch hledisek
i matematici F. G. Teixeira, K. Menger, R. Goormaghtigh a W. Hurewicz.”

Pripomenme, Ze velkou pozornost specialnim rovinnym a prostorovym kiiv-
kam vénoval F. G. Teixeira v dile [Te], které se stalo jednou z nejlepsich praci
pojednavajicich o algebraickych kfivkach na pocatku 20. stoleti. Napiiklad
0 Descartové listu prehledné pojednal na stranach 85 az 91. Za zminku stoji,
ze na strané 89 k popisu listu pouzil identické parametrické rovnice jako uzil
K. Zahradnik v praci [Z69]. Také novéjsi monografie [BL], kterou roku 1970
uverejnili H. Brocard a T. Lemoyne, uziva k elegantnimu a dobfe srozumitel-
nému popisu listu a jeho vlastnosti parametrické vyjadreni totozné se Zahrad-
nikovym.°

Na konci devadesatych let 20. stoleti se o Descartovu listu, jeho vlastnos-
tech a historii zminil Luciano Cresci v pfehledné knize [Cr] vénované slavnym
kfivkam.

75 Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 7(1878), str. 113-121, 146-157.

76 Archiv der Mathematik und Physik (2) 15(1897), str. 129-145.

77 Descartiv oval (Cartesian ovals, resp. Descartovy kfivky) je rovinna algebraicka kiivka
skladajici se ze dvou ovall; poprvé ji zavedl R. Descartes roku 1637, pti klasifikaci krivek ji
studoval také Isaac Newton (1642-1727). Jednd se o mnozinu bodu P, pro jejichz vzdalenosti
s a t od dvou pevné zvolenych bodu S a T plati s +mt = 0, kde m € R. Je-li ¢ vzdalenost
bodu S a T, potom lze Descartiiv oval v kartézské soustavé souradnic popsat rovnici

2
[(1 —m?)(z? 4+ y?) + 2m3cx + a® — m202] =4a?(z? + ¢?).

Je-li m = #£1, je jeden oval stfedovou kuzeloseckou, je-li m = %, jedné se o tzv. Pascalovu
zavitnici (tj. limacon de Pascal).

8 Vig napiiklad [Lo].

7 Viz F. G. Teixeira: Sobre o folium de Descartes e a construccdo de uma classe de
cubicas unicursaes, Annaes scientificos da Academia polytecnica do Porto 7(1912), str. 186—
189, K. Menger: Allgemeine Rdume und Cartesische Rdume, Proceedings of the Section of
Sciences, Koninklijke akademie van wetenschappen te Amsterdam 29(1926), str. 476-482,
1125-1128, 32(1929), str. 330-340, R. Goormaghtigh: Sur le folium de Descartes, Mathesis
48(1934), str. 11-16, W. Hurewicz: Dimensionstheorie und Cartesische Rdume, Proceedings
of the Section of Sciences, Koninklijke akademie van wetenschappen te Amsterdam 34(1931),
str. 399-400.

80 Viz [BL], str. 275. O Descartové listu viz str. 270 az 278.
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Kardioida

Dne 23. fijna 1874 mél Karel Zahradnik na zasedani mathematicko-pfirodo-
védné tridy Kralovské ceské spolecnosti nauk prednasku, kterd vysla ve stej-
ném roce v Casopisu Sitzungsberichte der kéniglichen bohmischen Gesellschaft
der Wissenschaften (mathematisch-naturwissenschaftliche Classe) pod nézvem
Theorie der Cardioide [Z9]. O rok pozdéji ji prelozil do ¢estiny, uptesnil vyklad
a odvozeni, doplnil ji ¢etnymi odkazy na ¢eskou a némeckou literaturu a uverej-
nil v nové vzniklém ¢asopisu Archiv mathematiky a fysiky pod nadzvem Theorie
kardioidy [Z15]. V nésledujicim roce ¢eskou praci mirné zestru¢nil, vynechal ap-
likace diferencialniho a integralniho poc¢tu, opétovné prelozil do néméiny a pub-
likoval v ¢asopise Archiv der Mathematik und Physik pod ndzvem Theorie der
Cardioide [Z23].

@

Obrazek 6. Kardioida

Ceska Sestnictistrankové prace rozdélend na ¢trnact kratsich paragraft®!
podrobné pojednala o zakladnich vlastnostech kardioidy.?

V prvni ¢asti nazvané Rouvnice bodu kardioidy Karel Zahradnik nejprve uvedl
definici kfivky, jeji vyjadieni v kartézské soustavé soutradnic a jeho nezvykle
podrobny geometricky rozbor:

81 Price [Z9] neobsahovala paragrafy 11 az 14; prace [Z23] neméla paragrafy 13 a 14.

82 Kardioidou nazyvame specialni piipad prosté epicykloidy. Tu opisuje bod kruznice,
kterd se bez skluzu kotali po nehybné kruznici v jeji vnéjsi oblasti. Parametrické vyjadreni
prosté epicykloidy je x = (a+b) cos (%t) —bcos (“T"'bt) ,y = (a+0b)sin (%t) —bsin (“T"'bt),
t € R, kde a je polomér nehybné kruznice, b je polomér hybné kruznice a t je velikost
thlu odvaleni. Je-li a = b, prosta epicykloida se nazyvéa kardioida neboli srdcovka. Jeji
parametrické vyjadieni je x = a2 cost—cos(2t)], y = a[2sint—sin(2t)], kde t € R; analytické
vyjadieni v kartézské soustavé souradnic je (22 + y2 — a2)? = 4a?[(z — a)? + y?]. Pfitom
pocatek soustavy soufadnic volime ve stfedu nehybné kruznice a osou x je prodlouzeni tisecky
spojujici poc¢atek s bodem vratu.
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Kardioida jest epicykloida, pri niZ polomér kruhu wvalictho se rovny jest
polomeéru kruhu pevného. Rouvnice jeji v souradnicich pravouhelnych zndmd
jest, znit:

(2% +9?)? — dazx(2? + y?) = 4ay>.

Z rovnice této vysvitd, Ze pocdtecny bod souradnic, jakoZ i imagindrné body
kruhové v nekonecnu body dvojnymi (a sice Spicky) kardioidy jsou; md tudiz
kardioida maximalny pocet bodu dvojnych, jeZ pri krivce stupné ctvrtého vyskyt-
nouti se mohou, aniZ by se tato rozpadla ve dvée krivky stupnu niZsich, a jest
tudiz rodu nultého, t. j. souradnice libovolného bodu krivky daji se vyjadriti
co algebraické raciondlné lomené funkce urcitého parametru o stejném jme-
novateli. Co taky parameter upotrebiti muzZeme polomer kruhu, jenZ se dotykd
uvratné tecny kardioidy v reelném jejim bodé dvratném. Neb kazZdy kruh protind
kardioidu v osmi bodech, mad vsak imagindarné body kruhové s touto spolecne,
coz ¢ini ctyri body prusecné, ddle prochdzi tretim bodem udvratnym dotykaje se
tecny uvratné, coz ndm dalsi t7i body davd, zbyvd tudiz pouze jeden bod prisecny
a ten zavist na velikosti poloméru dotéencho kruhu a sice jednoznacneé.

Rowvnice zminéného kruhu zni

2%+ y2 = 2vy,

znaci-li v polomér jeho.8

Uzitim vySe zminéné substituce a provedenim jednoduchych algebraickych
tuprav dospél k parametrickému vyjadieni kardioidy, totiz

da(l —u?) Sau
(1+u?)? " (14 u2)?

}, u € R.

My v

Poznamenejme, ze parametrické vyjadieni kardioidy, které bézné Karel Za-
hradnik uzival pri vysetfovani vlastnosti této kiivky, od ného prevzal G. Lo-
ria, jak vyplyva z jeho prvni pozndmky uvedené v monografii [Lo] na strané
142: Diese Darstellung, in weitem Masse angewendet, findet sich in folgenden
Schriften von K. Zahradnik: Theorie der Cardioide (Prager Ber., 1875), Uber
die Cardioide (Cas., 1877), Beitrag zur Theorie der Cardioide (Archiv LXIII,
1879).8% G. Loria ocenil t¥i Zahradnikovy studie [Z9] (spravé mélo byt uvedeno
1874), [Z15] (spravné mélo byt uvedeno Archiv mathematiky a fysiky) a [Z246],
které zaradil do kontextu dalsich asi 35 vyznamnych praci.

V druhém paragrafu Priseky kardioidy s primkou K. Zahradnik analyzoval
vzajemnou polohu piimky mz+ny+1 = 0 a kardioidy popsané vyse uvedenym
parametrickym vyjadfenim. Spoleéné pruseciky kiivek popsal rovnici

ut + (2 — dam)u® + 8anu + 1 + 4am = 0.

83 [Z15], str. 25-26.
84 Vig téz [Lo], 1. dil, 2. vydani, Leipzig, 1910, pata poznidmka na strané 153.



244

Pripomnél, ze splynou-li dva prisecné body, piejde seCna v tecnu, jejiz body
dotyku lze najit z rovnice
t2 +2ut +3 =0, (10)

jejiz geometricky vyznam objasnil takto:

Rovnice [10] ndm pravi, Ze tecna v libovolném bodé kardioidy tuto v dalsich
dvou bud reelngjch neb imagindrnijch bodech protind, dle toho-li

V3

aneb vzhledem k rovnici [6], dle toho-li

a
UZE

Body prislusné parametrion u = /3 jsou mezné body, lezi totiz na rozhrani
bodii, z nichZ bud reelné nebo imagindrné tecny vésti miZeme; body tyto pri-
slusi kruhu o polomeéru v = :I:% a jsou body styku dvojné tecny, coz doleji

dotvrdime.8®

Na zaveér paragrafu hledal z parametrického vyjadfeni parametr tbéznych
bodu kardioidy a dospél k rovnici

(14 u?)? =0,

vvvvv

. ubézniky kardioidy jsou imagindrné body v nekonecnu, o kterychZ snadné
lze se presvedciti, Ze jsou body kruhovymi t. j. pruseky nekonecné vzddlené
primky s kruhem (libovolngm,).

Z rovnice [7] plyne totiz:
2u
1—u?’

SHES

coz pro u = +i prejde ve:
Y 4
x

kteryzto vzorec v skutku hovejsi stvrzuje.8

Povsimnéme si Zahradnikovy typické prace s nekonetnem a imagindrnimi
utvary a jeho zpusobu argumentace a dokazovani, které byly typické pro geo-
metrii druhé poloviny 19. stoleti.

Ve tfetim paragrafu Secna a tecna nejprve odvodil s vyuzitim determinanti
rovnici seény prochazejici body kardioidy, kterym pfislusi parametry u; a us.

85 [Z15], str. 27. Rovnice [6] znéla v = £.
86 [715], str. 28. Rovnici [7] Karel Zahradnik myslel parametrické vyjadieni kardioidy.
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Po tadé algebraickych tprav dospél k neprili§ péknému tvaru analytického
vyjadieni rovnice secny:

T Y 4a
1—u? 2uy (1+u?)? =0.
—(uy + usg) 2 u3 + udug + urud + uj + 2(u1 + u3)

7 néj pak odvodil vyjadieni tecny a dostal znamou rovnici
(1 —3u?)z +u(3 — u?)y = 4a, (12)

kterou z geometrického hlediska vylozil takto:

Rowvnice tato jest vzhledem k wveliciné u stupné tretiho, t. j. z libovolného
bodu (z,y) vésti lze ku kardioidé ti tecny, a parametry bodi styku jsou koteny
rovnice [12] vzhledem k u. Pocet tecen z daného bodu ku kiivce uddvd tridu
dané krivky, tudiZ jest kardioida kiivka tiidy treti a stupné cturtého.®”

V zéveéru paragrafu jesté nalezl parametry bodu kardioidy, v nichz maji tecny
speciélni polohu (jsou rovnobézné s osou x, resp. kolmé k ose x).

V paragrafu Asymptoty Karel Zahradnik nejprve definoval asymptotu:
Asymptota jest tecnou krivky v jejim nekoneéné vzddleném bodé; obdrzime
tudiz rovnice asymptot kardioidy, vloZime-li do rovnice tecny parametry bodi
nekonecné vzddlenych.8
Snadno a rychle pak dospél k jejimu analytickému vyjadreni x +iy = a, z néhoz
je ziejmé, ze kardioida m4 imaginarni asymptoty, které se protinaji v realném
bodé na ose x ve vzdalenosti a od poc¢atku soustavy soutradnic.

S vyuzitim zakladnich znalosti analytické geometrie a z rovnice tecny dospél

v Sestém paragrafu nazvaném Normadla k analytickému vyjadieni normaly, totiz
odvodil rovnici

(1 —3u?)y — u(3 — u?)z + 4au = 0, (13)

kterou komentoval nasledujicimi slovy:

Rowvnice tato jest vzhledem ku stupné tretiho, z cehoZ vysvita, Ze z libovolného
bodu (xz,y) v roviné kardioidy se na tuto tii normdly spustiti daji, jichZ paty
urcéugi koreny rovnice [13] vzhledem k u.8°

V Sestém, naro¢néjsim paragrafu Involucni kuzelosecka nejprve zavedl sdru-
zen€ tecny T1 a Tb, které vzniknou tak, ze v libovolném bodu wu kardioidy
sestrojime redlnou tecnu 7" protinajici kardioidu v dalsich dvou bodech u; a us,
v nich pak najdeme nové tecny 77 a T. Bez dikazu vyslovil dvé nasledujici
véty, nebot je povazoval za naprosto ziejmé a jasné:

Sdruzené€ tecny tvori na kardioidé involuci quadratickou.
87 [Z15], str. 29.

88 [Z15], str. 29.
89 [Z15], str. 30.
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Kazdy par sdruzenych tecen urcuje na dvojné tecné dva body, jez harmonicky
rozdélugi body styku tecny dvojné.°

Zajemce o dikaz odkéazal na svoji praci [Z7] a na slavnou monografii Emila
Weyra Theorie der mehrdeutigen geometrischen Elementargebilde und der al-
gebraischen Curven und Flichen als deren Erzeugnisse.”! Hlavni pozornost
vénoval odvozeni rovnice involuéni kuzelosecky, ktera vznikne tak, ze bod w
probihé kardioidu, tj. ,tecna T se otac¢i po kardioidé“. S vyuzitim vysledkt
uvedenych ve tfetim paragrafu této své studie dospél ke znamé ,Weyroveé
kuzelosecce involu¢ni“, kterd je v ptripadé kardioidy dana rovnici

(G- ()

5

Jedna se tedy o hyperbolu prochazejici ,body dotyku dvojné tecny a kardioi-
dyu.92

V sedmém paragrafu vysetfoval zajimavou kubickou involuci svych oblibe-
nych trojin bodi, kterou zavedl takto:

Pod kazZdym smérem muzZeme tii tecny rovnobézné ku kardioidé vésti. Tecny
tyto protinaji dvojnou tecnu kardioidy v bodech, jeZ jsou v stavu vymenném,
mvolutornim, nebot kaZdym jednim z také trojiny bodi urceny jsou oba ostatni.
Souhrn téchto trojin bodi tvori na tecné dvojné kubickou involuci bodovou.”?

Pak jen s vyuzitim zdkladid analytické a rovinné geometrie dokazal néasledu-
jici tvrzeni:

Kazda taka trojina bodi By, Bs, Bz md tu vlastnost, Ze vnitrni jeji bod Bg
oddéluje vzdalenost krajniyjch By, Bs tim spusobem, Ze promitaji se délky B1Ba,
By B3 ze stiedu C kruhu zdkladniho pod tihlem Sedesdti stuprin.®*

Poznamenejme, ze Karel Zahradnik reprodukoval postupy a vysledky uve-
dené ve dvou pracich Emila Weyra — Grundzige einer Theorie der cubischen
Involutionen® a Uber die involutorischen Winkelrelationen der Cardioide.”®

V osmém paragrafu nazvaném Evoluta®” studoval obalku normal kardioidy,
tj. evolutu této kiivky. Naznac¢ime nyni podrobnéji jeho feSeni a povSimneme
si jeho ,neujasnéné* prace s nekonec¢né blizkymi body, tj. s nekone¢né malymi
veli¢inami, a imaginarnimi objekty. Poznamenejme, Ze jeho pristup byl zcela

90 [Z15], str. 31.

91 B G. Teubner, Leipzig, 1869, 156 stran.

92 Poznamenejme, Ze tento Zahradnikitv piispévek k teorii kardioidy uvedeny v préci
[Z23] pfipominaji i autori [BL] na strandch 96 az 97.

93 [Z15], str. 31.

94 [Z15], str. 32.

95 Abhandlungen der koniglichen bohmischen Gesellschaft der Wissenschaften, mathema-
tisch-naturwissenschaftliche Classe, 1874, VI. Folge, 7. Band, 56 stran.

96 Sitzungsberichte der kéniglichen bohmischen Gesellschaft der Wissenschaften, mathe-
matisch-naturwissenschaftliche Classe, 1871, 2. Abth., str. 69-70.

97 Evolutou kiivky nazyvame mnozinu vsech jejich st¥edt k¥ivosti.
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bézny pro geometry 19. stoleti. Karel Zahradnik nejprve pripomnél, Ze nor-
mala N protind ,sousedni“ normalu N’ v bodg, ktery lezi na evoluté. ProtoZe
rovnice normaly méa tvar

(1—3u®)y — u(3 —u®)x + dau = 0,

bude rovnice pfimky prochézejici jejim prisekem s ,nekonec¢né blizkou nor-
malou*
6uy + (3 — 3u?)x — 4a = 0,

a proto souradnice pruseéiki normal N a N’ jsou

{4a(1 + 3u?) 8au?
3(14wu2)? " 3(1+wu?)2l”

Aby nasel rovnici evoluty ve tvaru f(z,y) = 0, vySel z rovnice normély bodu u
kardioidy a pfimky prochazejici prusec¢ikem ,nekonecné blizké“ normaély a po-
moci komplikovanéjsich aprav determinantii a s vyuzitim transformace soufad-
nic (po¢atek kartézské soustavy soufadnic posunul do dvojndsobného bodu
evoluty, tj. 4a — 3z = 3€) obdrzel analytické vyjadieni evoluty

2 da 4a?y?
(2 +9?) - Fe(e2+v7) = =5
z néhoz je patrné, ze
. evoluta kardioidy je opét kardioida prislusnd kruhu zdkladnimu, jehoZ

polomeér rovnd se %.98

Devaty paragraf Priseky kruhu s kardioidou vénoval Karel Zahradnik popisu
vzéjemné polohy kruznice a kardioidy. Vysel z rovnice kruznice 22 +y? —2px —
2qy + m? = 0, kde m? = p? 4+ ¢> — r2. Jednoduchymi algebraickymi tipravami
dospél k rovnici

m2u* + (2m? + 8ap)u® — 16aqu + 16a> — 8ap +m? =0 (20)

popisujici priusecéiky kardioidy ([4("1'&17;;)22), (1?%)2}, u € R) a vySe uvedené
kruznice. Tuto rovnici geometricky interpretoval takto:

Kazdy kruh protindg kardioidu mimo imagindrné body kruhové v dalsich cty-
rech bodech, jejichz parametry jsou koveny rovnice [20].9

V zévéru paragrafu vyslovil nasledujici vétu:

Protneme-li kardioidu libovolnym kruhem v bodech uy, us, us, ug a proloZi-
me-lt body uy, us a us, ug dva jine kruhy, jeZ kardioidu v dalsich bodech vs,
Vg TESP. V1, V2 protinaji, tu leZi ony nove ctyri pruseciky vy, va, vz, Vg 0PEt na
jednom kruhu.'%°

98 [Z15], str. 35.

99 [Z15], str. 35-36.
100 1715], str. 36.
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Poznamenejme, ze ji fadné dokdzal v praci [Z5], resp. [Z13].

V desatém paragrafu Kruh krivosti pojednal o kruznici kfivosti, jejim polo-
méru a stfedu. Dospél k zavéru, ze

... je geometricke misto stredi kruhi krivosti totéz co enveloppa normal dané
krivky. 101

Vysvétlil jednoduchou konstrukei kruznice kiivosti v libovolném bodu kar-
dioidy, kterému piislusi parametr u. Je vsak s podivem, ze vyklad nedoplnil
zddnym nazornym obrazkem, nacrtem ¢i rytinou konstrukce. Ocitujme pro
zajimavost cely jeho popis postupu konstrukce.

Spojme bod u s pocdatkem soutadnic O, a vztyéme ve stredu B kolmici, kteraz
protind osu Y ve stiedu S kruhu bodu u prislusného, tudiz OS = v. Opisme
nyni polomérem rovnym %@ kruh, jenz se tecny uvratné v bodé uvratnem
kardioidy dotykd a sice z té€ strany, na které se bod u nenalézd, tim obdrzime
bod wy co prusek kruhu krivosti v bodu u s kardioidou. Sestrojme v stredu
wuy kolmou, tu protindg ndm tato normdlu bodu u v stredu C' hledaného kruhu
krivosti a C'u jest hledany polomér kiivosti. Nazveme-li bod uy sdruzeny bodu u,
mauzeme ndsledujici vétu pronésti:

,Body sdruzené prusekim kruhu s kardioidou lezi opét na kruhu.

«102

V jedenéctém paragrafu Rektifikace kardioidy, resp. ve dvanactém paragrafu
Kvadratura kardioidy s vyuzitim vzorcd znamych z diferencidlniho a integral-
niho poctu vypocital délku kardioidy, resp. obsah plochy, kterou kardioida
omezuje.

V tfindctém paragrafu Kubatura télesa pouvstalého rotact kardioidy kolem
tecny uvratné, resp. ve ¢trnactém paragrafu Komplanace téhoZz rotacniho télesa
vypocital objem, resp. povrch rotacniho télesa, které vzniklo rotaci kardioidy
kolem osy .

Tato Zahradnikova studie obsahovala podstatné podrobné;jsi vysvétleni a od-
vozeni jednotlivych tvrzeni nez jeho pozdéjsi prace vénované specialnim kiiv-
kam, tj. Descartovu listu, lemniskaté, cissoidé ¢i strofoidé. Na rozdil od nich
vSak nebyla doplnéna zadnym obrazkem studované kfivky ¢i popsanych kon-
strukci. Z hlediska vyvoje geometrie kiivek neobsahovala zadné nové poznatky,
jen drobnd zjednoduseni nebo vylepseni diikaz jiz znamych vlastnosti. Na dru-
hé strané poskytovala informace o dostupné, predevsim némecky psané litera-
ture.!3 Byla studii, kterd mohla zac¢inajicim Ceskym geometrtim nabidnout
prehledny, cesky psany souhrn zadkladnich poznatki o vlastnostech kardioidy
a metodach vSeobecné uzivanych pri studiu racionéalnich ktivek.

Roku 1877 dokoncil Karel Zahradnik v Zahtebu ¢tyistrankovy prispévek Bei-
trag zur Theorie der Kardioide [Z46], ktery vySel o dva roky pozdé&ji v ¢asopisu

101 1Z15], str. 37.

102 [715], str. 36-37.

103 Karel Zahradnik se odvolaval na starsi i novéjsi prace Em. Weyra, L. Cremony, G. Sal-
mona, W. Fiedlera, H. Weissenborna a na své prvotiny.
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Archiv der Mathematik und Physik v rubrice Miscellen, v niz byly otiskovany
zajimavé priklady, inspirativni drobnosti, vylepSeni dikazt a rizna zajimava,
neprili§ obtiznd matematicka tvrzeni, kterd mohla zaujmout ucitele matemati-
ky nebo talentovanéjsi stiedoskolské studenty.

Karel Zahradnik fesil tuto tlohu: stanovte mnozinu bodt v roviné kardioidy,
z nichz vedend trojice tecen se dotyka kardioidy ve tfech rtiznych bodech tak,
7e vznikly trojuhelnik ma konstantni obsah.!%* Obsah ¢lanku dobie vystihuje
recenze A. Maynze z Ludwigslustu uvefejnéna v c¢asopise Jahrbuch tber die
Fortschritte der Mathematik. Ocitujme jeji celé znéni:'105

Nachdem die Cardioide, deren Gleichung:
(2 +9*)? — daz(a® +y?) — 4a®y* = 0,
mittels eines variablen Parameters durch die Gleichungen:

4a(1 — u?) _ 8au
v (14 u2)?

BTSN

definirt ist, und die drei von einem Punkte (vy) an die Cardioide gehenden
Tangenten durch die fir u cubische Gleichung:

T — 4a
Y

=0

3
ud 4+ 22— 3y —
Yy

gefunden sind, ferner (vy) Pol der drei Berihrungspunkte mit den Parame-
tern uy, uo, ug genannt ist, geht der Herr Verfasser zur Losung der Aufgabe
tber, den Ort der Pole constanter Bertuhrungsdreiecke bei der Cardioide zu
finden. Die Rechnung geschieht sehr einfach mit Hilfe der bekannten Deter-
minante, die den Inhalt eines Dreiecks durch die Coordinaten der Eckpunkte
ausdrickt; in dieser Determinante werden fir die Coordinaten ihre Ausdriicke
n uy, us, ug substituirt. Durch Quadriren wird diese Determinante dann eine
symmetrische Function von uy,us, us, die leicht mit Bertcksichtigung der oben
angegebenen cubischen Gleichung fir w rational durch x und y ausgedrickt
werden kann.

Stejny problém fesil také v kratkém prispévku Pole constanter Beriihrungs-
dreiecke bei der Cardioide [Z28], ktery prednesl na zaseddni matematicko-
prirodovédné t¥idy Kralovské ceské spolecnosti nauk dne 23. biezna 1877. Na
néj prirozené navazalo kratké pokracovani nazvané Zusammenhang zwischen
dem Pole und dem Schwerpunkte des Berihrungsdreieckes bei der Cardioide
thelniku styku (der Bertihrungsdreiecke neboli tecnovy trojihelnik). Karel
Zahradnik dospél k zavéru:

104 Wir kénnen nun uns die Aufgabe stellen, welches ist der Ort der Pole constanter
Berthrungsdreiecke bei der Kardioide? Viz [Z46], str. 94.

105 Viz Jahrbuch {iber die Fortschritte der Mathematik 11(1879), str. 516.
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Fiihren wir nun diese Werte in Gl. (1) ein, so erhalten wir

a 8z* + 962%y? + 5y* + 8ax® + 96axy? — 88a’x? — 64ay? — 64a’x

5:372 (y2+(x—a)2)2

_a 723y — Bay(x? + 8y?) + 80a’zy + 324’y
T 2
10 (y2 + (2 - a)2)

(4)

Aus den Gleichungen (4) ersehen wir, dass der Pol eine Curve 4-n Ordnung
beschreibt, wenn der entsprechende Schwerpunkt des Berihrungsdreieckes eine
Curve nter Ordnung beschreibt. Insbesondere entspricht jeder Geraden, welche
durch den reelen Rickkehrpunkt der Cardioide hindurchgeht, eine Curve vierter
Ordnung, welche jene Gerade zur Tangente hat.'%6

Kardioida byla ve druhé poloviné 19. stoleti inspirativni neelementarni kiiv-
kou. Na konci Sedesatych let se jeji vySetfovani prostiedky ,Cisté* analytické
geometrie stalo tématem nékolika ¢lankid uvefejnénych ve vyrocnich zpravach
stfednich 8kol.'7 V sedmdesatych letech jeji geometrické a metrické vlast-
nosti studoval Em. Weyr,'?® involuéni vztahy jejich ,specidlnich“ bodi popsal
H. Brocard,!?” zékladni vlastnosti a konstrukce uvedl E. Laguerre.''® V osm-
desatych letech se kardioidou inspirovali M. Weill, J. Pleyl a G. de Long-
champs a mnozi dalsi, ktefi popisovali geometrické vlastnosti a konstrukce
kiivek tfetiho a &tvrtého stupné.''! Na konci 19. stoleti a v prvnich dvou
desetiletich 20. stoleti specialni body kardioidy a jejich involu¢ni vztahy, kon-
strukci krivky, oskula¢nich kruznic a tecen a zejména spolecné vlastnosti krivek

106 . M~ R . ey
’

u?
a znéla & = 4a Z (1+u2)2: n= %l > (1;‘#, kde ug byly parametry bodu dotyku (resp.

kotangenty vehkostl uhlu které sviraly pruvodice bodu dotyku te¢ny a kardioidy s kladnym
smérem osy ).

107 Naptiklad v referativnim casopisu Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik
byli ¢tenafi upozornéni na dvé zajimavé prace neprilis znamych némeckych stiedoskolskych
profesori — C. Plagge: Untersuchungen iber die Cardioide, Programm der Gymnasium
Recklinghausen, 1868, a A. Hossrich: Discussion der Cardioide, Programm der Realschule
und des Progymnasium, sowie der Vereinigten Stadtischen Schulen zu Saalfeld, 1870, 8 stran.

108 iz jiz vyse uvedené jeho prace a italsky ¢lanek Sopra una proprieta metrica della car-
dioide, Rendiconti del Real Istituto Lombardo di scienza e lettere 5(1872), Serie II., fasc. IV.,
str. 204-206.

109 H. Brocard: Sur la cardioide, N. C. M. 3(1877), str. 231-233, 408-410.

110 E. Laguerre: Sur la cardioide, Nouvelles annales de mathématiques (2) 17(1878),
str. 55-69.

111 Viz napiiklad M. Weill: Note sur la cardioide et le limacon de Pascal, Nouvelles
annales de mathématiques (2) 20(1881), str. 160-171, J. Pleyl: Zur Cardiotde, Archiv der
Mathematik und Physik 68(1883), str. 166-180, G. de Longchamps: Rapprochement entre
la trisectrice de Mac-Laurin et la cardioide, Sitzungsberichte der koniglichen béhmischen
Gesellschaft der Wissenschaften, mathematisch-naturwissenschaftliche Classe, 1887, str. 601—
608.
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¢tvrtého stupné popsali a syntézu predchozich vysledkt provedli napriklad
L. Loucheur, L. Sire, C. E. Youngman, F. Balitrand a R. Goormaghtigh.!!?

V devadesatych letech 20. stoleti se kardioidou, jejimi vlastnostmi a historii
zabyval Luciano Cresci v knize [Cr] vénované slavnym kiivkam.

Lemniskata

Roku 1898 Karel Zahradnik publikoval v ¢asopisu Archiv der Mathematik
und Physik némecky psany ¢lanek Zur Theorie der Lemniskate [Z78], ktery
o rok pozdé&ji vysel v nezménéné podobé v Casopisu pro péstovdni mathematiky
a fysiky pod nézvem Prispévek k theorii lemniskaty [Z279]. Vénoval jej specialni
trojici bod@ na lemniskaté,!'3 tzv. trojiné oskulacnich bodi. Nejprve uvedl
analytické vyjadreni lemniskaty v kartézské soustavé souradnic

(2 +y*)? — 2a* (2 — %) = 0.
Pak presel k parametrickému vyjadieni této krivky
1+
=atvV2——
r=a \[1 A
1—¢?
atv/2

1+t4’

kde t € R. Ze znalosti jeji neelementarni vlastnosti'** dospél k rovnici

Y

tItIItIIItIV _ 17

112 Viz L. Loucheur: Sur le lieu des sommets des angles constants circonscrits ou nor-
mauz d une épicycloide. Application d la démonstration purement géométrique de propriétés
de la cycloide, de la cardioide et des hypocycloides d trois et quatre rebroussements, Nouvelles
annales de mathématiques (3) 11(1892), str. 374-384, L. Sire: Sur le rayon de courbure de
la cardioide, Revue de mathématiques spécialles 18(1908), str. 484, C. E. Youngman: Some
geometry of the cardioide, Education Times (2) 16(1909), str. 89-98, F. Balitrand: Note
sur la cardioide, Nouvelles annales de mathématiques (4) 15(1915), str. 214-222, R. Goor-
maghtigh: Sur un rapprochement remarquable entre I’hypocycloide d trois rebroussements,
le folium de Descartes et la cardioide, Nouvelles annales de mathématiques (4) 16(1916),
str. 241-252.

113 Roku 1694 lemniskatu poprvé analyticky popsal Jacob Bernoulli (1654-1705). Dnes
ji definujeme jako specidlni pfipad Cassiniho kfivky, kterd je mnozinou vSech bodu roviny
majicich konstantni soucin vzdalenosti od dvou pevné zvolenych bodtu F7 a Fb, tj. ohnisek.
Oznacime-li polovinu jejich vzdélenosti e, pak lze Cassiniho krivku v kartézské soustavé
soufadnic popsat rovnici (22 + y2)2 — 2e2(22 — y?) = a* — e, kde a je parametr kiivky.
Je-li a? = €2 dostavame tzv. Bernoulliovu lemniskatu. Konvexnimi piipady kiivky se po-
kousel astronom Giovanni Cassini (1625-1712) nahradit drahy planet (viz [Lo], str. 208).
Poznamenejme, ze lemniskdta ma i prakticky vyznam. Teény v jejim dvojnasobném bodé
jsou inflexni, a protoze jeji polarni rovnice je jednoduché, lze ji bez obtizi vyty¢it. Uziva se
v okoli jejiho dvojnasobného bodu jako prechodnice pii stavbé délnic ¢i jejich uzlia.

14 Kazdy kruh, jen? se dotykd lemniskaty v redlném dvojném bodé, protind ji v 7 pevnych
bodech, osmy prusek jeho je zavisly na poloméru u toho kruhu jednoznacné, t. j. muzeme
soutadnice toho bodu vyjddriti pomoci poloméru u jako raciondlniho parametru. Viz [Z79],
str. 27.
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ktera vyjadiuje podminku, kdy ¢tyii body lemniskaty ¢/, ¢/, t/11 a tIV lezi
na jedné kruznici. Pro specialni piipad t/ = t/I1 = !V = ¢ ptejde pFedchozi
rovnice v rovnici

B3t =1,

jez vyjadiuje vztah mezi bodem t kruznice kiivosti a jejim redlnym priisecikem
t' s lemniskdtou. Z této rovnice vyplyvé, ze kazdym bodem ¢’ lemniskaty
prochazi tfi kruznice kfivosti, a to jedna realna a dvé imaginarni. Pfepiseme-li

rovnici na tvar 1

T

a oznacime-li jeji kofeny t1, to a t3, po jednoduchych geometrickych avahach
a algebraickych upravach vyplyne, ze body 1, t2 a t3 kruznic kiivosti prochéaze-
jicich bodem lemniskaty ¢ lezi opét na jedné kruznici.

t3

Karel Zahradnik tuto trojici oznacil jako trojinu bodi oskulacnich a definoval
ji takto: TFi body oskulacni t1, to, t3, jeZ sdruZeny jsou bodu t', t. j. jejichZ
kruhy krivosti spolecné probihaji bodem t' lemniskaty, jmenujeme trojinou bodi
oskulacnich.}1?

Vv

kruznice ji opsané. Dospél k zavéram:
LezZi tudiz teziste trojiny oskulacni na lemniskaté i jest onym bodem, jemuZz

je ta trojina sdruzend.''6

Kruh opsany trojiné oskulacni sklada se z primky ubézné a z primky P, kterd
bodem t, jemuz je trojina oskulacni sdruZend, probihd.

Primka P je spolecnd tétiva redlného kruhu kiivosti a lemniskaty. Opise-li
bod t lemniskatu, obaluje primka P rovnoosou hyperbolu

H=2?—y> -2 =0,
jejiz redlnd poloosa OA = ¢.*17
Hlavni pozornost vSak vénoval popisu konstrukce stredu krivosti readlné osku-
la¢ni kruznice kiivosti, ktera prochazi bodem t studované lemniskaty. Vysel
pritom ze znamého faktu, ze lemniskatu lze chapat jako primeét rovnoosé hy-
perboly H, pokladame-li jeji stfed za pdl. Konstrukei popsal takto:

... Na Ot sestrojme v bodé t kolmici. Jeji prisek s lemniskatou je hledany
bod t*. Naopak muzeme k bodu t* lemniskaty jako bodu oskulacnimu nalézti
sdruzeny bod t jakozto prusek kruhu s lemniskatou, je-li prumer kruhu Ot*.

Jelikoz sestrojeni normaly v bodu lemniskaty necini Zddnych obtizi, je tim
i jednoduchd konstrukce poloméru krivosti i stredu krivosti v bodé lemniskaty
ddna. '8

115 1779, str. 29.

116 (779], str. 29.

117 Poznamenejme, Ze ¢ = av/2 a rovnice ptimky P je (1 +t2)x + (1 — t2)y — 2a+/2t = 0.
Viz [Z79], str. 30.

118 (779], str. 30.
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Popis doplnil nasledujicim nazornym obrazkem.

Obrézek 7. Zahradnikova konstrukce — lemniskata

V zavéru c¢lanku odvodil a dokézal vétu: Hyperbola H je sama sobé po-
laroreciprokd vzhledem ke kruhu T.'1° Ocitujme pro zajimavost delsi ¢ast z jeho
postupu:

Primka P je tudiZ tecnou hyperboly H; jeji bod dotycnosti budiz M a t
pata kolmice s bodu O na P spusténé. MiuzZeme viak lemniskatu povazZovati za
inversni krivku rovnoos€ hyperboly H se stredem inverse v bodé O a polomeérem
kruhu inverse OA = c. Plati tudiz

ON -OM = 2.

Uvazujeme-li lemniskatu jakozZto prumétnici hyperboly H s polem v O, tu
odpovidd bodu M (x,y) hyperboly bod t(§,n) lemniskaty. UvaZujeme-li viak
lemniskatu jako krivku inversni hyperboly H wvzhledem k T jakozZto kruhu in-
verse, odpovidd bodu M (x,y) hyperboly H bod N(&',n') lemniskaty. Body t,
N lezi symetricky vzhledem k ose X. Jest totiz

€ _ c2z fl _ c2m
- ZL’2+y2 - :L’2+y2
t N
_ c2y !’ c?
= "3y = z25,2:

Patrné je poldara P,, bodu M wvzhledem ke kruhu inverze I' tangentou hyper-
boly H, jejiz bod dotycnosti M’ s bodem M symetricky le#i k ose X .120

Pripomenme jesté, ze Karel Zahradnik vénoval specidlnim trojicim bodt na
lemniskaté clanek nazvany Neke vlastitosti trojina tocaka oskulacije kod lem-
niskate [Z48]. Byl tisténou verzi jeho prednasky, kterou proslovil dne 28. kvétna

119 1779], str. 31.
120 1779], str. 30-31.
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1879 jako dopisujici ¢len matematicko-prirodovédné t¥idy Jihoslovanské akade-
mie véd. Tato chorvatska prace byla svoji strukturou a uvedenymi vysledky
totozna s Gesky psanou praci [Z79]; obsahovala vSak podrobnéjsi odvozeni jed-
notlivych vysledkt, peclivéjsi vysvétleni pouzitych postuptd (napf. diléi Gpra-
vy a mezivysledky, vyklad vipoétu determinantii)!?! a ndzornéjsi geometricky
popis ziskanych mnozin boda apod.

Poznamenejme, zZe lemniskatou se nezabyval pouze Karel Zahradnik. Na-
opak, tato kfivka patfila mezi oblibené a casto analyzované. Ptitahovala po-
zornost zacinajicich geometru i stfedoskolskych ucitelt, postupné se objevila
takika ve vsech vétsich ucebnicich geometrie a v monografiich vénovanych
kiivkam.!??

Na Karla Zahradnika mély pravdépodobné vétsi vliv prace Emila Weyra,
jeho spoluzéka, pritele a kolegy. Naptiklad v roce 1873 Emil Weyr uvefej-
nil ¢tyficetistrankovou studii nazvanou Die Lemniscate in rationaler Behand-
lung,'?3 v niz podrobné vylozil vlastnosti lemniskaty a analyticko-projektivni
metody pouzivané k jejimu popisu. O dva roky pozdéji publikoval drobny
piispévek nazvany Quelques théorémes nouveauz sur la lemniscate'?* pojedna-
vajici o vlastnostech tecen a dotykovych bodf.

Neékolik kratsich i rozsahlejsich prispévkl vénovanych lemniskaté, jejim tec-
nam, normaldm, involucim a konstrukcim bylo otiSténo v osmdesatych a de-
vadesatych letech 19. stoleti v ¢asopisu Archiv der Mathematik und Physik. Ob-
vykle vSak neptinasely zasadni nové vysledky, ale pfehledné shrnovaly jiz diive
odvozené a dokazané vlastnosti, predkladaly elegantnéjsi dikazy a vylepsené
konstrukce nebo ukazovaly dalsi neelementarni rozsireni vysledkd na ,pribuz-
né“ kiivky.'?> I ony mohly byt Zahradnikovou inspiraci, nebot vyse uvedeny
¢asopis pravidelné sledoval a dokonce do néj prispival.

Na konci 19. a na pocatku 20. stoleti se problematika lemniskaty objevila
v nékolika vyroc¢nich zpravach strednich skol nebo malych popularné nau¢nych
knizkach, nebot byla srozumitelnd i pro stiedoskolské profesory a talentované
studenty.'26

121 Uplni zacatecnici byli odkazovani na Zahradnikovu uéebnici teorie determinanti [Z42)]
a také na slavnou a velmi oblibenou ucebnici S. Giinthera: Lehrbuch der Determinanten-
theorie fiir Studierende, Bezold, Erlangen, 1875, VIII 4+ 236 stran.

122 Viz napiiklad [Lo].

123 Abhandlungen der kéniglichen bohmischen Gesellschaft der Wissenschaften, mathe-
matisch-naturwissenschaftliche Classe, 1873, VI. Folge, 6. Band, 40 stran.

124 Bulletin de la Société Mathématique de France 1(1875), str. 18-19.

125 Vig napiiklad prace W. Schjerning: Ueber die Scharen von Flichen vierter Ordnung
mit sechzehn singuldren Punkten, welche durch eine Lemniskate gehen, AMP (2) 6(1888),
str. 113-142; E. Oekinghaus: Die Lemniskate, AMP (2) 6(1888), str. 337371, (2) 8(1890),
str. 24-82; E. Schultz: Ueber eine neue Construction der Lemniskate, AMP (2) 12(1893),
str. 318-326.

126 p¥ipomenme dvé némecké prace, které byly pozitivné recenzovany v referativnim
casopisu Jahrbuch tber die Fortschritte der Mathematik — G. Stiner: Die Bernoulli’sche
Lemniskate dargestellt als Orthogonalprojection von Raumcurven, Programm Thurgauische
Kantonschule, 1897, 24 stran + 4 obrazové prilohy, P. Meyer: Ueber die Siebenteilung der
Lemmniskate, Strassburg, 1900, 23 stran.
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Roku 1911 predlozil W. X. Gyr na univerzité v Bernu disertacni praci na-
zvanou Die Polaren der Lemniskate, kterd na devétapadesati strankach uvedla
veskeré drive popsané vlastnosti lemniskaty véetné nejriznéjsich involuci a kon-
strukci této krivky. Touto praci zdjem o studium lemniskaty vyvrcholil. V né-
sledujicich letech byly publikovany vice méné drobné, neptuvodni prispévky, jez
rekapitulovaly starsi vysledky, pfipadné byly sepsany pro stredoskolské pro-
fesory, studenty a dalsi zdjemce o studium specidlnich ktivek a jejich vlast-
nosti.*27

Gino Loria v rozsédhlé monografii [Lo] pojednavajici o algebraickych a speciél-
nich kfivkach na stranach 204 az 211 pfipomnél nejvyznamnéjsi prace o lem-
niskaté. V 95. paragrafu, ktery vénoval rozboru rtznych parametrickych vy-
jadfeni této kiivky, ocenil také jednu Weyrovu studii a Zahradnikuv prispévek
[Z79]. G. Loria napsal: Weitere Folgerungen ausser den im Texte gegebenen,
siehe in der schonen Abhandlung von Em. Weyr, Die Lemniskate in ratio-
naler Behandlung (Prager Abh. VI, 1874), und in einer neueren (bohmisch
geschriebenen) Arbeit von K. Zahradnik, Beitrage zur Theorie der Lemniskate
(Casopis, 28, 1899).

Na konci devadesatych let 20. stoleti o lemniskaté strucné pojednal Luciano
Cresci v prehledné knize [Cr] vénované slavnym kiivkam, jejich historii a zé-
kladnim vlastnostem.

Strofoida

Dne 28. kvétna 1879 mél Karel Zahradnik na zasedani matematicko-pfiro-
dovédné tfidy Jihoslovanské akademie véd prednasku vénovanou specidlnim
trojicim bodti na strofoidé,'2® ktera o rok pozdéji vysla tiskem v ¢asopisu Rad
Jugoslavenske akademije znanosti © umjetnosti u Zagrebu pod nazvem Vliasti-
tosti trojina oskulacije kod strophoide [Z49]. V roce 1881 ji pielozil do ¢estiny
a uveiejnil v Casopisu pro péstovdni mathematiky a fysiky pod nazvem Vlast-
nosti trojin oskulacnich na strophoidé [Z50].

V nasledujicich odstavcich jen stru¢né naznac¢ime obsah této jedenactistran-
kové studie, nebot se svoji strukturou, uzitymi postupy a metodami nelisi od
Zahradnikovych praci, v nichz pojednal o specidlnich kfivkach. V tvodnim
paragrafu uvedl nazornou geometrickou definici strofoidy, jeji analytické a para-
metrické vyjadreni.

Bodem A na ose (X) vedend primka necht protindg osu (Y') v bodé B. Primku
tuto AB sece kruZnice opsand ze stiedu B polomérem BO v bodech M, M’

127 Pfipometime v této souvislosti dvé ceské prace: V. Hiibner: Lemniskata, Casopis pro
péstovani matematiky a fysiky 43(1914), str. 111-116, V. Jefabek: O lemniskdté Boothové,
Casopis pro péstovani matematiky a fysiky 57(1927), str. 1-3.

128 Strofoidou rozumime mnozinu vsech priisediktt kazdé ze svazku kruznic, které maji
osu z jako spole¢nou teénu s bodem dotyku 7" = [0, 0], s jejim prumérem lezicim na polopfimce
svazku s vrcholem V = [—a,0], kde a > 0. Poznamenejme, Ze strofoidu lze v kartézské
soustavé soufadnic zapsat rovnici (a — z)y? = (a+x)z2, kde z € (—a, a), popfipadé parame-

—a(1—t?) —at(1—t3)
T 1 , kde t € R.

trickym vyjadienim
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a misto takovych bodu M je krivka raciondlni stupné trettho a jmenuje se
strophoida. -

Rovnice strophoidy je, piseme-li OA = a,

2(a? +y*) —a(z® —y?) = 0.

Otocime-li osy soutadnic o —45°, berouce tecny bodu dvojndsobného za nove
osy soutadnicove, nabude Tovnice kiiwky tvaru:

(z+y)(@*+y°) —2vV2a -z -y =0,

iz muzZeme i nahraditi rovnicemi

cu
r=-———
(I4+u)(1 +u?)
B cu?
YT U rwI T w2y
kdez je ¢ = 2v/2-a, u parametrem bodu u, toti trigonometrickd tangenta vhlu,
jejz radius vector bodu u s positivnou osou X wzavird ...'%°
yh |
| _
0 X

Obréazek 8. Strofoida

V druhém a tietim paragrafu této prace popsal vzajemnou polohu kruznice
a strofoidy, uvedl podminku, kdy ¢tyfi body strofoidy lezi na jedné kruznici
a popsal konstrukci oskulacni kruznice. Dokéazal, Ze

129 (750], str. 261.
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... kazdym bodem strophoidy proloZiti muzZeme tri kruhy oskulacni; body
oskulacni téchto kruhi leZi opét s bodem uyi, k némuZ jsou pridruZeny opét na
jednom a témz kruhu.'3°

Poznamenejme, ze nerozlisoval objekty realné a imaginarni. Dale si vSimal
vztahu bodu strofoidy a oskula¢ni trojice (tj. dotykovych boda vyse zminénych
oskula¢nich kruznic) a dokézal, Ze kazdému bodu strofoidy prislusi pravé jedina
oskulac¢ni trojice a obracené. Navic naznacil, ze oskula¢ni trojice stanovuji na
strofoidé kubickou involuci. Néasledné definoval oskulacni trojuhelnik a uvedl
jeho zakladni charakteristiku:

Trojuhelnik, jejz tvori trojina oskulacni, pojmenujeme trojuhelnikem osku-
lacnim a tyZ urcen je bud jednym vrcholem aneb bodem, k némuZ je pridruZen.
Dwva vrchole trojuhelniku tohoto jsou imagindrné, jeden je pouze realny t. j.
libovolngm bodem wy strophoidy muzZeme pouze jediny redlny kruh oskulacni
proloZiti ... 131

Ve ¢tvrtém paragrafu studoval oskulaéni trojihelnik. Nejprve stanovil sou-

a dospél ke vztahim

- —CU
T arwIre?)
ﬁ _ —cu2

(I+u)(l+u?)

Ukazal tedy, ze mnozinou prusecika téznic vSech oskula¢nich trojic je stro-
foida shodna s puvodni strofoidou otocenou kolem pocatku soustavy souradnic
(tj. kolem dvojnasobného bodu strofoidy) o thel o velikosti 180° (viz obrazek 9).

Obrazek 9. Zahradnikova konstrukce geometrického mista pruseciki
téznic oskulac¢nich trojic

130 1750], str. 263.
131 1750], str. 264.



258

V patém paragrafu ze znalosti soufadnic bodu oskula¢ni trojice odvodil ana-
lytické vyjadieni kruznice opsané oskula¢nimu trojihelniku

1+ 2u (24 uw)u u

2 .2

_ _ =0
x*+y c(1+u)2x c(1+u)2y+(1+u)2

V Sestém paragrafu se vénoval hlubsi analyze kruznice opsané oskulac¢ni trojici
bodi. Nejprve nalezl souradnice jejiho stredu

c 14 2u

STarwr T

a pak ziskané vztahy komentoval slovy:

Ze tvaru rovnic (18) ihned shleddvdame, Ze jest tecené misto kuZelosecka
i to parabola, ponévadZ parametry ubéznych bodi v jednu hodnotu splyvaji
t. j. primka Ubéznd jest tecnou kuZelosecky.'>?

Vyloucenim parametru u z vySe uvedenych rovnic obdrzel analytické vyjad-
feni paraboly

3c?

(€= +el€+n) = = =0. (16)

V zavéru paragrafu vylozil péknou konstrukei kruznice opsané oskulaéni tro-
jici (viz obrazek 10).

... Nyni miZeme i sestrojiti kruh opsany trojiné oskulacni sdruZené k dané-
mu bodu u. Sestrojme nejdrive bod oskulacni uy realného kruhu oskulacniho,
jdouciho bodem u. Body oskulacni us, us obou ostatnich kruhi oskulacnich
jdoucich bodem w jsou imagindrné. JelikoZ kruh jdouct trojinou oskulacni uq,
us, uz téz bodem sdruzenym u probihd, je uwuy tétiva kruhu opsaného trojiné
oskulacni. Kolmice ve stredu tétivy uuy vztycend jde stredem C kruhu opsa-
ného, jenz leZi na parabole. Jest tudiz C prusek kolmice sestrojené ve stredu
tétivy wuy s parabolou (16).

Kolmice zminénd protind sice parabolu ve dvou bodech, a ktery z priseki je
prislusny stied C, patrno ihned z rovnic (13); dokud je u positivno t. j. bodim
klicky [€, n je positivno] prislusi tudiz onen dil paraboly, jenZ soucasné s klickou
v témz thlu tangent dvojného bodu lezi, tedy mezi +X i +Y, atd.*33

132 (750], str. 267.
133 (750], str. 268-269.
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Obrazek 10. Zahradnikova konstrukce kruznice opsané oskulacni trojici bodt

V sedmém paragrafu studoval obalku kruznic opsanych oskula¢ni trojiné
a dospél k zavéru, ze je to strofoida kongruentni s ptivodni strofoidou posunuta
v kladném smeéru osy soumeérnosti o 2a.

V osmém paragrafu popsal Eulerovu piimku (tj. spojnice t&zisté S = [«, 3]

oskula¢ni trojice a stfedu C' = [£,n] kruZnice opsané této trojing). Nejprve
stanovil pruseéik vysek H = [o/, 5] oskula¢niho trojihelniku a stied Feuer-
bachovy kruznice C" = [¢/,n/] (kruZnice prochézejici stiedy stran oskula¢niho

trojuhelniku, patami jeho vysek a body, které puli vzdalenosti mezi vrcholy
trojuhelniku a prisecikem jeho vysek — jeho ortocentrem —, tj. jedna se o kruz-
nici deviti bodi). Snadno dokézal, ze

H= [30[ - 25335 - 277]3

3a—§ 35—77].

C' = ,
2 2

Pak si polozil obecnéjsi otdzku:3*

opsan€ho trojin€ oskulacni v daném pevném pomeéru, to jest, by stale bylo

CM

s N

134 1750], str. 270.
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Ukézal, ze soutadnice bodu M musi vyhovovat podminkam

£ — A n—A8
Y

1—X7 1—X7

Tr =

neboli po dosazeni za £, 1, a, 8 a algebraickych tpravach vyplyne

. c (1 + 2u)(1 + u?) + 2 u(1 + u)

21— \) 1+ w)2(1+u?)

_cu (2 +uw) (1 +u?) + 2 u(1 + u)
T DY) 1+ uw)2(1 + u?)

7 uvedenych vysledkt je zfejmé, ze kazdy takovy bod M opisuje racionalni
kfivku ¢tvrtého stupné, ktera prochazi ,,imaginarnimi body kruznymi“ a dotyka
se ubézné primky. Dale dokéazal, Zze spojnice SC, tj. FEulerova pfimka, je
body H a C’ délena harmonicky, pfitom pro bod H plati, ze A = % a pro bod C’
je A = 3. Rovnici Eulerovy pfimky vyjadiil elegantné s uzitim determinantu

x Yy c
14+2u u(u+2) 2(1 + u)? =0
u u? —(1 4 u)(1 +u?)

a napsal:

KazZdému bodu u strophoidy, prislusi urcita primka E, jakozZto Eulerova
primka trojuhelniku oskulacniho. JelikoZ se parametr u v rovnici primky v pd-
tém stupni vyskytuje, plyne, Ze kazZdym bodem roviny strophoidy pét takovych
primek E probihd, t. j. obdlka Eulerovych primek trojin oskulacnich na stro-
phoidé jest racionalna kifivka pdté tiidy i stupné osmého.'3®

Poznamenejme, ze vzhledem k ¢etnému vyuziti obecnéjsich vysledki z teorie
racionalnich krivek tfetiho stupné, odkazoval Karel Zahradnik ¢tenafe na sviij
¢lanek [Z13]. Zajemcam o hlubsi studium elementérni geometrie doporucoval
ucéebnici R. Baltzera nazvanou Elemente der Mathematik'3® a slavnou studii
K. W. Feuerbacha FEigenschaften einiger merkwirdigen Punkte des geradlini-
gen Dreiecks z roku 1822, ktera nalezela k zakladnim pracim o geometrii troj-
thelniku.

Dne 4. dubna 1891 proslovil Karel Zahradnik na zaseddni matematicko-
ptirodovédné tiidy Jihoslovanské akademie véd prednasku, ktera v témze roce
vysla tiskem v cCasopisu Rad Jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti
u Zagrebu pod ndzvem Prilog k teoriji strophoide [Z64]. Analyticko-syntetic-
kymi metodami na tiiadvaceti strandch popsal a odvodil znamé i méné znamé
vlastnosti strofoidy.

135 (750], str. 271.
136 R. Baltzer: FElemente der Mathematik. Planimetrie, Stereometrie, Trigonometrie,
2. Band, 4. Auflage, Leipzig, 1874, VII + 386 stran.
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Struktura a usporadani textu, metoda popisu i odvozeni vlastnosti kiivky
a dtikazy jednotlivych tvrzeni jsou podobné tém, které pouzival i ve vyse analy-
zovanych pracich. Proto pouze naznac¢ime obsah této chorvatsky psané prace.

Karel Zahradnik nejprve dokéazal, Ze libovolny bod P lezici v roviné strofoidy
a bod stfednich vzdalenosti bodu dotyku tecen strofoidy vedenych z bodu P
jsou ve vztahu kruhové raciondlni involuce (kruzna racionalna srodnot). S je-
jim vyuzitim popsal ,konstrukci“ strofoidy. Znac¢nou pozornost vénoval prede-

v8im specidlnim polohdm bodu P (napf. P probihd rovnoosou hyperbolu
2

2

(m + %) —y? = (%) , parabolu 3% + 4ax = 0, vlastni strofoidu nebo je
bodem nevlastnim). Nésledné stanovil mnozinu takovych bodt P, Ze tecny jim
prochéazejici se dotykaji strofoidy v harmonickych, resp. ekvianharmonickych
bodech. Neopominul popsat ani obvyklou trojici bodi. Podobné postupo-
val i pro pfipad normal. V zavéru se vénoval popisu vzajemné polohy obecné
kruznice a strofoidy, vylozil konstrukci a vlastnosti oskula¢ni kruznice a evoluty
strofoidy.

Zajemce o hlubsi porozuméni odvozenym vztahtm a vlastnostem odkazoval
na své némecky nebo chorvatsky psané prace [Z8], [213], [Z49] a [Z63], déle na
rozsahlé monografie J. A. Serreta'®” a H. K. J. Durege.!38

Poznamenejme, ze autori [SS] ocenili Zahradnikovu volbu soustavy souradnic

vedouci k elegantnimu parametrickému vyjadfeni strofoidy, kdyz napsali ([SS],
str. 194):

Ecau 3a ocu xoopounam npunsmy xacameavrile & cmpodoude 8 ee Y3080
mouke O, mo ypasrenue cmpodouds, npumem 8ud

(z% + %) (x cos % + y cos sin %) = 2axy.

Omci00a 1e2K0 NOAYUUM NGPAMEMPULECKUE YPABHEHUST CMPOPHouUds

2at
€T = . ’
(14t2)(cos § +tsin §)
2at?
y =

(1+12)(cos § +tsin§)’

Pripomnéli také jeho dil¢i vysledky vztahujici se ke specidlnim trojicim bodt
strofoidy a zafadili je do kontextu ostatnich svétovych praci o strofoidé (viz
str. 202-203).

Poznamenejme, ze od poloviny sedmdesatych let 19. stoleti do dvacatych
let 20. stoleti bylo studium vlastnosti a konstrukce strofoidy oblibenym té-
matem evropskych geometri, stredoskolskych i vysokoskolskych ucitelu. Je-
jich nejrtznéjsi, kratsi ¢i delsi pivodni i prehledové prispévky byly otiskovany

137 J. A. Serret: Handbuch der héheren Algebra, Deutsche Ubersetzung von G. Wertheim,
1. dil, Teubner, Leipzig, 528 stran.

138 H. K. J. Durége: Die ebenen Curven dritter Ordnung. Eine Zusammenstellung ihrer
bekannteren Figenschaften, Teubner, Leipzig, 1871, 12 4+ 343 stran.
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predevsim ve francouzskych casopisech Nouvelles annales de mathématiques,
Mathesis, Revue de mathématiques spécialles, Journal de mathématiques spé-
cialles a Journal de mathématiques élémentaires a némeckych ¢asopisech Archiv
der Mathematik und Physik a Monatshefte fir Mathematik und Physik. Zajem
o tuto problematiku doklada i referativni ¢asopis Jahrbuch iber die Fortschritte
der Mathematik, v némz bylo v letech 1874 az 1923 referovano o 28 pracich te-

maticky vénovanych pouze strofoidé.!3°
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