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GEOMETRICKE PRACE KARLA ZAHRADNIKA 1.

Uvod

Prvni ¢asopisecka publikace Karla Zahradnika nazvand Jaké€ jest geometrické
masto priseki tecen jedné kiuzelosecky s polarami bodi dotycnych vzhledem ke
kuzelosecce druhé? [Z1] pochézi z roku 1872. Bylo to obdobi, kdy zejména
ve stiedoevropském matematickém prostoru (Némecko, Rakousko, ¢eské zemé,
s jistym CGasovym posunem Uhersko) zacinala v matematice a zv1asté v geo-
metrii nabyvat na vyznamu tzv. novéj§i geometrie (neuere Geometrie), coz
v retrospektivnim pohledu predstavuje projektivni geometrii s vyraznou pre-
vahou syntetické metody ve vyzkumu objekt projektivniho prostoru reprezen-
tovaného rozsitenym euklidovskym prostorem jako téméf jedinym a vyluénym
modelem. V ceském prostiedi k utvafeni této koncepce zajisté vydatné pti-
spélo piisobeni Wilhelma Fiedlera (1832-1912) na némecké technice v Praze
v letech 1864 az 1867. W. Fiedler byl vynikajicim predstavitelem a Siritelem
tohoto sméru projektivni geometrie, pro ktery byla vyraznym zdrojem motivace
a nesmirné sirokym oborem aplikace deskriptivni geometrie s jeji konjunkturou
tvorby zobrazovacich metod a studia hlavnich geometrickych objektt, jimiz
byly teoreticky zajimavé a aplikacné dilezité kiivky a plochy.

V ceskych zemich naslo toto zaméfeni vyvoje geometrie velmi piiznivou
odezvu a dalo zaklad vzniku deské geometrické skoly, v niz si udrzovalo (stej-
né jako v rakouské skole deskriptivni a projektivni geometrie) dominantni
postaveni az do 30. let 20. stoleti, jak je zjevné z monografické i ucebni-
cové tvorby oné doby. Klasickou cestou se z tvirci prvni generace ¢eské geo-
metrické skoly vydal Emil Weyr (1848-1894), jenz rozvijel ryze projektivné geo-
metrickou linii hlavné syntetickou metodou v duchu tradice zalozené zejména
Jakobem Steinerem (1796-1863) a Michelem Chaslem (1793-1880). Emil Weyr,
stejné jako Karel Pelz (1845-1908), byli ve své védecké orientaci nepochybné
silné ovlivnéni W. Fiedlerem. Ve Fiedlerové celozivotnim dile jsou relativné
vyvazené zastoupeny a rozvijeny obé hlavni linie rozvoje projektivni geomet-
rie — linie synteticka i linie analyticko-geometrickd. Pro druhou koncepci mél
v némecky mluvicim prostfedi neocenitelny vyznam Fiedlertiv preklad a tprava
monografie George Salmona (1819-1904) o analytické geometrii (Analytische
Geometrie des Raumes; 1882). K zvlaStnostem ceské geometrické skoly patii
vyrazna dominance poctu praci opirajicich se o syntetickou metodu.

Mezi nevelky pocet autori, ktefi vétsinu svych védeckych a odbornych vy-
sledkt dosahovali analytickou metodou, patfil K. Zahradnik. Od pocatku jeho
publika¢ni ¢innosti to byla pfevazné teorie rovinnych algebraickych ktivek,
pocinaje analytickym zpracovanim specidlnich typu racionalnich kiivek, ktera
fesenim Cetnych problémi o objektech svazanych s kuzeloseckami az po nékteré
drobnéjsi problémy elementarni povahy poutala Zahradnikovu pozornost az
do posledniho obdobi jeho zivota. Jednotici ¢rtou Zahradnikovych védeckych,
odbornych i metodickych praci je zruc¢né, obratné a vysoce produktivni pouzi-
véani analytické metody vhodné doplnéné mensim rozsahem syntetickych tivah
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v pasazich obecné pfistupnych a srozumitelnych dobovému okruhu primérné
vysokoskolsky vzdélanych ¢tenafti-matematiki. Vybér ndméta a variabilita
metod a prostfedkd Zahradnikovych praci jsou vyrazné monotematické, coz
vystizné charakterizoval uz Matyas Lerch.

Né&kolik obecnych poznamek

Ze 114 polozek tiplného seznamu publikaci K. Zahradnika (viz kapitolu Fak-
tografické prilohy, ¢ast Seznam publikaci Karla Zahradnika) 93 polozek zazna-
menava publikace pfimo svazané s geometrii. Z toho poctu je 81 védeckych
a odbornych praci, z nichz 78 lze oznacit v jisté mife za ptivodni, ackoliv néko-
lik z nich je v identickém nebo téméf identickém znéni publikovano ve dvou,
v nékterych pripadech dokonce ve tfech jazycich — v Cestiné, némciné, chor-
vatsting, jedenkrat i ve francouzstiné. Taktéz originalita praci je rozdilna —
kolisa od drobnych doplnéni a poznamek k znamym vétam az po zobecnujici
vysledky o nékterych tiidach rovinnych algebraickych ktivek.

Pro orientaci ¢tenafe je nutno uvést nékolik poznamek o charakteru ambient-
ni roviny geometrickych objekti zkoumanych K. Zahradnikem, jakoz i o me-
todach a prostfedcich, jejichz pomoci toto zkoumani probihalo. Vyluénym
typem roviny, s nimz se K. Zahradnik zabyval, byla redlna euklidovska rovi-
na doplnéna mnozinou nevlastnich bod vSech rozsifenych primek euklidovské
roviny; mnozina vSech téchto nevlastnich bodi tvori nevlastni primku, jiz do-
plnéna euklidovskd rovina se nazyva rozsitenou euklidovskou rovinou. Inci-
dencni struktura této roviny je izomorfni s incidenc¢ni strukturou realné pro-
jektivni roviny. Tento model projektivni roviny byl po mnoho desetileti témér
vyluénym modelem projektivni roviny.! Konfaznost tohoto modelu spocivala
v tendenci vyuZivat metrické vlastnosti jeho vlastni ¢asti (tj. euklidovské ro-
viny) ke studiu projektivnich objektt a v nasledném zamlzeném chépéni vzta-
hu metrickych a projektivnich vlastnosti a invarianti. Bez nadséazky lze kon-
statovat, ze K. Zahradnik (stejné jako vét$ina jeho soucasnikti) nepiekonal
chapani projektivni roviny v podobé, v jaké ji prezentoval napi. J. Steiner
v rozséhlé praci Constructionen ausgefiihrt mittels der geraden Linie und eines
festen Kreises (Konstrukce providdéné pomoci pfimky a pevné kruznice, 1833),
ackoliv byla uz dostatecné dlouho k dispozici koncepce projektivni geometrie
zbavena metriky a zaloZena na ryze incidenénim (tudiz projektivnim) zakladé
harmoni¢nosti, vypracovand Christianem von Staudtem (1798-1867) v jeho
knize Geometrie der Lage (Geometrie polohy, 1847) [1].

V rozsitené euklidovské roviné se zpravidla pouzivala pravouhla nebo koso-
hla kartézska (spravné kartezidnska) soustava soufadnic se vSemi jejimi moz-
nostmi vyuziti nehomogennich soufadnic na analytickou reprezentaci metric-
kych objektid a metrickych vlastnosti vlastni ¢asti této roviny. To zase, samo-
ziejmé, vylucovalo moznost rovnocenné formulovat projektivni vliastnosti vlast-
nich a nevlastnich prvka pouzivaného modelu roviny. Prostfedkem, jenz umoz-

1 Vysokoskolsti uéitelé z fad absolventii uéitelského studia matematiky a deskriptivni
geometrie v 1. (mezivaleéné) Ceskoslovenské republice pouzivali tento model ve vyuce pro-
jektivni geometrie jako hlavni model projektivni roviny jesté v 60. letech 20. stoleti.
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nioval zrovnopravnéni vlastnich a nevlastnich prvku, jakoz i pouziti duality mezi
mnozinou vsech bodti a mnozinou vsech pfimek projektivni roviny, bylo pouzi-
vani homogennich soutradnic, exaktné prezentovanych napr. Juliem Pliickerem
(1801-1868) v jeho dile Theorie der algebraischen Curven (Teorie algebraic-
kych ktivek, 1839) [1]. K. Zahradnik pouzival homogenni soufadnice ojedinéle,
i kdyz jejich metodu nepochybné ovladal; na vyjadfovani metrickych a podob-
nostnich vlastnosti — a vétsinou o ty se v jeho pracich jedna — jsou homogenni
soufadnice nevhodné.

Pouzivani nehomogennich realnych soufadnic k charakterizaci jistych mnozin
danych nebo hledanych bodi ¢i pfimek v nékterych situacich, kdyz tyto mnozi-
ny byly definovany algebraickymi rovnicemi mezi soufadnicemi predmétnych
bodt nebo pfimek, prindselo vagni vysledky zpusobené faktem, ze kofeny
vyskytujicich se algebraickych rovnic s realnymi koeficienty byly imagindrni.
Dobové vychodisko z této situace spocivalo v deklaraci bodt nebo pfrimek
s témito imaginarnimi soufadnicemi za imaginarni body, resp. primky, jedno-
duse doplnéné k existujicim redlnym bodiim, resp. piimkam (tj. k bod&im nebo
piimkam, jejichz v8echny soufadnice byly realné) rozsifené euklidovské roviny
bez vyjasnéni zmény struktury, jiz akceptace imaginarnich prvké piinési.?
Zahradnikova doba nedospéla k explicitnimu pochopeni role algebraické struk-
tury, tvorici zdkladnu analytické definice ambientniho prostoru, ani k pojmu
aritmeticko-algebraicko-geometrické komplexifikace tohoto prostoru.® Ani Klei-
nuv grupovy princip klasifikace geometrii, na¢rtnuty roku 1872 v Erlangen-
ském programu, nemohl z riznych — vétsinou objektivnich — pfi¢in aktualné
vstoupit do komplexniho déni v geometrii védeckého prostredi, v némz zil, pu-
sobil a odborné pracoval K. Zahradnik.

Klasifikace geometrickych praci Karla Zahradnika

Z publikovanych Zahradnikovych geometrickych praci, jez lze oznacit za
samostatné a v jisté mire originalni, po vynechani nékterych duplicitnich ¢lan-
ki, praci mensiho vyznamu a nizsi originality, jakoz i ¢lankd vyrazné metodic-
kého zaméteni, zbyva priblizné 45 az 48 praci, jez vystizné charakterizuji jeho
geometrické védecko-odborné dilo. Podle vécného tematického kritéria a detail-
néjsiho zaméteni na partikularni témata je 1ze rozdélit do téchto skupin:

1. Teorie kuzelosecek

a) Vlastnosti kuzeloseéek — 7 praci
b) Mnoziny bodii na kuzeloseckach a bodové korespondence — 6 praci

2. Kf¥ivky odvozené z kuzelosecek — 3 prace

2 Obecné znadmym piikladem imagindrnich bodt jsou kruznicové body (tradicng, ale
nekorektné nazyvané kruhovymi body) v rozsifené euklidovské roviné doplnéné imaginarnimi
prvky: jsou to body doplnéné nevlastni pfimky, jejichz odpovidajici souradnice jsou sdruzena
komplexni ¢isla vyhovujici rovnici kazdé kruznice euklidovské roviny.

3 Tento proces se nemohl uskutec¢nit z objektivnich historickych pii¢in: teorie algebraic-
kych struktur byla ve stadiu zrodu a jeji geometrické aspekty se staly predmétem vyzkumu
v budoucnosti.
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3. Specidlni kiivky — 6 praci
4. Racionalni kiivky

a) Racionalni kiivky — 14 praci
b) Soustavy bodit na kiivkach a nékteré korespondence — 6 praci

5. Razné — 5 praci

Je ov8em zfejmé, Ze toto rozdéleni je nutno brat se znacnou toleranci, nebot
nékteré prace vyhovuji nékolika kritériim zatfazeni a mnoho konkrétnich par-
cidlnich témat se prolind mnohymi pracemi riznych skupin.

Nasledujici casti této kapitoly a celd dalsi kapitola budou vénovany zevrub-
néjsi informaci o obsahu praci jednotlivych skupin a ¢astecné analyze a posou-
zeni jejich vyznamu v kontextu soudobé evropské geometrické tvorby. Tento
pohled bude pfrilezitostné podpofen opisem nebo citaci recenzi z dobovych
referativnich prameni. Préace jednotlivych skupin budou uvadény v zasadé
v chronologickém poradi. Neodpovida to vzdycky tematické ndvaznosti, nebot
nékterd témata K. Zahradnik zpracovaval nékolikrat a k nékterym se vracel po
mnohaletém ¢asovém odstupu. Nékteré ¢lanky anebo i skupiny praci budou
opatfeny nutnym vécnym doplnénim a komentafem ve snaze usnadnit ¢tenari
srozumitelnost textl jiné, pro dnesni generace jiz historické doby. Stejny zameér
bude plnén i ¢astou aktualizaci terminologie, ktera se v dnesni podobé znacné
lisi od terminologie doby Zahradnikovych aktivit. Zasahy budou citlivé, bez
jakéhokoliv negativniho dopadu na obsah a smysl textu.

P1i pouziti odlisnych termint bude v zasadé respektovana terminologie kni-
hy [2].

Teorie kuzelosecek
a) Viastnosti kuzelosecek

Ve vétsine praci této skupiny se K. Zahradnik zabyva formulaci a dikazy —
s drtivou prevahou analytickou metodou — téch vlastnosti regularnich kuzelo-
secek, jez se obvykle neuvadéji v prvoplanovych kurzech analytické geometrie.
Hodné pozornosti vénuje problémtm oskulace, jez se obvykle v elementarni
analyticko-geometrické teorii kuzelosecek viibec nezkoumaji, nebot jsou svou
podstatou povahy diferencidlné-geometrické. Bez prostiedkt diferencidlni geo-
metrie lze k FeSeni téchto problémt pristupovat pouze jistou algebraizaci dife-
rencidlné-geometrickych postupt, napt. bod oskulace regularni kuzelosecky
s oskula¢ni kruznici nutno povazovat za trojnasobny prusecik téchto kiivek,
coz se odrazi v algebraické rovnici pro parametr bodu oskulace nasobnosti
korene 3.

Reseni problému oskulace je také tématem price Neue Eigenschaft der Ke-
gelschnitte (Nova vlastnost kuzelosecek) [Z40]. Je-li ddna reguldrni kuzelosecka
parametrickym vyjadfenim

2p 2pu

u? —q u? —q
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s realnymi konstantami p, ¢ a redlnym parametrem u, a kruznice rovnici
224+ 9% — 202 — 28y +m* =0

s redlnymi konstantami «, (3, m, hledani ¢tyr spoleénych bodu kuzelosecky
s kruznici vede k hledani kofenti bikvadratické rovnice s nezndmou u. Para-
metr u piislusny k bodu oskulace kruZnice s kuZeloseckou a parametr u’ pii-
slusny ke ¢tvrtému priiseciku kuzelosecky s kruznici jsou vazany rovnici

u® + 3qu + ' (3u? + q) = 0,

ktera vyjadiuje (1,3)-korespondenci mezi body kuzelosecky jako oskula¢nimi
body s kruznici a ¢tvrtymi priseciky oskulacnich kruznic s kuzeloseckou. Body
oskulace tti oskulac¢nich kruznic prochazejicich bodem kuzelosecky jako jedno-
duchym prisecikem kuzelosecky s témito kruznicemi tvori tzv. oskulacni trojici

ose kuzelosecky.

Jak poznamenal recenzent dr. A. Maynz v referativnim c¢asopisu Jahrbuch
iiber die Fortschritte der Mathematik,* jedna se vesmés o vysledky znamé jiz

Vv

v

secky dokézal K. Zahradnik v doplitku ke jmenovanému ¢lanku.”

V dlénku Uber das Normalenproblem fiir Parabel (O problému normal para-
boly) [Z45] se K. Zahradnik zabyva nékolika metrickymi problémy souvisejicimi
s normalami paraboly dané rovnici

y2 = 2px

s nenulovym redlnym ¢islem p. Nejdiive definuje trojici pat kolmic (trojihel-
nik pat kolmic) jako trojici bodd paraboly, jejichz normély se protinaji v jed-
nom bodé. Pak nachézi rovnici evoluty paraboly — mnoziny stfedt krivosti
vsech bodu paraboly, pricemz kazdy stfed kiivosti je definovan jako prisecik
trojuhelniku pat kolmic lezi na ose z pravouhlé soustavy soufadnic a vsechny
trojuhelniky pat kolmic, jejichz normaély se protinaji v bodech pfimky rovnobéz-
né s vrcholovou tecnou paraboly, maji spolecné tézisté. Nasleduje vypocet
soufadnic ortocentra trojihelniku pat kolmic a vypocet obsahu tohoto troj-
thelniku. Hodnoty soutadnic ortocentra trojuhelniku i obsahu trojihelniku pat
kolmic jsou funkcemi souradnic priseciku vSech tfi normal prislusnych k troj-
thelniku.

4 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 10(1878), str. 476.
5 Viz Neue Eigenschaft der Kegelschnitte, Archiv der Mathematik und Physik 63(1879),
str. 93.
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Mnozina vSech bodu (§,7n) (jako priseéiktt normél piislusnych k trojuhel-
niktim pat kolmic), pro néz maji trojihelniky pat kolmic konstantni obsah, je
kiivka 3. stupné dana rovnici

8(& —p)® —27pn* = ¢,

kde ¢® = % (A je obsah trojihelniku pat kolmic).

Zajimavou vlastnost mé trojuhelnik opsany parabole, tvoreny tecnami ve
vrcholech trojuhelniku pat kolmic: Spojnice dotykového bodu jedné tecny s pri-
secikem ostatnich dvou tecen puli tétivu s krajnimi body v bodech dotyku téchto
dvou tecen.

Dalsi vlastnosti skytaji kruznice opsané trojahelnikim pat kolmic: Vsechny
kruznice opsané€ trojuhelnikum pat kolmic maji spolecny bod ve vrcholu para-
boly.

Souradnice stfedu kazdé takové kruznice jsou jednoduse linedrné zavislé na
priseciku normadl trojuhelniku pat kolmic. Vyhledanim stfedu kruznice a jeji
konstrukei (inciduje s vrcholem paraboly) jsou vrcholy trojuhelniku pat kolmic
urc¢ené jako dalsi t¥i pruseciky paraboly s kruznici.
trojuhelniku pat kolmic pfislusného k bodu P; ortocentrum H tohoto troj-
thelniku; stfed M kruznice opsané tomuto trojuhelniku; stfed M; kruznice
prochéazejici stiedy stran tohoto trojuhelniku. Kazdd ctverice bodu S, H, M,
My urcéend jednim bodem P inciduje s jednou primkou p.

Probihé-li bod P kfivkou stupné n, obaluje primka p kiivku tfidy 2n a stupné
2n(n —1).

Recenzent profesor C. Rodenberg z Darmstadtu podava bez komentare vystiz-
nou informaci o obsahu prace.5

Znacné rozsdhla dvoudilnd prace Teorija parabole na temelju racionalnoga
parametra (Teorie paraboly na zékladé racionalniho parametru) [Z53] je syste-
matickym vykladem velmi podrobné teorie paraboly v rozsifené euklidovské
roviné zpracované analytickou metodou. Vyklad za¢iné projektivnim vytvorem
kuzelosecky pomoci dvou nesoumistnych projektivnich svazki primek vedoucim
k parametrickému vyjadieni bodové kuzelosecky. Konstrukce bodd a paramet-
rické vyjadfeni jsou specializovany pro parabolu, jejiz parametrické vyjadieni
ma tvar

x=2pt%, y=2pt, teR, p-realna nenulova konstanta;
zatimco vyjadfeni jednou rovnici ma tvar
y* = 2px.

Potom nésleduji paragrafy s nazvy:” Sec¢na; Teéna; P4l a polara; Vzdalenost
polu od polary; Trojihelnik tecen a polara bodu (trojahelnik, jehoz vrcholy jsou

6 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 12(1880), str. 554.
7 Nékteré nazvy jsou piizptisobeny dneini terminologii.
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vnéjsi bod paraboly a dotykové body tecen paraboly incidujicich s timto bo-
dem); Tézisté tohoto trojihelniku; Trojthelnik vepsany parabole (s vypoétem
nik, jehoZz strany lezi na tecnéch paraboly); Ortocentrum trojthelniku opsa-
ného parabole; Kvadraticka involuce bodd na parabole; Priiseciky kruznice
s parabolou; Bod stfedni vzdalenosti kruznicového c¢tyrihelniku vepsaného
parabole; Harmonicky kruznicovy ¢tyituhelnik na parabole; Ekvianharmonicky
kruznicovy ¢tyfuhelnik na parabole; Diagonalni trojihelnik kruznicového Ctyt-
thelniku vepsaného parabole; Oskulacni kruznice; Norméala v bodé paraboly;
Evoluta jako mnozina bodt, v nichz se protinaji dvé normaly; Prisecik normal
tocentrum trojihelniku pat kolmic; Obsah trojihelniku pat kolmic; Kruznice
opsand trojihelniku pat kolmic; Feuerbachova kruznice trojihelniku pat kol-
mic; Projektivni pfibuznost soustavy bodu P se soustavou bodu H, M, Mj;
Bod P odpovidajici Eulerové piimce svého trojuhelniku pat kolmic; Kubicka
involuce na parabole; Kubicka involuce na ose paraboly; Kubicka involuce tecen
na parabole; Kubickd involuce bodt na parabole.

Druhy dil obsahuje ¢asti: Priseciky dvou parabol; Dotykova parabola zé-
kladni paraboly; Parabola, jez méa se zakladni parabolou styk druhého stupné;
Harmonicka ¢tvetice parabol se stykem druhého stupné se zédkladni parabolou.

Mimo tradi¢ni vyklad standardnich témat jsou do prace zarazeny vysledky
obsazené v predeslé citované préci [Z45] a dalsi vysledky o metrickych i pro-
jektivnich vlastnostech a vztazich rtznych objektd svazanych néjakym zpu-
sobem s danou parabolou (specidlni body, pfimky, trojahelniky, ¢tyfthelniky,
kruznice, paraboly; bodové i te¢nové korespondence, specidlné involuce). Au-
tor vysetiuje objekty téhoz nebo podobného druhu podle stejného schématu,
usiluje pravidelné o metrickou charakterizaci, ¢asto vySetfuje mnoziny bodi
indukujicich tutéz (konstantni) charakteristiku (obsah, vzdélenost, dvojpomér
apod.). Technické postupy nejsou vzdycky elementarné rutinni, ale celkem spo-
Iu i s vysledky nepfekracuji obzor mirné rozvinuté teorie rovinnych algebraic-
kych krivek. Nicméné v chorvatském prostiedi své doby mohla byt publikace
vniména jako prace monografického charakteru. Zahradnikovy prace publiko-
vané v chorvatském jazyku byly recenzovany v renomovanych referativnich
casopisech ojedinéle. Tato prace neni vyjimkou.

Nasledujici t¥i polozky predstavuji tii jazykové verze téhoz textu. Prace
Prilog k teoriji cunjosjecica (P¥ispévek k teorii kuzelosecek) [Z77] je zpraco-
vanym zaznamem prednasky, jiz K. Zahradnik proslovil na zasedani matematic-
ko-prirodovédného oddéleni Jihoslovanské akademie véd a umeéni 29. ledna 1894.
Cesky pteklad s nazvem Prispévek k theorii kuZelosecek [Z80] byl publikovan
v Casopisu pro péstovdni mathematiky a fysiky. Némecky pieklad s titulem
Zur Kegelschnittslehre (K teorii kuzelosecek) [Z83] byl uvefejnén v ¢asopisu
Archiv der Mathematik und Physik. K. Zahradnik se v ¢lanku zabyva néktery-
mi konstrukcemi bodti a tecen kuzelosecek a diikazy nékterych jejich vlastnosti
v rozsifené euklidovské roviné. Pievazujici metoda je analyticka, ackoliv v né-
kterych pripadech se vhodné vyuziva i metoda syntetickd. Zakladni vyjadreni
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regularni kuzelosecky rovnici v pravotihlé kartézské soustavé souradnic ma tvar
y? = 2px — q2z? s redlnymi konstantami p, g,

v parametrickém vyjadreni

2 2
=2 y=—P:  ueR
u? +q u? +q

Pocatek O soustavy soutadnic je vrcholem hlavni osy u stfedové kuzelosecky
se stfedem S, v pFipadé paraboly vrcholem. Necht (obr. 1)

— stfedova kuzelosecka ma stied S;
— druhy vrchol hlavni osy mé oznaceni A;
— 1t je te¢na kuzelosecky v bodé A4;
— M je libovolny bod kuzelosecky rizny od bodu O, A;
— B je prisecik piimky OM s tecnou t4;
— M je stied tsecky AB.
Potom: Primka M M, je tecna kuZelosecky v bodé M.

r4

Obr. 1

Bod M, lze té7 sestrojit jako priseéik teény ¢4 s piimkou incidujici se stie-
dem S a rovnobéznou s primkou OM.

Ve popsané konstrukce teény zlstava v platnosti i pro libovolny bod O’
(O" # 0,0 # M) kuzelosecky, teénu t9 kuzelosecky v bodé @ diametralné
sdruzeném s O', jeji pruse¢ik B’ s pfimkou O'M a stfed M| usecky B'Q;
piimka M M/ je te¢na kuzelosecky v bodé M.

Jsou-li O, O’ dva libovolné body kuzelosecky a t4, t? teny kuzelosecky
v bodech diametralné sdruzenych s body O, O’, vytvéreji priseciky <+ OM N
tY = Ba<+ O'MNt? = B’ pro proménny bod M kuZelosecky na tecnach
t4, 19 projektivni bodové fady, tudiz mnozina viech spojnic <+ BB’ je te¢nova
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kuzelosecka, jejimiz te¢nami jsou i t4, t9. Obalkou vsech tecen je bodova
kuzelosecka incidujici s bodem O. Probiha-li bod O’ (O" # O) celou zéakladni
kuzeloseckou, obdrzi se popsanym zptusobem ¢tyiparametricka soustava bodo-
vych kuzeloseéek incidujicich s bodem O, jejiz obalkou je kfivka dvanactého
stupné.

Kazdym bodem roviny prochézeji ¢tyti kuzelosecky incidujici s bodem O.
Tecny k témto kuzeloseckam v bodé O definuji dvojpomer téchto ctyt kuzelo-
secek. Mnozina vsech bodi, pro néz uvedené c¢tverice kuzelosecek maji kon-
stantni dvojpomér, jsou kiivky stupné mensiho nez 12; konkrétné pro harmo-
nicky dvojpomeér je to kiivka stupné sestého a pro ekvianharmonicky dvojpomeér
(6 = 3(—1+14V/3)) k¥ivka stupné étvrtého.

Jako nova vlastnost stiedovych kuzelosecek je dokdzana véta: Jsou-li M N
a PQ dva libovolné rizné priméry stiedové kuzelosecky, tV, resp. t9 tecna
v bodé N, resp. Q a R =< MPNtN, U = MPNt°, plati MU = PR
(obr. 2).

Obr. 2

Diikaz je proveden analyticky. Pro elipsu lze vyuzit i vlastnosti rovnobézné-
ho priamétu kruznice.

Ceskou verzi pro ¢asopis Jahrbuch iber die Fortschritte der Mathematik re-
cenzoval profesor A. Sucharda z Brna,® némeckou profesor H. Schubert z Ham-
burku.® Oba se omezili na vécnou informaci (H. Schubert velmi stru¢nou)
o obsahu ¢lanku.

Kratky ¢lanek Geometricky vyznam koeficienti rovnice kuzelosecky opsané
danému trojuhelniku [Z99] je jednim z nemnohych spist, v nichz K. Zahradnik
pracuje s homogennimi souradnicemi.

8 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 30(1899), str. 481.
9 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 30(1899), str. 522.
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V homogenni projektivni soustavé souradnic s vrcholy O4(1,0,0), O2(0, 1,0),
03(0, 1, 0) a osami 01 =< 0203, 09 =< 0301, 03 =< 0102 v realné projek—
tivni roviné kuzelosecka obsahujici body O, O2, O3 ma rovnici

a12923 + asr3r1 + azrixre =0

s nenulovymi koeficienty ai, as, az. Tecény kuzelosecky v bodech O, Oz, O3
maji po fadé rovnice

o1 . agxo + asxz = 0, 192 . ai1x3 + azxy =0, 93 asx1 + a1xe = 0,
neboli . . . . . .
2 3 3 1 1 2
— 4+ — =0, — 4+ — =0, — + —==0.
as as as a1 a1 a9

Pruseciky t%1 Moy = Ry, t92 N0y = Ra, t93Nog = R lezi na piimce p s rovnici

i )

ap a2 ag
Primka p je Pascalovou pfimkou Sestitthelniku vepsaného kuzelosecce, reduko-
vaného na trojthelnik 010503, v némz tecny t©1, t92, t93  hraji role spojnic
soumeznych bodi.

V ¢lanku je dale odvozena tecnova rovnice kuzelosecky a dudlni véta pro
Brianchontiv bod.

Lakonické jednoifadkova recenze ¢lanku od profesora K. Petra z Prahy zni:
Jednd se o rovnici a1xexs + asx3x1 + asrize = 0.1°

b) MnoZiny bodi na kuzeloseckdch a bodové korespondence

Prvni dva ¢lanky této skupiny jsou vénovany problému, jenz byl vySetfovan
v praci [Z40]. Jednd se o korespondenci mezi tfemi body kuZelosecky, jez
jsou body oskulace kuzelosecky se tfemi oskula¢nimi kruznicemi, a ¢tvrtym
bodem kuZelosedky, jenz je dalsim spoleénym bodem téchto kruznic. Clanky,
o néz se jednd, jsou Vlastnosti jistych trojin oskulacnich na kuzelosedce [Z21]
a Osculationstripel am Kegelschnitte (Oskulacni trojice na kuzelosecce) [Z55].
Text druhého ¢lanku je doslovnym prekladem prace prvni; jediny rozdil tkvi
v pojmenovani nékterych vyskytujicich se objektti v némeckém textu obecné
prijatymi nazvy, jez v ¢eském textu chybi.

Schéma ¢lanku [Z21] je stejné jako v ¢lanku [Z40]. Nejdiive se stanovi v para-
metrickém vyjadfeni regularni kuzelosecky podminka pro ¢tyfi spole¢né body
s kruznici, pak podminka rovnosti tii parametra jako podminka pro bod osku-
lace kruznice s kuzeloseckou a nasledné vazba kubickou rovnici mezi paramet-
rem oskula¢niho bodu a parametrem ctvrtého priseciku oskulac¢ni kruznice
s kuzeloseckou. Timto jednoduchym priise¢ikem prochézeji tii oskulacni kruzni-
ce se tfemi navzajem riznymi body oskulace, tvoricimi tzv. oskulacni troj-
thelnik. Jelikoz korespondence mezi trojici vrcholi oskulacniho trojuhelnika

10 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 41(1910), str. 656.
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a Ctvrtym spoleénym prusecikem vsech tii predmétnych oskula¢nich kruznic
s kuzeloseckou je bijektivni, mluvi K. Zahradnik o kubické involuci, coz neod-
povida dnesnimu chépani pojmu involuce. Korektnéji by se mélo mluvit o (1, 3)-
korespondenci bodd. Symbol (1, 3) vyjadiuje, ze kazdému bodu oskulace jed-
noznacné odpovida jediny jednoduchy prisecik oskulac¢ni kruznice v tomto bodé
s kuzeloseckou a kazdému bodu kuzelosecky jakozto jednoduchému priseciku
kuzelosecky s oskulacni kruznici odpovidaji tfi oskulacni body, tudiz i t¥i os-
kula¢ni kruznice incidujici s timto bodem kuzelosecky.

Nasleduje vypocet obsahu oskulacniho trojihelniku a jako disledek je zfor-
mulovana véta: Trojuhelnik maximdlniho obsahu vepsany elipse je oskulacni.

vvoev

Vysledkem vypoctu souradnic tézisté oskula¢niho trojihelniku je zjisténi, ze
spolecnym tézistem vsech oskulacnich trojuhelniki stredové kuzelosecky je stred
této kuzelosecky.

Dalsi vlastnosti oskula¢nich trojihelnikd a ttvart s nimi sdruzenych jsou
formulovany ve vétach:

Mnozina stredd kruznic opsanych vsem oskulacnim trojuhelnikum stredové
kuzelosecky je kuzelosecka téhoZ typu jako zdkladni kuzelosecka a majici osy
rovnobézné s osami zdkladni kuZelosecky.

MnoZina ortocenter vsech oskulacnich trojuhelniki kuZelosecky je kuZelosec-
ka.

MnoZina stredi vsech Feuerbachovych kruznic vsech oskulacnich trojuhelniki
kuzelosecky je kuZelosecka.

Pro kazdy oskulacni trojuhelnik kuzelosecky jsou jeho téziste T', ortocentrum
H, stred opsané kruznice S a stred prislusné Feuerbachovy kruznice Si ko-
linedrnimi body tvoricimi v tomto potadi harmonickou ctverici.

Karel Zahradnik nazjva uvedené ¢tyii body vyznacéné (v ¢eském origindlu
znamenité, v némecké verzi ausgezeichnet). Pfimka, s niz inciduji, je zndma
pod nazvem Eulerova pfimka.

Pozoruhodny je zavérecny vysledek prace: FEulerovy primky vsech osku-
lacnich trojuhelniki stredove kuZelosecky inciduji s jejim stredem.

Pomérné podrobnou vécnou informaci o némecké verzi prace podava recen-
zent dr. A. Maynz.'!

Tematice kubické involuce na kuzelosecce je vénovana i rozsdhlad dvoudilna
prace Prilog k teoriji kubiéne involucije na c¢unjoseku (P¥ispévek k teorii ku-
bické involuce na kuzeloseéce) [Z59], jez je Casopiseckym rozsifenim prednasky,
jiz. K. Zahradnik prednesl na zasedani matematicko-prirodovédného oddéleni
Jihoslovanské akademie véd a umeéni dne 26. bfezna 1887. V této praci se
K. Zahradnik podrobnéji néz v predeslych dvou a nékterych dalsich ¢lancich
zabyva bodovou (1, 3)-korespondenci mezi trojici bodt oskulace kuzelosecky
se tfemi kruznicemi a dalsim bodem kuzelosecky, s nimz uvedené t¥i kruznice
inciduji. Vykladu zakladnich pojmi vénuje mnohem vice mista nez v ostatnich

11 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 15(1883), str. 598
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pracich a uvadi i dalsi souvisejici pojmy, jako kupt. tzv. kuZelosecku kubicke
involuce dané zakladni kuzelosecky, coz je obalka nositelek stran vSech osku-
lacnich trojihelniki vepsanych zdkladni kuzelosecce. Dokazuje vétu: Spojnice
vrcholu oskulacniho trojuhelniku vepsaného zdkladni kuZelosecce F' s dotykovym
bodem mnositelky protilehlé strany s kuZeloseckou I kubické involuce inciduge
se stredem kuZelosecky F. To neni zaddné prekvapivé zjisténi, nebot jak je

My

kuzelosecky. Navic se ukazuje, ze F' a I jsou stejnolehlé kuzelosecky.

Hodné pozornosti vénuje K. Zahradnik kiivce, jez je obalkou piimek ob-
sahujicich spolecné tétivy zakladni kuzelosecky a jejich oskulac¢nich kruznic.
Jedna se o tétivy, jez jsou spojnicemi bodu oskulace kuzelosecky s kruznicemi
(jako trojndsobnych priseciktt kuZelosecky a jejich oskula¢nich kruznic) se
Cétvrtymi pruseciky zakladni kuzelosecky s oskula¢nimi kruZnicemi. Analy-
ticky je dokazéano, ze tato obélka je kiivka ¢tvrté t¥idy (tj. kazdym ,obec-
nym“ bodem roviny lze vést ¢tyfi jeji tecny). Déle jsou vySetfovany mnoziny
bodti roviny, pro néz uvazované ¢tverice tecen tvori harmonickou, resp. ekvi-
anharmonickou ¢tvefici. Prvni mnoZzinou je Gplné rozlozitelnd kubika (na t¥i
vzéjemné rizné piimky), druhou je kuzelosecka stejnolehld se zékladni kuzelo-
seckou.

Pro uvedenou obalku jsou dale nalezeny jeji singularity, obsah oblasti obal-
kou ohrani¢ené (v piipadé, kdyz je zakladni kuzeloseckou elipsa), k¥ivka k ni
poldrné reciprokd vzhledem k zakladni kuZelose¢ce (mnozina pdli vSech nosite-
lek spole¢nych tétiv zdkladni kuzelosecky s jejimi oskula¢nimi kruznicemi) —
je to raciondlni kiivka 4. stupné, dale mnoziny bodu délicich tétivy (tsecky)
v konstantnim poméru pro obecnou (kladnou) hodnotu déliciho poméru i pro
specidlni hodnoty: pro ,obecnou“ hodnotu je to racionalni kiivka Sestého
stupné. (Nékteré vysledky byly znamy jiz diive.)

V dalsim K. Zahradnik strucné uvadi vlastnosti oskula¢niho trojuhelniku,
jiz dfive publikované v jeho jinych pracich: ortocentrum, stfed kruznice opsa-
né trojuhelniku, stied Feuerbachovy kruznice prislusné k trojiuhelniku. Pak
vySetiuje (1, 3)-te¢novou korespondenci (v Zahradnikové terminologii ,, kubickou
involuci tecen®) mezi tefnami ve vrcholech oskulaéniho trojihelniku zakladni
kuzelosecky a tec¢nou kuzelosecky v jejim bodé, v némz se s ni protinaji tii osku-
la¢ni kruznice ve vrcholech oskula¢niho trojuhelniku. Trojstran tvoreny témito
teénami nazyva oskulacnim trojstranem (trojstranem oskulace). V préci je
dokazano, ze obsah trojstranu oskulace je konstantni a je nejmensi z obsahi
tocentra, stfedy opsanych kruznic a stredy Feuerbachovych kruznic ptislusnych
k trojstranu oskulace a dospiva ke stejnym anebo analogickym vysledkam jako
v pripadé trojuhelnikt oskulace. V zavéru prvni ¢asti prace jsou prozkouméany
vlastnosti paraboly opsané trojihelniku oskulace.

Ve druhé ¢asti ¢lanku se K. Zahradnik vénuje problému normal, jenz byl pro
parabolu FeSen v praci [Z45]. Ukazuje, Ze kazdym bodem regularni kuzelosecky
prochézeji tfi normaly této kuzelosecky rizné od normaly v daném bodé, jejichz
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pruseciky s pfislusnymi tecnami (coz jsou body kuzelosecky) tvoii trojihelnik
pat kolmic. Prifazeni t¥i pat kolmic k bodu kuzelosecky nazyva Zahradnik
kubickou involuci. V pozdéjsi terminologii je to (1,3)-korespondence bodu
kuzelosecky: bodu kuzelosecky odpovida trojice pat kolmic a této trojici bodi
bod kuzelosecky, v némz se protinaji t¥i normaly ve vrcholech trojuhelniku pat
kolmic.

Po odvozeni zavislosti mezi parametry dvou vrcholt trojihelniku pat kolmic
je vySetfovan pripad dvojnasobného vrcholu. Jedna se o pripad rozvétvent:
jednoduchy bod trojice pat kolmic se nazyva bod rozvétveni, trojice slozena
z dvojnasobného bodu a jednoduchého bodu se nazyva trojice rozvétveni. Na
kuzelosecce existuji ¢tyfi pripady rozvétveni.

Probiha-li jeden vrchol trojuhelniku pat kolmic zékladni kuzeloseckou, oba-
luje protilehla strana tohoto trojuhelniku tzv. kuZelosecku kubicke involuce
ur¢ené uvedenymi trojuhelniky. Tato kuZeloseCka je soustfedna se zakladni
kuzelosec¢kou. Spojnice vrcholu trojuhelniku pat kolmic s prislusnymi body
kuzelosecky involuce (tj. s body dotyku kuzelosecky involuce se stranami pro-
tilehlymi k témto vrcholtim) obaluji kiivku ¢tvrté t¥idy a Sestého stupné.

Mnozina prisecikti vSech stran trojuhelniki pat kolmic s te¢nami zakladni
kuzelosecky ve vrcholech trojihelnikt protilehlych k témto strandm je racionél-
ni kfivka ¢tvrtého stupné.

Dale je v praci stanoven obsah trojihelniku pat kolmic a je dokazano, ze
mnozina tézist vSech trojuhelnikt pat kolmic je kuzelosecka soustiednd a stej-
nolehld s kuzeloseckou zakladni. Obéalka vSech spojnic bodu zékladni kuzelo-
secky s tézisti prifazenych trojuhelniki pat kolmic je racionédlni kfivka Sestého
stupné a ¢tvrté tiidy. Mnozina vSech bodi, z nichz teény vedené k této kiiv-
ce tvori harmonickou ¢tverici, je rozlozitelnd kubika slozenéd z osy souradni-
cové soustavy x a kuzelosecky, jejiz osy jsou rovnobézné s osami zakladni
kuzelosecky. Mnozina vSech bodt, z nichz ¢tyfi te¢ny vedené k této kiivce
jsou c¢tvetice s ekvianharmonickym dvojpomérem, je kuzelosecka, jejiz osy jsou
rovnobézné s osami zakladni kuzelosecky.

Mnozina ortocenter vSech trojuhelnikt pat kolmic je kuzelosecka soustredna
se zakladni kuzeloseckou. Spojnice vSech bodu kuzelosecky s ortocentry pris-
lusnych trojihelnik® pat kolmic obaluji raciondlni k¥ivku ¢tvrté tiidy.

Mnozina stfedt kruznic opsanych vSem trojihelniktim pat kolmic je kuzelo-
secka.

Kazdym bodem roviny zékladni kuzelosecky prochézeji dvé kruznice opsa-
né dvéma trojuhelnikim pat kolmic. Chordaly takovych dvojic kruznic tvori
svazek primek.

Mnozina stfedt Feuerbachovych kruznic prislusnych vsem trojuhelnikim pat
kolmic je kuzelosecka soustiedna se zakladni kuzeloseckou.

Vétsina vysledkti o trojuhelnicich pat kolmic uvedenych u Karla Zahrad-
nika pochazi od jinych autort; Zahradnikovym pfinosem je jednotna analyticka
metoda ditkazu a systemizace vysledk.
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Posledni ¢ast druhého dilu prace je vénovana mirnému zobecnéni piedeslé
tematiky o trojtuhelnicich pat kolmic na kuzelosecce. Trojice bodu kuzelosecky
jsou definovany kubickou rovnici pro parametry tii boda kuzelosecky, zavislou
od parametru u v parametrickém vyjadfeni bodu kuzelosecky. Tato rovnice
je analogii ke kubické rovnici svazujici parametry t¥i vrcholt trojuhelniku pat
kolmic prochéazejicich jednim bodem zékladni kuzelosecky. Jelikoz parametr
libovolného bodu kuzelosecky a parametry tii bodu pfifazenych k proménnému
parametru bodu kuzelosecky jsou oboustranné jednoznac¢né urceny, mluvi se zde
trojuhelniki involuce jsou kuzelosecky. Totéz plati o mnoziné stfed kruznic
opsanych vsem trojihelnikim involuce.

V dodatku ¢lanku je uvedeno, ze korespondence mezi body roviny a body
stfednich vzdalenosti piislusnych ¢tyruhelnikt pat kolmic je kvadraticka bira-
cionalni (Cremonova) transformace.

V znadmych referativnich ¢asopisech prace nebyla recenzovana.

Nésledujici dva ¢lanky jsou némeckou a ¢eskou verzi téhoz textu. (Némecka
verze byla publikovdna difive.) Nalezi k témattm casto zpracovavanym v té
dobé obecné a u K. Zahradnika zvlasté. Obsah napovidaji nazvy praci: Finige
FEigenschaften der Oskulationstripel am Kegelschnitte (N&které vlastnosti osku-
la¢nich trojic na kuZzelosecce) [Z100] a Nékteré vlastnosti oskulacnich trojin na
kuzelosecce [Z103]. Piedmétem zkoumani jsou oskulaéni trojihelniky reguldrni
kuzelosecky, pro néz oskula¢ni kruznice v jejich vrcholech se protinaji v jednom
bodé kuzelosecky. Oskulac¢ni trojuhelniky maji nasledujici vlastnosti:

1. Normaly kuZelosecky ve vrcholech oskulacniho trojuhelniku se protinaji
v jednom bodeé.

2. Trojuhelniky, jejichZ vrcholy jsou stredy krivosti kuZelosecky ve vrcholech
vsech oskulacnich trojuhelniki, maji konstantni obsah.

Dtkaz plyne z faktd, Ze a) pomér obsahti jmenovanych trojihel-
nikt k obsahu piislusnych oskulacnich trojuhelnikii je konstantni a b)
vSechny oskula¢ni trojuhelniky téze kuzelosecky maji konstantni obsah.

3. Necht H je prisecik normal kuZelosec¢ky ve vrcholech oskulacniho troj-
thelniku U; UsUs a necht U je pata kolmice ¢tvrté normély prochézejici
bodem H. Nechf T je ¢tvrty prusecik kuzelosecky s kruznici opsanou
trojihelniku U UsUs. Body U a T jsou diametrdlné sdruzené body této
kruznice (véta Joachimsthalova).

Mnozina vsech bodi H je kuzelosecka afinni se zakladni kuzeloseckou.

4. Obalka vsech spojnic TH bodu T, H k sobé prislusnych je raciondlni
krivka 4. tridy. Privazeni T — TH, resp. H — TH wvyjadrené
v souradnicich bodu T, resp. H a primky TH je kvadratickd bira-
ciondlni korespondence.

5. Oznacime-li stfed kruznice opsané oskulacnimu trojihelniku pismenem
S, je obdlka vsech spojnic T'S prislusnych bodi T, S raciondlni krivka
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4. tridy a pritazeni T — S (vyjadfené v soufadnicich) je kvadratickd
biraciondlni korespondence.

6. Mnozina vSech spojnic HS prislusnych boda H, S je svazek pfimek se
stfedem ve stfedu kuzelosecky.

V zavéru prace je uvedeno nékolik zajimavych vysledkt pro specidlni polohu
bodu T

Obsahlou recenzi némecké verze napsal profesor M. Zacharias z Berlina.!?
Podava obsirnou, vécnou informaci o obsahu prace, zvlasté cituje nové Zahrad-
nikovy vysledky navazujici na jeho starsi vysledky a na vysledky Steinerovy.

Struéné recenze profesora K. Petra v ¢asopisu Jahrbuch tiber die Fortschritte
der Mathematik'3 uvadi kratkou informaci o obsahu a cituje vlastnosti 1, 2 uve-
dené v predeslém piehledu. Ceskou verzi v Revue semestrielle des publications
mathématiques'* recenzoval F. Velisek z Prahy.

Posledni praci této skupiny je clanek O prusecich kuzelosecky s fokdlou
[Z102].'5 Nejdiive jsou uvedeny podminky pro to, aby Sest bodt kuzelosecky
(tj. Pascaltiv Sestithelnik) lezelo na fokale, resp. ¢tyti body kruZnice, resp. t¥i
body piimky lezely na fokale. Patnact vét popisuje rizné vlastnosti Pascalo-
vych Sestithelniku vepsanych fokéle a dalsich skupin bodt na fokéale odvozenych
z Pascalovych trojuhelniki. Tak jsou zkoumény priiseciky, resp. body dotyku,
specialné body oskulace fokaly s kuzeloseckami, jez prochézeji kone¢nymi sku-
pinami bodt fokaly (skupiny ¢ty¥, t¥i, dvou bodi), resp. maji v bodech fokaly
dvoj-, troj- nebo ¢tyibodovy styk. V pocetnych pfipadech nové vzniklé body
tvori opét Pascaltv Sestitthelnik nebo jeho specialni pripady. Zajimavy je
vysledek: Rozlozime-li Sest priseciki libovolné kuZelosecky s fokdlou na dvé
trojbodové skupiny a proloZime-li témi skupinami dvé kruznice, tvori cturté
pruseciky téchto kruznic s fokdlou dvojice sdruzenych bodu kvadratické centralni
involuce. — To znamena, ze existuje bod, z néhoz se uvedené dvojice prusecik
promitaji sdruzenymi pfimkami involuce ve svazku pfimek se stfedem v tomto
pevném bodé.

Praci recenzoval v casopisu Revue semestrielle des publications mathéma-
tiques'® F. Velisek.

Kiivky odvozené z kuZeloseéek

V tomto paragrafu jsou uvedeny piiklady kfivek, jez jsou mnozinami bodi
spliiujicich jisté podminky vazané na danou regularni kuzelosecku. Skupina za-
hrnuje tfi prace, z nichz posledni dvé jsou riiznymi jazykovymi verzemi téhoz
textu.

12 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 42(1911), str. 565.

13 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 41(1910), str. 655.

14 Viz Revue semestrielle des publications mathématiques 21-IT (1913), str. 107.

15 Fokalou se nazyva mnozina ohnisek vSech kuzelosecek svazku kuzelosecek. Fokéla je
cirkulérni kubika, tj. kiivka 3. stupné incidujici s kruznicovymi body roviny.

16 Viz Revue semestrielle des publications mathématiques 21-11 (1913), str. 103.
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Prvni prace nazvana O misté bodu, jehoz tétiva styku md pro danou kuZelo-
secku stalou délku [Z25] podava nové — spiSe metodické — FeSeni problému jiz
nékolikrat v literatufe posuzovaného.

K regularni kuzelosecce dané rovnici
K=y*—2pr—qu®=0; pqeR,
v parametrickém vyjadieni

2p 2pu
y =

Tw g u? —q’

Ize bodem A mimo kuzelosecku vést dvé ruzné teény s body dotyku Uy, Us.
MnozZina vSech bodu A, pro néz ma tétiva U;Us konstantni délku ¢, je kiivka
¢tvrtého stupné, jak lze ukazat nepfilis slozitym analytickym vypoctem. V ¢lan-
ku jsou dale analyzovany vlastnosti svazku takovych kiivek pro vsechny hod-
noty ¢ € Ry.

V dostupnych pramenech neni uvedena recenze této prace.

Nésledujici dvé prace O nekih krivuljah izvedenih iz sjeka ¢unja (O nékterych
kiivkach odvozenych z kuzelosecky) [Z33] a O nékterych kfivkdch z kuZelosecky
odvozengch [Z36] jsou chorvatskd a Geskd verze téhoz textu. Kuzelosecka je
urc¢ena tymiz rovnicemi jako v predeslé praci. Vyjadren je obsah trojuhel-
niku (nespravné nazyvany plochou), jehoz vrcholy jsou vnéjsi bod kuzelosecky
a dotykové body tecen kuzelosecky vedenych timto bodem. Mnozina vSech
bodt, pro néz je obsah trojuhelniku roven dané konstanté, je ktfivka Sestého
stupné, jez se v pripadé paraboly rozpada na dvé imaginarni paraboly a jednu
realnou parabolu shodnou se zdkladni parabolou a posunutou vzhledem k ni
ve sméru osy o orientovanou tsecku délky =-.

Dale je stanovena zavislost mezi parametry vrcholt uvedeného trojihelniku
vnéjsi vrchol A trojihelniku kfivkou stupné 3n. Ve zvlastnim pripadé, kdyz
bod T probihé& pfimkou, je u paraboly pfislusna krivka tietiho stupné rozlo-
zitelna; sklada se z paraboly a nevlastni pfimky roviny.

Recenze prace neni v dostupnych pramenech k dispozici.

Specialni krivky

V pracich této skupiny jsou vySetfovany nékteré objekty svazané s kfivkami
antické doby a obdobi vzniku a prvniho rozvoje matematické analyzy, jakoz
i se zobecnénim téchto kiivek z pozdéjsi doby (19. stoleti). V pracich se casto
opakuje stejné nebo podobné schéma vytvort kiivek a vybéru problémi, jez
jsou v souvislosti s kfivkami feSeny. Lepsi porozuméni detailim obsahu, na
néz se K. Zahradnik nékdy odvolava, by vyzadovalo jisté expozé nékterych
zékladnich faktt diferencialni a algebraické teorie kiivek. Nezbytné minimum
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téchto vysledkt bude predlozeno v tvodu nasledujici kapitoly jako preliminaf
vlastnich informaci o obsahu sledovanych praci.

Clanky v tomto paragrafu jsou nadale uvadény v zasadé v chronologickém
poradi publikace, i kdyz to nékdy neni v plné shodé s ¢asem jejich vzniku, resp.
s jejich tematickou ptibuznosti.

Prace Geometrischer Ort der Punkte constanter Beriihrungsdreiecke in Be-
zug auf die Cissoide (MnoZina vSech bodi s konstantnimi dotykovymi trojihel-
niky vzhledem ke kisoidé) [Z27] se zabyva problémem, jenz se v Zahradnikovych
pracich objevuje u riznych kiivek. Pfedmétem zkoumani je kisoida (Dioklova
kisoida; kisoida — podobnd bre¢fanu; Diokles zil kolem r. 200 pf. n. 1.) (obr. 3)
s parametrickym vyjadfenim

a

a
=——, y=—5; a€R a>0; ueR, u>0;
x Ty Y W+ ) a a u U

a algebraickou rovnici
23 —y3a—2)=0.

(Konstrukce bodi kisoidy je zfejmé z obrézku.)

Obr. 3

Jak je vidét z rovnice kisoidy, jedna se o krfivku tfetiho stupné a — jak
se ukaze v pristi kapitole — taky tfeti tfidy, coz znamend, ze bodem mimo
kiivku lze ,obecné* vést tii tecny kisoidy. Krivka ma jediny singularni bod
— bod vratu v pocatku soustavy soufadnic. Body dotyku tvofi trojihelnik
nazyvany dotykovym trojuhelnikem kisoidy, pfislusnym k danému spole¢nému
bodu vsech tif teden. ReSenym problémem je hledani mnozZiny vech bodii, pro
néz prislusné dotykové trojuhelniky maji konstantni obsah. Dtumyslnymi, ne
vzdy tplné presnymi vypocty je ukazano, ze hledanou mnozinou pro kazdou
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realnou konstantu je kfivka patého stupné s dvojnasobnym bodem v bodé vratu
kisoidy.

Podrobna recenze dr. A. Maynze!” konstatuje spravnost pouzité metody,
ale ma namitky vaci posledni rovnici, jakoz i nékterym dal$im nepresnostem
v pfedchézejicim textu.

Stejny problém je fesen i v praci Pole constanter Beriihrungsdreiecke bei
der Cardioide (Pély konstantnich dotykovych trojuhelnikii u kardioidy) [Z28].
Jak je znamo, kardioida je rovinna algebraicka kiivka, jejiz rovnice v pravouhlé
kartézské soustavé souradnic euklidovské roviny zni

(? +y*)? — dax(z? + %) —4a*y* =0, a€R, a>0,
a jejiz parametrické vyjadieni ma tvar

4a(l — u?) 8au

Ly = T ueR,.
A+u2)2’ YT ayaz YT

xTr =

Kardioida vznika pohybem bodu kruznice poloméru délky a, jez se zevné
kotali po kruznici, ktera je s ni shodna. Jak je vidét z tvaru rovnic a z kon-
strukce, jedna se o kfivku ¢tvrtého stupné s bodem vratu v pocatku soustavy
soutadnic. (Obr. 4)

.{,)/

Obr. 4

Tecna v bodé kardioidy prislusném k parametru u ma rovnici
(1+3u®)x + (3 —u?)uy —4a =0

17 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 10(1878), str. 485.
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tfetiho stupné v neznamé u a vyjadiujici zavislost mezi parametrem dotyko-
vého bodu na kardioidé a soutadnicemi x, y libovolného bodu tecny. Kdyz
je bod (x,y) dén, posledni rovnice je kubickou rovnici pro nezndmy parametr
dotykového bodu te¢ny prochéazejici timto bodem a jelikoz ma rovnice nejvys
tfi kofeny uj, ue, ug, existujl nejvys tii tecny kardioidy prochézejici danym
bodem, tudiz je kardioida algebraicka krivka ttreti t¥idy. Trojuhelnik, jehoz
vrcholy jsou dotykové body tecen vedenych bodem ke kardioidé, se nazyva
dotykovym trojihelnikem bodu (z,y) vzhledem ke kardioidé. Jelikoz dotykové
body jsou jednoduchymi body kardioidy a jsou pruseciky kardioidy s prvni
polarou bodu (z,y) vzhledem ke kardioidé, nazev pdl dotykového trojihelniku
pro bod (z,y) je opravnén.

V praci je fesen problém nalezeni pélta vSech dotykovych trojuhelniki s kon-
stantnim obsahem. Pomeérné komplikovanym vypoctem je zjisténo, ze hledanou
mnozinou bodi je kfivka osmého stupné se ¢tyfmi body vratu, z nichz dva jsou
kruznicové body roviny.

Pro vsSechny kladné realné hodnoty predepsané jako konstantni hodnoty
obsahit dotykovych trojuhelnika tvori prislusné krivky osmého stupné jako
mnoziny poliu dotykovych trojuhelnikd jednoparametrickou soustavu — svazek
kiivek. V préci jsou jesté popsény nékteré jevy hyperoskulace spolecné vsem
kiivkam tohoto svazku.

Dr. A. Maynz v referativnim ¢asopisu Jahrbuch tiber die Fortschritte der
Mathematik'® uvedl pouze nézev Zahradnikova ¢lanku, nenapsal viak zadnou
jeho recenzi.

Prace Zusammenhang zwischen dem Pole und dem Schwerpunkte des Be-

vvey

kového trojuhelniku u kardioidy) [Z29] je doplitkem ¢lanku [Z28]. Jelikoz pro

kazdy dotykovy trojuihelnik kardioidy jeho pdli tézisté jsou jednoznacné urceny,

Vv

thelniku. To znamenda: Probihéa-li tézisté dotykového trojuhelniku kfivkou
stupné n, probihad pdl dotykového trojuhelniku kfivkou stupné 4n.

Dr. A. Maynz uvefejnil v ¢asopisu Jahrbuch iber die Fortschritte der Mathe-
matik'® jen nazev Zahradnikova piispévku, klasickou recenzi vSak nepiipojil.

Obsah ¢lanku Geometrijske opazke (Geometrické pozndmky) [Z57] se poné-
kud vymyka prevladajici Zahradnikové tematice. Téma prace vychazi formalné
z elementarné-geometrické problematiky, ale formulaci dalSich problému prace
prechazi do oboru specialnich ktivek a netrividlnich metrickych vztaht v atva-
rech odvozenych ze zakladni situace.

Zakladni konfigurace elementarnich utvara euklidovské planimetrie je nasle-
dujici:

18 Vig Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 10(1878), str. 484.
19 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 10(1878), str. 484.
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Je dana kruznice k(S,r), jeji tétiva A; Ay se stiedem Bs a dvé kruznice
k3(Cs,73), resp. k5(C%,r5) dotykajici se zevniti kruznice k v bodech Ds, resp.
Di tétivy A1 As v bodé Bjs a lezici v rizngch polorovindch s hranici v p¥imce
A1A2 (ObI‘. 5)

D;
A, A,
k
D;
Obr. 5

Necht body S, C3 lezi v riznych polorovinach s hranici <+ A; As. Je ziejmé,
ze body D3, Cs3, S, B3 a D} jsou kolinearni. Oznac¢ime-li délky kruzmic k, ks,
k% po fadé o, 03, 05 a obsahy kruht kruznicemi ohrani¢enych P, Ps, P}, plati:
r=r3+7}, 0=03+04 P—P;— P = 1030} V kiivoarém trojihelniku se
stranami D3A1Dé,DéB3, Bng je |D3A1Dé| = |DéBg| + |BgD3| a jeho obsah
P je roven souéinu o3 - 20}.

Meéni-li tétiva A; As svou délku i svlij smér, opisuje stied Cs, resp. C4 kiivku
(C3), resp. (CY%). Zavedenim polérnich soufadnic a parametru ¢ pro velikost
tthlu osnovy uréené piimkou A; Ay s polarni osou, vyjadienim délky |A; As| =
f(¢) jako funkce parametru ¢, poloméru r3 pomoci r a f(p) je zjiSténo, ze
kiivka (C3) je konchoidou kiivky E vzniklé zkracenim délky privodic¢i bodu
Cs o §. Analogicky vysledek plati pro kiivku (C3); navic se ukazuje, ze (C3)
a (C%) jsou shodné kiivky.

Dale je prozkouméano nékolik konkrétnich ptikladt, v nichz konchoidou kiiv-
ky (C3) je tipatnice jisté elipsy.

1) Konchoidou kiivky ¢ vzhledem k polu O se nazyva mnozina vSech bodi
X, pro néz plati: OX =2 OM + UV, kde bod M probiha kiivkou c,
body O, M, X jsou kolinearni a UV je pevna nenulova tsecka.

2) Upatnici kiivky ¢ vzhledem k bodu P se nazjva mnozina viech pat
kolmic z bodu P na vSechny tec¢ny ktivky c.

Analyzou trojuhelnika Ay AsAs, kde A1 Ay, As A3, A3A; jsou tétivy kruzni-
ce k, a s nimi asociovanych dvojic trojuhelniktt By B2 B3 (kde B; je stied tsecky
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AiAg; i £ J #£k#i Nigk € {1,2,3}) a C1C2Cs (C; je stied kruznice ks
dotykajici se kruznice k a tétivy A; Ay v jejim stfedu B;) a jejich metrickych
charakteristik je odvozeno mnoho zajimavych — z¢asti znamych, novym zpu-
sobem potvrzenych — vysledkt o metrickych vlastnostech kruznice, jejich prvka
a dalsich atvart od ni odvozenych.

Na tuto Zahradnikovu chorvatsky napsanou praci nebyla uverejnéna zadna
recenze.

Cléanek Einige Bemerkungen zu den zirkularen Zissoidalen als Fusspunkt-
kurven (Nékolik pozndmek k cirkuldrnim kisoidélam jako upatnicim) [Z97] lze
pfedmétem vysSetfovani zafadit i do nésledujici skupiny praci. Nicméné pii-
buznost objektt s kiivkami predeslych praci je argumentem pro ponechani
v této skupiné.

V praci je vySetfovana rovinna algebraické kiivka, jejiz rovnice v pravouhlé
kartézské soustaveé soutfadnic ma tvar

z(2® +y?) +12® + may +ny? =0; I,m,neR, n#o0.

Je to kiivka
— tietiho stupné,
— ireducibilni,
— s dvojnasobnym bodem v pocatku soustavy souradnic,
— tudiz racionéalni,
— cirkularni, tj. incidujici s kruznicovymi body roviny,
— s asymptotou kolmou na osu z soustavy souradnic.

Z prace [Z93], jez bude pojednana v nésledujici kapitole, plyne, Ze je to
kifivka kisoidalni, generovand primkou g a kuzeloseckou k, jejichz rovnice jsou

g:x+n=0,
k:a?+y*— (1 —n)x —my=0.

Po jisté pripravé technickych prostiedki analytické geometrie pak K. Za-
hradnik dokazuje, ze kazdou racionalni cirkularni kubiku lze konstruovat jako
Upatnici jisté paraboly. Jsou-li tyto kfivky kisoidalni, existuje dvoji zpiisob
jejich generovani, a to

— jako kfivky kisoidalni pomoci t¥i generatorti — piimky, kiivky a bodu
kiivky
— jako tpatnice jisté paraboly.
Obé konstrukce vedou k identickym vysledktm.

Druh kfivky s uréujicimi prvky pro zakladni parabolu a s generujicimi prvky
kisoidalni konstrukce zachytava K. Zahradnik v prehledné tabulce, v niz je
obsazena celd fada znamych ktivek, jako jsou Dioklova kisoida, Maclaurinova
trisektrix, Slusova konchoida, Peanova viziéra, strofoida, ofiurida a dalsi.

V zavéru prace je popséna konstrukce tecen a vyjadieni paraboly a jeji
GUpatnice v polarnich a primkovych soutadnicich.
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Strucné recenze profesora K. Petra dvéma vétami vystihuje podstatu prace:
konstatuje moznost konstrukce cirkularni kisoidaly jako tpatnice paraboly, kon-
strukce kisoidal na zékladé tohoto faktu a moznost konstrukce tecen.??

Posledni praci této skupiny je Zur Theorie der Focale (K teorii fokaly) [Z101].
Obsah se v zna¢né mife piekryva s obsahem ¢lanku [Z2102]. Prvym vysledkem
je dukaz faktu, Ze kruznice incidujici se dvéma body fokaly protinaji fokalu
v dalsi dvojici bodu, tvoricich sdruzené dvojice kvadratické bodové involuce na
fokale. Samodruzné body této involuce jsou dotykové body fokaly se dvéma
dotykovymi kruznicemi uvazovaného svazku kruznic. Obalka spojnic dvojic
samodruznych bodt pro vSechny involuce urc¢ené dvojicemi libovolnych bodu
fokaly je parabola — tzv. Weyrova-Cayleyova kuzelosecka fokaly. Ctvefice prii-
seCikt kruznice s fokalou indukuji na fokéle jesté dalsi vlastnosti involutorni
povahy.

Oskulacni kruznice fokdly v prisecicich fokdly s kruznici protinaji fokdlu
v dalsich ctyrech bodech, jez opét lezi na jedné€ kruznici. KaZdym bodem fokdly
prochdzeji tri oskulacni kruznice. Jejich oskulacni body tvori oskulacni trojuhel-
nik. Pritazeni téchto bodu oskulace ke spolecnému bodu oskulacnich kruznic je
(1,3)-korespondence, dobové nazgvand kubickou involuci.

Obalkou primek obsahugicich strany vSech oskulacnich trojuhelniki fokdly je
raciondlni krivka treti tridy.

MnoZina tézist vsech oskulacnich trojihelniki fokdly je krivka shodnd s fo-
kdlou, vznikld otocenim fokdly o uhel velikosti 180° a ndslednym posunutim.

MnoZina stredu kruznic opsanych vsem oskulacnim trojuhelnikum je hyper-
bola.

Obadlka kruznic opsanych vsem oskulacnim trojuhelnikum je bicirkuldrni ra-
ciondlni kvartika.

Nékteré dalsi zajimavé vlastnosti fokaly a vztahy atvard s ni sdruzenych lze
obratné odvodit pouzitim kruznicové inverze. Nékolik dalsich vlastnosti fokaly
prinasi zkoumani Pascalovych Sestitithelniki vepsanych do fokaly.

Mnoho dalsich netrividlnich vysledkt o fokale pfinasi vysSetfovani soustav
kuzeloseéek splnujicich rozmanité incidenc¢ni, dotykové nebo oskula¢ni pod-
minky vzhledem k fokale. Naptiklad mnozina t&zist dotykovych trojuhelnikt
vsech kuzelosecek dotykajicich se ve trech bodech fokaly a opsanych trojuhel-
nikim s vrcholy na fokéle je kiivka shodné se zdkladni fokalou.

Préci recenzoval profesor E. Salkowski z Berlina.?! Nejprve uvedl struénou
charakteristiku zékladniho tématu prace, pak ocenil zvlastni vysledek, jenz
uvadi slovy: Bodem fokaly lze polozit t¥i kruznice, jeZ maji s fokalou tii sply-
vajici priseciky, tj. jsou oskula¢nimi kruznicemi fokaly. Jejich dotykové body

20 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 40(1909), str. 647.
21 Viz Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 42(1911), str. 615.
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vvoev

tvori oskula¢ni trojuhelnik; mnozina t6zist vSech téchto trojuhelnikt je kiivka
shodna s fokalou.

Prace této skupiny prinasely hlubsi poznani nékterych znamych i zobec-
nénych kiivek a rozSifovaly a obohacovaly dobovy teoreticky obzor v této
oblasti.
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