Matematika v proméndach vékda. II

Jiri Klaska

Historické mezniky ve studiu specidlnich typa usporadani
In: Jindfich Beévar (editor); Eduard Fuchs (editor): Matematika v proméndach vék. II. (Czech). Praha:

Prometheus, 2001. pp. 138-153.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/402128

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematikt a fyzika

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/402128
http://dml.cz

138

HISTORICKE MEZNIKY
VE STUDIU SPECIALNICH TYPU USPORADANI

JIRT KLASKA

1. Uvop

Nésledujici prispévek obsahuje prehled zdkladnich pojmt a znamych vy-
sledkti jedné z oblasti diskrétni matematiky, kterd se vénuje studiu spe-
cidlnich typt usporaddani. Zaklady této novodobé discipliny vyrtstaji
z praci o usporadanych mnozinich publikovanych v rozmezi let 1930
az 1940. Teorie specidlnich typt usporadani se vSak zacina intenzivné
rozvijet az ve druhé poloviné 20. stoleti. Tato u nis méné zndma cast
moderni matematiky si vSak pravem zaslouZi pozornost jiz z toho di-
vodu, jak Casto se aplikace usporddanych struktur v nejrozmanitéjsich
oborech lidské ¢innosti vyskytuji. Zminme napiiklad prace z archeologie
[13], teorie preferenci [6] nebo sociologie [2], [3]. V neposledni fadé maji
specidlni usporddani také cetné aplikace v moderni computer science.
Uspotadavani objekti, pojmi, hodnot i vysledk patii k nejzakladnéjsi
lidské c¢innosti a informace o vlastnostech usporadani se proto stavaji
nutnym teoretickym zakladem pfi reseni fady problémr.

Specidlnich typi usporadani byla studovana v poslednich desetile-
tich cela tfada. Vzhledem k tomu, zZe nékteré typy usporéddani nejsou
v Ceské matematické literature prozatim prili§ ¢asto zminovany, uve-
deme v zavorce ke kazdému typu usporadani také ustalenou anglickou
terminologii. V nésledujicim textu budeme konkrétné studovat tyto typy
usporadani: linearni usporadéani, nebo téz Fetézec (linear order, chain),
slabé usporadani (weak order), polousporadani (semiorder), intervalové
usporadani (interval order), stupnovité uporddané mnoziny (tiered po-
sets) a sériové—paralelni uspordadané mnoziny (series—parallel posets).
Zduraznéme, Ze tento vycet ruznych typi usporadani neni ani zdaleka
uplny. Ze vSeobecné znamych uspoiddanych struktur v nasem vyétu
chybi napriklad svazy. Pomineme-li velmi zajimavou a dileZitou pro-
blematiku aplikaci, pak mezi hlavni problémy teorie usporadani patii
zejména hledani vhodnych typt reprezentaci a enumeraéni problema-
tika. Pravé touto problematikou se budeme v textu nejvice zabyvat.
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Enumeracni problematika se pritom zabyva klasickymi otdzkami kom-
binatorické analyzy typu: Kolik existuje usporadéni daného typu? Jaké
je asymptotické chovani téchto usporadani? Odpovédét na tyto otazky
znamend, nalézt vhodné enumerac¢ni formule. I kdyZ je rada vysledku
7z této oblasti zndma, nejsou ani zdaleka vSechny otazky zodpovézeny.

Nasledujici text je pokusem o historicky nadhled nad problemati-
kou specidlnich uspoirddéani a je popularnim tivodem do tohoto mladého
oboru. Prispévek je volnym tématickym pokracovanim autorova ¢lanku
[12].

2. UsPORADAN(

Pro vétsi pohodli ¢tendre pripomeneme tivodem nékteré zakladni pojmy.
Binérni relace P na mnoziné X se nazyva

1) reflexivni, kdyz Vo € X : [z,z] € P,

(1)
(2) areflexivni, kdyz Vz € X : [z,z] ¢ P,

(3) antisymetrickd, kdyz Vz,y € X : [z,y] € PA[y,z] e P =z =y,
(4) tranzitivoi, kdyz Vz,y,z € X : [x,y] € PA[y,z] € P = [z,z] € P.

Pfipomenme jesté, Ze misto zapisu [z,y] € P je ¢asto zvykem pouZivat
kratsiho oznaceni zPy. Obvykle je ¢asteéné usporadani definovano jako
binarni relace P na X, ktera je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni.
V nasem pojednani vSak budeme rozumét pod pojmem usporadani bi-
narni relaci ve smyslu néasledujici definice: Bud P areflexivni a tranzitivni
bindrni relace na X. Pak P se nazyva ostré c¢dastecné usporiddini na X,
nebo kratce jen usporaddani. Nékdy téz hovoiime o indexovaném uspord-
ddni. Je-1i P usporadéani na X, pak uspordadand dvojice (X, P) se nazyva
usporadand mnozina, nebo téz indexovand usporddand mnoZina. Dvojici
(X, P) nazyvame rovnéz poset (ndzev vznikl z anglického partially orde-
red set). Mezi obéma uvedenymi definicemi usporadani je podobny rozdil
jako mezi nerovnostmi < a < mezi redlnymi ¢isly. Souvislost mezi defini-
cemi je zfejma rovnéz z nasledujici jednoduché véty. Bud P(X) mnozina
vSech reflexivnich, antisymetrickych a tranzitivnich relaci na mnoziné X
a P*(X) mnozina vSech areflexivnich a tranzitivnich relaci na X . Pak
existuje vzajemné jednoznaéna korespondence mezi mnozinami P(X)
a P*(X). Tato korespondence je ddna tak, Ze libovolnému usporadani
P € P(X) je pfifazena relace P — A € P*(X), kde A = {[z,z] € X} je
tzv. diagonalni relace na X. Pfipomenme déle, ze dvé usporddané mno-
ziny (X, P) a (Y,Q) jsou izomorfni, kdyZ existuje bijektivni zobrazeni
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f: X — Y, které zachovava usporadani, tj. plati

Vz,y € X : zPy & f(2)Qf (y).

Bijekce f se pak nazyva izomorfizmus. Izomorfizmus chapany jakozto
ekvivalence rozkldda mnozinu vSech indexovanych usporadanych mnozin
na tridy, které nazyvame neindexované usporadané mnoZiny. Rovnéz
mluvime o neindezovaném uspordadadni.

3. LINEARN{ USPORADANT{

Jednim z nejznaméjsich a snad nejcastéji pouzivanych typt uspora-
déni je tzv. linedrni usporddadni. Timto typem uspoiadani jsou napii-
klad uspoiddéna redlna cisla podle velikosti, nebo jim usporiddavame
kroky néjaké ¢innosti do posloupnosti. Tento typ usporadani pouzivaji
lidé bézné v kazdodenni ¢innosti. Zavedme nyni pifesnou definici tohoto
pojmu. Usporadani P na X se nazyva linedrni usporadani a (X, P) se
nazyva retézec, kdyz

Ve,y € X : xPyV yPuz.

Definici fetézce lze nalézt jiz v prvnim vydani Birkhoffovy monografie
Teorie svazu z roku 1940. Koncepce tohoto pojmu je vSak pravdépo-
dobné jesté starsi.

Pti zkoumani a klasifikaci jednotlivych typtu usporadani hraje vy-
znamnou roli relace nesrovnatelnosti, nebo téz relace indiference I. Re-
lace I je definovana nasledovné. Pro z,y € X klademe

xly < [z,y| ¢ P AN|y,z| ¢ P.

7Z definice linedrniho usporadani je ihned zirejmé, Ze libovolné dva prvky
Fetézce jsou srovnatelné. Relace indiference I je v pripadé linearniho
usporadani relaci rovnosti, tj. plati

zlys x=y.

Jiny typ reprezentac¢nich vét charakterizujici usporadani je zalozen na
reprezentaci pomoci realné funkce. V pripadé linedrniho usporadani ma
reprezentace nasledujici tvar: Usporddani P na mnoziné X je linedrni
usporadani pravé tehdy, kdyz existuje realna funkce f : X — R takova,
7e

Py f(z) < fly) a fl@)=fy)=z=y
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Reprezentace linedrniho uspoiddani i reprezentace usporaddani jinych
specidlnich typid je mozno nalézt napiiklad v [2] a [6]. Na nasleduji-
cim obrazku nyni uvedeme piiklad hasseovského diagramu linedrniho
uspoiadéni na ¢tyiprvkové mnoziné.

Obr. 1

Pomoci popisu obrazku, tzn. jeho indexace, lze vytvorit vsechny
rizné moznosti linedrniho uspotradani étyrprvkové mnoziny. Jednodu-
chou tivahou lze pak ziskat vSeobecné znamy fakt, Zze na dané konecné
n-prvkové mnoziné existuje celkem n! riznych indexovanych linedrnich
usporadani a pouze jediné neindexované linedrni usporadani.

7z

4. SLABA USPORADANT{

Ptirozenym zobecnénim linedrniho usporadani je tzv. slabé uspota-
déani. Uvedme nejprve piesnou definici tohoto pojmu. Uspofaddani P na
mnoziné X se nazyva slabé uspordadani, kdyz

Ve,y € X : xPy=Vz € X : xPzV zPy.

V prvni ¢asti odstavce se budeme zabyvat zdkladnimi zndmymi re-
prezentacemi slabého uspoiadani. Prvni z nich, kterd je relac¢niho typu,
mé tvar: Bindrni relace P na mnoziné X je slabé uspoiradéani pravé tehdy,
kdyz relace P je antisymetrickd a plati

P°P° C P,

pricemz P¢ = (X x X) — P je komplement relace P. Tzn. zP% <
[z,y] ¢ P. Asi nejlepsi pFedstavu o tvaru hasseovskych diagramu slabé
usporadanych mnozin lze ziskat z nasledujici charakterizace pomoci re-
lace indiference I. Plati véta: Usporadani P na mnoziné X je slabé
usporadani, pravé kdyz relace indiference I je ekvivalence. Z pravé uve-
deného tvrzeni ihned plyne, Ze kazdé linedrni uspoiadani je slabé, ale
opak obecné neplati. Uvedme nyni obrazek, na kterém ilustrujeme pii-
klady hasseovskych diagramii slabé uspoiddanych mnozin.
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[N N

Obr. 2

Na zakladé predchozi véty je ihned ziejmé, ze diagramy uspoiida-
nych mnozin A a C' predstavuji slabd usporadani, zatimco diagramy B a
D nejsou diagramy slabé uspofddanych mnozin. Charakterizace slabého
usporadani pomoci redlné funkce je analogickd reprezentacni vété pro
linearni uspoiddéani. Plati nasledujici tvrzeni: Relace P je slabé uspora-
dani na mnoziné X pravé tehdy, kdyz existuje redlna funkce f : X — R
takova, ze

zPy < f(z) < f(y).

Jiny typ reprezentacni véty popisuje slabé usporadané mnoziny pomoci
podmnozin. Tento zpiisob charakterizace neni nikterak vyjimecny. V al-
gebfe se naptiklad pouziva pro popis distributivnich svazi. Pfipomenme,
ze svaz L je distributivni, pokud neobsahuje podsvaz izomorfni s nékte-
rym z nasledujicich dvou svazi, které je zvykem oznacovat Ms a Ns.

M N5
Obr. 3

Podobnym zpisobem lze nyni reprezentovat slaba uspotradani. De-
finujme nejprve specidlni tfiprvkovou usporddanou mnozinu, kterd se
sklada z jednoprvkového a dvouprvkového fetézce. Jednoprvkovy tetézec
pritom chipeme jako izolovany bod. Ozna¢me tuto usporadanou mno-
zinu symbolem 2 + 1. Hasseovsky diagram usporadané mnoziny typu
2 4+ 1 uvadime na obr. 4.

Plati nasledujici reprezentacni véta, ktera charakterizuje slabé uspo-
fadané mnoziny pomoci podmnozin. Usporddand mnozina je slabé uspo-
radana pravé tehdy, kdyz neexistuje jeji ¢ast izomorfni usporadané mno-
zin€ typu 2 + 1.

V druhé c¢asti odstavce se alespon v kratkosti vénujme enumeracni
problematice slabé usporadanych mnozin. Predevsim je nutno uvést, ze
existuje vzajemné jednoznac¢nd korespondence mezi n-prvkovymi neinde-
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o
241
Obr. 4

xovanymi slabé usporddanymi mnozinami a kompozicemi ¢isla n. Kom-
pozici pfirozeného ¢isla n pritom rozumime libovolnou posloupnost pti-
rozenych ¢isel z1, s, ... , 7, kde 1 < k < n, takovych, ze 1 +xo+...+
xp. Z této skutecnosti ihned plyne, Ze na n-prvkové mnoziné existuje

W, = 2"

neindexovanych slabé usporddanych mnozin. Viz élanek [2]. Rovnéz jsou
znamy rekurentni formule pro uréovani poctu vSech indexovanych slabé
usporadanych mnozin. Tyto formule odvodili v roce 1978 J. L. Chan-
don, J. Lemaire a J. Pouget [4]. Symbolem w,,  ozna¢me pocet vSech
indexovanych slabé usporddanych mnozin, pro néz relace indiference
rozkladd mnozinu X na pravé k tiid. Pak plati nasledujici rekurentni
formule
Wi = k(Wn 151+ Wn1k)-

Pro pocatecni hodnoty wy, plati wgo = 1, w,0 = 0 pro n > 0 a
wpr = 0, pokud k£ > n. Pro hodnoty w,, ; je znama rovnéz exaktni
formule ve tvaru

W = S(n, k)R,
kde S(n, k) jsou tzv. Stirlingova ¢isla druhého druhu. Cisla S(n, k) vyja-

diuji pocet rozkladt n-prvkové mnoziny na pravé k t¥id. Podrobnéjsi in-
formace o Stirlingovych ¢islech druhého druhu miize ¢tenar nalézt v [12].
Pro pocet w,, vSech n-prvkovych indexovanych slabé usporadanych mno-

zin tedy plati formule

n
Wy, = Z S(n, k)k!
k=1

Nyni se jiz snadno zjisti, ze pocateéni ¢leny posloupnosti w, pro n =
1,2,3,... jsou
1,3,13,75,541,4683,47293, ... .

Asymptotickym chovidnim poc¢tu vSech indexovanych slabé usporada-
nych mnozin se zabyval v roce 1980 J. P. Barthélemy [1].
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5. POLOUSPORADANT

V roce 1956 zavadi R. D. Luce pojem polouspoiadani jako prirozené
zobecnéni pojmu slabého usporadéani. Usporadani P na mnoziné X se
nazyvé polouspordadani, jsou-li splnény nasledujici podminky

(1) Vz,y,z € X : Py ANyPz = VYw € X : wPz V xPw,
(2) Vz,y,s,t € X : xPy A sPt = =PtV sPy.

Analogicky jako u slabého uspoiadani je v pripadé polousporadani zné-
ma celd fada reprezentaci tohoto pojmu. Uvedme nejprve dvé charak-
terizace polousporadani rela¢niho typu. Budte P, @ bindrni relace na
mnoziné X. Pak symbol P(Q oznacuje obvykly soucin, tj. sklddani re-
laci. Pro z,y € X tedy klademe

cPQy < dz € X : xPz A 2Qy.
Dale definujme binarni relaci P% na X tak, Ze
tP% & yP°x < Py V zly.

Nyni jiz miZeme zformulovat reprezenta¢ni vétu. Plati: Bindrni relace
P na mnoziné X je polousporadani pravé tehdy, kdyz P je areflexivni a
plati

PIP C P, P’picCp.

Jind moznost, jak formulovat rela¢ni reprezentaci polousporadani, sou-
visi s relaci indiference 1. Plati véta: Usporadani P je polouspoiradani
pravé tehdy, kdyz bindrni relace PIUIP je slabé usporadani. Néasledujici
reprezentace polousporadéni pomoci redlné funkce pochézi od D. Scotta
a P. Suppese z roku 1958. Tato reprezentace byva v fadé publikaci uva-
déna jako definice. Reprezentace ma tvar: Usporadani P je polouspora-
dani, pravé kdyz existuje redlna funkce f : X — R takova, ze plati

zPy & f(x) > fy) + 1.

Existuje jesté analogicka reprezentace polouspoiradani pomoci zobrazeni
f mnoziny X do mnoziny Y redlnych intervalt stejné délky. Tuto re-
prezentaci lze formulovat takto: Usporddani P je polousporddani pravé
tehdy, kdy7 existuje zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y takové, 7ze

Py & Vz € f(z),Vt € f(y) : 2 > t.
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Problematiku reprezentace polousporadani uzavieme piehlednou cha-
rakterizaci pomoci podmnozin. Rekneme, Ze uspofddand mnozina je
typu 3 + 1, je-li tvofena tfiprvkovym a jednoprvkovym fetézcem. Ana-
logicky usporadana mnozina je typu 24 2, je-li tvofena dvéma dvouprv-
kovymi tfetézci. Hasseovské diagramy usporadanych mnozin 341 a 2+ 2
jsou znazornény na nasledujicim obrazku.

| |

3+1 2+2
Obr. 5

Na zékladé pravé uvedené definice mizeme snadno zformulovat re-
prezentacéni vétu. Usporddani P na mnoziné X je polousporaddani praveé
tehdy, kdyz usporddand mnozina (X, P) neobsahuje ¢ast izomorfni s 3+1
nebo 2 4 2. Z tohoto tvrzeni mimo jiné plyne, Ze libovolné slabé uspo-
radani je polousporadani.

Zabyvejme se nyni enumeracéni problematikou polousporadani. V ro-
ce 1978 odvodili francouzsti matematici J. L. Chandon, J. Lemaire a J.
Pouget [4] exaktni formuli pro vypocet po¢tu indexovanych polouspo-
Fadani. Necht s,, oznatuje pocet indexovanych polouspoiddani na n-
prvkové mnoziné. Pak plati

n

Sy = Z(—l)nikS(n, k){2k}k:1’

k=1

kde S(n, k) jsou Stirlingova ¢isla druhého druhu. Symbol {a};, znadi jako
obvykle kombinatorickou funkci definovanou vztahem

{a}p =ala—1)...(a—b+1).

Na zakladé této formule se jiz snadno zjisti, Ze pocatecni ¢leny posloup-
nosti s, pro n=1, 2, 3, ... jsou

1,3,19,183,2371, 38703, 763099, ... .

Déle je znamo, zZe pocet S, neindexovanych polouspoiradani na n-prvkové
mnoziné je roven tzv. Catalanovu ¢&islu

SH—L(%) _ {2}

T n+1\n n!
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Tento vysledek jako prvni dokazali Wine a Freund v roce 1957. Uvedeny

vysledek byl v pozdéjsi dobé nékolikrat znovuobjeven (napiiklad Dead

a Keller 1968 [2]). Pocatecni ¢leny posloupnosti S,, pak pron = 1, 2, 3,
. nabyvaji hodnot

1,2,5,15,42,132,429, ... .

Je rovnéz znamo, 7ze enumeracni problematika polousporadani souvisi
s rozsdhlou skupinou tak zvanych Catalanovych tiloh. Odbo¢me na oka-
mzik od naseho hlavniho tématu a zformulujme alespon jednu z tloh
tohoto typu. Predpokladejme, Ze je ddna mnozina S, na které je defi-
novana neasociativni operace nasobeni. Ziejmé vyraz i - To - ... Zp,
kde z; € S, nemd smysl, pokud pomoci zavorek nedefinujeme potadi,
v jakém se budou jednotlivé souciny provadét. Necht u,, oznacuje pocet
vSech moznych zavorkovani n prvkt. Naptiklad pron =4 jeuqs = 5 a
odpovidajici zavorkovani jsou tvaru

(a, (b(cd))),  (a((be)d)),  ((ab)(cd)),  ((a(be))d),  (((ab)e)d).

Neni obtizné dokazat, Ze pro libovolné n > 2 plati nasledujici rekurentni
formule:

n—1
Up = Z UkUn—k
k=1

Z rekurentniho vztahu lze pomoci vytvorujicich funkei odvodit exaktni
formuli pro vypocet hodnot u,,, kterd je tvaru

1 <2n—2>
Uy = — .
n\n-—1

Je evidentni, ze ¢isla u, nejsou ni¢im jinym nez Catalanovymi ¢isly, a
plati u, = s,_1. Pravé uvedena tloha o uzavorkovani pochazi od bel-
gického matematika E. Catalana (1814-1894) a datuje se do roku 1838.
Uloha o uzévorkovani rovnéZ souvisi s grafovou problematikou. Kai-
dému zavorkovani totiz odpovida jisty graf, tzv. bindrni strom, jehoz
uzly maji stupné pravé 1 a 3. Korespondence mezi zidvorkovianimi a bi-
narnimi stromy je naznacena na ndasledujicim obrazku.
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1 T2 T3 T4 Ts
(@] (@] (@] (@] (@]

(z1((z223)(z425))) 2

Obr. 6

z

6. INTERVALOVE USPORADANT

Definice intervalového usporadani navazuje svou strukturou na pied-
chazejici definice. Uspordadani P na mnoziné X se nazyva intervalové,
kdyz plati

Vr,y,s,t € X : xPy A sPt = zPtV sPy.

Thned na zakladé definice je ziejmé, ze kazdé polousporadani je inter-
valové uspoiadani. Provedme nyni kriatkou rekapitulaci vztahit mezi do-
posud probranymi specidlnimi typy usporadéani. Necht symboly L, W,
S, I, P oznacuji po fadé mnoziny vSech linearnich usporadani, slabych
usporadani, polousporadani, intervalovych usporadani a usporadani na
dané kone¢né mnoziné. Pak plati

LCWCSCICP

Shriime nyni zakladni informace o reprezentacich intervalovych uspora-
déni. Tyto reprezentace pochézeji asi ze 70. let a Ize je nalézt napriklad
v ¢lanku [6]. Rela¢ni charakterizace intervalového usporadani vyuziva
opét relace indiference. Plati véta: Binarni relace P na mnoziné X je in-
tervalové usporadani pravé tehdy, kdyz P je areflexivni a plati PIP C P.
Analogicka charakterizace ma tvar: Binarni relace P na mnoziné X je
intervalové usporadani pravé tehdy, kdyz P je areflexivni a relace PI je
slabé usporadani. Reprezentace intervalovych usporadani pomoci redlné
funkce m4 tvar: Uspofdadani P na mnoziné X je intervalové usporadani
pravé tehdy, kdyz existuje redlnd funkce f : X — R a kladna realné
funkce g : X — Ry takovi, ze

zPy < f(z) > f(y) +g9(y).
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Existuje jesté jina reprezentace pomoci zobrazeni f mnoziny X do mno-
ziny Y realnych intervali. Reprezentace je tvaru: Uspoiddani P je inter-
valové usporadani pravé tehdy, kdyz existuje zobrazeni mnoziny X do
mnoziny Y takové, 7ze

Py & Vz € f(z),Vt € f(y) : 2 > t.

Charakterizace intervalovych usporddani pomoci podstruktur je znadma
napiiklad z prace [6]. Plati jiz celkem oéekdvand véta, %e usporadani P
je intervalové pravé tehdy, kdyz usporddanid mnozina (X, P) neobsahuje
¢ast izomorfni s 2+2. Zavér odstavce o reprezentacich zakoncéime péknym
tvrzenim. Pro libovolné z € X definujme mnozinu

P(z) ={y € X;yPz},

tzv. mnozinu piredchtidct prvku z. Pak plati: Usporddani P je interva-
lové pravé tehdy, kdyz je mnozina {P(z);z € X} linedrné usporddana
pomoci mnozinové inkluze.

Enumerac¢ni problematikou neindexovanych intervalovych usporadéa-
ni se zabyvali v roce 1979 matematici T. L. Greenough a K. P. Bogart.
Vyraznéjsich vysledki vsak dosahli az v roce 1987 P. E. Haxell, J. J. Mc-
Donald a S. K. Thomason [8]. Uvedme alespon stru¢né hlavni vysledek,
ke kterému v [8] dospéli. Necht I,, oznacuje pocet neindexovanych inter-
valovych uspoiaddéani na n-prvkové mnoziné. Pak plati

J )

Li=Y (Z - ;) W), kde () =S h(i,5k).

j=1 i=1 k=1

Hodnoty h(i,j, k) z posledné uvedeného vztahu lze uréit pomoci nésle-
dujici formule

.. b . .
IETED> (ot 1)) 1= 12 = 0 10,
a)
v niz sumace probiha pies vSechny hodnoty indext a, b takové, ze
0=a<k-1<b<i—-1, nebo 0<a<k-1<b<i-—1.

Na zékladé uvedenych vysledki byly spocteny hodnoty I, pro n < 60.
Pocatecni ¢leny této posloupnosti pron =1, 2, 3, ... jsou

1,2,5,15,53,217,1014, 5335, 31 240, 201 608, . . . .

Ptibuznou problematiku intervalovych grafa studoval v roce 1982 P. Han-
lon [7]. Na tuto praci ¢asteéné navazal v roce 1989 svym ¢lankem [5]
M. H. El-Zahar.
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7. STUPNOVITE USPORADANE MNOZINY

Definici stupniovité usporddané mnoziny lze nalézt jiz ve druhém roz-
Siteném vydani Birkhoffovy Teorie svazi z roku 1948. Usporadand mno-
zina (X, P) se nazyva stupnovité usporidand, pokud na mnoziné (X, P)
existuje tzv. hodnotova funkce h : X — {0,...,|X|} takovd, Zze pokud
prvek y pokryva prvek z, pak h(y) = h(z)+1. Jestlize h(x) = m, pak i-
kame, ze prvek x méa stupen m. Kazda stupnovité uspordadand mnozina
spliuje nasledujici tzv. Jordan—Dedekindovu podminku: VSechny ma-
ximalni fetézce v (X, P) spojujici dva dané prvky maji stejnou délku.
Délkou kone¢ného n-prvkového fetézce pritom rozumime ¢islo n — 1.

Enumeraéni problematikou stupnovitych uspoiddanych mnozin se
zabyval v roce 1969 a 1970 D. A. Klarner. Pokusme se nyni shrnout
aspon nékteré vysledky, kterych v publikacich [9] a [10] dosahl. Necht
gr(n) oznacuje pocet n-prvkovych indexovanych stupnovitych uspota-
danych mnozin, jejichz prvky maji stupen nejvyse k. Pro hodnoty gx(n)
plati nasledujici formule

n
gk(n) = Z (m,... ,Uk> EAE

(U17"' 7Uk)

v niz se s¢ita pres vSechny kompozice (v1,... ,vx) ¢isla n na k nezdpor-
nych ¢asti. Stupfniovitd uspofddand mnozina (X, P) se nazyva bdzovd,
jestlize kazd4 jeji souvisla ¢ast obsahuje prvek z s vlastnosti h(z) = 1.
Necht bi(n) oznacuje pocet vSech n-prvkovych indexovanych bazovych
stupnovitych usporddanych mnozin, jejichZ prvky maji stupen nejvyse k.
Oznacime-li gx(x) a by (z) exponencidlni vytvorujici funkce posloupnosti
gr(n) a bg(n), pak plati

gk () = bi(z)...bg (7).

Symbolem G (n) ozna¢me déle pocet n-prvkovych neindexovanych stup-
novitych uspotradanych mnozin, jejichz prvky maji stupen nejvyse k.
Problematikou enumerace hodnot G (n) se zabyvaji prace [5] a [10]. Bud
X n-prvkovd mnozina a {Xi,..., X} rozklad X takovy, 7e |X;| = v;.
Necht dile S; je grupa vSech permutaci na X; a S = S; x ... X Sg
oznacuje soucin téchto grup. Déle pro kazdou permutaci o € S polozme
c(o) = c1(o) + c2(0) + ..., kde ¢;(0) oznaluje pocet i-prvkovych cykli
v 0. Pak plati

1 clo
Gi(n) = Z Ul!...vk!ZZ( g
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kde vnéjsi soucet probihd pres mnozinu vSech kompozici ¢isla n na k
nezdpornych s¢itanct (vq,...,v;) a vnitini soucet pies mnozinu vSech
permutaci o grupy S. Odvozeni pravé uvedené formule je zaloZeno na
Pélyové enumeracni teorii.

77

8. VRSTVOVA USPORADAN{

G. Kreweras v [14] definuje vrstvové usporadanou mnozinu jako uspo-
rfadanou mnozinu, ve které maji v§echny maximalni fetézce stejnou délku.
Vrstvové usporddané mnoziny jsou specidlnim piipadem stupnovité
usporadanych mnozin, pricemz prvky stejného stupné tvori vrstvu. Ve
vrstvové usporadané mnoziné plati, ze kazdy prvek z i-té vrstvy pokryva
aspoil jeden prvek v (i — 1)—ni vrstvé a je pokryt aspon jednim prvkem
z (i + 1)-ni vrstvy. Symbolem ¢(n,k,m) oznaéme pocet n-prvkovych
indexovanych vrstvové usporddanych mnozin s k vrstvami a m maxi-
mélnimi prvky. Néasledujici enumeracéni vysledky pochézeji z roku 1985.
Ziejmé t(n,k,m) = 0, pokud m > n — k + 1. Pfipad k£ = 1 je trivilni,
nebot t(n,1,n) = 1. V piipadé k = 2 je tfeba urcit pocet bipartitnich
usporadanych mnozin, v nichz kazda komponenta obsahuje aspon dva
prvky. Bud h = n — m. Pak ¢islo #(n,2,m) je rovno poc¢tu c(h,m) ma-
tic typu h x m nad mnozinou {0, 1} takovych, ze kazdy fadek a kazdy
sloupec matice obsahuje asponi jednu jednicku. Pro hodnoty ¢(h, m) plati

o(h,m) = zh:(—nhj (?) (27 — 1)™.

J=1

Konecéné pro hodnoty k£ > 3 plati nasledujici rekurentni a exaktni for-
—m—k
Z t(n —m,k —1,h) - c(h,m),

mule
n
ko) = ()
h=1

tnkym)= > (Uh”’fM)c(ul,w)...c(vk_l,vk).

(Ul)"' 7/Uk')

n

V poslednim vztahu souéet probihd mnozinu vsech kompozici ¢isla n na
pravé k kladnych séitanct, pficemz vy = m. Pocet t(n) vSech indexova-
nych vrstvové usporddanych mnozin nyni ziskdme sumaci pres vSechna
mo’né k a m. G. Kreweras v [12] ur¢il hodnoty ¢(n) pro n < 11.
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z

9. SERIOVE PARALELN{ USPORADANT{

Poslednim typem usporadani, o kterém se v ¢lanku zminime, je tak-
zvané sériové paralelni usporadani. K jeho zavedeni je tFeba definovat na-
sledujici dvé operace mezi usporddanymi mnozinami. Budte X = (X, P)
a Y = (Y,Q) disjunktni uspofdadané mnoziny. Disjunktnim souctem
X + Y rozumime usporddanou mnozinu Z = (X UY, R), kde R = PUQ.
Tedy pro xz,y € X UY klademe xRy pravé tehdy, kdyz nastane jedna
z moznosti (1) a (2).

(1) z,y € X,z Py,

(2) =,y €Y, 2Qy.

Disjunkini soucet dvou usporddanych mnozin ziskdme prakticky tak, ze
hasseovské diagramy téchto mnozin polozime vedle sebe.

Linedrnim nebo téZ ordindlnim souctem X @ ) téchto mnozin pak
rozumime uspofddanou mnozinu Z = (X UY, R), kde R = PUQU (X x
Y). Tj. pro z,y € X UY klademe xRy pravé tehdy, kdyZ nastane jedna
z moznosti (1),(2), nebo moznost

3) zeX,yeY.

Snadno se ovéfi, Ze pro ordindlni soucet @ neplati komutativni zakon.
Na néasledujicim obrazku uvedeme pro nazornost priklad, jak ordinéalni
soucet funguje.

AN

Obr. 8

Nyni 1ze jiz uvést hlavni definici. Usporddand mnozina se nazyva
sériove paralelni, pokud je ziskdna z jednoprvkové usporddané mnoziny
pomoci operaci disjunktniho a lineadrniho souctu.

Enumeracni problematiku sériové paralelnich usporddanych mnozin
studoval v roce 1974 R. P. Stanley [15]. Vysledky, kterych ve své praci
dosahl, byly zalozeny predevsim na metodé vytvorujicich funkci. Symbo-
lem P, nyni ozna¢me pocet vSech neindexovanych n-prvkovych sériové
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paralelnich uspofddanych mnozin a symbolem P(z) vytvorujici funkci
posloupnosti P,. Pak plati

—epo% (1x)+x—2]].
k=1

Na zakladé uvedeného vztahu pro vytvorujici funkci odvodil Stanley
asymptoticky odhad pro hodnoty P, . Plati

_3 _
P, ~Cn72r™",

kde C je konstanta a r je polomér konvergence fady P(z). Symbol ~ m4
pritom nasledujici vyznam. Pro posloupnosti f, a g, klademe f,, ~ g,
pravé tehdy, kdyz

lim & =1.

n—o0 gn
Numerické hodnoty konstant C' a r z predchoziho vztahu byly uréeny pfi-
blizné takto: C' = 0.229 a r = 0.216. Pfi studiu asymptotického chovéni
posloupnosti p,, vSech indexovanych sériové paralelnich usporadanych
mnozin bylo v praci pouzito exponencialni vytvorujici funkce. Stanley
touto cestou ziskal ocekavany vysledek

_3 _
pp ~ C*nln=277 ",
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