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138 HISTORICKÉ MEZNÍKYVE STUDIU SPECIÁLNÍCH TYPÙ USPOØÁDÁNÍJiøí Kla¹ka
1. ÚvodNásledují
í pøíspìvek obsahuje pøehled základní
h pojmù a známý
h vý-sledkù jedné z oblastí diskrétní matematiky, která se vìnuje studiu spe-
iální
h typù uspoøádání. Základy této novodobé dis
iplíny vyrùstajíz pra
í o uspoøádaný
h mno¾iná
h publikovaný
h v rozmezí let 1930a¾ 1940. Teorie spe
iální
h typù uspoøádání se v¹ak zaèíná intenzívnìrozvíjet a¾ ve druhé polovinì 20. století. Tato u nás ménì známá èástmoderní matematiky si v¹ak právem zaslou¾í pozornost ji¾ z toho dù-vodu, jak èasto se aplika
e uspoøádaný
h struktur v nejrozmanitìj¹í
hobore
h lidské èinnosti vyskytují. Zmiòme napøíklad prá
e z ar
heologie[13℄, teorie preferen
í [6℄ nebo so
iologie [2℄, [3℄. V neposlední øadì majíspe
iální uspoøádání také èetné aplika
e v moderní 
omputer s
ien
e.Uspoøádávání objektù, pojmù, hodnot i výsledkù patøí k nejzákladnìj¹ílidské èinnosti a informa
e o vlastnoste
h uspoøádání se proto stávajínutným teoreti
kým základem pøi øe¹ení øady problémù.Spe
iální
h typù uspoøádání byla studována v poslední
h desetile-tí
h 
elá øada. Vzhledem k tomu, ¾e nìkteré typy uspoøádání nejsouv èeské matemati
ké literatuøe prozatím pøíli¹ èasto zmiòovány, uve-deme v závor
e ke ka¾dému typu uspoøádání také ustálenou angli
kouterminologii. V následují
ím textu budeme konkrétnì studovat tyto typyuspoøádání: lineární uspoøádání, nebo té¾ øetìze
 (linear order, 
hain),slabé uspoøádání (weak order), polouspoøádání (semiorder), intervalovéuspoøádání (interval order), stupòovité upoøádané mno¾iny (tiered po-sets) a sériovì{paralelní uspoøádané mno¾iny (series{parallel posets).Zdùraznìme, ¾e tento výèet rùzný
h typù uspoøádání není ani zdalekaúplný. Ze v¹eobe
nì známý
h uspoøádaný
h struktur v na¹em výètu
hybí napøíklad svazy. Pomineme-li velmi zajímavou a dùle¾itou pro-blematiku aplika
í, pak mezi hlavní problémy teorie uspoøádání patøízejména hledání vhodný
h typù reprezenta
í a enumeraèní problema-tika. Právì touto problematikou se budeme v textu nejví
e zabývat.
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ké mezníky ve studiu spe
iální
h typù uspoøádání 139Enumeraèní problematika se pøitom zabývá klasi
kými otázkami kom-binatori
ké analýzy typu: Kolik existuje uspoøádání daného typu? Jakéje asymptoti
ké 
hování tì
hto uspoøádání? Odpovìdìt na tyto otázkyznamená nalézt vhodné enumeraèní formule. I kdy¾ je øada výsledkùz této oblasti známa, nejsou ani zdaleka v¹e
hny otázky zodpovìzeny.Následují
í text je pokusem o histori
ký nadhled nad problemati-kou spe
iální
h uspoøádání a je populárním úvodem do tohoto mladéhooboru. Pøíspìvek je volným témati
kým pokraèováním autorova èlánku[12℄. 2. UspoøádáníPro vìt¹í pohodlí ètenáøe pøipomeneme úvodem nìkteré základní pojmy.Binární rela
e P na mno¾inì X se nazývá(1) re
exivní, kdy¾ 8x 2 X : [x; x℄ 2 P ,(2) are
exivní, kdy¾ 8x 2 X : [x; x℄ =2 P ,(3) antisymetri
ká, kdy¾ 8x; y 2 X : [x; y℄ 2 P ^ [y; x℄ 2 P ) x = y,(4) tranzitivní, kdy¾ 8x; y; z 2 X : [x; y℄ 2 P ^ [y; z℄ 2 P ) [x; z℄ 2 P .Pøipomeòme je¹tì, ¾e místo zápisu [x; y℄ 2 P je èasto zvykem pou¾ívatkrat¹ího oznaèení xPy. Obvykle je èásteèné uspoøádání de�nováno jakobinární rela
e P na X, která je re
exivní, antisymetri
ká a tranzitivní.V na¹em pojednání v¹ak budeme rozumìt pod pojmem uspoøádání bi-nární rela
i ve smyslu následují
í de�ni
e: Buï P are
exivní a tranzitivníbinární rela
e na X. Pak P se nazývá ostré èásteèné uspoøádání na X,nebo krát
e jen uspoøádání. Nìkdy té¾ hovoøíme o indexovaném uspoøá-dání. Je-li P uspoøádání na X, pak uspoøádaná dvoji
e (X;P ) se nazýváuspoøádaná mno¾ina, nebo té¾ indexovaná uspoøádaná mno¾ina. Dvoji
i(X;P ) nazýváme rovnì¾ poset (název vznikl z angli
kého partially orde-red set). Mezi obìma uvedenými de�ni
emi uspoøádání je podobný rozdíljako mezi nerovnostmi � a < mezi reálnými èísly. Souvislost mezi de�ni-
emi je zøejmá rovnì¾ z následují
í jednodu
hé vìty. Buï P (X) mno¾inav¹e
h re
exivní
h, antisymetri
ký
h a tranzitivní
h rela
í na mno¾inì Xa P �(X) mno¾ina v¹e
h are
exivní
h a tranzitivní
h rela
í na X . Pakexistuje vzájemnì jednoznaèná koresponden
e mezi mno¾inami P (X)a P �(X). Tato koresponden
e je dána tak, ¾e libovolnému uspoøádáníP 2 P (X) je pøiøazena rela
e P �4 2 P �(X), kde 4 = f[x; x℄ 2 Xg jetzv. diagonální rela
e na X. Pøipomeòme dále, ¾e dvì uspoøádané mno-¾iny (X;P ) a (Y;Q) jsou izomorfní, kdy¾ existuje bijektivní zobrazení



140 Jiøí Kla¹kaf : X ! Y , které za
hovává uspoøádání, tj. platí8x; y 2 X : xPy , f(x)Qf(y):Bijek
e f se pak nazývá izomor�zmus. Izomor�zmus 
hápaný jako¾toekvivalen
e rozkládá mno¾inu v¹e
h indexovaný
h uspoøádaný
h mno¾inna tøídy, které nazýváme neindexované uspoøádané mno¾iny. Rovnì¾mluvíme o neindexovaném uspoøádání.3. Lineární uspoøádáníJedním z nejznámìj¹í
h a snad nejèastìji pou¾ívaný
h typù uspoøá-dání je tzv. lineární uspoøádání. Tímto typem uspoøádání jsou napøí-klad uspoøádána reálná èísla podle velikosti, nebo jím uspoøádávámekroky nìjaké èinnosti do posloupnosti. Tento typ uspoøádání pou¾ívajílidé bì¾nì v ka¾dodenní èinnosti. Zaveïme nyní pøesnou de�ni
i tohotopojmu. Uspoøádání P na X se nazývá lineární uspoøádání a (X;P ) senazývá øetìze
, kdy¾ 8x; y 2 X : xPy _ yPx:De�ni
i øetìz
e lze nalézt ji¾ v prvním vydání Birkho�ovy monogra�eTeorie svazù z roku 1940. Kon
ep
e tohoto pojmu je v¹ak pravdìpo-dobnì je¹tì star¹í.Pøi zkoumání a klasi�ka
i jednotlivý
h typù uspoøádání hraje vý-znamnou roli rela
e nesrovnatelnosti, nebo té¾ rela
e indiferen
e I. Re-la
e I je de�nována následovnì. Pro x; y 2 X klademexIy , [x; y℄ =2 P ^ [y; x℄ =2 P:Z de�ni
e lineárního uspoøádání je ihned zøejmé, ¾e libovolné dva prvkyøetìz
e jsou srovnatelné. Rela
e indiferen
e I je v pøípadì lineárníhouspoøádání rela
í rovnosti, tj. platíxIy , x = y:Jiný typ reprezentaèní
h vìt 
harakterizují
í uspoøádání je zalo¾en nareprezenta
i pomo
í reálné funk
e. V pøípadì lineárního uspoøádání máreprezenta
e následují
í tvar: Uspoøádání P na mno¾inì X je lineárníuspoøádání právì tehdy, kdy¾ existuje reálná funk
e f : X ! R taková,¾e xPy , f(x) < f(y) a f(x) = f(y)) x = y:
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iální
h typù uspoøádání 141Reprezenta
e lineárního uspoøádání i reprezenta
e uspoøádání jiný
hspe
iální
h typù je mo¾no nalézt napøíklad v [2℄ a [6℄. Na následují-
ím obrázku nyní uvedeme pøíklad hasseovského diagramu lineárníhouspoøádání na ètyøprvkové mno¾inì.




Obr. 1Pomo
í popisu obrázku, tzn. jeho indexa
e, lze vytvoøit v¹e
hnyrùzné mo¾nosti lineárního uspoøádání ètyøprvkové mno¾iny. Jednodu-
hou úvahou lze pak získat v¹eobe
nì známý fakt, ¾e na dané koneènén-prvkové mno¾inì existuje 
elkem n! rùzný
h indexovaný
h lineární
huspoøádání a pouze jediné neindexované lineární uspoøádání.4. Slabá uspoøádáníPøirozeným zobe
nìním lineárního uspoøádání je tzv. slabé uspoøá-dání. Uveïme nejprve pøesnou de�ni
i tohoto pojmu. Uspoøádání P namno¾inì X se nazývá slabé uspoøádání, kdy¾8x; y 2 X : xPy ) 8z 2 X : xPz _ zPy:V první èásti odstav
e se budeme zabývat základními známými re-prezenta
emi slabého uspoøádání. První z ni
h, která je relaèního typu,má tvar: Binární rela
e P na mno¾inìX je slabé uspoøádání právì tehdy,kdy¾ rela
e P je antisymetri
ká a platíP 
P 
 � P 
;pøièem¾ P 
 = (X � X) � P je komplement rela
e P . Tzn. xP 
y ,[x; y℄ =2 P . Asi nejlep¹í pøedstavu o tvaru hasseovský
h diagramù slabìuspoøádaný
h mno¾in lze získat z následují
í 
harakteriza
e pomo
í re-la
e indiferen
e I. Platí vìta: Uspoøádání P na mno¾inì X je slabéuspoøádání, právì kdy¾ rela
e indiferen
e I je ekvivalen
e. Z právì uve-deného tvrzení ihned plyne, ¾e ka¾dé lineární uspoøádání je slabé, aleopak obe
nì neplatí. Uveïme nyní obrázek, na kterém ilustrujeme pøí-klady hasseovský
h diagramù slabì uspoøádaný
h mno¾in.
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DObr. 2Na základì pøed
hozí vìty je ihned zøejmé, ¾e diagramy uspoøáda-ný
h mno¾in A a C pøedstavují slabá uspoøádání, zatím
o diagramy B aD nejsou diagramy slabì uspoøádaný
h mno¾in. Charakteriza
e slabéhouspoøádání pomo
í reálné funk
e je analogi
ká reprezentaèní vìtì prolineární uspoøádání. Platí následují
í tvrzení: Rela
e P je slabé uspoøá-dání na mno¾inì X právì tehdy, kdy¾ existuje reálná funk
e f : X ! Rtaková, ¾e xPy () f(x) < f(y):Jiný typ reprezentaèní vìty popisuje slabì uspoøádané mno¾iny pomo
ípodmno¾in. Tento zpùsob 
harakteriza
e není nikterak výjimeèný. V al-gebøe se napøíklad pou¾ívá pro popis distributivní
h svazù. Pøipomeòme,¾e svaz L je distributivní, pokud neobsahuje podsvaz izomorfní s nìkte-rým z následují
í
h dvou svazù, které je zvykem oznaèovat M5 a N5.
�� ��
�� 
 
��
M5 
JJ ��



 
LL
N5Obr. 3Podobným zpùsobem lze nyní reprezentovat slabá uspoøádání. De-�nujme nejprve spe
iální tøíprvkovou uspoøádanou mno¾inu, která seskládá z jednoprvkového a dvouprvkového øetìz
e. Jednoprvkový øetìze
pøitom 
hápeme jako izolovaný bod. Oznaème tuto uspoøádanou mno-¾inu symbolem 2 + 1. Hasseovský diagram uspoøádané mno¾iny typu2 + 1 uvádíme na obr. 4.Platí následují
í reprezentaèní vìta, která 
harakterizuje slabì uspo-øádané mno¾iny pomo
í podmno¾in. Uspoøádaná mno¾ina je slabì uspo-øádaná právì tehdy, kdy¾ neexistuje její èást izomorfní uspoøádané mno-¾inì typu 2 + 1.V druhé èásti odstav
e se alespoò v krátkosti vìnujme enumeraèníproblemati
e slabì uspoøádaný
h mno¾in. Pøedev¹ím je nutno uvést, ¾eexistuje vzájemnì jednoznaèná koresponden
e mezi n-prvkovými neinde-
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2 + 1Obr. 4xovanými slabì uspoøádanými mno¾inami a kompozi
emi èísla n. Kom-pozi
í pøirozeného èísla n pøitom rozumíme libovolnou posloupnost pøi-rozený
h èísel x1; x2; : : : ; xk, kde 1 � k � n; takový
h, ¾e x1+x2+ : : :+xk. Z této skuteènosti ihned plyne, ¾e na n-prvkové mno¾inì existujeWn = 2n�1neindexovaný
h slabì uspoøádaný
h mno¾in. Viz èlánek [2℄. Rovnì¾ jsouznámy rekurentní formule pro urèování poètu v¹e
h indexovaný
h slabìuspoøádaný
h mno¾in. Tyto formule odvodili v ro
e 1978 J. L. Chan-don, J. Lemaire a J. Pouget [4℄. Symbolem wn;k oznaème poèet v¹e
hindexovaný
h slabì uspoøádaný
h mno¾in, pro nì¾ rela
e indiferen
e Irozkládá mno¾inu X na právì k tøíd. Pak platí následují
í rekurentníformule wk;n = k(wn�1;k�1 + wn�1;k):Pro poèáteèní hodnoty wn;k platí w0;0 = 1, wn;0 = 0 pro n > 0 awn;k = 0, pokud k > n. Pro hodnoty wn;k je známa rovnì¾ exaktníformule ve tvaru wn;k = S(n; k)k!;kde S(n; k) jsou tzv. Stirlingova èísla druhého druhu. Èísla S(n; k) vyja-døují poèet rozkladù n-prvkové mno¾iny na právì k tøíd. Podrobnìj¹í in-forma
e o Stirlingový
h èísle
h druhého druhu mù¾e ètenáø nalézt v [12℄.Pro poèet wn v¹e
h n-prvkový
h indexovaný
h slabì uspoøádaný
h mno-¾in tedy platí formule wn = nXk=1S(n; k)k!:Nyní se ji¾ snadno zjistí, ¾e poèáteèní èleny posloupnosti wn pro n =1; 2; 3; : : : jsou 1; 3; 13; 75; 541; 4683; 47293; : : : :Asymptoti
kým 
hováním poètu v¹e
h indexovaný
h slabì uspoøáda-ný
h mno¾in se zabýval v ro
e 1980 J. P. Barth�elemy [1℄.



144 Jiøí Kla¹ka5. PolouspoøádáníV ro
e 1956 zavádí R. D. Lu
e pojem polouspoøádání jako pøirozenézobe
nìní pojmu slabého uspoøádání. Uspoøádání P na mno¾inì X senazývá polouspoøádání, jsou-li splnìny následují
í podmínky(1) 8x; y; z 2 X : xPy ^ yPz ) 8w 2 X : wPz _ xPw;(2) 8x; y; s; t 2 X : xPy ^ sP t) xPt _ sPy:Analogi
ky jako u slabého uspoøádání je v pøípadì polouspoøádání zná-ma 
elá øada reprezenta
í tohoto pojmu. Uveïme nejprve dvì 
harak-teriza
e polouspoøádání relaèního typu. Buïte P;Q binární rela
e namno¾inì X. Pak symbol PQ oznaèuje obvyklý souèin, tj. skládání re-la
í. Pro x; y 2 X tedy klademexPQy , 9z 2 X : xPz ^ zQy:Dále de�nujme binární rela
i P d na X tak, ¾exP dy , yP 
x, xPy _ xIy:Nyní ji¾ mù¾eme zformulovat reprezentaèní vìtu. Platí: Binární rela
eP na mno¾inì X je polouspoøádání právì tehdy, kdy¾ P je are
exivní aplatí PIP � P; P 2P d � P:Jiná mo¾nost, jak formulovat relaèní reprezenta
i polouspoøádání, sou-visí s rela
í indiferen
e I. Platí vìta: Uspoøádání P je polouspoøádáníprávì tehdy, kdy¾ binární rela
e PI[IP je slabé uspoøádání. Následují
íreprezenta
e polouspoøádání pomo
í reálné funk
e po
hází od D. S
ottaa P. Suppese z roku 1958. Tato reprezenta
e bývá v øadì publika
í uvá-dìna jako de�ni
e. Reprezenta
e má tvar: Uspoøádání P je polouspoøá-dání, právì kdy¾ existuje reálná funk
e f : X ! R taková, ¾e platíxPy , f(x) > f(y) + 1:Existuje je¹tì analogi
ká reprezenta
e polouspoøádání pomo
í zobrazeníf mno¾iny X do mno¾iny Y reálný
h intervalù stejné délky. Tuto re-prezenta
i lze formulovat takto: Uspoøádání P je polouspoøádání právìtehdy, kdy¾ existuje zobrazení mno¾iny X do mno¾iny Y takové, ¾exPy , 8z 2 f(x);8t 2 f(y) : z > t:
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ké mezníky ve studiu spe
iální
h typù uspoøádání 145Problematiku reprezenta
e polouspoøádání uzavøeme pøehlednou 
ha-rakteriza
í pomo
í podmno¾in. Øekneme, ¾e uspoøádaná mno¾ina jetypu 3 + 1, je-li tvoøena tøíprvkovým a jednoprvkovým øetìz
em. Ana-logi
ky uspoøádaná mno¾ina je typu 2+2, je-li tvoøena dvìma dvouprv-kovými øetìz
i. Hasseovské diagramy uspoøádaný
h mno¾in 3+1 a 2+2jsou znázornìny na následují
ím obrázku.



 
3 + 1 

 

2 + 2Obr. 5Na základì právì uvedené de�ni
e mù¾eme snadno zformulovat re-prezentaèní vìtu. Uspoøádání P na mno¾inì X je polouspoøádání právìtehdy, kdy¾ uspoøádaná mno¾ina (X;P ) neobsahuje èást izomorfní s 3+1nebo 2 + 2. Z tohoto tvrzení mimo jiné plyne, ¾e libovolné slabé uspo-øádání je polouspoøádání.Zabývejme se nyní enumeraèní problematikou polouspoøádání. V ro-
e 1978 odvodili fran
ouz¹tí matemati
i J. L. Chandon, J. Lemaire a J.Pouget [4℄ exaktní formuli pro výpoèet poètu indexovaný
h polouspo-øádání. Ne
h» sn, oznaèuje poèet indexovaný
h polouspoøádání na n-prvkové mno¾inì. Pak platísn = nXk=1(�1)n�kS(n; k)f2kgk=1;kde S(n; k) jsou Stirlingova èísla druhého druhu. Symbol fagb znaèí jakoobvykle kombinatori
kou funk
i de�novanou vztahemfagb = a(a� 1) : : : (a� b+ 1):Na základì této formule se ji¾ snadno zjistí, ¾e poèáteèní èleny posloup-nosti sn pro n=1, 2, 3, : : : jsou1; 3; 19; 183; 2371; 38703; 763099; : : : :Dále je známo, ¾e poèet Sn neindexovaný
h polouspoøádání na n-prvkovémno¾inì je roven tzv. Catalanovu èísluSn = 1n+ 1 �2nn � = f2ngn�1n! :



146 Jiøí Kla¹kaTento výsledek jako první dokázali Wine a Freund v ro
e 1957. Uvedenývýsledek byl v pozdìj¹í dobì nìkolikrát znovuobjeven (napøíklad Deada Keller 1968 [2℄). Poèáteèní èleny posloupnosti Sn pak pro n = 1, 2, 3,: : : nabývají hodnot 1; 2; 5; 15; 42; 132; 429; : : : :Je rovnì¾ známo, ¾e enumeraèní problematika polouspoøádání souvisís rozsáhlou skupinou tak zvaný
h Catalanový
h úloh. Odboème na oka-m¾ik od na¹eho hlavního tématu a zformulujme alespoò jednu z úlohtohoto typu. Pøedpokládejme, ¾e je dána mno¾ina S, na které je de�-nována neaso
iativní opera
e násobení. Zøejmì výraz x1 � x2 � : : : � xn,kde xi 2 S, nemá smysl, pokud pomo
í závorek nede�nujeme poøadí,v jakém se budou jednotlivé souèiny provádìt. Ne
h» un oznaèuje poèetv¹e
h mo¾ný
h závorkování n prvkù. Napøíklad pro n = 4 je u4 = 5 aodpovídají
í závorkování jsou tvaru(a; (b(
d))); (a((b
)d)); ((ab)(
d)); ((a(b
))d); (((ab)
)d):Není obtí¾né dokázat, ¾e pro libovolné n > 2 platí následují
í rekurentníformule: un = n�1Xk=1 ukun�kZ rekurentního vztahu lze pomo
í vytvoøují
í
h funk
í odvodit exaktníformuli pro výpoèet hodnot un, která je tvaruun = 1n �2n� 2n� 1 � :Je evidentní, ¾e èísla un nejsou nièím jiným ne¾ Catalanovými èísly, aplatí un = sn�1. Právì uvedená úloha o uzávorkování po
hází od bel-gi
kého matematika E. Catalana (1814{1894) a datuje se do roku 1838.Úloha o uzávorkování rovnì¾ souvisí s grafovou problematikou. Ka¾-dému závorkování toti¾ odpovídá jistý graf, tzv. binární strom, jeho¾uzly mají stupnì právì 1 a 3. Koresponden
e mezi závorkováními a bi-nárními stromy je naznaèena na následují
ím obrázku.
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Obr. 66. Intervalové uspoøádáníDe�ni
e intervalového uspoøádání navazuje svou strukturou na pøed-
házejí
í de�ni
e. Uspoøádání P na mno¾inì X se nazývá intervalové,kdy¾ platí 8x; y; s; t 2 X : xPy ^ sP t) xPt _ sPy:Ihned na základì de�ni
e je zøejmé, ¾e ka¾dé polouspoøádání je inter-valové uspoøádání. Proveïme nyní krátkou rekapitula
i vztahù mezi do-posud probranými spe
iálními typy uspoøádání. Ne
h» symboly L, W ,S, I, P oznaèují po øadì mno¾iny v¹e
h lineární
h uspoøádání, slabý
huspoøádání, polouspoøádání, intervalový
h uspoøádání a uspoøádání nadané koneèné mno¾inì. Pak platíL �W � S � I � P:Shròme nyní základní informa
e o reprezenta
í
h intervalový
h uspoøá-dání. Tyto reprezenta
e po
házejí asi ze 70. let a lze je nalézt napøíkladv èlánku [6℄. Relaèní 
harakteriza
e intervalového uspoøádání vyu¾íváopìt rela
e indiferen
e. Platí vìta: Binární rela
e P na mno¾inì X je in-tervalové uspoøádání právì tehdy, kdy¾ P je are
exivní a platí PIP � P .Analogi
ká 
harakteriza
e má tvar: Binární rela
e P na mno¾inì X jeintervalové uspoøádání právì tehdy, kdy¾ P je are
exivní a rela
e PI jeslabé uspoøádání. Reprezenta
e intervalový
h uspoøádání pomo
í reálnéfunk
e má tvar: Uspoøádání P na mno¾inì X je intervalové uspoøádáníprávì tehdy, kdy¾ existuje reálná funk
e f : X ! R a kladná reálnáfunk
e g : X ! R+ taková, ¾exPy , f(x) > f(y) + g(y):



148 Jiøí Kla¹kaExistuje je¹tì jiná reprezenta
e pomo
í zobrazení f mno¾iny X do mno-¾iny Y reálný
h intervalù. Reprezenta
e je tvaru: Uspoøádání P je inter-valové uspoøádání právì tehdy, kdy¾ existuje zobrazení mno¾iny X domno¾iny Y takové, ¾exPy , 8z 2 f(x);8t 2 f(y) : z > t:Charakteriza
e intervalový
h uspoøádání pomo
í podstruktur je známanapøíklad z prá
e [6℄. Platí ji¾ 
elkem oèekávaná vìta, ¾e uspoøádání Pje intervalové právì tehdy, kdy¾ uspoøádaná mno¾ina (X;P ) neobsahujeèást izomorfní s 2+2. Závìr odstav
e o reprezenta
í
h zakonèíme pìknýmtvrzením. Pro libovolné x 2 X de�nujme mno¾inuP (x) = fy 2 X; yPxg;tzv. mno¾inu pøed
hùd
ù prvku x. Pak platí: Uspoøádání P je interva-lové právì tehdy, kdy¾ je mno¾ina fP (x);x 2 Xg lineárnì uspoøádanápomo
í mno¾inové inkluze.Enumeraèní problematikou neindexovaný
h intervalový
h uspoøádá-ní se zabývali v ro
e 1979 matemati
i T. L. Greenough a K. P. Bogart.Výraznìj¹í
h výsledkù v¹ak dosáhli a¾ v ro
e 1987 P. E. Haxell, J. J. M
-Donald a S. K. Thomason [8℄. Uveïme alespoò struènì hlavní výsledek,ke kterému v [8℄ dospìli. Ne
h» In oznaèuje poèet neindexovaný
h inter-valový
h uspoøádání na n-prvkové mno¾inì. Pak platíIn = nXj=1�n� 1n� j�h(j), kde h(j) = jXi=1 iXk=1h(i; j; k):Hodnoty h(i; j; k) z poslednì uvedeného vztahu lze urèit pomo
í násle-dují
í formuleh(i; j; k) =Xa;b � ba; k � (a+ 1)�h(i � 1; j � (a+ 1); b);v ní¾ suma
e probíhá pøes v¹e
hny hodnoty indexù a; b takové, ¾e0 = a � k � 1 < b � i� 1; nebo 0 < a � k � 1 � b � i� 1:Na základì uvedený
h výsledkù byly spoèteny hodnoty In pro n � 60.Poèáteèní èleny této posloupnosti pro n = 1, 2, 3, : : : jsou1; 2; 5; 15; 53; 217; 1 014; 5 335; 31 240; 201 608; : : : :Pøíbuznou problematiku intervalový
h grafù studoval v ro
e 1982 P. Han-lon [7℄. Na tuto prá
i èásteènì navázal v ro
e 1989 svým èlánkem [5℄M. H. El-Zahar.
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h typù uspoøádání 1497. Stupòovitì uspoøádané mno¾inyDe�ni
i stupòovitì uspoøádané mno¾iny lze nalézt ji¾ ve druhém roz-¹íøeném vydání Birkho�ovy Teorie svazù z roku 1948. Uspoøádaná mno-¾ina (X;P ) se nazývá stupòovitì uspoøádaná, pokud na mno¾inì (X;P )existuje tzv. hodnotová funk
e h : X ! f0; : : : ; jXjg taková, ¾e pokudprvek y pokrývá prvek x, pak h(y) = h(x)+1. Jestli¾e h(x) = m, pak øí-káme, ¾e prvek x má stupeò m. Ka¾dá stupòovitì uspoøádaná mno¾inasplòuje následují
í tzv. Jordan{Dedekindovu podmínku: V¹e
hny ma-ximální øetìz
e v (X;P ) spojují
í dva dané prvky mají stejnou délku.Délkou koneèného n-prvkového øetìz
e pøitom rozumíme èíslo n� 1.Enumeraèní problematikou stupòovitý
h uspoøádaný
h mno¾in sezabýval v ro
e 1969 a 1970 D. A. Klarner. Pokusme se nyní shrnoutaspoò nìkteré výsledky, který
h v publika
í
h [9℄ a [10℄ dosáhl. Ne
h»gk(n) oznaèuje poèet n-prvkový
h indexovaný
h stupòovitý
h uspoøá-daný
h mno¾in, jeji
h¾ prvky mají stupeò nejvý¹e k. Pro hodnoty gk(n)platí následují
í formulegk(n) = X(v1;::: ;vk)� nv1; : : : ; vk� � 2v1v2+:::+vk�1vk ;v ní¾ se sèítá pøes v¹e
hny kompozi
e (v1; : : : ; vk) èísla n na k nezápor-ný
h èástí. Stupòovitá uspoøádaná mno¾ina (X;P ) se nazývá bázová,jestli¾e ka¾dá její souvislá èást obsahuje prvek x s vlastností h(x) = 1.Ne
h» bk(n) oznaèuje poèet v¹e
h n-prvkový
h indexovaný
h bázový
hstupòovitý
h uspoøádaný
h mno¾in, jeji
h¾ prvky mají stupeò nejvý¹e k.Oznaèíme-li gk(x) a bk(x) exponen
iální vytvoøují
í funk
e posloupnostígk(n) a bk(n), pak platí gk(x) = b1(x):::bk(x):SymbolemGk(n) oznaème dále poèet n-prvkový
h neindexovaný
h stup-òovitý
h uspoøádaný
h mno¾in, jeji
h¾ prvky mají stupeò nejvý¹e k.Problematikou enumera
e hodnotGk(n) se zabývají prá
e [5℄ a [10℄. BuïX n-prvková mno¾ina a fX1; : : : ;Xkg rozklad X takový, ¾e jXij = vi.Ne
h» dále Si je grupa v¹e
h permuta
í na Xi a S = S1 � : : : � Skoznaèuje souèin tì
hto grup. Dále pro ka¾dou permuta
i � 2 S polo¾me
(�) = 
1(�) + 
2(�) + : : : , kde 
i(�) oznaèuje poèet i-prvkový
h 
yklùv �. Pak platí Gk(n) = X(v1;::: ;vk) 1v1! : : : vk!X�2S 2
(�);



150 Jiøí Kla¹kakde vnìj¹í souèet probíhá pøes mno¾inu v¹e
h kompozi
í èísla n na knezáporný
h sèítan
ù (v1; : : : ; vk) a vnitøní souèet pøes mno¾inu v¹e
hpermuta
í � grupy S. Odvození právì uvedené formule je zalo¾eno naPólyovì enumeraèní teorii.8. Vrstvová uspoøádáníG. Kreweras v [14℄ de�nuje vrstvovì uspoøádanou mno¾inu jako uspo-øádanou mno¾inu, ve které mají v¹e
hny maximální øetìz
e stejnou délku.Vrstvovì uspoøádané mno¾iny jsou spe
iálním pøípadem stupòovitìuspoøádaný
h mno¾in, pøièem¾ prvky stejného stupnì tvoøí vrstvu. Vevrstvovì uspoøádané mno¾inì platí, ¾e ka¾dý prvek z i-té vrstvy pokrýváaspoò jeden prvek v (i� 1){ní vrstvì a je pokryt aspoò jedním prvkemz (i + 1){ní vrstvy. Symbolem t(n; k;m) oznaème poèet n-prvkový
hindexovaný
h vrstvovì uspoøádaný
h mno¾in s k vrstvami a m maxi-málními prvky. Následují
í enumeraèní výsledky po
házejí z roku 1985.Zøejmì t(n; k;m) = 0, pokud m > n� k + 1. Pøípad k = 1 je triviální,nebo» t(n; 1; n) = 1. V pøípadì k = 2 je tøeba urèit poèet bipartitní
huspoøádaný
h mno¾in, v ni
h¾ ka¾dá komponenta obsahuje aspoò dvaprvky. Buï h = n �m. Pak èíslo t(n; 2;m) je rovno poètu 
(h;m) ma-ti
 typu h �m nad mno¾inou f0; 1g takový
h, ¾e ka¾dý øádek a ka¾dýsloupe
 mati
e obsahuje aspoò jednu jednièku. Pro hodnoty 
(h;m) platí
(h;m) = hXj=1(�1)h�j �hj� (2j � 1)m:Koneènì pro hodnoty k � 3 platí následují
í rekurentní a exaktní for-mule t(n; k;m) = �nm� n�m�kXh=1 t(n�m; k � 1; h) � 
(h;m);t(n; k;m) = X(v1 ;::: ;vk)� nv1; : : : ; vk� 
(v1; v2) : : : 
(vk�1; vk):V posledním vztahu souèet probíhá mno¾inu v¹e
h kompozi
í èísla n naprávì k kladný
h sèítan
ù, pøièem¾ vk = m. Poèet t(n) v¹e
h indexova-ný
h vrstvovì uspoøádaný
h mno¾in nyní získáme suma
í pøes v¹e
hnamo¾ná k a m. G. Kreweras v [12℄ urèil hodnoty t(n) pro n � 11.
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iální
h typù uspoøádání 1519. Sériovì paralelní uspoøádáníPosledním typem uspoøádání, o kterém se v èlánku zmíníme, je tak-zvané sériovì paralelní uspoøádání. K jeho zavedení je tøeba de�novat ná-sledují
í dvì opera
e mezi uspoøádanými mno¾inami. Buïte X = (X;P )a Y = (Y;Q) disjunktní uspoøádané mno¾iny. Disjunktním souètemX +Y rozumíme uspoøádanou mno¾inu Z = (X [Y;R), kde R = P [Q.Tedy pro x; y 2 X [ Y klademe xRy právì tehdy, kdy¾ nastane jednaz mo¾ností (1) a (2).(1) x; y 2 X;xPy,(2) x; y 2 Y; xQy.Disjunktní souèet dvou uspoøádaný
h mno¾in získáme prakti
ky tak, ¾ehasseovské diagramy tì
hto mno¾in polo¾íme vedle sebe.Lineárním nebo té¾ ordinálním souètem X � Y tì
hto mno¾in pakrozumíme uspoøádanou mno¾inu Z = (X [Y;R), kde R = P [Q[ (X�Y ). Tj. pro x; y 2 X [ Y klademe xRy právì tehdy, kdy¾ nastane jednaz mo¾ností (1),(2), nebo mo¾nost(3) x 2 X; y 2 Y .Snadno se ovìøí, ¾e pro ordinální souèet � neplatí komutativní zákon.Na následují
ím obrázku uvedeme pro názornost pøíklad, jak ordinálnísouèet funguje.
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Obr. 8Nyní lze ji¾ uvést hlavní de�ni
i. Uspoøádaná mno¾ina se nazývásériovì paralelní, pokud je získána z jednoprvkové uspoøádané mno¾inypomo
í opera
í disjunktního a lineárního souètu.Enumeraèní problematiku sériovì paralelní
h uspoøádaný
h mno¾instudoval v ro
e 1974 R. P. Stanley [15℄. Výsledky, který
h ve své prá
idosáhl, byly zalo¾eny pøedev¹ím na metodì vytvoøují
í
h funk
í. Symbo-lem Pn nyní oznaème poèet v¹e
h neindexovaný
h n-prvkový
h sériovì
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h uspoøádaný
h mno¾in a symbolem P (x) vytvoøují
í funk
iposloupnosti Pn. Pak platíP (x) = exp[ 1Xk=1 1k [P (x) + 1P (x) + x� 2℄℄:Na základì uvedeného vztahu pro vytvoøují
í funk
i odvodil Stanleyasymptoti
ký odhad pro hodnoty Pn. PlatíPn � Cn� 32 r�n;kde C je konstanta a r je polomìr konvergen
e øady P (x). Symbol � mápøitom následují
í význam. Pro posloupnosti fn a gn klademe fn � gnprávì tehdy, kdy¾ limn!1 fngn = 1:Numeri
ké hodnoty konstant C a r z pøed
hozího vztahu byly urèeny pøi-bli¾nì takto: C := 0:229 a r := 0:216. Pøi studiu asymptoti
kého 
hováníposloupnosti pn v¹e
h indexovaný
h sériovì paralelní
h uspoøádaný
hmno¾in bylo v prá
i pou¾ito exponen
iální vytvoøují
í funk
e. Stanleytouto 
estou získal oèekávaný výsledekpn � C�n!n� 32 r�n:Literatura[1℄ Barthel�emy, J. P., An asymptoti
 equivalent for the number of total preordersora a �nite set, Dis
rete Mathemati
s 29(1980), 311{313.[2℄ Barthel�emy, J. P., Flament Cl., Monjardet B., Ordered sets and so
ial s
ien
es,Ordered sets (1982), Reidel, Dordre
ht{Boston, 721{759.[3℄ Bogart K. P., Some so
ial s
ien
e appli
ations of ordered sets, Ordered sets(1982), Reidel, Dordre
ht{Boston, 759{787.[4℄ Chandon J. L., Lemaire J., Pouget J., Dénombrement des quasi-orders sur unensemble �ni, Math. S
i. Humaines 62(1978), 61{80.[5℄ El-Zahar M. H., Enumeration of ordered sets, Algorithms and Order (1989),327{352.[6℄ Fishburn P. C., Intransitive indiferen
e in preferen
e theory, A Survey, Oper.Res. 18(1970), 207{228.[7℄ Hanlon P., Counting interval graphs, Trans. Amer. Math. So
. 272(1982), 383{426.[8℄ Haxell P. E., M
Donald J. J., Thomason S. K., Counting interval orders, Order4(1987), 269{272.
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