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FYLOGENEZE POJMU FUNKCE

ALENA KOPACKOVA

1. Uvod

vvvvvv

objevil se vsak najednou a v zadném pripadé se nezrodil definovanim;
formulaci samotné definice a obecnéjs§imu pohledu na funkéni zavislost
predchéazela staleti vyvoje kauzalniho mysleni a dikladné prace s kon-
krétnimi reprezentanty funkci. P¥i nasem pohledu do historie tohoto
pojmu budeme sledovat dva sméry: zamyslime se jednak obecné nad
vznikem a vyvojem funkcéniho mysleni na samotné existenci definice
funkce do jisté miry nezavislého a jednak budeme mapovat snahu mate-
matikil, jak jiz pocifovanou zavislost vymezit a pojmenovat. Historicky
exkurz vSak nebudeme provadét prilis do Siroka a nase pojednéni ne-
bude Zadnou historii vyvoje matematické analyzy; tomuto tématu je
vénovana pomeérné bohata literatura a odkazy na nékteré tituly nalezne
¢tenar v seznamu na konci ¢lanku. Proto i prostor vénovany nékterym
usekium vyvoje diferencialniho a integralniho po¢tu nebude tmérny vy-
znamu daného obdobi ¢i zminovanych matematiki pro matematickou
analyzu obecné, ale vzdy se budeme tézat, jak toto obdobi ¢i matematik
ovlivnili pohled na funkéni zavislost.

Mitize se tedy zdat, ze nékteré ivahy a momenty prace zndmych ma-
tematik budou prehnané zduraznény na tkor jejich ,,daleko“ vyznam-
néjsich a slavnéjsich vysledkd. Vsimat si budeme vice obdobi, kdy se
pojem funkce rodil, kdy se vedly spory o jeho obsah, kdy se jeho defi-
nice formulovala a dale se vyvijela tak, aby do ni bylo mozno zahrnout
stale vice zvlastnich a patologickych pripadua funkci, jez se v matematice
objevovaly, nez obdobi soucasné matematiky, kdy se jiz pohled matema-
tikd na tento ustiedni pojem matematické analyzy jevi jako relativné
ustaleny, resp. kdy se pripadna dalsi zobecnéni pojmu funkce jiz prilis
vzdaluji redlné funkci jedné redlné proménné, na niz pii nasem pohledu
budeme klast diraz.
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2. Vyvoj funkéniho mysleni

Je nanejvys pravdépodobné, zZe jiz nasi prapiedci pii svém bézném
praktickém Zivoté pocifovali kauzalnost jevil, které je obklopovaly, pii-
padné do nichz oni sami jakymkoliv zptisobem zasahovali. Veskeré snahy
o vysvétlovani pfirodnich dé&ji, at uz jsou to z naseho dne$niho hlediska
vysvétleni tzv. ,,védeckd®“ ¢i ,nevédecka”, svéd¢ci o tom, ze se lidé vzdycky
zamysleli nad souvislostmi a pric¢innosti riznych udalosti.

2.1 Starovék

Prvni evidované matematické poznatky vznikaly v Egypté, Mezo-
potamii, Indii a Ciné; byly to vSak poznatky nesystematické, ndhodné
empiricky posbirané, ale predevsim se jesté nestavaly soucasti deduktiv-
niho systému, jimz matematika jako véda je. Jiz zde se vSak setkédvame
na kazdém kroku se vztahem mezi ¢isly ¢i velicinami. Prvni doklady
o matematickém vyjadieni zavislosti pochazeji z Babyldnie z doby 2 az
1 tisic let pred nasim letopoctem; jsou to tabulky funkci n — %,n —
n?n — n,n — n3n— ¥n,n — n®+n, ale i nékterych dalsich jako
napf. ,schodovité“ funkce ¢i funkce po ¢astech linedrni ([15], str. 238,
[35], str. 40). V této dobé se fesily prevazné priklady vyvolané praxi— slo
o riizné danové piedpisy, ilohy inspirované stavebnictvim, zemédélstvim
a obchodem.

Vyznamnym zdrojem pro evidovani funkénich zévislosti bylo také po-
zorovani oblohy a nebeskych déjt. Lidé se postupnym zaznamenavanim
diskrétnich tidajt uc¢i zachycovat spojity déj. Je pozoruhodné, zZe stari
Babylénané ve skolach, v nichz byli vychovavani spravni ufednici, zaci-
naji péstovat matematiku i jako samostatny predmét, formuluji a Fesi
problémy, které nevzesly z praxe, ale byly vysloveny ucitelem, tzv. ima-
nentni problémy.

Oteviend otrokaiskd demokracie vytvofila v Recku piiznivé pod-
minky pro rozvoj védeckych disciplin. Matematika se zacina konstituo-
vat jako deduktivni véda. Rekové si v 6. — 5. stol. pi. n. l. nejen zacinaji
uvédomovat rozdily mezi diskrétni a spojitou veli¢inou, ale rozvijeji i
své infinitesimalni avahy, zabyvaji se nekonecnem a objevuji se u nich
prvni (teoreticky nepodlozené) zablesky limitnich pfechodu a integral-
nich souctt. V pokusech ranych Pythagorejcti vyslovit nejjednodussi za-
kony akustiky a vypatrat vzajemné vztahy mezi rtiznymi fyzikalnimi
veli¢inami, jako byl napr. vztah mezi délkou a tloustkou struny a vys-
kou zvuku, vidime zfetelné prvky funkéniho uvazovani.

Z hlediska propedeutiky pojmu funkce a infinitesimalniho mysleni
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pripomenme napf. Eudoxovu exhaustivni metodu popsanou v Euklei-
dovych ,,Zakladech*, Archiméduv fyzikalni zpusob pri vypoctu kvad-
ratur ¢i znamé Zendnovy apdrie (vice [15], str. 250 — 254). (Eudoxos
z Knidu: asi 365 — asi 300 pf. n. 1., Eukleides z Alexandrie: asi 365 — asi
300 pf. n. L., Archimédes ze Syrakus: 287 — 212 pf. n. 1., Zenén z Eleje:
asi 490 — 430 pf. n. 1.). Geometii studuji kiivky vzniklé spojitym po-
hybem bodu a formuluji kinematické zakony jejich vzniku. Hippias (asi
460 — asi 400 pf. n. 1.) zkouma kfivku kvadratriz, Archimédes a o nékolik
stoleti pozdéji Papps z Alexandrie (asi 290 — 350 n. 1.) studuji spirdly.
Menaechmos (asi 380 — asi 320 pf. n. 1.) a Apollonios z Pergy (asi 260 —
asi 170 pf. n. 1.) se pokouseji pomoci geometrické terminologie slovné
popsat obecnéjsi kiivku (libovolnou elipsu, parabolu, hyperbolu); tyto
tzv. symptomy v podstaté odpovidaji rovnici k¥ivky za pouziti dnesniho
algebraického aparatu. Menaechmos byl tdajné prvnim, kdo se témito
kuzeloseckami zabyval a Apollonios je pozdéji pojmenoval. Diocles (asi
240 — asi 180 pf. n. 1.) a Nikomedes (asi 280 — 210 pf. n. 1.) se zabyvaji
v souvislosti s fesenim problému zdvojeni krychle kfivkami cissoida a
konchoida. Na prelomu 1. a 2. stoleti tabeluje Ptolemaios (85 — 165 n. 1.)
v dile ,,Almagest“ v souvislosti s vypocty poloh Slunce, Mésice a planet
(o nichz se predpokldda, Ze se periodicky a spojité méni v ¢ase) vedle
funkce chorddla i dalsi funkce jedné, dvou i tfi proménnych.

I kdyz mnozstvi funkci, jimiz se intuitivné zabyvala antickd mate-
matika, nebylo rozsahlé, zptsob prace s nimi byl v mnohém podobny,
jak to uvidime pozdéji u matematikt stfedovéku a novovéku — Rekové
hledali vlastnosti studovanych funkci, tabelovali je, uzivali interpolace,
urcovali extrémy a fesili llohy obdobné nasemu integrovani. Ve vsech
antickych ulohach vsak chybél aparat analytickych vyraza a algebraicky
symbolismus. Naznaky algebraické symboliky objevujici se u Diofanta
z Alexandrie (kolem r. 250 n. 1) nebyly zatim vyuzity. Shrneme-li an-
tické obdobi, mizeme konstatovat, Ze i pres studium riznych konkrét-
nich zmén proménné veli¢iny, tivahy o pohybu (pfevazné rovnomérném
pfimocarém ¢ kruhovém) a kontinuu nevystupuje zietelné nikde idea
obecné funkce ¢i proménné veliCiny. Zaroven je vSak jisté, ze i pfes to, ze
myslenka funkéni zavislosti nebyla nikde explicitné vyslovena a nebyla
pojmenovana ani proménna veli¢ina. Rekové se zavislostmi veli¢in de
facto pracuji a popisuji je tabulkou, slovnim vyjadfenim, graficky ¢i ki-
nematickym pravidlem. Idea obecného vztahu zavislosti mezi veli¢inami
se vsak poprvé objevi az ve stredoveéku.
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2.2 Stredovék

Indové zavadéji v 5. stol. n. 1. funkci sinus. Arabsky matematik al-
Birtni (973 — 1048) uvazuje o obecné kiivce, ve svych tvahach vsak
zustava bohuzel osamocen. Evropa v 11. — 15. stol. vyuziva odkazu
fecké a arabské matematiky, do latiny se prekladaji feckd a arabska
matematickd dila, prohlubuje se pocetni technika, rozsituje se pouzi-
vani indicko-arabskych ¢islic a symbold 4, — a matematika zpracovava
zménu a pohyb, poprvé i nerovnomeérny.

Na univerzitdch v Oxfordu a Pafizi ptirodni filozofové a logici nava-
zuji na naturfilozofickd dila Aristotelova i jeho islamskych stoupencu a
zabyvaji se problémem kvantifikace zmény. Pozornost pouta predevsim
mechanika, ale také nékteré tepelné a optické jevy. Mezi ucenci se zacina
vytvaret predstava o zakonech prirody jako o zakonech funkéniho typu a
objevuji se ruzné obecnéjsi teorie zmény veli¢iny jako funkce ¢asu. Roz-
pracovava se pojeti proménné veli¢iny jako stupné nebo toku kvality.
Scholastici Robert Grosseteste (asi 1168 — 1253), Thomas Bradwardi-
nus (asi 1290 — 1349), Richard Swineshead (14. stol.), Nicole Oresme
(asi 1323 — 1382) zkoumaji a popisuji pfirodni déje a pohyby a uvazuji
o kontinuu. Pod kvalitami ¢i formami rozuméji scholastici fenomény jako
teplo, svétlo, barvu, hustotu, vzdalenost, rychlost apod., které mohou
mit rizné stupné (gradus) intenzity (intensio) a které se spojité méni
uvnitt jistych mezi. Intenzity forem jsou uvazovany ve vztahu ke svym
extenzitam (extensio), jako jsou napft. éas ¢i hmotnost. Toto uéeni bylo
anglickymi scholastiky rozvijeno v prostfedi kinematiky, zatimco Oresme
v Paftizi své tivahy zasazoval i do geometrie.

Bradwardinus se ve svém dile , Tractatus proportionum seu de pro-
portionibus velocitatum in motibus“ (,,Traktat o pomérech neboli o po-
mérech rychlosti pfi pohybu“) v roce 1328 pokousi vyjadrit zavislost
mezi rychlosti, silou zptisobujici pohyb a odporem.

Swineshead (téz Swinshed, Swisset, Suisset, Suicet), pfezdivany Kal-
kulator (podle svého dila ,Liber calculationum® neboli ,Kniha kalku-
laci z r. 1350), poprvé uvazuje o okamzité neboli bodové rychlosti
(velocitas instantanea, velocitas punctualis), zatimco dfive se rychlost
uvazovala jen v néjakém koneéném casovém intervalu. Pojem okamzité
rychlosti v8ak u néj nebyl nijak definovan; stfedovéci (a stejné tak sta-
rovéci) uenci porovnavali totiz vzdy veli¢iny stejného druhu a nebylo
tedy mozné uvazovat pomér drahy a casu. Intenzita u néj vystupuje
jako rychlost mechanického pohybu, ale také jako mira tepla a chladu,
fidkosti nebo hustoty. Jeho analyzy a priklady zmén intenzit jsou vsak
velmi abstraktni a ani vysledky se neuvadéji do souvislosti s redlnymi
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méfenimi, experimenty a pozorovanim. Hovofi-li Swineshead o zméné
kvality, uziva nékdy terminu ,proudéni (fluzus) kvality“.

Oresme rozviji ve svém dile napsaném okolo r. 1370 a zachovaném
v mnoha opisech pod rtznymi nézvy (,,De configuratione qualitatum*
— ,,0 konfiguraci kvalit“, ,,De uniformitate et difformitate intensionum®
— ,,0 rovnomérnych a nerovnomérnych intenzitach®, ,Tractatus de figu-
ratione potentiarum et mensura difformitatum® — ,/Traktat o utvareni sil
a mife nerovnomérnosti) Swinesheadovo uceni o intenzité forem a po-
jimé proménnou veli¢inu jako intenzitu ¢i stupen. Je pti tom nazornéjsi
nez Swineshead, nebot veli¢iny a jejich vzajemné zavislosti vyjadiuje
geometricky.

V Gvodu své knihy tika, ze kromeé cisly lze kaZdou méritelnou véc
vyjadrit © jako spojitou velicinu a pro mereni jsou proto potrebné body,
cary, plochy, v nichZ se podle Aristotela primdrné projevuje mira a vztah;
v ostatnich predmétech se mira nebo vztah pozndvaji tak, Ze se body, ¢ary
a plochy kladou do myslenkového vztahu s témito vécmi. (citovano z [22],
str. 393). Oresme zavadi téz pojem velocitatio, ¢imz je minéno zrych-
leni jako intenzita rychlosti ¢i pohybu, pricemz samo zrychleni miize
byt jak rovnomérné, tj. konstantni, tak i riznym zpusobem nerovno-
mérné. Funkéni zavislost popisuje slovné vyjadienym pravidlem nebo
graficky, pro zavislost veli¢in uziva ve svych dilech ,Tractatus propor-
tionum* (,Traktat o pomérech”), , Algorismus proportionum* (,,Algo-
ritmus o pomérech”) terminu proportio (pomér, vztah) a fika: jakyko-
liw vztah by se ukdzal mezi jednou intenzitou a druhou, tentyz vztah se
nachdzi i mezi proni a druhou édrou (prelozeno z [20], str. 141). Te-
orie konfigurace kvality (nazyvand také ucenim o $ifi forem, piipadné
o rovnomeérnosti a nerovnomérnosti intenzity) se sice ve stiedovéku stala
v Evropé velmi popularni, bylo ji vénovano mnoho knih a vykladala se
v univerzitnich kurzech, ale na feseni matematickych problémt nebyla
nijak vyuzita. Z hlediska vyvoje pojmu funkce se tato teorie stala jeho
propedeutickou, dale se vSak jiz nerozvijejici fazi. V oblasti zobectiovani
a abstrahovani dospéli sice scholastici dale nez anti¢ti matematici, ale
v poctu a vyznamu konkrétnich vysledki nemohou byt s nimi viibec
srovnavani.

Vliv scholastikil na dalsi vyvoj funkéniho mysleni neni vsak podle
Medvedeva v historii matematiky dosud uspokojivé prozkoumén a Jus-
kevi¢ uvadi, ze jejich dila byla ¢tena a obdivovana jesté v 17. stoleti mezi
jinymi i Descartem a Leibnizem.
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2.3 Novovék

Rozvijejici se astronomie a navigaéni metody v 16. stoleti vyzado-
valy presnéjsi a rozsahlejsi numerické vypocty. K tomu se, jak se zda,
velmi hodil novy néastroj, a to logaritmy objevené Johnem Napierem
(1550 — 1617). Jeho tabulky logaritmu , Mirifici logarithmorum canonis
descriptio“ (,,Popis nddherného zdkona logaritmi“) byly poprvé publi-
kovany v roce 1614. Edwards v [12] na str. 143 uvadi, Ze Kepler bez-
prostfedné poté, co obdrzel Napierovy tabulky logaritmi, je s velkym
nadSenim zacal uzivat a objevil pak rychle svij tfeti zakon o pohybu
planet. Napieriv logaritmus (ozna¢me ho Nog) byl odlisny od dnesniho
pojeti logaritmu; vztah mezi nim a dekadickym logaritmem log vyjadiuje
formule: Nogz = 107 - log 1%7, z niz je patrné, ze Napiertiv logaritmus
nema vsechny vlastnosti obvyklé pro dnesni logaritmus o libovolném
kladném zékladu rizném od jedné. Podle [12] se Napier pro sviij ob-
jev pravdépodobné nechal inspirovat pfikladem v préaci , Arithmetica
integra“ z r. 1544, v niz jeji autor Michael Stifel (1487 — 1567) poukazo-
val na souvislosti chovani dvou posloupnosti, jedné aritmetické a druhé
geometrické. Slo o pfirozenou skuteénost, ze séitani ¢lenfi prvni z nich
koresponduje s ndsobenim ¢lenti druhé.

Napier sviij logaritmus definoval kinematicky — uvazoval spojity po-
hyb bodu na dvou riznych pfimkach, jeden z bodt zmensoval svou rych-
lost predepsanym zpusobem a druhy mél konstantni rychlost rovnou po-
¢ateéni rychlosti prvniho bodu (podrobnéji napt. [12], [15], [20], [29]).
Definovat logaritmus pomoci mocniny, na niz je tfeba umocnit zaklad,
Napier ani nemohl, nebot v té dobé nebyly v matematice napf. jesté
znamy mocniny s racionalnim exponentem. To, Ze by log mohla byt
chiapana jako inverze k exponencialni funkci, bylo samozfejmé v Na-
pierové dobé nemyslitelné. Napieruv pristup k novému matematickému
nastroji a jim provadéné vypocty vsak dokazuji, Ze i pTfes to, ze obecny
pojem funkce byl stale neznamy, porozumél Napier zfetelné tomuto kon-
krétnimu funkénimu vztahu. Napierova cesta k logaritmu znovu uka-
zuje, ze koncepce fyzikalniho pohybu byla stale jedinou bazi pro ivahy
o kvantitativnich zménach spojité proménné. Zavedeni dekadického loga-
ritmu nasledovalo velmi rychle; v r. 1624 definuje Henry Briggs (1561 —
1631) v publikaci ,, Arithmetica logarithmica“ pomoci Napierova Nog
novy pohodlnéjsi logaritmus splnujici jiz obvyklé pozadavky vztahem:

—Nog1o

Logaritmy se staly v mnoha védeckych odvétvich velmi uzitecnou

pomtckou a predstavuji také velmi vyznamnou propedeutickou fazi ve

vyvoji pojmu funkce.
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Zatimco matematiku az do konce 16. stoleti lze i pfes ojedinélé po-
kusy zobecnit a popsat zavislost jedné veli¢iny na druhé charakterizovat
jako matematiku konstantnich veli¢in, 17. stoleti znamenalo ve fyloge-
nezi pojmu funkce zésadni prelom. Koncepce (pfirodni) zakonitosti pie-
rustd v pojem funkéni zavislosti. Pojem funkce se za¢ind pozvolna opros-
tovat od konkrétnich souvislosti s geometrii a kinematikou, postupné na-
byva tvaru nezévislého pojmu a na pielomu sedmnactého a osmnéctého
stoleti je poprvé vymezen definici. Podminky, které zptsobily toto ne-
smirné urychleni ve vyvoji pojmu a ovlivnily silné i vznik diferencialniho
a integralniho poctu, jsou dvoji: vnéjsi, tj. hospodarsky a kulturni vyvoj
v Evropé a vnitfni, tj. vyvoj matematiky samé, zejména objeveni pis-
menové symboliky a vznik analytické geometrie. Matematici této doby
jevili velky zdjem o praktické, zejména technické problémy; v podstaté
neexistovali tzv. ¢isti matematici. Matematici byli tehdy ¢asto zaroven
fyziky, mechaniky, hvézdari, 1ékafi i filozofy a ¢asto sami navrhovali a
konstruovali mnohé pristroje. Mechanika zemskych i nebeskych pohybt
stavéla pred védce obrovské mnozstvi otazek, které v obecném matema-
tickém vyjadreni vedou k vyzkumu funkci metodou nekonec¢né malych
veli¢in.

Vyznamnou etapou ve vyvoji matematické analyzy se staly infinite-
simalni tvahy pri vypoctech obsaht a objemt a konstrukci teen nava-
zujici na Hippokrata, Demokrita, Eudoxa a Archiméda.

Johannes Kepler (1571 — 1630) pocita objemy vinnych sudi a ob-
sah kruhu a vyuziva pii tom rozkladu télesa ¢i rovinného obrazce na
nekoneéné mnoho nekoneéné malych ¢asti o téze dimenzi a ty potom
preskupuje do ,uchopitelného® télesa ¢i obrazce; se¢tenim téchto ma-
Ijch element® objemu ¢i obsahu nachazi hledany objem ¢i obsah.

Bonaventura Cavalieri (1598 — 1647) pfi svych vypoctech objemt a
obsahu ,rozklada“ télesa ¢i obrazce na elementy niz$i dimenze a for-
muluje zéroven svij znamy princip. John Wallis (1616 — 1703) vyuziva
nekonecné fady a limitni avahy pfi vypoctu kvadratury paraboly, kva-
draturdm a konstrukcim teéen se vénuji Pierre de Fermat (1601 — 1665)
i Blaise Pascal (1623 — 1662), ktery jako prvni uzivd metody charak-
teristického trojtihelnika. Gilles Personne de Roberval (1602 — 1675) se
vedle kvadratur vénuje podrobné cykloidé a jako jeden z prvnich vyuziva
pri vypoctu tecen kinematického pristupu. Presnosti byl ve svych infi-
nitesimalnich vypoctech zndmy Christian Huygens (1629 — 1695), Isaac
Barrow (1630 — 1677) jiz znal vzajemnou souvislost mezi kvadraturou
kiivky a jeji tetnou. (Vice v [15], [30], [12], [36].)

Spojeni algebry a geometrie v analytické geometrii (roviny), (jejiz
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vznik je pripisovan Pierru Fermatovi, avsak jiz dfive ji publikoval a vice
se s ni proslavil René Descartes (1596 — 1650)), umoznilo popsat zavis-
lost mezi dvéma proménnymi prostrednictvim rovnice v x a y. Descartes
to ve svém dile ,Discours de la méthode* (,Rozprava o metodé®), je-
hoz Casti je znamé ,La géométrie“ z roku 1637, vystihuje témito slovy:
Davame-li édare (kfivce) y postupné nekonecné mnoZstvi rizngch hodnot,
najdeme také nekonecné mnozstvi hodnot x a timto zpusobem dostaneme
nekonecéné mmnozstvi ruznych bodi ...: a ty opisou hledanou krivou cdru
(pfelozeno z [20] str. 142). Zcela jasné citime z téchto slov Descartovo
evidovani funkéni zavislosti mezi dvéma mnozinami proménnych veli¢in
i toho, jak rovnice v x i y umoznuje bod po bodu sestrojit graf této
zévislosti.

Centralni myslenkou analytické geometrie se tedy stala korespon-
dence mezi rovnici f(z,y) = 0 a kiivkou, sestavajici ze vSech takovych
bodi, jejichz soutfadnice (z,y) vztazeny ke dvéma danym (nikoliv nutné
kolmym) osdm vyhovuji rovnici. Tuto ideu vSak jak Fermat, tak Descar-
tes graficky znazornovali jinak, nez je obvyklé dnes. Obéma stacila jen
jedna osa (horizontalni) s vyznacenym poc¢atkem, na niz potom nanéseli
ve zvoleném sméru ordindty a tim dostali obraz bodu o soufadnicich
(z,y).

Ve skutec¢nosti to u Descarta i Fermata bylo spiSe obracené: na prv-
nim misté byla kfivka a na misté druhém analytickd formule, kterd se
jevila vhodnym a uzitenym, ale stale jen pomocnym zpusobem popisu
kiivky. Descartes napt. nehovoril o klasifikaci analytickych vyrazu, ale
krivek a rozlisoval kfivky geometricke, které byly vytvoreny spojitym po-
hybem, a kfivky mechanicke, které byly vytvoreny dvéma oddélenymi
pohyby, mezi nimiz neexistoval vztah ([20], str. 103). VSechny mecha-
nické (tj. negeometrické ¢i transcendentni) kiivky ze své geometrie do-
konce vyloudil jako nevyhovujici jeho metodé zkoumani.

Prinos obou zakladatelti analytické geometrie byl v tom, Ze se jed-
nak mohly studovat rovnice pomoci kfivek a jednak kiivky definované
pomoci rovnic; novym rysem pritom bylo, Ze jak Descartes, tak Fer-
mat uvazovali neur¢ité rovnice spojitych proménnych (pokud predtim
napf. Viéte fesil rovnice, nezndmé v nich byly vzdy jen konstantami,
které byly hledany). Analytickd geometrie umoziiovala vyjadrit analy-
ticky riizné kiivky, i kdyz pozornost matematikd byla zpocatku zameé-
fena pouze na kiivky algebraické (Descartem nazyvané geometrické),
jejichz body vyhovuji jediné algebraické rovnici. Také terminy abscisa,
aplikdta ¢i ordindta uzivané nejen Fermatem a Descartem, ale vyskytu-
jici se i pozdéji napt. u Newtona, Leibnize a dalsich, vznikly pfi studiu
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kuzelosecek; je zajimavé i to, ze prvotni pfi popisu krivky byla aplikata
(pozdé&ji vice zvana ordinéta), tedy z hlediska funkce jedné proménné
zavisle proménnd, zatimco abscisa, tj. nezavisle proménné, byla popiso-
véana jako druhd, zaméfend na kuzelosecce ¢i obecné na jakékoliv kiivce
v daném a jak jsme jiz diive pripomnéli, nikoliv nutné kolmém smeéru
([20], str. 100). Je pfitom znamo, ze jiz diive Apollonius uzival pfi stu-
diu kuzelosecek dvou na sebe kolmjch priimeért neboli os. Pokud byly
analytické vyrazy popisujici danou kfivku uzivany, jednalo se zpravidla
o rovnici o dvou proménnych, tj. z naseho pohledu sledujiciho fylogenezi
funkéniho mysleni §lo o funkci danou implicitné.

Medvedev uvadi v [25] na str. 29 dva faktory, které mohly ovlivnit to,
ze funkce byla zpoc¢atku vniméana implicitné. Jednak Slo patrné o tradici
v koncepci popisu riznych zakonitosti, kde jiz predchiidci novovékych
matematiki pocinaje napf. Eudoxem ¢ Archimédem nevyjadiovali ob-
sah, objem, rychlost ¢i tlak, ale vztahy mezi nimi. Dalsim faktorem,
ktery mohl prioritu implicitniho vniméani funkce ovlivnit, bylo to, Ze sa-
motné predstava o funkéni zavislosti jako o formuli se rodila v algebte a
ta byla tehdy vnimana jako véda o rovnicich. Descartes vSak ukazal, ze
rovnice o dvou proménnych umoznuje vyjadrit jednu proménnou pomoci
druhé, neslo vsak samoziejmé tehdy o zadnou obecnou vétu o implicitni
funkci.

Uzivani analytickych vyrazti umoznujicich provadét vypocty bezpro-
stfedné, na prvni pohled se od sebe odliSujicich a vhodnych pro rtzné
upravy podle pfedem danych pravidel, otevielo ve vyvoji matematiky
nové perspektivy a stalo se poslednim krokem, ktery nastartoval vznik a
bourlivy vyvoj matematické analyzy jako nové matematické discipliny.

2.4 Newtonuv a Leibniztv pohled na funkéni zavislost

Rikdme-li, Ze zakladateli matematické analyzy byli Newton a Leibniz,
nemini se tim jen to, Ze tito dva ucenci objevili efektivni metody na feSeni
problému spojenych s hledanim tecen a kvadratur. Takové problémy
byly totiz tispésné ¢i netspésné studovany jiz od antiky a predevsim pak
pilstoleti pifed Newtonem a Leibnizem.

Ptedchozi vysledky obdobnych iloh vznikaly po aplikaci specidlnich
metod na specialni a konkrétni problémy. Jiz Fermat a Roberval uzivali
s tspéchem rtzné metody na hledéni teény ke kiivce (viz napf. [12],
[15], [36]), nikdy je vSak nerozvinuli do obecné pouzitelnych algoritmii.
Z dnesniho hlediska se muize zdat, ze od uziti specialnich technik na fe-
Seni jednotlivych problémil je k obecnym metodam matematické analyzy
na feSeni celych tfid vzajemné podobnych problémt jen maly kricek, ale
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nikdo z predchtidcti Newtona a Leibnize tento kricek neudélal. Patrné
je velky rozdil mezi pouhym objevem dtilezitého jevu a uvédoménim si
jeho dulezitosti a vyznamnosti. Dokonce i pojmenovani existujiciho a jiz
zndmého jevu muze zpusobit pokrok.

Vyznam Newtona a Leibnize netkvi tedy pfedevsim v tom, ze se
zabyvali problémy tecen a kvadratur a Ze nalezli kalkulativni techniky
na Feseni, ale v tom, Ze byli schopni z riznych infinitesimalnich technik
uzivanych v rtzné podobé jiz od antiky vydestilovat neuvéritelné silny
nastroj pro systematickou kalkulaci a navic objevili vzdjemnou souvis-
lost mezi problémem teény a kvadratury.

Isaac Newton (1643 — 1727) a Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 —
1716) takika nezavisle na sobé vystoupili se svym diferencidlnim a inte-
gralnim poctem, kazdy z nich vSak své infinitesimalni tvahy zasazoval
do jiného prostiedi. Zatimco Newton vychézi z pohybu hmotného bodu
a proménnou veli¢inou v jeho teorii fluxi a fluent je ¢as, Leibniz vychazi
z geometrie a konstrukce tecny ke kiivce v daném bodé kiivky. Oba
vSak Tesi podobné problémy a dospivaji ke stejnym zavéram. Zdtraz-
néme vsak, Ze ani jeden z nich neuziva pfi zrodu matematické analyzy
pojmu funkce. Podrobnéjsi osvétleni Newtonova i Leibnizova pristupu
k zakladnim problémtm matematické analyzy je pfedmétem mnoha pu-
blikaci; uvedme napt. [12], [15], [36], [20], [30], [35]. Podivejme se nyni
na jejich obdobi z hlediska v§voje funkéniho mysleni.

Zanedlouho po zavedeni analytické geometrie se objevil dalsi vy-
znamny prostredek — rozklad funkce do mocninné fady umoznujici praci
i s transcendentnimi funkcemi. Jedna ze zdkladnich praci I. Newtona
z roku 1671 nese dokonce nazev ,,De methodis serierum et fluxionum*
(,O metodé fluxi a nekonecénych fad“); poprvé byla vydéna az po New-
tonové smrti po vice nez Sedesati letech v roce 1736 v anglickém pre-
kladu pod ndzvem ,Method of Fluxions and Infinite Series“. (Je nutné
si vSak uvédomit, Ze na fadu se Newton a jeho soucasnici divali jako na
aproximativni proces a fady slouzily Newtonovi pfevazné jako néstroj
k riznym vypoctim — mj. i na feseni diferencidlnich rovnic ¢ na vy-
pocet veli¢in jako In2, e, 7, apod. Na rozvoj kazdé funkce byl pfi tom
uzit néjaky konkrétni ,trik“; obecnda véta o rozvoji funkce v fadu vsak
znama jesSté nebyla a ani nebyl pomoci limitniho prechodu definovan
pojem soucet fady.

Newton zde uziva pojmy fluentes quantitates, coz jsou neurcité (in-
determinatae) veliiny zavislé na Case, které spojité naristaji nebo uby-
vaji za sou¢asného vzniku kiivek prostfednictvim mistniho pohybu (jde
tedy o rozklad pohybu hmotného bodu v roviné) a pod jejich fluzems
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(nom. sg. fluzrio) chépe rychlosti jejich rstu nebo ubyvani. Fluenty jsou
tedy v dnesni terminologii spojité funkce zavisejici na Case a popisujici
drahu bodu v roviné a fluxe jsou jejich prvnimi derivacemi podle ¢asu.
Vseobecnym argumentem je zde Cas, na némz zavisi spojité tekouci pro-
ménné veli¢iny majici jisté rychlosti zmény.

Pozdéji vsak Newton zobectiuje pojmenovani obou veli¢in a abstra-
huje do urcité miry od zavislosti na case: fluenta = quantitas correlata,
fluxe = quantitas relata. Newton pripousti vyjadfeni fluenty analyticky
(a to i ve formé souc¢tu nekonecéné fady), ,jeho* funkcemi jsou vlastné
polynomy. Newton fesi dvé zakladni Glohy; z kinematického pohledu je
to jednak tloha, jak ze znalosti drdhy hmotného bodu v libovolném
okamziku nalézt rychlost tohoto pohybu v uréitém cCase a naopak, jak
ze znalosti rychlosti hmotného bodu v kazdém okamziku nalézt dréhu,
kterou tento bod urazi za urcity ¢as. V jeho teorii fluxi to znamena jed-
nak ze vztahu mezi fluentami daném rovnici f(x,y) = 0 uréit pomér
mezi fluxemi & a ¢ a naopak, ze vztahu mezi fluxemi urcit vztah mezi
fluentami.

Prvni dloha je v podstaté tlohou poctu diferencidlniho, vede na
derivovani, druhé je dlohou integralniho poc¢tu a vede na integrovéni,
resp. na hledani primitivni funkce k dané funkci. Stézejni Newtonovy
ideje tykajici se objeveni diferencidlniho a integralniho poctu byly vy-
sloveny v jiz zminéném rukopise z r. 1671.

U Newtona vystupuje snaha ustanovit zdkladni pojmy analyzy, kdyz
v dopise Wallisovi v r. 1692 pise: Predpokldddm, Ze jedna z predloZenych
velicin, stejného druhu s ostatnimi, roste diky rovnomérnému plynuti a
vSechny ostatni jsou vztaZeny k ni jako k ¢asu (ptelozeno z [20], str. 144).
Pocateéni Newtonovo pojeti funkéni zavislosti v letech 1665 — 1666 byla
geometrickd predstava funkce jako proménné ordinaty kfivky zéavislé na
abscise, pozdéji Newton nahradil toto pojeti analytickym vyjadfenim,
kde je funkce dana implicitné jednou nebo vice rovnicemi a ve své Metodé
fluxi své pojeti funkce kinematizoval, pficemz funkce tam byla zpravidla
zadana pomoci diferencidlni rovnice.

Pripomenme, Ze Newton kinematicky zavadél pouze zakladni pojmy,
fakticky se metoda fluxi vytvérela pro fluenty vyjadiené analyticky at
uz v koneéném tvaru nebo pomoci sou¢tu nekonecné rady a s funkcemi
Newton ve skutecnosti pracoval jako s analytickymi vyrazy sestavenymi
z proménnych a konstant. Uzival pfi tom slova ordinata, kiivka, ale tyto
pojmy nijak nedefinoval.

V souvislosti s tehdej$im vnimanim funkéni zavislosti je zajimavé, ze
Newtontv uéitel Isaac Barrow (1630 — 1677) v jedné ze svych praci po-
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znamenal, Ze nemd vyznam, jestli se zkoumand veli¢ina méni pravidelné
podle néejakeého zdkona ¢i nepravidelne, tj. zda existuje analytické vyja-
dfeni ¢i ne (,,Mathematical Works*, vydano az v r. 1860 v Cambridge,
prelozeno z [20], str. 144). Byla to vSak pouze teoretickd poznamka,
kterd predbéhla dobu; toto Sirsi chapani funkéni zavislosti prekracovalo
ramec dostupnych vypocetnich metod a v 17. stoleti nepfitahovalo zadny
zajem.

V tvahéach tohoto druhu pokracoval az Euler v poloviné 18. stoleti
a k upresnéni ideji doslo az v teorii funkci v 19. a 20. stoleti.

Leibniz zalozil svij diferencidlni pocet na myslence charakteristic-
vanou i Barrowem), na Descartové analytickém vyjadieni geometrickych
kiivek a na teorii nekoneénych fad (pojednani , Nova methodus pro ma-
ximis et minimis“ — ,Novd metoda maxim a minim“ v Casopise Acta
eruditorum v r. 1684). Obecnou kfivku pojimé Leibniz jako mnohothel-
nik sestaveny z nekoneéné mnoha nekoneéné malych tseéek (nekoneéné
maly rozdil oznacuje pismenem d), teénu ke kiivce v jejim bodé hleda
vlastné jako spojnici dvou bodt kfivky, které jsou od sebe nekonecné
malo vzdaleny, ¢ili jako ,limitni“ polohu seény a zanedbava pfi tom ne-
koneéné malé veli¢iny: ... nalézt tecnu ke krivce, to znamend vést primku
spojujici dva body krivky, jejichz vzddlenost je nekonecné mald nebo téz
prodlouZit stranu nekonecné uhlového mnohotuhelnika, ktery je pro nds
s krivkou totozny ... (Acta Eruditorum 1684, pfelozeno z [12], str. 258)

Leibniz tesil podobné jako Newton i zakladni tlohu poctu integral-
niho: hledal funkci, pro niz je zndm pomér stran jejiho charakteristického
trojihelnika, tj. jejiz derivace je zndma. O Leibnizové pohledu na funkci
pojednédme samostatné v nasledujicim odstavci, kde se budeme vénovat
vymezovani pojmu funkce.

Porovname-li specifika pristupu obou ucenct, lze fici, Ze Leibniz dbal
vice na vytvareni obecnych metod a algoritmt, promyslel symboly a
vhodna oznaceni, zatimco Newton kladl zase vice diiraz na konkrétni
vysledky a praktické ulohy a na symboliku se tolik neohlizel. Newto-
novi byla blizsi koncepce neurcitého integrélu (fe¢eno dnes$nimi slovy),
Leibniz pojimal integral jako nekonec¢ny soucet, tj. byla mu blizsi rieman-
novska koncepce urcitého integralu. Newton hojné uzival ve vyjadreni
funkei nekone¢né rady, zatimco Leibniz jim takovy vyznam nepfikladal.
Na rozdil od Newtona Leibniz své myslenky v letech 1684, 1686 hojné pu-
blikoval, zejména v Casopise Acta Eruditorum, coz patrné vedlo k tomu,
Ze pravé on byl povazovan za objevitele diferenciadlniho a integralniho
poctu a jesté za zivota obou ucenct se vedly rozsédhlé spory o prvenstvi.
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V soucasné dobé se historici matematiky shoduji v tom, ze oba védci
polozili zédklady matematické analyzy nezéavisle na sobé (Newton v le-
tech 1665 — 1666, Leibniz v letech 1672 — 1676) a dospéli z hlediska
dalsiho vyvoje matematické analyzy k zakladnim, jedineénym a pfitom
podobnym vysledktim, i kdyz jejich pristupy se znacné lisily. Nejvy-
znamnéjsi vysledky, na nichz maji zasluhu oba dva, jsou: doslo k vza-
jemnému propojeni vzajemneé inverznich metod derivovani a integrovani,
zaCala se uzivat formule, dnes znama pod jménem Newton-Leibnizova:
fff(:c)d:c = F(a) — F(b), kde F je primitivni funkci k f na intervalu
(a,b). (I kdyZ je tato zndmé a uzitetna poucka pojmenovana po Newto-
novi a Leibnizovi, jeji objeveni se pfipisuje I. Barrowovi — [36], str. 127.).
Zacala se uzivat promyslena symbolika a bohaty algoritmicky aparat.
Funkce se stava hlavnim objektem zkoumani matematické analyzy, ktera
vznikla jako nova védni disciplina, i kdyz samotny tento pojem nebyl
jeSté vymezen.

3. Vymezovani pojmu funkce

V nésledujicim odstavci se budeme podrobnéji vénovat procesu vy-
mezovani pojmu funkce, formulovani jeji definice a budeme sledovat, jak
se obsah pojmu rozsifoval tim, jak kopiroval v té dobé jeho znamy roz-
sah. Jak jsme vidéli v pfedchozich odstavcich, tvahy predchtidci Leib-
nize a Bernoulliho dokazuji, Ze mnozi ucenci si nejenom byli védomi
kauzality rtiznych déji, ale Ze si uvédomovali existenci funkéni zévislosti
mezi proménnymi a dokonce se ji i riznym zpusobem pokouseli popsat
a pojmenovat.

3.1 Prvni uziti slova funkce — geometricky vyznam

Poprvé pravdépodobné uzil terminu funkce Leibniz v roce 1673 v ru-
kopise ,Methodus tangentium inversa, seu de functionibus“ (,,Inverzni
matematiky zaznamenano ([20], str. 144 — 145 i s kopii titulni stranky
rukopisu, kde se termin objevuje). (Moritz Cantor ve tfetim dile svych
objemnych ,Geschichte“ [9] z roku 1901 tento zatim prvni vyskyt slova
funkce nezaznamenéava, uvadi jako dobu prvniho vyskytu slova rok 1692,
a to jesté pouze ve své vlastni predmluveé, kde se o véci zminuje jako
o Cerstvém poznatku — viz [9], str. 5 pfedmluvy.) Vyznam slova byl vsak
jiny nez dnes; Leibnizovo rané pojeti funkce je vyslovené geometrické.
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Pojem funkce je u Leibnize zpodatku pevné svazan s kiivkou (geomet-
rickou i negeometrickou) a jeji teénou v daném bodé kfivky a funkcemi
Leibniz nazyva rizné tseky na osach objevujici se pfi konstrukci této
teény. Nejde mu jen o tseky vytaté te¢nou samou, ale i o dalsi vznikajici
pfi konstrukei dalsich piimek kiivek vztazenych k danému bodu kfivky,
jako jsou normaéla, chordéala i dalsi.

Vznikajici geometrické objekty (pruméty a tseky na osach) svazané
pevné s kiivkou jsou u néj funkcemi kiivky. Vedle popisu vlastnosti
téchto ,,odvozenin“ krivky a vyjadieni tohoto popisu rovnicemi resi Leib-
niz i inverzni tlohu, jak najit ordinaty bodd onéch tsecek a krivych car,
jestlize pro danou kfivku a teény bod spliuji néjakou funkci.

Leibniz tuto tlohu popisuje jako hledani aplikat (ordindt) pomoci
znamé vlastnosti tecny, ale i jingch car, které pro dany ndcrt splnuji
néjakou funkci (ex aliis linearum in figura data functiones facientum
generibus assumtis) — [35], str. 56. Slovo funkce se tedy u Leibnize vy-
skytuje ve dvojim vyznamu: jednak ve vyznamu jisté vlastnosti ¢i role
a jednak jako pojmenovani vysledku ¢i objektu s touto vlastnosti. Neni
vSak pochyb o tom, ze ani idea funk¢ni zavislosti v SirSim pojeti, nez
jakym bylo préavé popsané geometrické, nebyla Leibnizovi cizi, jen pro
ni uzival jiného slova. V tomtéz rukopise, v némz se slovo funkce poprvé
objevilo, pouziva Leibniz i slova relatio (vztah, pomér) v souvislostech,
kde by se dnes uzilo pravé slova funkce.

Poprvé Leibniz své rané pojeti funkce jakozto obecného terminu pro
rtzné linedrni segmenty svazané s danou kiivkou publikoval v ¢lancich
v letech 1692 a 1694 (1692 — Acta Eruditorum, ¢lanek ,De linea ex lineis
numero infinitis ordinatim ductis“, 1694 — Journal des Scavans, ¢lanek
»Nova calculi differentialis applicatio et usus ad multiplicem linearum
constructionem ex data tangentium conditione“ ([20], str. 146, [9], str. 5
predmluvy, str. 215).

Prvni uziti terminu funkce nevydéluje jesté dostatecné to, co jsou
nezavislé, volné proménné (kiivka totiz v té dobé nebyla pojimana jako
graf néjaké funkce, ale jako geometricky objekt ztélesnujici vztah mezi
abscisou a ordindtou, tedy mezi proménnymi x a y, pficemz vSak pojem
proménnd nijak neimplikoval pojem zdvislost).

7Zda se, ze Leibnizovo chapani tohoto nového matematického terminu
dobte odpovidalo latinskému vyznamu slova: fungor, fungi, functus sum
= byt ¢inny, vykonavat, provadét, zastavat, spravovat; functio = vyko-
navani, ¢innost.

V letech 1692 — 1694 se slovo funkce nékolikrat objevuje také v ko-
respondenci mezi bratry Bernoulliovymi (Jacob I. 1654 — 1705, Johann
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I. 1667 — 1748) a Leibnizem a Leibniz je zminuje i v dopise Huygensovi
stale v pivodnim uz$im vyznamu.

Jacob Bernoulli uzil podle [9], str. 242, v roce 1694 v ¢lanku uve-
fejnéném v Acta Eruditorum vedle slova funkce v Leibnizové piuvodnim
geometrickém vyznamu také slova funkéni édra (Functionslinie), ¢imz
minil kiivku (jak algebraickou, tak transcendentni).

Postupné se kladl vétsi diiraz na vzorce a rovnice vztahujici se k ,,funk-
cim“ kiivky a pozornost matematikli se vice soustifedovala na roli sym-
boll v téchto rovnicich. Proménnou zacinali vidét vice jako hodnotu
zavislou na ostatnich proménnych a konstantach v rovnici a nikoliv na
kfivce samé. Tento posun v uvazovani se odrazil i v nasledujicim vyvoji
pojmu funkce.

3.2 Prvni definice — funkce jako veli¢ina

V roce 1694 Johann Bernoulli oznac¢uje v souvislosti s rozvojem [ndz
do nekonecné rady v ¢lanku uvefejnéném v Acta Eruditorum pisme-
nem n libovolnou veli¢inu jakkoliv vzniklou z neurcitych a konstant (per
n intelligo quantitatem quomodocunque formatam ex indeterminatis ex
constatibus), ale neuziva pro ni slova funkce ([20], str. 146, [35], str. 57).

Béhem naésledujicich nékolika let se zacina analyticky vyraz ozna-
¢ovany Johannem Bernoullim jako n nazyvat funkci. Cantor v [9] na
str. 215 uvadi, ze v roce 1698 Johann Bernoulli hovoii v dopise Leibnizovi
o funkcich ordinét pfi feSeni izoperimetrického problému (tj. problému
hledani obrazci se stejnym obvodem) a Leibniz v odpovédi ocenuje, ze
Bernoulli uziva slova funkce ve stejném vyznamu jako on, a navrhuje
specialni znaky pro odliSeni nékolika rtznych funkci argumentu nebo
funkce dvou a vice proménnych (viz nize).

7 korespondence mezi Leibnizem a Johannem Bernoullim je patrné,
ze pojem funkce jiz (zpocéatku jen u Bernoulliho) ztraci svij puvodni ge-
ometricky charakter a klade se vice diiraz na souvislost s formuli namisto
s obrazkem. Johann Bernoulli hovoii o funkci proménné misto diivéjsi
funkce krivky a funkce je stale Castéji pojimana jako analyticky vyraz.
I v pojednanich Académie des Sciences de Paris r. 1706 uzivd Johann
Bernoulli jiz slova funkce ve smyslu analytického vyrazu ([9], str. 456).

Zajimaveé se vyviji i funkéni symbolismus. Johann Bernoulli v roce
1698 navrhoval v korespondenci Leibnizovi pro funkci proménné x ozna-
¢eni X, pripadné £. Leibniz byl v tomtéz roce nazoru, ze by i znaceni
mélo zdiraznovat raznost vyskytujicich se funkci a doporucoval pismeno
& navic opatfovat indexy. Sam vSak v této dobé uzival jiné znaceni, a
to:
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x | 1} resp. x|2] pro funkce proménné x,

xy , Tesp. x;y12] pro funkce proménné x a y,
x|r 1], resp. x|r2] pro racionalni funkce proménné x,

x|ril), resp. x|ri2| pro celé racionalni funkce proménné x

([9], str. 215). Podle tohoto znaceni se zda, jako by Leibniz pfedpokladal
koneéné, v nejhor$im piipadé spocetné mnozstvi funkei, nebot je éisloval.
Vzhledem k tomu, Ze teorie realnych ¢isel i tvahy o mohutnosti mnozin se
rozvijely aZ mnohem pozdéji, nemiizeme vSak na takovy zavér s urcitosti
usoudit.

I kdyZ pojem funkce se stale Castéji objevoval v ¢lancich a kore-
spondenci matematikt, nebyl jesté zatfazen do encyklopedické publi-
kace ,Mathematisches Lexicon“, kterou vydal v roce 1716 v Lipsku
prof. Wolff; byla tam pouze hesla ,konstantni“ a , proménnd veli¢ina“.
Pojmy promeénnd a konstantni velicina se do matematiky dostaly za-
sluhou Leibnize (soucasné se v8ak pro proménnou i déle uzivalo pojmu
neurcitd veli¢ina), stejné tak jako pojmy souradnice a parametr. Kromé
toho Leibniz shledéval predchozi Descartovu klasifikaci kiivek za nevy-
hovujici a funkce i kfivky délil na algebraické (reprezentovatelné alge-
braickou rovnici) a transcendentni.

Poprvé zformuloval definici nového pojmu Johann Bernoulli v roce
1718 v Mémoires de I’Académie des Sciences de Paris v ¢lanku vénova-
ném feSeni izoperimetrického problému:

On apelle ici fonction d’une grandeur variable, une quantité com-
posée de quelque maneére que ce soit de cette grandeur variable et de
constantes.

(Funkci proménné veli¢iny se nazyvd veli¢ina sestavend libovolngm zpi-
sobem z této promeénné veli¢iny a konstant.)

(Citace z Bernoulliho dila ,,Opera omnia“ vydaného v r. 1742 v Lausanne
a Zenevé pievzata z [9], str. 457, kde je i némecky preklad, originél
citovan téz v [35], str. 60, [1], str. 10, rusky pfeklad v [20], str. 147, ¢esky
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napt. v [30], str. 52.) O zptusobu sestaveni veli¢iny zde Bernoulli nehovori,

ale lze se domnivat, Ze jej chape podobné jako v nasledujicim Euler.

jako ,charakteristiku“ (coz byl Leibniziv termin pro znaceni) funkce

navrhl fecké pismeno ¢ a argument funkce navrhl psat bez zavorky ¢x.
Touto definici vstoupil novy pojem regulérné do védy.

3.3 Funkce jako analyticky vyraz

V roce 1748 Leonhard Euler (1707 — 1783) ve svém ,Introductio in
analysin infinitorum* (,,Uvod do analyzy nekoneéngch®) nejprve definuje
promeénnou a konstantni veli¢inu a poté tim, Ze slovo veli¢ina nahrazuje
slovem analyticky vyraz, zpresnuje definici funkce, kterou do matema-
tiky zavedl jeho ucitel J. Bernoulli. V prvni kapitole prvniho dilu své
prace Euler uvadi definici:

Functio quantitatis variabilis est expressio analytica quomodocunque
composita ez illa quantitate variabili et numeris seu quantitatibus con-
stantibus.

(Funkce proménné velic¢iny je analyticky vyraz sestaveny jakymkoliv zpii-
sobem z této proménné veliciny a ¢isel nebo konstantnich velicin.)

(Citace originalni formulace prevzata z [10], str. 22, déle [35], str. 61,
[1], str. 10, pfeklad do rustiny v [21], str. 250, [25], str. 36, Cesky v [28§],
str. 8, [30], str. 52.) Za nezavisle proménnou ptipousti Euler i komplexni
¢isla, i kdyz se ve svém ,Introductio* zabyva dale funkcemi realnymi
a predevsim redlnymi funkcemi redlné proménné. Ve zptisobu sestaveni
veli¢iny se Euler drzi Gregoryho myslenky, Ze veli¢ina je sestavena (com-
positum) z druhych, dostaneme-li ji z nich pomoci ¢tyt elementérnich
operaci, odmocnénim, fesenim algebraické rovnice, popt. jakoukoliv ji-
nou myslitelnou operaci (quacunque imaginabili operatione), ¢imz minil
prechod k limité posloupnosti ([21], str. 250), ale navic také pomoci lo-
garitmovani a operace inverzni, pfipadné pomoci mnoha dalsich operaci,
jako napf. integraci diferencialni rovnice. Je vSak zajimavé poznamenat,
Ze konstantu Euler za funkci nepovazoval.

Tato Eulerova definice nevznikla z prvni definice J. Bernoulliho pou-
hou vyménou dvou slov, ale znamenala zasadnéjsi obrat v nazirani na
funkci. AZ do Eulerovy definice z r. 1748 byla funkce vnimana vétsinou
geometricky jako kiivka (pfip. jako plocha éi téleso) nebo byla vytvarena
geometricko-kinematicky jako draha pohybujiciho se bodu, ¢ili funkéni
zévislost byla ,vidét“. Geometricko-kinematicky pohled vSak nedovo-
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loval matematikiim na funkce pohlizet tak obecné, jak to vyzadovaly
stale nartstajici matematické poznatky a prostredky. Analytické vyjad-
feni funkce, at jiz ve formé konecného algebraického vyrazu ¢i mocninné
tfady, dovolovalo nazorny obraz nového objektu, umoznovalo s nim ope-
rovat pomoci pravidel algebry a provadét napf. i infinitesimalni operace.

Novy pohled v nazirani na funkci a odklon od uzsiho geometricko-
kinematického vidéni je potvrzen i v pokracovani vyse citované Eu-
lerovy definice z r. 1748 uvedené v ,Introductio in analysin infinito-
rum®: Functio ergo quantitatis variabilis ipsa erit quantitas variabilis
¢ili FPunkce promeénné veliciny se tak sama stane proménnou velicinou
(latinsky origindl z [10], str. 22, rusky preklad v [25], str. 36). Rozhodné
tato definice funkce vyhovovala vétsim narokim vzniklym pii studiu kii-
neumoznovala provadét s nimi matematické operace ¢i zkoumat v takové
mife vlastnosti kiivek. Eulerova definice z r. 1748 byla velmi obecné a
zahrnovala vSechny tehdy znamé funkéni zavislosti; odrazela se v ni i
tehdejsi vira matematik v to, ze analytickym vyjadfenim lze popsat
vSechny znamé funkce. Specifikem tohoto pojeti funkce bylo také to, ze
funkci Euler rozumél obecnéjsi proménnou veli¢inu; nebyla to jiz jenom
tekouci veli¢ina jako u Newtona.

Kromé nového vymezeni pojmu funkce Euler ve svém , Introductio”
dosud znamé funkce klasifikuje; déli je na algebraické a transcendentni,
mezi algebraickymi rozliSuje raciondlni a iracionalni, mezi racionalnimi
celé a lomené. Rozlisuje také funkce explicitni a implicitni, zavisejici na
feSeni rovnic. Priklada velky vyznam nekoneénym fadam a je néazoru,
ze povaha transcendentnich funkci by se lépe poznala, kdyby se vyjadrily
ve formé nekonecné fady (][9], str. 703). Nepochybuje o tom, ze kaz-
dou funkci lze vyjadrit jako soucet nekone¢né mocninné fady s racional-
nimi koeficienty. Od Eulera pochézi i dnesni nejcastéjsi piisob oznacovani
funkci; jiz od roku 1734 (poprvé v ,,Commentarii Academiae Petropoli-
tanae ad annos 1734 et 1735%) uzival pro funkci pismene f a na oddéleni
argumentu funkce mu slouzila zavorka: f(z) ([9], str. 882).

V souvislosti s Eulerem prvni poloviny 18. stoleti uvedme i poznamku
o tehdejsim pojimani spojitosti: spojitost funkce byla Eulerem (a nejen
jim) chapéna globalné ve smyslu ,neménnosti analytického vyjadieni®
a Euler napr. povazoval funkci z = % vsude za spojitou, zatimco funkce
y = |z| byla v jeho pojeti nespojita ([21], str. 251).

Joseph-Louis Lagrange (1736 — 1813) predlozil roku 1772 ve své
praci ,Sur une nouvelle espece de calcul relatif a la différentiation et a
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I'intégration des quantités variables“ (,,0 jednom novém druhu kalkulu
diferencovani a integrovani proménnych veli¢in“) formalni diikaz Taylo-
rovy véty o rozkladu funkce do mocninné rady a dosel ke znamé formuli
— zatim pro funkce algebraické. Vseobecné prijimand predstava, ze kaz-
dou funkci 1ze reprezentovat mocninnou fadou, vedla k pokusim funkci
pomoci sou¢tu mocninné rady také definovat. Lagrange se domnival,
ze veSkera teorie redlnych funkci redlné proménné miize byt postavena
na pojmu mocninné fady a redukovana na pocitani s fadami a ve své
praci ,Théorie des fonctions analytiques® (,,Teorie analytickych funkci®)
z r. 1797 nazyva funkci jakykoliv vyraz analyzy (expression de calcul).
Lagrange uzival Eulerem zavedené znaceni funkci pomoci maljch i vel-
kjch pismen latinské i fecké abecedy f, F,p, ®,¢, ¥, ... .

3.4 Funkce jako zavislost jedné veli¢iny na druhé (druhych)

Jiz ve druhé poloviné 18. stoleti se zacinalo pojeti funkce jako analy-
tického vyrazu daného piipadné mocninnou fadou projevovat jako nedo-
statecné a matematici vedli o obsahu pojmu funkce rozsahlé spory. Nové
vzniklé problémy astronomie a matematické fyziky, zejména feSeni kmi-
tajici struny, stavély pfed matematiky nové otazky a pfi jejich feseni se
objevovaly funkce, které nebylo mozno popsat analyticky (v tehdejsim
pojeti tohoto slova), a to ani ve formé mocninné fady. Problém struny
vedl na parcialni diferencidlni rovnice a tzv. mechanické funkce, které
sice nebyly definovany, ale predpokladalo se o nich, Ze nejsou vsude spo-
jité ve smyslu neménnosti analytického vyrazu a pfitom je lze nacrtnout
wvolnym pohybem ruky, aniz by se zvedla tuzka z papiru®, coz bylo
tehdejsi kritérium spojitosti.

Matematici se zabyvali tim, jaké funkce lze viibec vyjadrit jako sou-
¢et mocninné rady, jak se chovaji funkce, které nelze popsat na svém
defini¢nim oboru jednim analytickjm vyrazem, zacinaji se vice zkou-
mat nespojité funkce a dosud znamé funkce se klasifikuji do t¥id. Po-
hled na funkci rozsifuje novy analyticky prostfedek — trigonometrické
fady. Nékterym matematiktim se formule zacina zdat prili§ omezujici na
to, aby pomoci ni bylo mozno vyjadrit veskeré myslitelné geometricko-
kinematické funkéni zavislosti a v jejich tivahach se opét vyskytuje slovo
Hkfivka“ na misté predchoziho slova ,formule“. Pojeti funkce jako kfivky
— drédhy pohybujiciho se bodu — jim totiz dovoluje obecnéjsi predstavy
a uvahy o funkci nez pojeti funkce ve formé analytického vyrazu. Takto
uvazuji napf. D. Bernoulli, Euler, d‘Alambert, Lagrange a Monge. Da-
niel Bernoulli (1700 — 1782) se jako jediny z nich odvazuje predpokladat,
zZe jakoukoliv takovou kiivku lze reprezentovat analytickym vyrazem, ale



Fylogeneze pojmu funkce 65

nikoliv uz jen ve tvaru mocninné, ale trigonometrické fady ([25], str. 39).

Spor o obsahu pojmu funkce a o tfidach funkci vyjadfitelnych jako
soucet mocninné ¢i trigonometrické rady, ptipadné pomoci jakychkoliv
jinych operaci matematické analyzy, mél obrovsky vyznam pro rozvoj
zékladd této discipliny. Mezi ,vysledky* téchto sporti mtizeme zaradit i
rozvoj teorie Fourierovych rad, zobecnéni integralu a viubec prevaznou
¢ast teorie funkci redlné promeénné.

Zminéné otazky a rozpory a vSeobecné presvédcéeni o tom, Ze co lze
vyjadiit formuli, neni totéz, co lze nacrtnout volnym pohybem ruky,
vedly Eulera k tomu, ze v r. 1755 zformuloval po svych tivahach o rozlo-
zitelnosti funkci do fady ve své predmluvé k praci ,Institutiones calculi
differentialis“ novou, obecnéjsi definici:

Quae autem quantitates hoc modo ab aliis pendent, ut his mutatis

etiam ipsae mutationes subeant, eae harum functiones appellari solent;
quae denominatio latissime patet atque omnes modos, quibus una quan-
titas per alias determinari potest, in se complectitur. Si igitur x denotet
quantitatem variabilem, omnes quantitates, quae utcunque ab x pendent
seu per eam determinantur, eius functiones vocantur.
(Jestlize nekteré veliciny zaviseji na druhych takovym zpusobem, Ze pri
zmeéne téchto samy podléhaji zmeéné, pak proni nazyvame funkcemi dru-
hych. Tento ndzev md mimorddné Sirokou povahu; zahrnuje vsechny zpu-
soby, jakymi lze jednu velicinu vyjddrit pomoci jingch. JestliZe tedy x
oznacuje promeénnou velicinu, pak vsechny veliciny, které jsou na x zd-
vislé jakymkoliv zpisobem mebo jsou jim urcené, se nazyvaji jeho funk-
cemi.)

(Citace originalni formulace pfevzata z [35], str. 70, kde je i anglicky pre-
klad, podstatné ¢ast definice v ruském prekladu v [21], str. 254, ¢esky
[28], str. 8, [30], str. 52.) Euler mél pravdu v tom, Ze bylo tfeba pojem
funkce rozsirit, ale byl stale presvédcen, ze funkce vyjadiend na néja-
kém intervalu nékolika riznymi formulemi nemtze byt na tomto oboru
vyjadfena jednim vzorcem.

V Eulerové definici funkce z r. 1755 se nijak nehovori o tom, jakym
zpusobem jsou funkéni hodnoty ziskavany. Tento fakt, tj. ze pro konsta-
tovani funkéni zavislosti neni nezbytné znat formule ¢i operace, pomoci
nichz jsou hodnoty funkce ziskavany, explicitné zdtraznil ve své definici
z r. 1797 Sylvestre Francois Lacroix (1765 — 1843), kdyz ve svém kurzu
matematické analyzy , Traité du calcul différentiel et du calcul intégral“
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pise:

Toute quantité dont la valeur dépend dune ou de plusieurs autres
quantités, est dite fonction de ces derniéres, soit quon ignore par quelles
opérations il faut passer pour remonter de celles-ci a la premieére.
(Kazdd wvelicina, jejiz hodnota zdvisi na jedné nebo nékolika jingch ve-
licindch, se nazyvd jejich funkci nezavisle na tom, jsou-li ¢i nejsou-li
zndmy operace, pomoci nichZ se z druhgjch dostane ta proni.)

(Citace originalniho znéni pfevzata z [35], str. 76, rusky preklad v [21],
str. 254, ¢esky napt. [28], str. 8.) Tuto definici Lacroix hojné pouzival ve
svych ucebnicich matematické analyzy a lze fici, Ze mezi matematickou
obci velmi prispéla k rozsifeni nového pojeti funkce. Néktefi matematici
vsak ve svych dilech stale uzivali definice funkce jakozto analytického
vyrazu (viz napf. jiz zminény Lagrange v roce 1797).

Jesté obecnéjsi, ale méné znama, byla definice, kterou uzil o nékolik
let dfive ve svém rukopise v r. 1778 Marie Jean Antoine Nicolas Caritat
de Condorcet (1743 — 1794):

Je suppose que jaie un certain nombre de quantités z, y, 2, ..., F,
et que pour chaque valeur déterminée de x, y, z, ... etc., F ait une
ou plusiers valeurs déterminées qui y répondent; je dis que F est une
fonction de x, y, z, ... .

(Predpokladam, Ze je dan néjaky pocet velicin x, y, z, ..., F' a Ze pro
kaZdou urcenou hodnotu x, y, z atd. ma F jednu ¢i nekolik urcenych
hodnot, které jim odpovidaji; 7ikdm, Ze F' je funkcix, vy, z, ....)

(Citovéano podle [35], str. 75, rusky ptfeklad v [25], str. 41, ¢eské znéni
v [28], str. 8.) Condorcet ve své praci zdtraznil, Ze zpisob zadéani funkce
nevyzaduje explicitni vyjadfeni ve tvaru analytické formule nebo do-
konce ani ve tvaru rovnice zadavajici ji implicitné. Jasné fekl, ze zavis-
lost F' na x, y, z muZe existovat, nezname-li ani ,zptsob vyjadfeni F“
(tj. analytické formule) ,ani rovnice pro F (tj. implicitné) ([25], str. 41,
[28], str. 8). VySe uvedenému vymezeni funkce vyhovuji jak funkce vice
proménnych, tak funkce nejednoznacné. Condorcet prvni zacal uzivat
terminu analytickd funkce pro obecnou funkci, adjektivum analyticka
znamenalo tenkrat jakoukoliv funkci matematické analyzy.

3.5 Funkce jako obecnéjsi korespondence veli¢in
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V 19. stoleti je jiz funkce centralnim objektem matematické analyzy.
Euler prohlasil jiz v r. 1748 ve svém ,Introductio in analysin infinito-
rum®, ze veskerd analyjza nekonecné maljch se toci kolem proménngch
velicin a jejich funkci (ptfelozeno z [25], str. 35, téz [13], str. 694). Pojem
funkce se v8ak jiz osvobodil od jeho curva quaecunque libero manus ductu
descripta (krivka, kterou lze opsat volné vedenou rukou — [31], str. 168).
Vyzkum vlastnosti realnych funkci kladné ovlivnil proces aritmetizace
analyzy a nové poznatky o realnych cislech.

Funkce byla od zacatku 19. stoleti zpravidla jiz pojiméana jako libo-
volné zavislost mezi proménnymi velicinami. Velmi obecny obsah vklada
do spojeni ,libovolna zavislost® Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 —
1830), kdyz v r. 1822 ve své préaci ,,Thedrie analytique de la chaleur*
(,,Analyticka teorie tepla“) piSe:

En général, la fonction f(x) représente une suite de valeurs ou or-
données, dont chacune est arbitraire.
(Obecné funkce f(x) predstavuje posloupnost hodnot nebo ordindt, z nichz
kazda je libovolnd.)

(Citace originalu podle [35], str. 77, rusky pieklad v [25], str. 42, ¢eské
znéni [28], str. 8 — 9.) Zcela jasné tato definice iikd, Ze spole¢ny analy-
ticky vyraz nemusi viibec existovat, kazda z hodnot f(z) je ,libovolna“,
coz je explicitné zduraznéno formulaci, jiz definice pokracuje: Vibec se
nepredpokldadd, Ze se tyto ordindty 7idi obecnou zdkonitosti; mohou po
sobé nasledovat zcela libovolné a kazZdd z nich je ddna tak, jako by byla
jedinecnou velicinou ([25], str. 42, [28], str. 8 — 9). Fourier ve své definici
dava slovu posloupnost obecnéjsi vyznam, nez jak je tento pojem vni-
man v matematice; plyne to i z toho, Ze uzil slova suite, které je obvyklé
spise v nematematickém kontextu a znamena jakykoli sled, fadu.

3.6 Fenomén spojitosti a diferencovatelnosti

I pres velmi obecné pojeti funkce (mozna pravé proto) nebyl samotny
pojem funkce v 19. stoleti stale iplné jasny. Uzivani fad bez ohledu na
jejich konvergenci mélo za nasledek riizné paradoxy. Predstavy matema-
tikt o pojmu funkce se obohacuji o mnohé ,patologické“ funkce, které
vace.

Je nutné zduraznit, Ze historie pojmu funkce je tésné spjata s feno-
ménem spojitosti. Jak jsme jiz dfive poznamenali, méla spojitost zprvu
globélni charakter (existence jediného analytického vyrazu pro vSechny
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pripustné hodnoty nezévisle proménné) a za ,opravdové“ funkce byly
do 19. stoleti zpravidla prijimany pouze funkce spojité v tomto global-
nim smyslu. Na nespojité funkce bylo pohlizeno jako na néco umélého
a patologického, ¢imz nemélo smysl se prilis zabyvat. Globalni chapani
spojitosti vedlo v8ak k riiznym paradoxim a napf. Augustin-Louis Cau-
chy (1789 — 1857) upozornioval na funkci danou dvéma predpisy: y = x,
je-liz > 0ay=—x, jeli x <0, kterd je v Eulerové smyslu nespojita
(viz 3.3), ale je spojita, definuje-li se pomoci piedpisu y = V2.

Podle Cauchyho se tento paradox odstrani zménou definice spo-
jitosti. Nekolik let pred Cauchym zavedl v r. 1820 definici spojitosti
v dnesnim lokalnim smyslu i Bernard Placidus Johann Nepomuk Bol-
zano (1781 — 1848). Bolzano ani Cauchy se vsak samotnou definici funkce
nezabyvali. (Bolzano podle [18], str. 41 uziva od prvnich stran své prace
vénované funkcim bez definice terminu ,,Function“ jako bézného pojmu,
ac si jinak na definicich daval velmi zalezet.)

K lokdlnimu pojimani spojitosti Bolzana a Cauchyho pfidal pak
v poloviné 19. stoleti Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 — 1897)
,dnesni“ £—¢ definici limity a zaslouzil se velmi o proces aritmetizace
namicky charakter limity, spojitosti i funkce samé. K pochopeni pod-
staty funkce prispiva Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859),
ktery podavé pfesny diitkaz konvergence Fourierovych fad a v r. 1829
uvadi funkei, kterd neni v zddném bodé spojita ([30], str. 53).

Cauchy se domnival, Ze spojita funkce méa derivaci vSude ptipadné
s vyjimkou kone¢né mnoziny bodd a tentyz nazor, ze diferencovatel-
nost je dusledkem spojitosti, sdilela vétSina matematikt (Lobacevskij
napf. uvazoval nejvyse mnozinu izolovanych bodi nediferencovatelnosti),
az Bernhard Riemann (1826 — 1866) sestrojil v r. 1854 funkci, kterd je
spojité a pfitom nemd derivaci v husté mnoziné bodt. Dlouho pfed Ri-
emannem také Bolzano v r. 1830 uvadi ve svém nedokonceném a dlouho
neznamém rukopise ,,Grossenlehre“ (,,Nauka o veli¢inach“), jehoz ¢asti
je témér po sto letech vydané ,Functionenlehre® (,,Nauka o funkcich®),
priklad funkce spojité na intervalu, kterd nemé derivaci v zddném jeho
bodé; tento piiklad vSak zistal nepovSimnut ([25], str. 57 — 58). Sam
Bolzano neocekaval, Ze jeho priklad ma tak ,silné“ vlastnosti, domni-
val se, Ze jeho funkce neni diferencovatelnd ,pouze“ na husté mnoziné
bodiu intervalu; silnéjsi vlastnost Bolzanovy funkce dokazal az v roce
1922 Vojtéch Jarnik (1897 — 1970) — ([28], str. 16, [18], str. 60).

Také Weierstrass referoval v roce 1872 o funkci, ktera je spojita, ale
nemd nikde derivaci (soucet stejnomérné konvergentni fady spojitych
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funkei); dalsim, kdo nasel podobné konstruovanou funkci se stejnymi
vlastnostmi, byl Jean Gaston Darboux (1842 —1917) — ([28], str. 16, [31],
str. 159, 168). Darboux v r. 1875 ve své praci ,,Mémoire sur les fonctions
discontinues“ predklada definici spojitosti jako lokalni vlastnosti funkce
témeér stejnym zptisobem, jako je bézné v matematické analyze dnes
(ovSem bez uziti kvantifikatort) — [26], str. 64 — 65.

Matematici se po vsech novych zkusenostech a objevech opét ptali,
co to jsou vlastné funkce jedné redlné proménné, kdyz maji tak rozdilné
chovani a v jakém vztahu jsou napiiklad k funkcim jedné komlexni pro-
ménné. Nektefl z nich dokonce takovéto ,patologické” funkce, jejichz
vlastnosti neodpovidaji nazornému pohledu, odmitali za funkce vibec
pfijmout.

3.7 Funkce jako jednoznaéné prirazeni

Snahy ustanovit rigorézni bazi matematické analyzy byly motivo-
vany pranim dokazat nékteré vysledky pro spojité funkce, které byly
predtim pfijimany intuitivné. Zatimco v predeslém stoleti bylo mnoho
usili vénovano na ujasnéni toho, co tento matematicky objekt vlastné
znamend a jak jej vyhovujicim zptisobem popsat, v 19. stoleti se usi-
lovnéji vysetiuji vlastnosti funkci a také se hledaji funkce s vlastnostmi
pfedem danymi.

Nové pojeti funkce, které nijak neomezovalo zpusob jejiho zadani,
vyhovovalo plné rostoucim potfebam matematické analyzy, nebotf ma-
tematici se stdle Castéji setkavali s funkcemi, které nebyly analyticky
vyjadrené, nebo dokonce funkce, které byly analyticky nevyjadritelné.
Definice, které se dale objevuji, jsou formulovany tak, aby do sebe Sirsi
pojeti pojmu funkce zahrnovaly, tj. aby rozsah definice vyhovoval jejimu
obsahu.

Pokusime se nyni jiz strucnéji uvadét nékteré zaznamenané a dolo-
zené definice pojmu funkce, aniz bychom tim chtéli jakkoliv naznac¢ovat
néjaké poradi ve vyznamu jednotlivych matematikt pro vyvoj matema-
tfebu tento zakladni pojem explicitné vymezit a o tom, jak jej pojimali,
se lze domnivat jen nepfimo. Znovu pfitom podotykame, zZe jsme vedeni
predevsim snahou zmapovat pojmotvorny proces pojmu ,funkce“, a tak
ziistanou nepovsimnuty mnohé zasadni vysledky, které se v matematické
analyze objevily, pokud nebyly s timto procesem bezprostrednéji spjaty.

Velmi obecny pohled na pojem funkce ma v nasledujici definici Niko-
laj Ivanovi¢ Lobacevskij (1793 — 1856), kdyz ve své praci ,,06 ucuezanun
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tpuronomerpuueckux ctpok’ (,,O konvergenci trigonometrickych fad“)
z r. 1834 tika:)

Ob6mee nouaTre ¢GyHKIUU TpebyeT, UTOOLI (yHKIMERA OT T HA3LIBATD
YHCI0, KOTOPOE NaéTCsA I KaKIOTO I U BMECTE Il L IMOCTEHEIIEHHO M3Me-
HAETIA. 3HaUEeHNE (YHKINU MOKET OLITD JAHO MM AHAJUTUYECKAM BLIDa-
’KEHUEM, UJIN YCIOBUEM, KOTOPOE IOAaET CPEICTBO UCIBITHIBATL BCE YUCIA
U BLIAPATDL OJHO W3 HUX; UMW, HAKOHEI], 3aBUCUMOCTDL MOMKET CYIIECTBO-
BaTh U OCTABATLCA HEM3BECTHOM.

(Obecné pojeti funkce vyzaduje, aby funkce proménné x byla cislo, které
je ddno pro kazZdé x a které se postupné méni s x. Hodnota funkce muze
byt ddna bud analytickym vyrazem nebo podminkou, kterd ddvd zpisob
testovani vsech cisel a vybéru jednoho z nich, mebo konecné zdvislost
muze existovat a zustat nezndmd.)

(Rusky originél citovan v [25], str. 51, pfipadné v [35], str. 77, anglicky
preklad v [13], str. 694, kde je citovdno ze souhrnného vydani Loba-
¢evského dila ,,Complete Works“ vydaného r. 1951.) Definice pokracuje
priklady a komentafem, z néhoz je jasné, ze Lobacevskij pojimal zcela
zietelné funkci jedné proménné jakozto jednoznacny vztah mezi dvéma
¢iselnymi mnozinami.

Moderni (z dnesniho pohledu) definici funkce pfedlozil P. G. L. Di-
richlet. Hovori-li se v matematice o Dirichletové definici funkce, mé se
na mysli zpravidla definice objevujici se v jeho praci z r. 1837 ,,Uber die
Darstellung ganz willkiirlicher Funktionen durch Sinus- und Cosinusrei-
hen“ (,,0 vyjadfeni zcela libovolnych funkci pomoci fad sinu a kosinu*):

Man denke sich unter a und b zwei feste Werthe und unter x eine
verdnderliche Grisse, welche nach und nach alle zwischen a und blie-
genden Werthe annehmen soll. Entspricht nun jedem x ein einziges, en-
dliches y, und zwar so, dass, wihrend x das Intervall von a bis b stetig
durchliuft, y = f(x) sich ebenfalls allmdhlich verindert, so heissty eine
stetige oder continuirliche Function von x fiir dieses Intervall. Es ist da-
bei gar nicht nothig, dass y in diesem ganzen Intervalle nach demselben
Gesetze von x abhdngig sei, ja man braucht nicht einmal an eine durch
mathematische Operationen ausdriickbare Abhdngigkeit zu denken.

(Pod a a b rozuméjme dvé pevné hodnoty a pod x proménnou velicinu
nabyvajici vsech hodnot mezi a a b. Jestlize nyni kaZdému x odpovidd
jedno jedin€é konecné y, a to tak, Ze kdyZ x spojité probihd interval od



Fylogeneze pojmu funkce 71

a do b, pak se y = f(x) méni rovnéz spojité, pak se y nazyvd spojitou
funkci x pro tento interval. Pritom neni nutné, aby y zdviselo na x
na celém intervalu podle jednoho pravidla a dokonce ani neni treba si
funkci predstavovat ve tvaru zdvislosti vyjadrené pomoct matematickich
operact.)

(Z origindlu citovano podle [35], str. 78, pfipadné [26], str. 62 — 63,
rusky preklad kompletni formulace v [25], str. 53 — 54, ¢eské znéni jeji
podstatné ¢asti [28], str. 9.) Dirichlet zde sice definuje spojitost funkce
v intervalu (ktera neni ovlivnéna pojetim Bolzana a Cauchyho a m4 stale
globalni charakter), ale neni pochyb o tom, Ze uvazoval i funkce nespo-
jité; zminili jsme jiz, Ze mezi jeho vysledky patii diikaz rozlozitelnosti
nespojité funkce (s koneénym poctem bodt nespojitosti) do trigono-
metrické fady a také znamy piiklad ,hodné“ nespojité funkce. Po této
poznamce z definice tedy ¢teme, Ze y je funkci x, jestlize kazdé hodnoté x
z daného intervalu odpovidé jedind hodnota y a to, zda existuje vzorec,
ktery by tuto zavislost popisoval, neni dilezité.

Vsimnéme si, Ze je zde poprvé explicitné zdliraznéna jednoznacnost
funk¢éni hodnoty. Dirichletovo vymezeni pojmu funkce jakozto jedno-
znacného prifazeni je dodnes pouzivano. Oba posledné uvedené pristupy
k pojeti funkce (Lobacevského i Dirichletv) jsou v matematice povazo-
vany za klasické.

Velmi podobné jako Dirichlet se na spojitost funkce na intervalu di-
val Riemann ve své dizertacni praci ,,Grundlagen fiir eine allgemeine
Theorie der Functionen einer verénderlichen complexen Grosse“, kterou
predlozil v Gottingenu v r. 1851. Z definice lze jasné vydcist, ze funkci Ri-
emann rozumi jednozna¢né piirazeni ([26], str. 63 — 64). To, ze Riemann
stejné jako Dirichlet neuzival lokalni definice spojitosti podle Bolzana ¢i
Cauchyho, nebylo nic podivného; nakonec i sim Cauchy se v nékterych
svych dalSich pracech bez své nové definice obesel.

V samém konci devatenactého a zejména pocatkem dvacatého stoleti
prispéli k diskusim o pojmu funkce velmi vyznamné René-Louis Baire
(1874 — 1932), Félix Edouard Justin Emile Borel (1871 — 1956) a Henri
Léon Lebesgue (1875 — 1941).

Baire, ktery proslul mj. klasifikaci nespojitych funkci, ve své dizer-
tacni praci odmitl intuitivni pojeti funkce a spojitosti a vyjadril pre-
svédceni, ze teorie nekonecnych mnozin je nezbytnym zakladem reélné
analyzy, nebot kazdy problém v teorii funkci vede na jisté otdzky mno-
Zin.
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Borel a Lebesgue se proslavili zejména teorii miry a integralu. Le-
besgue prispél do diskusi o souvislostech spojitosti a diferencovatelnosti
realné funkce tim, ze v r. 1905 ukazal, Ze spojita funkce je vzdy derivaci
néjaké jiné funkce, ¢ili Ze ke kazdé spojité funkci na intervalu existuje
primitivni funkce. Borel se ve svych tvahach vénoval i obecnému pro-
blému definovani matematickych objektt a presnou konstruktivni defi-
nici vidél jako zaklad matematické teorie. Byl proti vignosti nékterych
pojmt v matematice a tvrdil, Zze dobra definice musi dany pojem vyme-
zovat tak, aby bylo absolutné jasné, ze kdyz o tomto pojmu hovoii dva
matematici, Ze oba dva maji na mysli totéz.

Vsichni tfi zminéni matematici v oblasti teorie funkeci hojné publiko-
vali a jejich prace jsou cennymi zdroji pro historii vyvoje pojmu funkce
na pocatku 20. stoleti. Lze v nich najit i reminiscence Eulerovy definice
funkce jakozto analytického vyrazu. Nazorim Bairea, Borela a Lebes-
guea tykajicim se klasifikace a reprezentace funkci se podrobné vénuje
Monna v ¢lanku [26]. Autor ¢lanku zde upozorniuje i na pomérné ne-
znamy fakt, Ze podle Lebesgueovy poznamky v jedné z jeho praci i Cau-
chy uvazoval o definici pojmu funkce; pod vlivem Eulera funkci u ného
byl analyticky vyraz.

3.8 Zobrazeni (z) mnoziny do mnoziny

V souvislosti s vyvojem pojmu funkce na prelomu 19. a 20. stoleti
uvedme, Ze zdjem matematiki se vedle redlné funkce redlné proménné
upiral také na realnou i komplexni funkci komplexni proménné a na
funkce vice proménnych. Znovu se rozsiril i pohled na spojité funkce a
souvislosti s derivaci; ukéazalo se, Ze spojité funkce tvori v fisi funkci jen
maly ostrivek a ze mnozstvi spojitych diferencovatelnych funkei (byt
by byly diferencovatelné jenom v jednom jediném bodé) je zanedbatelné
malé ve srovnani se vSemi spojitymi funkcemi.

Matematika se jiz davno osvobodila od presvédceni, Ze definici se
popisuji pouze jiz existujici objekty; tyto itvahy mély své koreny v onto-
logii. Vznikajici teorie mnozin se svou terminologii (Cantor, Dedekind)
umoznovala pohlizet na funkéni zavislost obecnéji nez jako na korespon-
denci ¢iselnych mnozin a vnesla do formulaci vétsi presnost a jasnost.
Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831 — 1916) definuje obecné zob-
razeni jedné mnoziny do druhé (a poprvé se tak neomezuje pouze
na Cisla) ve své praci ,,Was sind und was sollen die Zahlen?“ (,,Co jsou
a maji byt ¢isla?“) v r. 1887 nésledovné:

Unter einer Abbildung ¢ eines Systems S wird ein Gesetz verstan-
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den, nach welchem zu jedem bestimmten Element s von S ein bestimm-
tes Ding gehirt, welches das Bild von s heifit und mit ¢(s) bezeichnet
wird; wir p(s) sagen auch, daff p(s) dem Element s entspricht, daf$ ©(s)
durch die Abbildung p aus s entsteht oder erzeugt wird, dafS s durch die
Abbildung ¢ in p(s) dbergeht. ([11], str. 5.)

Pod zobrazenim p néjakého systému S se rozumi pravidlo, podle néhoZ
kazdému urcitému prvku s systému S prislusi jedna wurcitd véc, kterd
se nazyva obrazem s a oznacuje se pomoct o(s); Tikdme také, Ze o(s)
odpovidd prvku s, Ze ¢(s) vznikne nebo se vyrobi z s pomoci zobrazent
p, Ze s prechdzi na p(s) zobrazenim .)

(Rusky volnéjsi preklad viz také [25], str. 59, anglickd verze [13], str. 694.)
Dale zde Dedekind definuje i obraz mnoziny 7' C S jako mnozinu vSech
obrazi ¢(t), kde t € T, a znadi jej p(T'). V Dedekindové terminologii je
mnozina ,systémem*. Definice je vysvétlovana na prikladech; za ptiklad
zobrazeni Dedekind uvadi takové, kdy se kazdy prvek daného systému
(mnoziny) opatii jistou znackou nebo jménem a definuje také identické
zobrazeni jako nejjednodussi zobrazeni systému (kazdy prvek prechézi
v zobrazeni sdm na sebe). Pojimani funkéni zavislosti se tedy rozsifuje na
korespondenci (zobrazeni) mezi dvéma libovolnymi mnozinami (nikoliv
nezbytné ¢iselnymi); Dedekind sam vSak tuto obecnou definici zobra-
zeni do souvislosti s tradi¢nim pojetim funkce nedaval a v jeho citované
publikaci se také nikde o funkci nehovori.

Podobny mnozinovy obecny pfistup mél k definici Georg Cantor
(1845 — 1918). Ve své praci ,Beitriige zur Begriindung der transfiniten
Mengenlehre“ (,,Pfispévky ke zdtivodnéni transfinitni teorie mnozin“)
z let 1895 — 1897 pise:

Unter einer ,Belequng der Menge N mit Elementen der Menge M “
oder einfacher ausgedriickt, unter einer ,Beleqgung von N mit M “ ver-
stehen wir ein Gesetz, durch welches mit jedem Elemente n von N je
ein bestimmtes Element von M verbunden ist, wobei ein und dasselbe
Element von M wiederholt zur Anwendung kommen kann. Das mit n
verbundene Element von M ist gewissermajfl en eine eindeutige Funktion
von n und kann etwa mit f(n) bezeichnet werden; sie heifle ,Belegungs-
funktion von n*; die entsprechende Belegung von N werde f(N) ge-
nannt. ([6], str. 287.)

(Pod ,0sazenim mnoziny N prvky mnoZiny M “ nebo vyjadreno jedno-
duseji ,osazenim N mmnozinou M “ rozumime pravidlo, pomoci néhoZ je
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s kazdym prvkem n z N svdzdn urcity prvek z M, pricemZ se jeden a
tentyz prvek z M miZe uZit opakovane. Prvek z M svdzany s prvkem
n je v jistém smyslu jednoznacnou funkci n a mize byt oznacen napti-
klad pomoct f(n); nazvéme je ,osazovaci funkein®; odpovidajici osazeni
mnoziny N se oznaci f(N).)

Pozn. Editor Cantorovych sebranych spisi Zermelo k pravé uve-
dené definici poznamenava, ze pod terminem ,Belegung® mnoziny N
elementy mnoziny M Cantor rozumi funkci, jejiz ,Variabilitéitsbereich“
(,obor proménlivosti“ ¢ili definiéni obor) tvofi mnozina N a ,Werte-
vorrat® (,zasobarnu hodnot“ ¢ili obor hodnot) mnozina M; v dnesni
terminologii jde o jednoznacné zobrazeni mnoziny N na mnozinu M,
které vsak nemusi byt prosté, tj. nemusi existovat inverze z M do N.

Pro Cantortv termin ,Belegung® (v ruském pfekladu originélni for-
mulace definice podle Medvedeva ,nalozenije* viz [25], str. 62) je obtizné
najit vhodny &esky ekvivalent. Ceské terminy ,zobrazeni“, ,obraz“, jak
se zda, zcela slovu v origindle neodpovidaji (Medvedev by jisté v pre-
kladu uzil ruského ekvivalentu), i kdyz v uvedené Zermelové poznamce
i v dalsim komentafi v [25] na str. 62 jsou v souvislosti s Cantorovym
pristupem k pojmu funkce uzivany. V souladu s Medvedevem tedy v pre-
kladu slova ,zobrazeni“ nepouzivam, ale Cantoriv termin chapu jako
jeho synonymum. Také slovo ,,pokryti“, coz je dalsi mozny preklad né-
meckého ,Belegung®, v této souvislosti vhodné neni, nebot se v mate-
matice uziva v jiném vyznamu. Téz Dedekind pouzil slova ,Belegung®
ve svém komentafi k definici zobrazeni, a to na misté, kdy definoval
identitu; u ného ma toto slovo vyznam odpovidajici ,pfifazeni“, ale
velmi dobfe se hodi i nami zvolené ,osazeni® ([11], str. 5).

K vyvoji pojmu funkce vyznamné prispél i Constantin Carathéodory
(1873 — 1950). V r. 1917 v préci ,Vorlesungen iiber reelle Funktionen®
definuje funkci jako korespondenci mezi prvky obecné mnoziny a real-
nymi ¢isly ([26], str. 82). My zde citujeme ze souborné préce ,Reelle
Funktionen“ z roku 1939. V publikaci Carathéodory nejdfive vysveét-
luje, ze pro pojem funkce dnes plné vyhovuje slovo prifazeni, zobrazeni
(,,Zuordnung“) a uvadi ptiklady riznych typu funkei: 1) realné jedno-
znacné bodové funkce, ktera pfitazuje bodu éislo (konecéné ¢i nekonecéné),
2) mnozinové funkce, kterd pfifazuje mnoziné bodu ¢islo (konecéné ¢i
nekone¢né) a 3) funkce pfifazujici bodové mnoziné bodovou mnozinu
(z téhoz ¢ jiného prostoru). Poté definuje:



Fylogeneze pojmu funkce 75

Bei reellen eindeutigen Punktfunktionen wird jedem Punkt P einer
gegebenen Punktmenge A des E, eine endliche oder unendliche Zahl
eindeutig zugeordnet, die man mit f(P) oder dhnlich bezeichnet, um
die Abhdngigkeit dieser Zahl vom Punkte P hervortreten zu lassen. Die
Punktmenge A, die nie leer sein soll, aber gegebenenfalls alle Punkte des
Gesamtraumes umfassen kann, heifst der Definitionsbereich der Funk-

tion f(P). ([7], str. 97.)

(U redlné jednoznacéné bodové funkce je kazdému bodu P dané bodové
mnoziny A prostoru E, jednoznacné pritazeno koneéné ¢i mekonecné
¢islo, které se oznaci f(P) ¢i podobné tak, aby se vyjadiila zdvislost to-
hoto ¢isla na bodé P. Bodovd mnozina A, kterd nemize byt prdzdnd, ale
muze eventudlneé obsahovat vsechny body prostoru, se nazyvd definicni

obor funkce f(P).)

Idea funkce jako specidlniho piipadu zobrazeni mezi dvéma mnozi-
nami se stavala postupné v matematice dominantni; v tomto procesu
ovlivnila matematickou analyzu vyznamné algebra.

3.9 Funkce jako mnoZina dvojic, specialni binarni relace

V predchozich definicich byly zpravidla dva nedefinované pojmy, a
to mnozina a zobrazeni (pfipadné pfifazeni, korespondence). Nejen na
to, ale i na fakt, ze také starsi definice obsahovaly dalsi vagni slova jako
pravidlo, zakon, predpis a Ze pojmy jako vztah, operace, korespondence,
pfifazeni jsou vlastné synonymy, a tedy se ¢asto v podstaté jedné o de-
finovani kruhem, upozornovali mnozi logici. Vznikaly rtzné modifikace
dosavadnich kritizovanych definic, z nichZ jedna se stala dnes jiz klasic-
kou.

Pocet nedefinovanych termint se zmensil na jeden, a to na pojem
mnoziny. Vychézi se zpravidla od pojmu kartézsky soucin mnozin, de-
finuje se pojem bindrni relace, ¢imz se nahrazuji vagni terminy vztah,
pfifazeni (pfipadné se zavede jesté pojem zobrazeni jakoZzto binérni re-
lace s vlastnosti jednoznac¢nosti), a funkce je pak chapana jako specialni
binarni relace (pfipadné specidlni zobrazeni), tedy jako specidlni mno-
Zina usporadanych dvojic.

Definici funkce v tomto duchu, ktera obsahovala jediny nedefinovany
termin mnoziny, zformuloval napt. Giuseppe Peano (1858 — 1932). Svym
pojetim dal Peano do souvislosti Dedekindtv obecnéjsi novy pojem zob-
razent s jiz tradi¢nim pojmem funkce. Peanova definice je vSak dosti
komplikovana a jeji interpretace vyzaduje delsi vyklad tykajici se slozité
symboliky. Peano jako prvni uzival od 90. let 19. stoleti pojmu dvojice ve
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smyslu usporadaného paru jakychkoli objekti tak, jak je pojem v ma-
tematice uzivan dnes ([27], str. 23); termin usporddand dvojice zavedl
Oswald Veblen (1880 — 1960) v r. 1904.

Funkce f mnoziny X do mnoziny Y byla ve 20. stoleti chapana také
jako uspofadand trojice (f, X,Y), pro niz plati f € X xY a kde f
neobsahuje takové usporadané dvojice, kde by dvéma rtznym druhjym
slozkdm dvojice pfislusela spoleéna hodnota na misté slozky prvni ([25],
str. 20). Casto se v definici funkce nevyzadovalo, aby mnozina Y byla
Ciselné.

Timto zptisobem pfistupovala k pojmu funkce ve 20. stoleti francouz-
ské& skupina matematikd vystupujici pod pseudonymem Nicolas Bour-
baki. Také jejich pristup k vymezeni pojmu funkce je velmi formalni a
zcela se jiz vymyka z ramce Skolské matematiky. V sesité ,,Fonctionsd
une variable réelle“ [3] se definici pojmu funkce bourbakisté nevénuji
viibec a zacinaji diferencidlnim poc¢tem. V sesité ,Théorie des ensem-
bles“ [2] vénovaném teorii mnozin definuji v r. 1939 nejprve funkéni
relaci a pak pomoci funkéniho grafu funkci:

On dit qu’ un graphe F est un graphe fonctionnel si, pour tout x, il
existe au plus un objet correspondant a x par F. On dit qu’ une corre-
spondance f = (F, A, B) est une fonction si son graphe F est un graphe
fonctionnel, et si son ensemble de départ A est égal a son ensemble de
définition priF. Autrement dit, une correspondance f = (F, A, B) est
une fonction si, pour tout x appartenant a ’ensemble de départ A de f,
la relation (x,y) € F est fonctionnelle en y; 'objet unique correspondant
a x par f s’appelle la valeur de f pour Uélément x de A, et se désigne
par f(x) ou fy (ou F(x), ou Fy). ([2], str. 76.)

(Rekneme, ze graf F je funkcnim grafem, jestlize ke kazdému x existuje
nejvyse jeden objekt odpovidajici tomuto x vzhledem k F. Rekneme, Ze
korespondence f = (F, A, B) je funkci, jestlize jeji graf je funkcénim gra-
fem a jeji obor vzoru A je roven definicnimu oboru priF. Jinak teceno,
korespondence f = (F, A, B) je funkct, jestlize pro kazdé x ndlezejici
mnoziné vzori A relace f je relace (x,y) € F funkénd relact y; jeding
predmét odpovidajici predmétu x v relaci f se nazyvd hodnotou funkce
f pro element x z mnoZiny A a znaci se f(x) nebo f, (nebo F(x), nebo

F,.)

Bourbakisté definuji graf obecné jako mnozZinu usporadanych dvojic,
funkéni graf je potom jeho specidlnim pfipadem.
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Zmény nastavaly postupné i ve znaceni funkci; uzivani Sipek dobfte
vystihujicich povahu a smér ptirazeni je pfipisovano Witoldu Hurewic-
zovi (1904 — 1956), ktery je zacal pouZivat ve svych prednéaskach z topo-
logie okolo roku 1940. Novy zptlisob znaceni zaujal i ostatni matematiky
a pro funkci zobrazujici mnozinu X do mnoziny Y se rychle vzil zépis
X — Y, castotaké f: X — Y.

3.10 Namitky logiki; funkce jako primitivni pojem

Moderni logika ukézala na zakladni obtize spojené s univerzalni ne-
algoritmickou definici funkce a nominalni definici odmitala. ReSenim by
podle nékterych logikt bylo funkci brat jako primitivni nedefinovany
pojem. Tak uvazoval na pfelomu 19. a 20. stoleti napt. logik Gottlob
Frege (1848 — 1925), ktery navrhoval funkci zavést jako prvotni pojem
bez jakékoliv definice za pomoci opist, historickych exkurzi a prikladi.
Pomoci tohoto nedefinovaného pojmu doporucoval pak zavést pojem re-
lace.

Jemu oponoval Friedrich Wilhelm Karl Ernst Schroder (1841 —1902),
ktery naopak navrhl vzit za primarni pojem pojem binarni relace a zob-
razeni brat pak jako jednoznacnou bindrni relaci, coz je postup, ktery se
pii vymezovani pojmu funkce pouziva dnes velmi ¢asto (aZ na prvotnost
pojmu binarni relace). Bertrand Arthur William Russel (1872 — 1970)
upozornoval na dalsi, z hlediska logiky problematicky termin v klasic-
kych definicich, jimz je pojem proménné, a funkci definoval podobné
jako Schroder jako jednoznacnou binarni relaci.

Podobny nazor jako Frege, a to brat funkci jako primitivni nedefino-
vany pojem, mél dalsi odbornik na matematickou logiku Alonzo Church
(1903 — 1995). Ten ve své knize ,Introduction to Mathematical Logic“
(,Uvod do matematické logiky“) v roce 1956 pise:

Ultimately, it seems, we must take the notion of function as primi-
tive or undefined, or else some related motion, such as that of a class.
([10], str. 15.)

(Nakonec je nezbytné uvazovat pojem funkce — nebo nékteré dalsi po-
dobné pojmy jako primitivni nebo nedefinovatelné.)

Church to zdtvodnuje mj. i tim, Ze pro funkci se uziva dnes tolik
synonym, pise doslova near — synonyms, jako napt. operation, yielding,
determination a dalSich, ze je 1épe tento pojem radéji nedefinovat, ale
spise jej vysvétlovat na ptikladech.
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4. Zavér

Existuje mnoho dalsich aspektii, na néz bychom se mohli v souvislosti
s vyvojem pojmu funkce zaméfit. Zajimavé by bylo napt. sledovat posta-
veni (redlné) posloupnosti, ktera se dnes zcela bézné chépe jako specialni
pripad funkce (zobrazeni z N do R). Posloupnosti se studovaly daleko
diive, nez byl pojem funkce do matematiky zaveden a do souvislosti
s funkci se nedavaly ani dlouho poté, co jiz funkce byla definovana jako
predpis. Zajimavé by bylo povSimnout si toho, jak se odlisuji pojimani
funkce a jeji definice v riznych matematickych oborech (zejména v ma-
tematické analyze a algebfe, pfip. v dalSich diskrétnich disciplindch),
pripadné jak na funkci pohlizeji jiné védni obory vné matematiky.

O obecngjsich funkénich vztazich, napt. o korespondenci mnozina
— prvek, kterd se objevuje u Lebesguea, o korespondenci mnozina —
mnozina, kterd je zajimava v souvislosti s geometrickymi zobrazenimi i
topologii, pfip. prvek — mnoZina jiz nebudeme vice hovofit (pozname-
nejme znovu, ze cilem naseho zajmu byla korespondence prvek — prvek
a zejména situace, kdy obrazem je prvek z R). Snazili jsme se pfedevsim
poukézat na bohatstvi nazort a myslenek spojenych s pojmem funkce a
naznacit dobrodruznou cestu zrodu tohoto jednoho z fundamentélnich
matematickych pojmu. Sledovali jsme také, jak se obsah pojmu funkce
postupné ménil a rozsifoval v zéavislosti na vyvoji poznatki o funkcich,
na studiu vlastnosti jiz znamych funkci ¢i objevovani funkci s prekvapi-
vymi vlastnostmi. Neni diivodu se ani dnes domnivat, ze vyvoj nazora
na pojem funkce je dnes jiz definitivné ukoncen.

Vidime jako dtilezité znovu zdiraznit, ze v matematice bylo dosazeno
mnoha skvélych vysledki dfive, nez byl pojem funkce znam, a ze s funk-
cemi se de facto pracovalo, i kdyz nebyly definovany. Jsme presvédceni,
ze uvédomovani si vztahti mezi veli¢inami a jevy, jakysi instinkt pro za-
vislost ¢i kauzalitu a potfeba vidét pri¢innost a vzajemné souvislosti se
samotnou definici funkce totiz tolik nesouviseji a existuji nezavisle na ni.
Jedna se o obecnéjsi kategorie, které matematiku pfesahuji a souviseji
se zpisobem uvazovani, nadzorem na svét a filozofii a jsou ovliviiovany
nejen jedincem, ale i celym kulturnim prostredim.

Kapitolu vénovanou pojeti funkce v matematice uzavieme citaci Her-
manna Klause Hugo Weyla (1885 — 1955) z r. 1927, z niZ je patrné, ze
uréitou vagnost tohoto stéZejnitho matematického pojmu pocitovali ma-
tematici i ve 20. stoleti:

Niemand kann erkliren, was eine Funktion ist. Aber: ,,Eine Funktion
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f ist gegeben, wenn auf irgendeine bestimmte gesetzmdssige Weise jeder
reelen Zahl a eine Zahl b zugeordnet ist ... Man sagt dann, b sei der
Wert der Funktion fiir den Argumentwert a“.

(Nikdo neumd vysvétlit, co to je funkce. Ale: ,Funkce f je dana, jestlize
je kaZdému redlnému cislu a pritazeno néjakym urcitym predepsanym
zpusobem cislo b ... Pak se tekne, Ze b je hodnota funkce pro hodnotu
argumentu a“.) (Citace pfevzata z [35], str. 82.)
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