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18. Carathéodoryova teorie diferencidlnich rovnic.
Diferencialni relace

18.1. V Carathéodoryové teorii se oslabuji poZadavky na feSeni diferencidlni
rovnice. Proto pod tuto teorii spada $irsi t¥ida diferencidlnich rovnic neZ diferencidlni
rovnice se spojitou pravou stranou. Tim, Ze je wizce spjata s Lebesgueovou teorii
integralu, Carathéodoryova teorie umoZiiuje pouZit modernich matematickych pro-
sttedkidl [napt. v teorii regulace]. V této kapitole se pfedpoklddd, Ze &tena¥ zné za-
klady jednorozmérného Lebesgueova integrilu. V tomto odstavci jsou pfipomenuty
né&které pojmy a vysledky o Lebesgueové integralu redlné funkce jedné redlné pro-
ménné a jsou rozsifeny pro funkce jedné redlné proménne s hodnotami v K". Tyto
pojmy a vysledky tvofi zdklad vykladu v odst. 18.2 aZ 18.4, kde je probridna Ca-
rathéodoryova teorie diferencidlnich rovnic. Vyklad je veden paraleln& ke kap. 3, 4,
10 az 14 této knihy, a proto v fad¥ p¥ipadi je uveden pouze odkaz, Ze vysledek nebo
diukaz vysledku je obdobny vysledku nebo ditkkazu v odpovidajici kapitole. V odst.
18.5 jsou vyloZeny zéklady teorie diferencidlnich relaci, v odst. 18.6 je pomoci dife-
rencidlnich relaci zaveden pojem tzv. Filippovova feSeni diferencidlni rovnice a jsou
nalezeny jeho zakladni vlastnosti; tento pojem je uZiteény pfi vySetfovani nelinedrnich
diferencidlnich rovnic, jejichZ prava strana neni spojitd vzhledem k prostorové pro-
ménné. Pfi formulaci vysledkidl v odst. 18.6 se uZivad pojmu ,,skoro vSude v R™* [t;.
viude v R” krom& n&jaké mnoZiny, kter4 ma Lebesgueovu miru rovnou nule] a pojmu
méfitelné funkce vice proménnych. ProtoZe partie z odst. 18.5 a 18.6 jsou obtiZn&jsi,
jsou dikazy odsunuty do dodatkd. V nich se uZivd nékterych pojmi a vysledki,
které nebyly pfipomenuty v tomto odstavci [mj. téZ zdkladnich vysledkd z teorie
vicerozmérného Lebesgueova integrélu]. Poudeni o Lebesgueové integrilu nalezne
&tendf napf. v [29].

18.1.1. Definice: Necht .#, # jsou intervaly, # < 4. Funkce u: # — K" se nazyva

absolutné spojitd v ¢, jestlize ke kazdému &islu ¢ > 0 existuje takové 6 > 0, Ze pro

kaZdou kone¢nou posloupnost disjunktnich intervall <{a;, 8> = £, i=1,2,..,k,
k k

takovou, Ze soucet ). (B; — «;) jejich délek je mensinez , plati Y. [|u(B;) — u(e) | < &.
i=1 i=1

Symbolem AC,q,(#, K") budeme znatit mnoZinu funkei u: # — K, které jsou abso-
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lutné spojité v kaZdém kompaktnim intervalu # < . O takovych funkcich fikime,
Ze jsou lokdIné absolutné spojité v £.

18.1.2. Pozndmka: (i) Obvykla definice absolutn& spojité funkce s hodnotami v R
je v Definici 18.1.1 roz§ifena na funkce s hodnotami v K”.

(ii)  Funkce a: R - R definovana rovnici a(f) = #* neni absolutn& spojitd v R,
plati viak a € AC,(R, R). Funkce b: (0, 1> — R definovand rovnici b(t) =
= sin (1/f) neni absolutn& spojitd v (0, 1>, plati viak b e ACy((0, 1, R).

(iii)  Spliuje-li funkce u: & — K" Lipschitzovu podminku, je absolutn& spojita v £.

(iv)  Je:li # kompaktni interval a mé-li funkce u: & — K" spojitou derivaci, pak u
je absolutné spojitd v £.

(v)  Nepfedpokladdme-li, Ze interval S je kompaktni, a ma-li funkce u: S — K"
spojitou derivaci, plati u € ACi (£, K").

Ptimo z Definice 18.1.1 [viz (3.2.8), (3.2.9)] plyne, Ze plati

18.1.3. Véta: Necht £, # jsou intervaly, § = £, u: S > K" u = (uy, ..., u,), kde
ugF > Kproi=1,2,...,n. Funkce u je absolutné spojitd v # prdvé tehdy, jsou-li
funkce u; absolutné spojité v # pro i = 1,2, ..., n. Vztah u e ACo(#, K") plati
prdvé tehdy, je-li u;e AC\y(S,K) proi =1,2,...,n.

Predpoklddame, Ze ¢tendf znd pojem méfitelné funkce q: S — R, kde #f = R
je interval, a zdkladni vlastnosti méFitelnych funkci a jejich souvislost s teorii Lebes-
gueova integralu. [Napf. Ze linedrni kombinace g, + Bg, méfitelnych funkci
41, 42 (2, B € R) je op&t méfitelna funkce, Ze soudin q,q, je mé&fiteln4 funkce, a je-li
q4(?) # 0 pro tel, je funkce 1/q,(f) mefitelnd. Také kazd4 spojitd funkce je mé&ki-
telnd. ]

Necht je g: & — R. Ma-li funkce g Lebesguetv integrél, budeme jej zapisovat

f qdt nebo J. q(t) dt nebo f gds nebo J. g(s) ds nebo J. qdr
s s s s s

atp.
Pfitom je bud

qu!eR nebo jth=oo, Jth=—oo.
K4 KJ K4

Interval J se pfitom nazyva integracni interval, g se nazyva integrovana funkce nebo
funkce za integraénim symbolem nebo integrand. Nebudeme se zabyvat pfipadem,
kdy integra¢ni obor je méfitelnd mnozZina, kterd neni interval; tento pfipad je jen
formaln& obecnéjsi a snadno se pfevede na pfipad, kdy integra¢ni obor je interval.
Funkce g, kterd ma Lebesguelv integril, je ov§em méfitelnd. H. Lebesgue vychazel
z pojmu méfitelné mnoZiny &/ < # a jeji miry m(=), zavedl pojem integrdlu [ktery
byl pozd&ji po ném nazvan] a dokdzal, Ze plati toto tvrzeni:
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Necht funkce q: 4 — R nabyva pouze hodnot 0 nebo 1. PoloZme
o = {te S| q(t) =1}.

Plati-li jeden z vyroki

(i) Existuje integrélf qdt,

s
(i) mnoZina o je méfitelna,
pak plati i druhy a jeJ- g dt = m(). (1.1)
s

V nékterych udebnicich (viz napf. [51]) se zavadi nejdfive pojem Lebesgueova inte-
gralu a pomoci (1.1) se zavadi pojem m&fitelné mnoZiny a miry m(«/) méfitelné mno-
Ziny o. [Kazdy interval je oviem méfitelnd mnoZina a je

m({a, B>) = m((«, B>) = m(<x, B)) = m((e, f)) = B — «

pro a,feR, a<f;

Je-li ¢ mnoZina jednobodové nebo prazdni, je m(¢) = 0.]
Rikéme, Ze n&jaky vyrok, napt. o nerovnostech mezi funkcemi [v intervalu 57,

o konvergenci posloupnosti funkci (v #) atp., plati skoro viude (v ), jestliZe mnoZina
t&ch bodi (z £), v nichZ vyrok neplati, ma miru rovnou nule. Misto ,,skoro viude*
fik4 se téZ ,,pro skoro viechna t [nebo s, 7, atd.]*. Pfipomeiime, Ze plati:

18.1.4. Véta: Necht S je interval q: 5 — R, q(t) = 0 skoro vsude. Potom plati:
() Existuje-li integra’lf q dt, je I q dt 2 0 (miZe ovSem byt J. gdt = ).
s s s

(i)  Integrdl | q dt existuje prdvé tehdy, je-li funkce q méFitelnd.
K4

(iii)  Je-li q(t) = O skoro viude, pak q je méfitelnd a je J. qdt = 0.
s

(iv)  Jeli J‘ q dt = 0, pak je q(t) = 0 skoro vsude.
5
(v)  Necht funkce q, 4:# — R jsou mé¥itelné, 0 < §(t) < q(t) skoro vsude.

Potom je O §f th§fth.
s s

Pfipomerime je$té, Ze plati toto tvrzeni:
Existuji-li integrdlyf q, dt, j q, dt a je-li J‘ q;dteR, d,e€eR,
s s

s

pro j = 1,2, pak existuje i integrdlI (6g, + £q,)dt a je
s
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J. (6g, + eg,)dt = 5I q,dt + 8‘[ q, dt. (1.2)
s s s

Existuje-li integrdlj

q dt,je-Iij gdt e Raje-li #interval, § < S,
5

s

pak existuje i integrdlj‘ q], dt a jef ql, dte R (q|, je restrikce
s s
funkce q na interval # — viz odst. 0.2). (1.3)

Obvykle se oviem pie [ g dt misto [, q|,dt. Z tvezeni (jii) Véty 18.1.4 a z (1.2)
plyne, Ze plati: Nechf existuje [, q dt a je [, q dt € R, nechf je & = 5, m(of) = 0.
Funkci q miifeme zménit libovolnym zpiisobem na mno%iné o/ a po takové zméné
bude existovat integrdl [, q dt a bude mit touZ hodnotu (jako pfed zménou).

Podle V&ty 18.1.4 a (1.2) plati:

Necht je x >0, 0 < o(t) £ %, 0= ¢(t) pro te F. Necht existuje
J. qdt, necht’je.[ g dt < oo a necht funkce g je méfitelnd. Potom
s s

existujeJ. godtaje0 = J
s

qodt < x‘[ q dt. (1.4)
s

s
Z tvrzeni (iii) Véty 18.1.4, z (1.2) a (1.3) dle plyne, Ze plati:

Je-li a, e R, a < B, q:{a, B> = R a existuje-li jeden z integrali

J. qdt, I qdt, f qdt, J. qdt,
{a,B> (a,8> {a,B) (a,8)

existuji i ostatni a jsou si navzdjem rovny. (1.5)

Proto symbolem j'ﬂth oznaCujeme kterykoliv integral v (1.5) a klademe

x B a
Jth=—Jth, qut=0.
B a a

Z (1.2) a (1.3) plyne, Ze plati

18.1.5. Véta: Necht S je interval, a, B,y € # a nechf existuje integrdl |, q dt a je
{5 g dt e R. Potom existuji integrdly ve vzorci

Y B Y
qut=Jth+Jth, (1.6)
a '3 B

patri do R a (1.6) plati.
Dale plati tyto véty [které lze najit ve v&t3in& knih o Lebesgueové integralu]:

18.1.6. Véta: Necht existuje [, q(t)dt a je [, q(f)dt € R. Pak existuje i integral
§s|a(?)] dt a je [+ |q(t)| dte R.
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18.1.7. Véta: Necht S je interval, necht je0 < q,(f) < q,(t) < ..., q(t) = lim qf)
Jj-®

skoro viude v F a necht existuji integrdly (4 q,dt. Pak existuje i iﬁtegrdl fsqadt
aje [,qdt = lim _|'_, q;dt.

18.1. 8. Veta‘Necht mnoZiny o/ ; < R jsou mentelne proj=1,2,3,.... Pak mnofina
oA = U o, je méFitelnd a je m() < Zm(.s#j) Specidlné, je-li m(.szl,) =0, je

ji=1
i m(o£) =0.
[V&tu 18.1.8 1ze odvodit z Véty 18.1.7 uZitim (1.1), (1.2) a Véty 18.1.4.]

18.1.9. Véta: Necht S je interval (popF. neomezeny) a necht jeg: 5 - R, q;: 5 - R
proj=1,2,...,q: & = R, q(t) = lim q(t) skoro viude, |q J(t)l < o(t) skoro viude pro
Jj= o

Jj =1,2,.... Nechf existuji integrdly ([, q;dt, [, 0 dt a necht je [, o dte R. Potom
existuje téZ [, qdt a je [y, qdt =1im [, q;dt, —f,0dt £ [,qdt £ [,edt

J—©
18.1.10. Véta: Necht je a, B€ R, a < B, a nechf funkce v: {a, B> = R je absolutné
spojitd. . Potom derivace é(t) funkce v existuje pro skoro vSechna t € {a, B)>. Zvolme
i(t) € R libovolné v téch bodech t, v nichZ funkce v nemd derivaci. Potom pro libo-
volnd y, 5 € {a, B) existuje integral [3i(t)dt a plati v(5) — o(y) = [3i(t) dt.

18.1.11. Véta: Necht je a,BeR, a < B, q:{a, B> = R, se<a, B>, ne R. Necht
existuje {8 q dt a je % g dt e R. PoloZme v(t) = n + [§ q(t) dt pro t e {a, B). Potom
funkce v je absolutné spojitd a q(t) je derivace funkce v v bodé t pro skoro viechna t.

18.1.12, Véta: Necht #, # < R jsou intervaly, necht funkce Y: S — # je abso-
lutné spojitd a neklesajici

dy
Y ()= 59
T
skoro vude v £, necht existuje | ; £(X) dA a je [, &(2) dA € R. Potom je

V(1) o
&(A)da =J. é(Y(0)) Hw)dw pro o,te S .
¥(o) o

Véta 18.1.12 se nazyva véta o substituci a plyne pfimo z Vét 18.1.10 a 18.1.11;
jestliZe totiZ pfi pevném ¢ € # poloZime

14

) = <&4)da,
¥(a)
pak funkce # je absolutné spojitd a snadno zjistime, Ze i sloZend funkce n(Y(7)) je
absolutné spojita; Véta 18.1.12 plati, nebof 1ze dokdzat, Ze je

= ny(s) = EW() )

skoro viude v £.
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Pojmy méfitelné funkce a Lebesgueova integrdlu rozSifime na funkce
p:F = C a h: S — K* ptitom vyloudime ty p¥ipady funkci g: < — R, kdy je
fsqdt = oo nebo [sgdt = —o0; to znamend, 7e budeme roziifovat ,koneny
Lebesguetv integral®. Také n&ktera z uvedenych tvrzeni a v&t rozsifime na funkce
ppSFf->Cahs-»Kn>1

18.1.13. Definice: Nechf # je interval. Nechf je p: & — C, p(t) = pi(f) + i p,(2),
kde p,, p2: F — R. Funkce p se nazyvad méfitelnd, jsou-li funkce p;, p, méfitelné.
Necht je h: S = K", h(t) = (hy(t), ..., hy(t)), kde h;: F - K pro i =1,2,...,n.
Funkce h se nazyva mé¥itelnd, jsou-li mé¥itelné funkce hyproi =1,2,..., n.

18.1.14. Poznimka: Neni t&7ké dokazat, Ze funkce h: S — K" je méfitelnd pravé
tehdy, je-li mé&fitelnd mnoZina h™!(H) pro kaZdou uzavfenou mnoZinu H < K"
[A~*(H) je vzor mnoZiny H pfi zobrazeni h].
18.1.15. Definice: Necht # je interval. Funkce q: J — R se nazyva integrovatelnd
v S, existuje-li integral [, g dt a je-li {, g dt € R. MnoZinu takovych funkci ozna¢ime
symbolem L(#, R).

Funkce p: 5 — C se nazyvé integrovatelnd v 4, je-li p(t) = py(t) + i pa(?)
pro tel, kde py, p, € L{#, R). MnoZinu takovych funkci oznalime symbolem
L(#, C). Pro pe L(4, C) klademe

J‘pdt=J‘ pldt+i-[p2dt.
s s s

Funkce h: # — K" se nazyva integrovatelnd v #, je-li

h(t) = (hy(t), hy(1)s ---» (1))

pro te £, kde h;e L(#,K) pro j = 1,2, ..., n. Mnozinu takovych funkci oznacime
symbolem L(#, K*). Pro h € L(#, K") klademe

Jhdt=(I hldt,lezdt,...,J‘h,dt).
K4 K4 K4 K4

Je tedy [,hdteK" pro heL(#,K") ve viech pfipadech, tj. pro
n=123,...,K =R nebo K =C. Na funkce h: # — K" se pfimo pienaseji
tvrzeni (1.2), (1.3), (1.5) a jejich disledky, jakoZ i V&ta 18.1.5. Tyto vysledky nebude-
me pfepisovat a budeme jich uZivat pro funkce h: S — K". Viimnéme si jen, Ze se
milZeme nyni v n&kterych pfipadech vyjadfit struén&ji. Nap¥. tvrzeni (1.2) pfeformu-
lujeme takto:

Necht je 11, pi21e I(£, K"), 6, e € K. Potom je téX
Sh™) + ehl2 e [(#, K") a plati

I (6h1 + ghtoy) dt = aj
, |

hdr + 8.[ h21 4y, (1.7)
S

4
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Jiné z dfivéjsich tvrzeni miZeme formulovat takto:

Nechtje h e L(#, K"). Funkci h miZeme ménit na mno%iné miry nula,
anif tim poru§ime jeji prisluSnost do mnoZiny L(#, K") nebo zménime
hodnotu integrdlu [, q dt. (1.8)

Postatujici podminky, aby méfitelnd funkce h: S — K® byla integrovatelna,
Jjsou obsaZeny v této vété:

18.1.16. Vé&ta: Nechf S je interval, necht funkce h: # — K", 0: & — R jsou mé¥i-
telné, o(t) 2 0, |h(t)| = o(t) skoro vsude a nechf je [4odt < 0. Potom je
he L(#, K"). [Specidlné& mize byt o(t) = |h(1)||; vime-li tedy, Ze funkce h je méFi-
telnd a %e je ||h(.)| € L(#, R), je h e L(4, K").]

Dikaz: Je h(t) = (hy(t), ha(2), ..., hy(t)), kde funkce h; jsou méfitelné.
Necht je K = R. Podle (3.2.9) je

—n3e(t) < hy(r) < n7'e(r) (1.9)
skoro viude, tj.

0 < n3'e(t) — ht), 0 =<n3'e(t) + hyr)
skoro vSude, a protoZe funkce
n3'e —h;, nz'e + hy

jsou meéfitelné, podle VEty 18.1.4 existuji integraly

f (n3'e — h)dt, f (7' + hy) dt.
k4 5
Protoze je
nzelt) + hy(t) < 217 "e(1)
skoro vSude, je podle téZe vity

oéj‘ (n7'e + hj)dt <
K4

a podle Véty 18.1.4 a (1.2) existuje
J hj(t)dt aje J' hy(t) dt =J- (nz'e + hj)dt +J. (—nz'e)dteR
s s s s

proj =1,2,..., n. Jetedy h e L(#, R"). Je-liK = C, pak (1.9) nahradime obdobnymi
dv&ma nerovnostmi, kde misto h(t) pifeme jednak Re h(f), jednak Im ht) a dile
postupujeme zcela stejnym zplsobem. V&ta 18.1.16 je dokdzédna.

Uzitim V&ty 18.1.9 a (3.2.9) se snadno odvodi, Ze plati

18.1.17. Véta: Necht F je interval a necht je ¢ e L(#, R), e L(#,K") pro j =
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=1,2,..., h: & > K", |h1)| £ o(t) skoro viude, j = 1,2,..., h(t) = lim htY(t)
skoro viude. Potom je h e L(#, K") a plati Jme

I hdt = limJ- hlilde.
s jow J g

Ve specidlnim pfipadé n = 1, K = R plyne nasledujici véta z V&t 18.1.6, 18.1.4
a z (1.2). Ditkaz pro obecny pfipad je obsaZen v Dodatku 18.1.

18.1.18. V&ta: Nechf S je interval, h e L(#, K"). Potom je ||h(.)| € L(#, R) a plati
J' Hiyar| f [h(0)] dt (1.10)
s s

18.1.19. Poznimka: Nechf je B: # —» M,(K), tj. B = (B;;), kde B,;: # - K pro
i,j =1,2,...,n. Funkci B nazyvame integrovatelnou, jsou-li integrovatelné funkce
B;;, a klademe

J o= ([pas)

L(#, M,) je mnoZina takovych funkci B, Ze je B;;e I(#,K) pro i,j =1,2,...,n.
Pokud nebereme v tivahu ndsobeni matic, miiZeme M, ztotoZnit s prostorem K"
(tim, Ze n? prvka D,; matice D vypiSeme do fadku). Proto mitZeme vysledki o integra-
ci vektorovych funkci uZit i pro maticové funkce. Specidlng podle Véty 18.1.18
plati: Je-li Be L(#, M,), je |B(.)| € L(#, R) a plati

LB dr| < L"B]] dr.

MnoZina integrovatelnych funkci je pro potieby teorie diferencialnich rovnic
pfili§ uzka; proto ji rozsifime.

ijo

18.1.20. Definice: Necht .# < R je interval a necht je h: & — K". Funkci h nazveme
lokdlné integrovatelnou v £, je-li h| ,eL(}’, K") pro kazdy kompaktni interval
F < #. Mnozinu takovych funkeci ozna&ime Ly (4, K").

18.1.21. Pozndmka: Je-li # kompaktni interval, pak je Lo (S, K") = L(#,K")
[viz (1.3)]. Definujme funkce &, &,, &3 rovnicemi &(f) = ¢, &(f) = t7*, &5(f) = tsint
pro te (0, ©). Funkce &, &;, &5 zfejm& patfi do mnoZiny Li,((0, o), R), Zidna
z nich vak nepatfi do mnoziny L{(0, «), R).

Vztah mezi mnoZinami ACio(#, K”) a Lig(#, K™) je popsén v nasledujicich
dvou vétach.

18.1.22. Véta: Necht S je interval ue AC(Sf K"). Potom pro skoro vsecka
te S existuje derivace u(t) funkce u v bodé t. V téch bodech t, kde funkce u nemd
derivaci, definujme u(f)e K" libovolnym zpiisobem. Potom je u:$ — K"
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it € Liy(#, K") a plati

u(t) = u(s) + an(t) dt pro tsef. (1.11)

Dikaz: Najdéme &isla a, a, ..., By, B2, ... tak, Ze je

S EusSe<pspsps.., f=}yl<“j,ﬂj>-

Je u = (uy, us, ..., 4,), kde u: F - K. Nechf je K = R. Necht o/, je mnoZina
takovych te <a;, B;), Ze funkce u, neméd v bodé& ¢ derivaci. ProtoZe funkce u; je
absolutng spojita v {a;, f;>, podle Véty 18.1.11 je m(«/ ;) = 0. Necht &/ je mnoZina

0 n
takovych t € £, Ze funkce u v bod& ¢ nema derivaci. Zfejmé je o = U (U & p).
n jsl k=1
PoloZme o; = U & . Je
k=1

m(et) S Tm(ep) =0, m(l) S T m(af) = 0

[viz Vétu 18.1.8], a tedy funkce u ma derivaci v bod& t pro skoro viechna tel.
Necht ﬁ(t) je derivace funkce u v kaZdém bodé ¢, v némZ funkce u ma derivaci, a zvol-
me (t) € R" libovolng v t&h bodech #, kde u derivaci nema. Je u = (uy, us, ..., 4,),
kde u,: # — R. Nechf je s, te S. Existuje takové j, Ze je s, t € {a;, f;>, a podle
Véty 18.1.10 a (1.8) je

t
w(f) = u(s) + fﬁk(t) dt pro k=1,2,...,n.

Tedy plati (1.11). V pfipadé, Ze je K = C, postupujeme obdobné s tim rozdilem, Ze
pracujeme s redlnymi funkcemi Re u,, Imu,, k = 1, 2, ..., n, misto s funkcemi u,,
k=1,2,...,n. Véta 18.1.22 je dokdzina.

18.1.23. Véta: Nechf S je interval, h € Liy (S, K"), se S, y e K. Polo¥me
u(t) = y + f h(z) de

pro te S. Potom je u € ACyu(#, K") a h(t) je derivace funkce u v bodé& t pro skoro
viechna t.

Véta 18.1.23 se dokaZe uZitim Veéty 18.1.11. Z Véty 18.1.12 plype, ze plati

18.1.24. Véta: Necht #, 5 < R jsou intervaly, nechf funkce Y: F = ¢ je lokdIné
absolutné spojitd a neklesajici, dy/dt = 9(t) skoro viudev S, he L(#, K"). Potom je

V() © *
I h(2)dA = J. h(¥(»)) Y(w)dw pro o,7e5.
L4

(o)

-4
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18.2. V tomto odstavci zavedeme tzv. absolutn& spojita feseni diferencidlni rovnice
a vySetfime ngkteré jejich zdkladni vlastnosti. Budeme pfedpoklidat, Ze je
GcRxK" f:G->K"

18.2.1. Definice: Nechf # je interval, u: # — K". Funkci u nazveme FeSenim rovnice

dx
-a; = f(t, x) . (21)
jestliZe plati
u € AC,(#, K"), 2.2)
(t,u())eG pro tes, (23)
% (1) = f(t, u(r)) skoro viude v .. (2:9)
t

18.2.2. Pozndmka: V matematickych pracich je obvykle jasné, jaké definice feSeni se
uziva, a proto se mluvi pouze o feSeni. V této kapitole — nebude-li vyslovné feceno
néco jiného — budeme rozumét pod feSenim diferencidlni rovnice feSeni ve smyslu
Definice 18.2.1. Je-li nékdy tfeba odlisit feSeni ve smyslu Definice 18.2.1 od feSeni
podle Definice 3.3.1, budeme feSeni podle Definice 18.2.1 nazyvat absolutné spoji-
tymi FeSenimi nebo téz Carathéodoryovymi FeSenimi a feSeni podle Definice 3.3.1
budeme nazyvat Fefenimi se spojitou derivaci. Misto ,,absolutné spojité Feseni‘
méli bychom ovsem Fikat ,,lokadln& absolutné spojité feSeni*.
Vzhledem k Poznamce 18.1.2 (v) plati

18.2.3. Véta: Nechf u: F — K" je Fefeni se spojitou derivaci rovnice (2.1). Potom u
je absolutné spojité FeSeni rovnice (2.1).

18.2.4. Pozndmka: Absolutné spojité FeSeni nemusi mit spojitou derivaci. Nechf je
0 < « < 1. Polozme n(f) = (1 — «)~* ||*~* pro te R. Funkce &(f) = k exp n(t),
kde k € R, je absolutné spojité feSeni rovnice X = sgn ¢ |t|“l x, funkce ¢ vSak nema
derivaci v bodé t = 0.

18.2.5. Poznidmka: VySetfujme rovnici

% =f(t,x), (2.5)

kde funkce f: RZ - R je d4na ptedpisem: f(t,x) = —1 pro t <0, x > t[2 nebo
x < 2t;ddleprot = 0, x € Rakonetn& pro ¢ > 0, x > 2tnebo x < #[2; f(t, x) = x|t
v ostatnich bodech (¢, x). PopiSeme n&kterd maximalni absolutng spojita feseni rovnice
(2.5). Zvolme «, B <},2)> a poloime u(t) = at pro t <0, u(t) = ft pro t = 0;
u je maximalni feSeni rovnice (2.1). Zvolme y, 6 > 0 a poloZme 1(f) = —t — y pro
t< =293 o(t) =12 pro —2y[3 St =263, v(t) = —t+ S pro t 2 26[3; v je
maximalni feSeni rovnice (2.5). Grafy ostatnich maximalnich feSeni rovnice (2.5)
miZeme sloZit obdobnym zpiisobem z &4sti Sikmych polopfimek zakreslenych na
obr. 41.
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Snadno se dokdZe, Ze plati toto tvrzeni: Necht je f: R* » R, f(t,0) <0,
necht w: (5, B;) = R je feleni rovnice (2.1) se spojitou derivaci a nechf pro n&jaké
7€ (a2, By) je W(t) < 0. Potom je w(f) <O pro te(t, By). Jak ukazuje existence
feSeni u rovnice (2.5), zmin&né tvrzeni neplati pro absolutn& spojita feseni.

Obr. 41

Integral v této kapitole bude vZdy Lebesguetlv integrdl. Z Véty 18.1.22 plyne,
Ze plati

18.2.6. Véta: Necht u: # — K" je FeSeni rovnice (2.1). Potom slofend funkce
S(z, u()) je lokdIné integrovatelnd a plati

u(t) = u(s) + I'f (v, u(r))dr pro s, tes. (2.6)

Z Véty 18.1.23 plyne, Ze plati
18.2.7. Véta: Nechtje u: F —» K", s € £, a nechf plati (1, u(t)) € G pro te 5. Necht
sloend funkce f(z, u(t)) proménné t pat¥i do mno%iny Liu(#, K") a nechf je
t
u(t) = u(s) +Jf(r, u(t))dt pro tes.
Potom u je FeSeni rovnice (2.1).

18.2.8. Véta: Necht funkce f: G - K" je spojitd. Necht u: $ — K" je absolutné
spojité FeSeni rovnice (2.1). Potom u je FeSeni se spojitou derivaci.

Dikaz: Véta 18.2.8 plyne z Véty 18.2.6, nebot sloZend funkce f(z, u())
je spojité, a tedy vzhledem k (2.6) funkce u mé derivaci f(¢, u(t)) v kaZdém bod& t € 4.
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18.2.9. Pozndmka: Pojmy ,,prodlouZeni daného feSeni* a ,,maximdlni FeSeni* se
zavedou zcela stejnym zpisobem jako v odst. 1.8. Vé&ta 3.4.1 zistavd v platnosti
[pro absolutng spojita feseni] a jeji dikaz se pfendsi beze zmény.

18.2.10. Poznamka: Také pro absolutné spojité feSeni lze provést ivahy z odst. 2.18
o transformaci diferencialni rovnice. Podstatné pfitom je, Ze funkce 9,, 3, zavedené
v (2.18.9) patti do mnoziny AC,(#, R), patfi-li funkce u,, u, do téZe mnoZiny,
a Ze funkce vy, v, zavedené v (2.18.12) patfi do ACq(#, R), patfi-li w;, ®, do téZe
mnoZiny. Plati Véta 2.18.1 i Poznamky 2.18.2 aZ 2.18.5.

18.3. Absolutné spojita feseni, kterd nemaji spojitou derivaci, se mohou vyskyto-
vat jen u takovych diferencidlnich rovnic, jejichZ prava strana neni spojitd [srovnej
Vé&tu 18.2.8]. V tomto odstavci budeme vysetfovat soustavy linedrnich diferencidlnich
rovnic [a také linedrni diferencidlni rovnice vy3Sich fadi] za slabsich pfedpokladi
neZ v kap. 4. Zikladnim pfedmétem naSeho studia bude rovnice (4.1.1). Budeme
predpoklidat, Ze # < R je interval a Ze plati

AUELlok(.f, K), bl'ELlok(f’ K) pro i,j = 1, 2, P (8 (3.1)

Tak jako v kap. 4 budeme soustavu (4.1.1) zapisovat ve vektorovém tvaru (4.1.2)
a podminku (3.1) ve tvaru

Ade Llok(‘y; Mn) s be Llok(j’ K”) . (3.2)

Vysledky, které jsme v kap. 4 dokézali pro feSeni se spojitou derivaci rovnice (4.1.2)
za pfedpokladu, Ze funkce A4, b jsou spojité, plati s odpovidajicimi zmé&nami i pro
absolutn& spojita feSeni rovnice (4.1.2) za pfedpokladu, Ze je splngno (3.2). Také
diikazy lze, aZ na nevelké zmény, provést jako v kap. 4. Proto v tomto odstavci bu-
deme vyuzZivat formulaci a postupi z kap. 4 a formou poznadmek k vysledkim kap. 4
vyloZime potfebné zmény. Pfitom — aniZ to budeme stdle opakovat — budeme mit
na mysli, Ze pracujeme s absolutné& spojitymi feSenimi a Ze o funkcich A4, b pifed-
pokladdme pouze, Ze plati (3.2).

18.3.1. Pozndmka: Plati V&ta 4.2.1 [tj. pro absolutn& spojitd feeni za slabsiho
pfedpokladu, Ze plati (3.2)].

Ditkaz provedeme jako v kap. 4. Posloupnost funkci ulll: & —» K", i =
= 1,2, ..., definujeme vzorci (4.2.1) a (4.2.2). To md smysl, nebof, jak ukdZeme,
posledni integral v (4.2.2) existuje a pat¥i do K". Funkce u!!] je zfejm& spojitd. Pfed-
pokladejme, Ze jiz vime, Ze pro n&jaké i funkce u!? je spojita. Necht interval # < S
je kompaktni, se #. Funkce A(c)u'(0) je mfitelns, je [A(o)u'¥ o) <
= |4@)| [|4(e)]. Je

j |4(@)] do <
S
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[viz Poznamku 18.1.19], a protoZe funkce |u'(c)| je spojita na 7, je
[ e e go <

[viz (1.4)]. Proto je
J' 4(0) ut(c) do e K*

[viz Vétu’18.1.16] a tak je

J.tA(a) ul)(c)doe K" pro te f.

s

ProtoZe £ je libovolny kompaktni interval, je

t
J. A(o) u')0)doeK" pro teSs.

Podle V&ty 18.1.23 je funkce ul**!1 spojitd. Tedy funkce ul?, i = 1,2, ..., jsou defi-
novany vzorci (4.2.1), (4.2.2) a jsou spojité. Pro j = 0, 1,2, 3, ... funkce

310) = [ [N ao]

je lokalng€ absolutn& spojitd v £ a je
d3;44

122 = -+ ) 401 | [ 4] oo |

skoro viude. Podle Véty 18.1.11 je

[1n] ["a@nae] e = 6+ 97 0,000.

Proto lze dokézat jako v kap. 4, Ze plati (4.2.5), a dale dokon&it dikaz V&ty 4.2.1.

18.3.2. Poznémka: V Gronwallové pomocné v&t& 4.3.1 ponékud zeslabime podminky

pro funkci g. Tato véta zistane v platnosti, nahradime-li pfedpoklad, Ze funkce ¢
je spojita, pfedpokladem, Ze je @ € Lo (K, R).

Z ulinénych predpokladdi plyne, %e je té% of € Liu(K, R) [viz (1.4)], tedy

(i) = In [n + J' o(0) &(o) da]

je lokaln& absolutné spojitd pro t = s a je

%(t) = o(r) &(1) [,, + J:Q(”) ) da]_‘

skoro viude.

funkce
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Proto je (viz Véty 18.1.11 a 18.1.4)
In [n + J:Q(a) g(a)] do —Ing =
- J" o) &) [r] + J" o(0) f(o)da]—ld‘r < J},@) do pro tzs,

a dikaz se dokondi jako v odst. 4.3,
Tak jako v odst. 4.3 z Véty 4.3.1 plyne platnost Véty 4.3.2, ddle Poznimek
4.3.3, 4.3.4 a Véty 4.3.5.

18.3.3. Poznamka: Odst. 4.4 lze pievzit s jedinou zménou. Ve Vété 4.4.9 funkce
U~! nemusi mit spojitou derivaci, je vSak lokaln& absolutn& spojita.

Abychom to dokézali, viimn&me si, Ze funkce U~ je spojitd. ProtoZe U je
lokalné absolutné spojita a protoZe je

U-i(e) - U=i(s) = U1 [U(s) - V@] U-()
pro s, t € £, je funkce U~ lokaln& absolutng spojitd. Ve Vét& 4.5.1 podminky (i), (ii)
nahradime t&mito podminkami:

(")  Funkce U je lokdln& absolutn& spojita.
(ii") (:i—ltj(t) = A(t) U(f) skoro viude v 4.

Véty 4.5.2 a 4.6.1 prechézeji beze zmé&ny a také vzorec pro variaci konstant (4.6.4)
plati, nebof funkce z definovand v (4.6.4) je lokdln& absolutn& spojita, spliiuje rov-
nici (4.1.2) a je z(s) = y. Obdobné plati Véta 4.7.1.

Rovnici (4.8.1) vySetfujeme za predpokladu, Ze je ay, as, ..., Gy, 4 € Lig(F, K).
Jejim feSenim nazveme takovou funkci wu: S — K, Ze existuji derivace
i, i, .., u" D1 F > K, Je je u" 1 e ACyu(#, K) a rovnice (4.8.1) je spln&na skoro
vSude. Pfitom se pfendSeji Uvahy a vysledky odst. 4.8 i dalSich odstavci kap. 4
s odpovidajicimi zm&nami. Také uvahy a vysledky kap. 6 a% 9 se prenaseji s odpo-
vidajicimi zm&nami; to vSak nebudeme rozebirat.

18.4. Obrafme se k teorii nelinedrnich diferencidlnich rovnic; pfitom budeme pra-
covat s absolutné spojitymi feSenimi. Podrobné vyloZime ty partie, kde je nutno
postupovat jinym zplisobem neZ v pfedchdzejicich kapitoldch; tam, kde lze postupo-
vat obdobné, jen struéné upozornime na nékteré odchylky.

Necht Q(to, %, 6y, 6;) je definovano vzorcem (10.1.2). Budeme vysetiovat
rovnici

% =f(t,x). (4.1)

18.4.1. Definice: Rikame, Ze funkce f: G — K" splituje Carathéodoryovy podminky,
jestliZe plati:
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MnoZina G < R x K" je oteviena. 3 (4_2)

Funkce f(., X) je méfitelna pro x € K". (4.3)

Funkee f(t, .) je spojita pro t € R. (4.4)

Ke kazdému (t,, %) € G existuji &sla 4,, 4, > 0 a funkce

0:{ty — 44, ty + 4,) — R tak, Ze plati

(i) Q(to, X, 4, Az) cG.

(ii) Qel:((to - Al’ to + Al>! R).

(i) |f( %) Se(t) pro (tx)e Q(to, %, 44, 45) . (4.5)
18.4.2. Véta (Carathéodoryova o lokélni existenci feSeni): Nechf funkce f: G —» K*

spliiuje Carathéodoryovy podminky, (to, X)€ G. Potom existuji éisla 61,5, > 0
tak, Ze plati

O(to, %, 64,20,) = G. (4.6)
Necht # je interval, £ < {to — 64,1y + 6,0, a necht u: # — K" je fefent
rovnice (4.1) a necht pro néjaké t € # je |lu(t) — | < 8,. Potom je

Ju(®) — 2| <26, pro te g. (4.7)
Ke kaZdému bodu (s, y) € Q(to, %, 64, 3,) existuje FeSeni

Wiy lo — 01,8 + 6;) = K"

takové, Ze je splnéna poédteéni podminka wisy)(s) = y. (4.8)

Vétu 18.4.2 dokdZeme za ditkazem Pomocné véty 18.4.5.

18.4.3. Poznimka: Vé&ta 18.4.2 se lidi od Véty 10.1.1 tim, Ze jde o absolutng spojita
feSeni a Ze f spliiuje pouze Carathéodoryovy podminky. Je-li oviem funkce f: G — K*
spojitd (kde G je oteviend podmnoZina v R x K"), pak f spliiuje Carathéodoryovy
podminky.

18.4.4. Poznamka: V&ta 18.4.2 neobsahuje informaci o tom, jakym zplsobem lze
zvolit &isla 8,4, §,. MiiZeme ji proto doplnit: Nechf je

01,0, >0, eeL({ty — d;, to + 6;), R),
necht plati (4.6),
/(. %)] < e(t) pro (t x)e Q(to, %, 64, 26,)

0+31
£

0=01

Potom plati (4.7) a (4.8). To dokédZeme soudasn& s Vétou 18.4.2.

18.4.5. Pomocn4 véta: Necht funkce f splituje Carathéodoryovy podminky, necht je
(to» X) € G a necht Ay, A, maji stejny vyznam jako v (4.5). Necht

Sty — 44, to + 4y
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je interval a necht funkce v: S — B(%, 24,) je spojitd. Potom sloZend funkce f(t, o(t))
Je méFitelnd.

Dikaz: Necht a, f# jsou krajni body intervalu #. Pro i =0,1,...,k,
k=2,3,..., polozme {; = a + i(f — a)lk, v™)(t) = v({y,) pro tel n Lo Lan)s
™(1) = o({a) pro tel 0 (L Livspds i =2,3,...,k — 1. Funkce f(t, v™7)) jsou
méfitelné, je o(f) = lim o™)(¢), f(t, u(f)) = lim f(¢, v™()) pro te 4, a tedy i funkce

k-0 k=
f(t, «(t)) je mefitelna.

Dikaz V&ty 18.4.2: K bodu (to, X) € G najdeme &isla 4, 4, > 0 podle

Definice 18.4.1. Poloime 6, = 44, a &slo §; > 0 najdeme tak, aby bylo §, < 4,,

o+
J.' ¢(o)de <9, .
[ {

o—d1
Ztejmé plati (4.6).

DokdZeme, Ze plati (4.7). V opatném pfipadé by existovalo Te {t, — &,
to + ;) tak, Ze by bylo

|e(T) — % =26, (¢, u(t)) € Qto, %, 6,,26,) pro te (t, T) nebo pro
te(T, 7).
Pak by ovsem platilo
T

[W(T) - u(2)] = | j £, u(e))]

T
< U Q(t)dt| < é,,
tedy
[u(T) = %] = [«(T) - u(@)] + [u(z) - %] <20,
a to neni moZné. (4.7) plati.

DokéZeme, Ze plati (4.8). Budeme postupovat op&t obdobné jako v diikazu
tvrzeni (10.1.5), jen misto Eulerovych lomenych &ar uZijeme jinych pfibliznych
feSeni, pfi nichZ pfihlizZime k chovéni funkce f na vét§ich mnoZinach neZ koneénych.
Necht je s < t, + 6,; sestrojime FeSeni z: (s, to + 8,) — K" rovnice (4.1), z(s) = y.
Necht k je pfirozené &islo, k> 1. Polozme s; =35+ j(to + 6y — s)k™",
ji=0,1,...k

M=y, s=Zt=s,
2=y + -r S, 2™t = [to + 6, — s] k™)) dz
st
pro s; <t=<ty,+9,. (4.9)
UkaZeme, Ze rovnice (4.9) urtuji jedinou funkei z*%: (s, to + 6,> — K" a Ze je

(v, 2™(1)) € Q(to, %, 64, 26;) pro tels, to + ;). (4.10)
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Je zfejmé, Ze 2I¥] je definovana pro t € (s, s;) a Ze (4.10) plati na intervalu {so, 517-
Predpoklidejme, Ze jiZ vime, Ze funkce z™™ je definovdna pro te s, s;), kde j je
nékteré z &isel 1,2, ...,k — 1 a Ze (4.10) plati na intervalu {so, 5;). Je tedy

(¢, (1)) € Qtos %, 61, 26;) pro te<so, s -

Proto z druhé rovnice (4.9) je uréeno 2!*)(t) pro t € (s, s;+1> [nebot slozena funkce
Sz, z2M(tr = [t, + 61 — s] k™1)) je na intervalu {s;, s;4 ;) méfitelnd podle Pomocné
véty 18.4.4, je | f(z, 2™Wr — [to + 6, — s] k™ Y))| < o(7)] 2 je

t 1 4
I2(8) - | §J o(r) dr £ “g(‘r) dt pro te(s; Sj+1) -

S1 oS

Je tedy funkce z*! definovéna pro te (s, to + 8, a(4.10) plati pro te (s, to + 1.
PoloZme

P(t) = Jg(r) dt pro teds, ty + 6,>. . (4,11)
Z (4.9) a (4.10) plyne, Ze je

[2%Y(t2) — 2™ty = 'rz"f(t, Mt — [to + &, — s]k7Y))| dt <

131

< J ug(t) dt = P(t;) — P(t,)

ty

pro t;,t, € <S, to + 61) , i <t,.

Protoze funkce P je spojit, jsou funkce zI*), k = 1, 2, 3, ..., stejn& spojité na intervalu
(s, to + 8) a zfejm& jsou i stejn¥ omezené. Podle Arzeldovy-Ascoliovy véty (viz
D10.1.2) Ize vybrat stejnomérné konvergentni posloupnost z* na intervalu
(s, to + 8,); existuje tedy funkce z: (s, to + 8;> = K" a je z(t) = lim z™*)(t) pro
te (s, t, + 6,). Vzhledem k stejné spojitosti funkci z*? plati i imw

(1) = l_l‘m 2t — [to + 6 — s]k").
Je oviem _

(¢, z(1)) € Q(to, %, 91, 28,) pro tels, 1o + &;)
a podle (4.4) je

f(z, 2(7) =£r:f(r, e — [ty + 6 — s]k;')) pro tels,to + 4,)>.
Protoze je

If(z, 2%z = [to + 6, — s]kiV))| S o(tr) pro tels, 1o+ 8,),
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podle Véty 18.1.17 plati
t
I f(z, z(7)) dt = lim J‘f(r, 2%t — [ty + 6, — s] ki ') dr.
s ivo0 Jg

Pro k = k; je oviem s; = s + (tp + 6, — s) k; !; abychom zddraznili z4vislost na
k;, budeme psét s,(k;) misto s,. Je

31 (ki)

fr 2%t = [to + 6, — s] k) drf| <

S P(s + [to + 6, — 5] k') — P(s)
[viz (4.11)]. Tedy plati
J- tf (v, z(7)) d7 = lim ‘ f(z, 2%t = [to + 6, — s] ki ') de
s i~ Jsy (ki)

a z druhé rovnice (4.9) plyne pro k = k; limitnim pfechodem pro i — oo, Ze plati
t
() =y + J‘f(t, z(r))dt pro teds,to + ).

Jelis > ty — J,, obdobnym zpiisobem se zjisti, Ze existuje funkce v: {t; — 04, 5) —
— K" takova, Ze je

o) =y + [JE e pro tett =5,
Polozime-li w(t) = v(f) pro t e {ty — 8, s), w(t) = z(t) pro te s, to + 64, je
w(t) =y +'rf(1:, w(t))dt pro tety — dy,t + 6;).

Funkce w je feSenim rovnice (4.1) podle Véty 18.2.7. (4.8) plati a Véta 18.4.2 je
dokazina.

18.4.6. Pozndmka: Necht funkce u: # — K" je absolutné spojité feSeni rovnice
(2.1), & = R, m(&#) = 0. Funkce u zistane feSenim, i kdyZ funkci f zménime v tako-
vych bodech (¢, x) € G, Ze je t € .

Definice absolutné spojitého feSeni ma smysl i v tom p¥ipadé, Ze funkce f
neni definovdna ve viech bodech (1, x) € G, ale Ze plati:

Existuje mnoZina &/, < R takova, Ze je m(sf,) = 0 a Ze f(t, x) je
definovano a je f(t, x) € K", jakmile je (1, x)€ G, te R - ;. (4.12)

Pro funkce f spliiujici (4.12) se Carathéodoryovy podminky modifikuji v tom smyslu,
Ze (4.4) ma platit pro skoro viechna t a Ze nerovnost v (4.5) ma platit pro skoro viech-
na t a viechna x, (t, x) € Q(t,, %, 4,, 4,).
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Spliluje-li funkce f podminku (4.12) a ,modifikované Carathéodoryovy
podminky®, pak, jak lze snadno ukdzat, existuje mnoZina &, < R, m(ef,;) =0
takova, Ze plati: Polozime-li (1, x) = f(t, x) pro (1, x)e G, te R — &,, f(t,x) = 0
pro (1, x) € G, t € o, pak funkce f splituje Carathéodoryovy podminky [ve smyslu
Definice 18.4.1]. Pfitom kaZdé FeSeni rovnice (2.1) je feSenim rovnice X = f{(, x)
a naopak.

Podminka (4.12) je tedy pouze forméln& obecngjsi neZ podminka f: G - K",
a proto budeme pracovat s podminkou f: G - K",

18.4.7. Pozndmka: MnoZinu ¥"({, s, ) pro absolutn& spojit4 feSeni zavedeme stejn&
jako byla zavedena v odst. 10.2 pro spojitd fedeni. Také feleni ,,rovnice (1.1) m4
vlastnost Kneserovu [resp. Fukuharovu]* budou mit obdobny vyznam jako v odst.
10.2. Pro funkce f spliiujici Carathéodoryovy podminky plati véty obdobné Vétim
10.2.1 a 10.2.4 [Véta Kneserova a Véta Fukuharova]. Tyto véty jsou specidlnimi
pfipady V&t 18.5.20 a 18.5.21.

18.4.8. Pozndmka: Pokud jde o jednoznaénost, lze pro absolutn& spojitd feSeni
pfevzit beze zmény Definice 11.1.1 a 11.1.2 a V&tu 11.1.3. Také dikaz Véty 11.1.3
zUstdva v platnosti. Misto Véty 11.1.5 plati:

18.4.9. Véta: Necht ke kaZdému bodu (to, x'°%) € G existuji &isla 6,, 6, > 0 a funkce
Ae L({ty — &y, to + 6,), R) tak, Ze plati Q(to, x1°%, 6,,6,) = G a

”f t, x[ll) —f(t, x[Z])" < l(t)“ X111 x[z]" )

jakmile (t, x1) € Q(to, X1, 8,, 6,), i = 1,2. Potom rovnice (1.1) je jednoznacnd.

V podstatg jde tedy o to, Ze konstantu L z (1.11.3) miZeme nahradit integro-
vatelnou funkci A. Tato véta se opét dokdZe pomoci Gronwallovy pomocné véty
[viz Poznamku 18.3.2].

18.4.10. Poznamka: Také tvahy z odst. 11.2 a 11.3 zdstanou v platnosti, je viak
tfeba provést jisté zmény.

Ve V&t& 11.2.1 nepfedpokladdme, %e funkce ¥, 4 jsou spojité, ale e x spliiuje
Carathéodoryovy podminky a Ze funkce u je integrovatelnd a tvrzeni (i), (ii) zm&nime
takto:

(i) Je-li x(t,.) neklesajici pro kazdé t a je-li n(s) < &(s) v n&jakém bodg s € 7,
potom je n(t) < &(f) prot > s, te 2.

(i) Je-li x(t,.) nerostouci pro kazdé t a je-li n(s) > &(s) v n&jakém bodg s € £,
potom je n(t) > &(f)prot < s, te 2.

S nevelkymi zménami lze v dilkkazu postupovat obdobné& jako v odst. 11.2.

Také Pomocnd véta 11.2.4 plati, pfedpokldddme-li o funkci f pouze, Ze spliiuje
Carathéodoryovy podminky. Také Véta 11.2.6 plati, pfedpokladdme-li o funkcich
f a x pouze, Ze spliiuji Carathéodoryovy podminky a pfipojime-li podminku, Ze pro
kaZdé t funkce x(t, .) je neklesajici pro & > 0 a nerostouci pro ¢ < 0. Ve V&t& 11.2.7
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miiZeme nerovnost pro f nahradit nerovnosti

17t x20) = £, x| < o) (|2 — *117])
pro
(t, x[l])’ (t, x[Z]) € Q(tO’ x[O]’ Vi vz) .

pfitom funkce g: {t; — vy, o + v{) — R je integrovatelna a funkce ¥ je neklesajici.

Také Véta 11.3.1 ztstane v platnosti, pfedpokladdme-li o funkcich f, x pouze,
Ze spliiuji Carathéodoryovy podminky a pfipojime-li podminku, Ze pro kazdé ¢
funkce x(t, .) je neklesajici pro ¢ > 0. :

18.4.11. Pozndmka: Kap. 12 zistdva v platnosti pro absolutné spojita feSeni a pro
rovnice spliiujici Carathéodoryovy podminky téméf beze zmén. Upozornime jen na
to, Ze ve V&t& 12.1.8 je tfeba pripojit podminku, Ze pro kazdé t funkce x(1, .) je nekle-
sajici pro ¢ > 0 a nerostouci pro £ < 0 a Ze v ditkazu Véty 12.2.4 je tieba uZit Véty
18.1.17.

18.4.12. Poznamka: Kap. 13 se zachovavd pro rovnice splilujici Carathéodoryovy
podminky v podstatnych rysech. Pfirozen& funkce @(., o, X) nemusi mit derivaci
viude, ale jen skoro viude [pro jednoduchost se nebudeme zabyvat derivaci funkce
&(t, ., X); také o ni by se dalo — za pfislusnych pfedpokladd — dokézat, Ze existuje
skoro viude].

Misto Véty 13.1.1 vyslovime tvrzeni:

Nechft funkce f: G = K" spliiuje Carathéodoryovy podminky. Necht
pt, pt2, .., p!™ je bdze v K" a nechf pro p = p', i =1,2,..., n,
existuje derivace D'? f: G — K" ve sméru p a spliiuje Carathéodoryo-
vy podminky. Potom jsou definovdny funkce @, D?’ @ pro vSechna
w e K", jsou spojité, vzhledem k proménné t jsou absolutné spojité a je

DY 2 0(., 4, 9) = 5 D 0. 10,9

skoro vsude. (4.13)
Pomocnou vétu 13.1.2 dokdZeme pomoci Véty 18.4.9. Vétu 13.1.3 upravime takto:

Necht jsou splnény predpoklady vyslovené v (4.13). Potom existuje

derivace D’ &(t, 1,, X) a je

D &(t, to, ) = A(t, 15, X, w). (4.14)
Diikaz je obdobny ditkazu Vé&ty 13.1.3. Pfi odvozeni odhadu (13.1.24) ze vzorce

(13.1.23) je nutné jednak vyuZit toho, Ze pro kompaktni mnoZinu V existuje [na
vhodném intervalu] integrovatelna funkce x, takova, Ze je

(e w) = £t )] < %(1) Ju = o] pro (1u), (1.0)eV,
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jednak Gronwallovy nerovnosti [viz Pozndmku 18.3.2]. Také funkce I' neni spojitd,
ma viak tyto vlastnosti:

I(o,2) = 0 pro A — 0 pfi pevném o [to plyne ze spojitosti funkce

f(s, )] (4.15)

Funkce I'(., 4) je méfitelna pro || < & [poloZime-li

I\(e.2) = k3 [DD f(o, [1 = ifk] (0, 0) + [i/k] &z, 1) —
i=o

— D f(q, &(s, 0)] ,

pak &aste¢né soutty I',(o, 1) jsou méfitelné vzhledem k o p¥i pevném

Aaje I'(o, ) - I'(s, 2) pro k — oo]. (4.16)
Existuje takové funkee { € L(to, £y — R} Ze je

I (e, A)|| £ U(e) pro oelto, 1), lll <é

[to 1ze odvodit z podminky (4.5) pro D® f,]. (4.17)

Podle Véty 18.1.17 [viz téz (13.1.24)] je

J‘ I(o, 1) [$(0, ) — ¥(0,0)] A 'do -0 pro A-0
to
stejnomérné vzhledem k 7€ {fo, 1) a tak (13.1.18) plyne z (13.1.27) stejné jako
v odst. 13. '

Misto Véty 13.1.4 plati

18.4.13. V&ta: Je-li splnéno (4.13), potom funkce ® md diferencidl D® &; diferen-
cidl D & zdvisi spojité na (1, to, X).

18.4.14. Poznimka: Kap. 14 se zachovdvd v obdobném rozsahu jako kap. 13.
Ve V&t& 14.1.1 podminku (14.1.2) nahradime touto podminkou:

MnoZina G = R x K" x K™ je oteviena a funkce f: G — K" spliiuje
Carathéodoryovy podminky; pfi formulaci Carathéodoryovych pod-
minek povaZujeme dvojici (x, ) za jedinou prostorovou proménnou. (4.18)

Pomocnéd véta 14.1.2 se dokaZe stejné jako v kap. 14. Také Véta 14.1.3
ziistane v platnosti. Pfitom misto spojitosti funkci f, f;, k = 1, 2, ..., pfedpokldddme,
Ze tyto funkce spliluji Carathéodoryovy podminky stejnomérné vzhledem ke k, to
znamend, Ze funkce fify, k = 1, 2, ..., splituji (4.3), (4.4) a Ze ke kazdému (to, X) € G
existujf &isla 8,, 6, a funkce g € L({to — &y, to + 6,), R) tak, Ze plati:

£t )| < e(t) pro (t,x)e Q(to, %, 8,,6,), k=1,2,.... (4.19)

Také pfedpoklady o konvergenci f; — f zeslabime a pfedpokladdme pouze, Ze plati:
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Je-li te R, Z = K" kompaktni, (t, z) € G pro z € Z, pak f,(t,.) = f(t, .) stejnom&rné
na mnoZing Z.

Ve VEt& 14.2.1 provedeme obdobné zmény, jako jsme provedli ve V&t& 13.1.1
[viz Pozndmku 18.4.12]. Dostdvame tak tvrzeni:

Necht pro funkci f plati (4.2)—(4.5). Necht ptt), pt21 . p™ je bd-
ze v K", nechs g% ¢, ..., g™ je bdze v K™ a necht (4.3)—(4.5)
plati, piseme-liDP f, p = p'"3, ..., p™ nebo DX f, g = q'1), ..., g™
misto f. Potom jsou definovdny funkce @, D{> &, D® & pro viechna
pe K", qe K™, funkce ¥(., to, %, ), DL &(, to, %, §), D(., to, %, 4)
jsou absolutné spojité a je

d 0
D(S)_¢"t)£’~ =_D(3)¢~,t)~9~9
? o (> tor %, §) PYint (s to, %, )

0 d
DW —&(, ty, X, §) = —DWP &(., t,, %, §
5 ( 0 q) Pyt ( qu)

skoro v§ude (4.20)

18.4.15. Pozniamka: Obdobné vysledky, zejména véty o existenci a jednozna&nosti,
Ize dokézat i pro jiné tfidy rovnic neZ jsou rovnice (4.1), kde funkce f spliiuje Ca-
rathéodoryovy podminky. Viz napt. [45]—[48], [79], [34].

Na zavér tohoto odstavce uvedeme jednu zajimavou vlastnost, kterou maji
funkce f takové, Ze plati (4.2), (4.3) a (4.4). (Viz [68], [27].) ProtoZe v odst. 18.6
budeme potiebovat tutéZ vlastnost pro redlné funkce, budeme ji formulovat ve v&té
o funkcich s hodnotami v R* (k = 1, 2, ...).

18.4.16. Véta: Necht je A4,,4,>0, toeR, X€R", k pFirozené Cislo,
h: Q(to, X, 4, 4,) = R* a necht plati:

Funkce h(., x) je méFitelnd pro x € B(%, 4,, R"). (4.21)
Funkce h(t,.) je spojitd pro te {ty — 4y, to + 4;). (4.22)

Potom ke ka%dému { > 0 existuje méfitelnd mnoZina A; = (t, — 44, to + 4,)
tak, Ze plati:

m({to — 4y, to + 4,) — Ap) <. (4.23)
Funkce hlAng(i.Az) je spojitd. (4.24)
Dilkaz této véty najde &tenaf v Dodatku 18.2.

18.4.17. Poznimka: Funkce h: Q(to, %, 4y, 4;) - R", kterd spliiuje tvrzeni Véty
18.4.16, zfejmé splituje (4.21) [a také plati, Ze funkce h(t, .) je spojitd pro skoro viechna
tety — 4y, to + 4,)]- Véta18.4.16 ptipomina vétu Luzinovu (viz [28], kap. IL, § 4).

18.4.18. Pozndmka: Nechf je f: G — R” a nechf plati (4.2), (4.3) a (4.4). UZitim Véty
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18.4.16 lze dokdzat, Ze ke kaZdému &fslu n > 0 existuje méfitelnd mnoZina C, = R
takovd, Ze je m(R — C,) < 1 a Ze funkce f|gn(c, xrm) j€ SPOjitd.

18.5. Pfirozenym zobecnénim diferencidlnich rovnic jsou diferencialni relace.
Nechf &, je mnoZina neprdzdnych podmnoZin v R, G = R X R", F: G - G,; je
tedy @ # F(t, x) = R" pro (t, x) € G. Diferencidlni relace se nazyva vztah

x(1) e F(t, x(1)) . (5.1)
Relace (5.1) se &asto piSe ve tvaru X% € F(t, x). Abychom mohli s diferencidlnimi
relacemi pracovat, musime definovat, co je feeni relace (5.1).

18.5.1. Definice: Necht # = R je interval. Funkce u: # — R" se nazyva refeni
diferencidlni relace (5.1), je-li u € ACi(#, R") a plati-li (5.1) skoro viude v S,
dosadime-li u za x.

V ptipadg, Ze pro kaZdé (7, £) € G mnozina F(?, X) je jednobodova, F(7, %) =
= {f(8, %)}, diferencidlni relace (5.1) pfechdzi v diferencidlni rovnici (2.1) a u je
feSenim diferencidlni relace (5.1) pravé tehdy, je-li feSenim diferencialni rovnice

(2.1).

Rovnice v kontingencich a rovnice v paratingencich, které vySetfovali fran-
couzsky matematik Marchaud a polsky matematik Zaremba ve tficatych letech (viz
[53], [81]), jsou velmi blizké diferencidlnim relacim. Mohutny impuls k rozvoji teorie
diferencialnich relaci dala teorie regulace. V teorii regulace se fe$i problémy tohoto
typu: Je ddna funkce f: R X R" x R™ — R" a pro t € R je ddna mnoZina U(f) = R™;
hledaji se funkce x € ACioi(#, R") a funkce u: & — R" tak, aby platilo

x(t) = f(t, x(t), u(f)) , u(t)e U(r) (5.2)
skoro viude v # a aby byly splnény n&které dalii podminky. [Interval S je n&kdy
pfedem dén, jindy se téZ hled4; napf. jsou diny body y!J, y'21e R", &isla t, < t,
a maji byt spln¥ny podminky S = {ty, t,), x(t,) = y*"}, x(¢;) = y1*).] Zékladni
pouceni o teorii regulace lze najit v [78], viz téZ [3], [44], [49], [61], [41].

Polozime F(t, x) = {f(t, x, v)| v e U(f)}; (5.2) zfejm& plati pravé tehdy, jestlize
plati (5.1). Oviem v teorii regulace se &asto poZaduje, aby funkce u patfila do n&jaké
tfidy funkci [nap¥. aby u byla po &istech spojitd nebo méfitelnd a omezen4] a takovou
podminku nelze zachytit relaci (5.1). Mezi diferenciélni relace patfi téZ diferencidlni
nerovnosti a jejich soustavy. Napf. nerovnost |x(t)| < 1 miZeme zapsat jako diferen-
cidlni relaci (5.1), kde F(#, %) = (—1,1) pro #,%eR. ReSeni této nerovnosti,
resp. relace jsou pravé viechny takové funkce u: J — R, kde 4 < R je interval,
Ze plati Iu(t) - u(s)I =< lt - sl pro t,se€ f; u je maximilni feSeni, je-li 4 = R.
Souvislost diferencidlnich relaci s diferencidlnimi rovnicemi, jejichZ prava strana
f(t, x) miZe byt nespojitd v prom&nné x, bude vyloZena v nasledujicim odstavci.

Pojmy ,,prodlouZeni daného feSeni‘“ a maximdilni feSeni se zavedou zcela
stejnym zpiisobem jako v odst. 1.8. Také V&ta 3.4.1 (o existenci maximélnich feSeni)
plati pro diferencidlni relace (5.1) a jeJi diikkaz se pfenasi beze zmény.
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Nasim nejbliz§im cilem je doké4zat pro diferencidlni relace existencni vétu,
jejimZ specidlnim p¥ipadem je Véta 18.4.2. Je-li @ + D < R*, x € R*, pak d(x, D)
je vzdalenost bodu x od mnoziny D, tj. d(x, D) = inf {|x — y|/| y€ D}. Pro & > 0,
D = K* polozme (D, &) = {xe R"| d(x, D) < &}. Mnozina D < R* je konvexni,
plati-li au + fv e D, jakmile jeu,ve D, a, f 20, + B = 1.

18.5.2. Definice: Nechf je H = R*, I': H - &,. Funkce I' se nazyva polospojitd
shora v bodé ye H, jestlize ke kazdému Cislu &€ > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze je
I(z) = &(I'(y), €) pro z € B(y, 6, R*). Funkce I' se nazyva polospojitd shora, je-li
polospojita shora v kaZzdém bod¢€ y € H.

Vsimn&me si, Ze plati: Je-li mnoZina I'(x) jednobodova pro x € H, I'(x) =
= {g(x)}, pak funkce I' je polospojitd shora v bod& y pravé tehdy, je-li funkce g
spojitd v bodé y, a funkce I' je polospojitd shora pravé tehdy, je-li funkce g spojita.
[Polospojitost mnoZinové funkce I' je odliSny pojem od polospojitosti funkci s hod-
notami v R (viz napf. Pozndmku 12.2.7), oba pojmy spolu oviem souvisi. ]

Abychom mohli vyslovit v&tu o existenci feSeni diferencidlni relace (5.1),
musime zavést vhodné pfedpoklady o funkci F. Nechf X", je mnoZina nepriazdnych
kompaktnich konvexnich podmnoZin v R*.

18.5.3. Definice: Nechf mnoZina G = R x R" je otevienad. Symbolem USC(G)
budeme znadit mnoZinu takovych funkci F: G — X, Ze plati:

Ke kazdému ¢ > 0 existuje mnoZina 4, < R tak, Ze

(i) mR—A,)<e,

(i)  Flgnca.xrm je Polospojita shora. (5.3)

Funkce F(t, .) je polospojita shora pro kaZdé t € R. (54)
18.5.4. Priklad: Polo7me ¢(t, x) = sgn(xsinf) pro t,xeR, F(t,x) = {o(t, x)}
pro te R, x % 0, F(t,x) = (—1,1) prote R, x = 0. Pro kaZdé celé k plati: Funk-
ce F je polospojitd shora v kazdém bodé (r, y), kde kn <7 < (k + 1) m, yeR.
Proto plati Fe USC(R x R) [nebot miizeme polozit 4, = {kx| k =...,—1,0,1,...}
nezdvisle na e].
18.5.5. Véta (o lokélni existenci feSeni): Necht plati :

F e USC(G). (5-35)

Ke ka¥dému bodu (to, %) € G existuji takovd ¢isla 4y, 4, > 0 a funkce

e L(Sty — 4y, to + 4,), R),

%e je F(t, x) = B(0, o(t), R") pro (t, x) € Q(ty, %, 41, 42) - (5.6)
Potom ke kaZdému bodu (to, %) € G existuji takovd ¢isla 8y, 5, > 0 Z¢ plati:
Q(to, %, 61,26,) = G. (5.7)

Je-li u: F — K" feSeni relace (5.1) a existuje-li
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TE <t0 b 51, to + 51> tak, Ze je (T: u(‘r))e Q(t09 f, 619 61)’
pak je (t,u(t)) € Q(to, %, 51, 202) pro telto — &y, to + ;) NI . (5.8)

Ke kazdému bodu (s, y) € Q(to, %, 01, 8,) existuje FeSeni

Wis,y): to — 04, to + 010 = R

relace (5.1) tak, Ze je Wis(S) = V- (59)
Dulikaz Vé&ty 18.5.5 zavisi na n&kolika pomocnych vétich a je stru¢n€ proveden
v Dodatku 18.3.

18.5.6. Pozndmka: Obdobné jako Vétu 18.4.2 miZeme i V&tu 18.5.5 doplnit infor-
maci o tom, jak Ize volit &isla ,, 6,: Necht je

8,,6,>0, @eeL({to — 81, to + 1), R),
nechf plati (5.7),
F(t, x) < B(0, ¢(t), R") pro (¢, x)e Q(to, %, 64, 25,),

to+dy
e(f)dt < 6,.

v t0=3,

Potom plati (5.8) a (5.9). To bude dokazano v diikkazu Véty 18.5.5.

18.5.7. Pozndmka: Necht funkce u:.# — R" je feSeni diferencidlni relace (5.1),
A c R, m(A) = 0. Funkce u ziistane feSenim, i kdyZ funkci F zm&nime v takovych
bodech (t, x) € G, Ze je t € A. To je zcela obdobné jako v Poznimce 18.4.6. Obdobng
i definice feSeni ma smysl i v tom pfipadé, Ze funkce F neni definovdna ve viech
bodech (1, x) € G, ale Ze plati:

Existuje mnoZina C, < R takové, Ze je m(C,) = 0 a Z%e F(t, x) je

definovano a je F(t, x) € &, jakmile je (1, x)e G pro teR — C;. (5.10)
Obdobné jako v Pozndmce 18.4.6 1ze modifikovat v&tu o lokdlni existenci feSeni pro
funkce F, které spliiuji (5.10) timto zpiisobem:

Spliiuje-li funkce F podminky (5.10), (5.3) a (5.6) [v (5.3) miizeme
pfedpokladat, Ze je 4, N C; = 0 pro & > 0 a podminku (5.6) pozmg-
nime tim zpiisobem, Ze F(t, x) = B(0, o(f), R") m4 platit pro (¢, x) €
€ Q(to, %, 45, 4;) pro t¢C,], potom plati tvrzeni Véty 18.5.5. (5.11)

-]
MiZeme totiz polozit F(t,x) = F(t,x) pro (t,x)€G, tel 4;-5, F(t,x) = {0}
© © Jj=1
pro (t, x) € G, t ¢ U A,-,. ProtoZe je m(R — U 4,-;) = 0, ka?dé feeni diferencidlni
j=1 Jj=1

relace %€ F(t, x) je soutasn® feSenim diferencidlni relace % e F(t, x) a naopak.
Funkce F spliiuje predpoklady Vity 18.5.5, a proto (5.11) plyne z Véty 18.5.5.
Podminka (5.10) je pouze formaln& obecn&j¥i ne? podminka F: G — X, a proto
budeme pracovat s podminkou F: G — X1,
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18.5.8. Poznidmka: Nechf je H = R", V: H —» A,. Diferencidlni relace

x(1) e V(x(1)) (5.12)
se nazyva autonomni, relace (5.12) je zfejm& specidlnim pfipadem relace (5.1)
[obdobng jako v pfipadé diferencidlnich rovnic poloZime G = R x H, F(t,x) =
= V(x)]. Pro autonomni diferencidlni relaci (5.12) plati véta o posunuti FeSeni
v Sase [obdobna V&t¢ 12.3.1]. Podminky (5.3), (5.4) pro relaci (5.12) se redukuji
na tuto podminku:

MnozZina H < R" je oteviend a funkce V: H —» X, je polospojitd
shora. (5.13)

Plati-li tedy (5.13), pak pro diferencidlni relaci (5.12) miZeme uZit Véty 18.5.5.
Spojitou zavislost FeSeni na po€ateéni podmince pro diferencidlni relace
je ucelné formulovat tak, abychom se vyhnuli pojmu jednoznaénost feSeni.

18.5.9. Véta (o spojité zavislosti na po&ate¢ni podmince): Nech? funkce F: G - X,

spliiuje (5.3) a (5.4). Nechf S < R je interval, u: & - R", u™: # 5 R", k =

=1,2,...,(t, u(t)) € G, lim u™(t) = u(f) pro t € £. Necht u™ je Feseni diferencidlni
k=

relace (5.1) pro k = 1,2, 3, .... Potom také u je FeSeni diferencidlni relace (5.1).

Ditkaz Véty 18.5.9 je naznaen v Dodatku 18.4. Jiné tvrzeni o spojité za-
vislosti na po¢ite¢ni podmince je obsaZeno v nasledujici poznamce.

18.5.10. Poznimka: Nechf F: G — i, spliuje (5.5) a (5.6), (o, X)€ G. Necht
gisla &, 6, jsou uréena podle Pozndmky 18.5.6 a nechf je (z, y) € Q(to, %, 8;, 6,),
y¥eR" |yM — x| £6, pro k=1,2,..., y = lim y™. Polozme u™ = w(z, yI¥))

k-

[viz (5.9)]. Je F(s, u™(s)) = B(0, g(s), R") pro s € {ty — 8y, to + 6. Proto je

[4™(z) — u™(o)| = J~Q(S) ds pro to—38; S0 <1=to+ 64,

a

k=1,2,...,

a tedy podle Arzeldovy-Ascoliovy véty lze vybrat stejnomérné konvergentni po-

sloupnost 4™/, Polozme u(f) = lim u™/(f). Podle Véty 18.5.9 u je fe3eni relace (5.1).
Jj=
Soucasnou zdvislost feSeni na po¢ite¢ni podmince a parametru zachycuje

18.5.11. Véta: Necht funkce F,, F: G — A, spliuji (5.5). Necht podminka (5.6)
je splnéna stejnomérné, tj. necht ke kaZdému bodu (ty, %) € G existuji ¢isla 4,, 4, > 0
a funkce g e L(Sty — 4y, to + 4,), R) tak, %e je F(t,x), Fi(t, x) = B(0, ¢(t), R")
pro (t,x) € Q(to, %, 44, 4,), k = 1,2,3, ... . Necht posloupnost F, konverguje k F
v tom smyslu, Ze plati: Ke kazdym & > 0, te R a kompaktni mnofiné Z < R"
takové, Ze je (t,z)€ G pro z € Z, existuje | tak, %e je F\(t, z) = Q(F(t, z), &) pro
zeZ, k> I. Necht # = R je interval, u,u™: # - K", k =1,2,...,, limu™(r) =

k-
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= u(t), (t,u(t))e G pro te S. Necht u™ je reSeni diferencidlni relace x(t) €
€ Fi(t, x(t)) pro k = 1,2, 3,.... Potom u je FeSeni diferencidlni relace (5.1).
Vétu 18.5.11 1ze dokazat obdobnym postupem jako Vé&tu 18.5.9.

18.5.12. Poznimka: UkdZeme, Ze Véta 18.4.2 plyne z Véty 18.5.5. Nechf funkce
f: G > R spliiuje Carathéodoryovy podminky. PoloZme F(t,x) = {f(t, x)} pro
(t,x)€ G. Je F: G > X, a zfejm& plati (5.4) a (5.6). Podle Poznamky 18.4.18 plati
také (5.3). Podle pozndmky za Definici 18.5.2 plati tvrzeni V&ty 18.4.2.

18.5.13. Poznimka: V literatufe se ve v&t& o lokalni existenci feSeni (V&ta 18.5.5)
misto podminky (5.5) uZiva jinych podminek, které kladou mensi omezeni na funkci
F; véty, které tak vzniknou, jsou vSak pouze zdé4nlivé obecnéj§i neZ Véta 18.5.5.
Abychom této pozndmce mohli dit pfesny vyznam, zavedeme né€které definice:

18.5.14. Definice: Necht mnoZina A = R je méfitelnd, H: A - S,. Funkce H se
nazyva meé¥itelnd, jestlize pro kaZdou uzavienou mnoZinu E < R® mnoZina
{te A| H(t) 0 E + 0} je méfitelnd.

18.5.15. Definice: Nechf mnoZina G = R x R" je oteviend. Symbolem M(G)
budeme znagit mnoZinu funkci F: G — X, takovych, Ze plati:

Funkce F(., x) je méfitelna pro x € R". (5.14)
Funkce F(t, .) je polospojita shora pro t € R". (5.15)

18.5.16. Definice: Nechf mnoZina G = R x R® je oteviend. Symbolem Sel(G)
oznatime mnoZinu funkci F: G — X, takovych, Ze plati (5.15) a tato podminka :

Je-li 4 interval, je-li funkce u: S — R" spojitd a je-li (¢, u(t))e G
pro te J, pak existuje méfitelnd funkce v: S — R" takovd, Ze je
(?) e F(t, u(t)) pro te S [pro kazdé t vybirdme hodnotu (t) tak,
aby funkce v byla méfitelnd; funkce v se nazyva selekce, odtud oznace-
ni Sel(G)]. (5.16)

Nyni jiZ miZeme vyslovit véty, o nichZ byla zminka v Pozndmce 18.5.13:

18.5.17. Véta: Necht je F € M(G) a necht plati (5.6). Potom ke kafdému bodu
(to, %) € G existuji ¢isla &, 5, > 0 tak, Ze plati (5.7), (5.8) a (5.9).
Véta 18.5.17 plyne z Véty 2 dokazané v [59].

18.5.18. Véta: Necht je F € Sel(G) a necht plati (5.6). Potom ke kaZdému bodu
(t0» %) € G existuji ¢isla 64, 5, > O tak, e plaii (5.7), (5.8) a (5.9).

Véta 18.5.18 plyne z vysledkit dokézanych v [11].

Cisla 8,, 8, ve Vétach 18.5.17 a 18.5.18 miZeme volit stejné jako v Po-
znimce 18.5.6. Z Véty D18.3.12 plyne, Ze je USC(G) = M(G). Proto Véta 18.5.5 je
specidlnim p¥ipadem Véty 18.5.17. V [39] bylo dokazéno, Ze plati M(G) < Sel(G);
je tedy V&ta 18.5.17 specialnim pfipadem Véty 18.5.18. Dokonce je vidy ASC(G) #
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% M(G) * Sel(G). Pfesto Véty 18.5.17 a 18.5.18 nepfinaseji mnoho nového ve srov-
néni s Vétou 18.5.5; z V&t 0.1 a 3.1 dokazanych v [27] a z Pozndmky 18.5.7 plyne,
Ze plati

18.5.19. Véta: Ke kaZdé funkci F € Sel(G) splriujici (5.6) existuje funkce F e USC(G)
tak, Ze plati

F(t,x) = F(t,x) pro (t x)eG. (5.17)

KaZdé reSeni diferencidlni relace x € F(t, x) je soucasné FeSenim
diferencidlni relace % € F(t, x). (5.18)

Z (5.17) ovSem bezprosttedné plyne, Ze F spliiuje (5.6) a Ze kaZdé feseni diferencilni
relace x e F(t, x) je sou€asné feSemm diferencidlni relace % e F(t,x). PH vy-
Setfovani diferencidlni relace (5.1) lze tedy bez ztraty na obecnosti pfedpokladat, Ze
je F e USC(G) a Ze plati (5.6), misto toho, abychom pfedpokladali, Ze je F € Sel(G)
a Ze plati (5.6); zejména V&ty 18.5.17 a 18.5.18 plynou z V&t 18.5.5 a 18.5.19.

Pro diferencidlni relace plati véty obdobné Vétim 10.2.1 a 10.2.4. VSimneme
si jich podrobngji. Necht je G =« R x R", F: G — &,. Pro { > s nechf ¥°({, s, y) je
mnoZina takovych ve R", Ze existuje feSeni w: (s,{) —» R" diferencidlni relace
(5.1) splitujici podminku w(s) = y, w({) = v. Obdobn& pro { < s necht ¥"({, s, y)
je mnoZina takovych ve R", Ze existuje feSeni w relace (5.1) spliiujici podminku
w(l) = v, w(s) = y. PoloZme jest& ¥"(s, s, y) = y pro (s,y) € G. Budeme fikat, Ze
diferenciélni relace (5.1) mé vlastnost Kneserovu v bodé ({, s, y) € R x G, jestlize
mnozina ¥~ (C, s, y) je kompaktni a souvisld. Budeme fFikat, Ze diferencidlni relace
(5.1) mé vlastnost Fukuharovu v bodé ({,s,y)eR x G, { > s, je-li 07" ({,s,y) # 0
a existuje-li ke kazdému v e 0¥°((, s, y) feSeni w: (s, {> — R" diferencialni relace
(5.1) takové, Ze je w(s) = y, w({) = v a v(t)e 8¥°(t, s, y) pro te s, {). Obdobny
vyznam ddme vyroku, Ze relace (5.1) ma vlastnost Fukuharovu v bod¥
(¢, s, ¥) e R x G, { < s. Plati tyto véty [srovnej Véty 10.2.1 a 10.2.4]:

18.5.20. Véta: Necht mnoina G = R x R" je otevFend, necht je F e USC(G)
a necht plati (5.6). Potom ke kafdému bodu (to, %) € G existuji ¢isla 6,,8, > 0
tak, %e relace (5.1) md Kneserovu vlastnost v bodé (L, s, y), jakmile je

(s, ¥) € Q(to, %, 04, 85), ety — by, to + ;). (5.19)

18.5.21. Véta: Nechf mno%ina G = R x R" je otevFend, necht je F € USC(G) a nechf
platt (5.6). Potom ke kaZdému bodu (1o, %) € G existuji éisla 6,,6, > O tak, Ze
relace (5.1) md Fukuharovu vlastnost v bodé ((, s, y), jakmile plati (5.19), { * s.

Podle Véty 18.5.19 miZeme podminku F € USC(G) v pfedchézejicich vétach
nahradit podminkou F e Sel(G) [nebo podminkou F e M(G), protoZe je M(G) =
< Sel(G)].

Véty 18.5.20 a 18.5.21 plynou z vysledkd, které byly dokdzany v [11]. Dikaz
Véty 18.5.20 je struéné proveden v Dodatku 18.7. Vétu 18.5.21 lze dokazat stejnym
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postupem, jako byla v Dodatku 10.3 dok4zdna Vé&ta 10.2.4, misto Véty 10.2.1 uZi-
jeme ovSem Véty 18.5.20. Pfirozené zobecnéni Véty 18.5.20 je

18.5.22. Véta: Necht mnoZina G = R x R" je oteviend, necht je F e USC(G)
a necht plati (5.6). Potom ke kaZdému bodu (t, %) € G existujf ¢isla 6, 6, > O tak,
Ze plati: Necht je se (ty — 8, to + 61> a necht W < B(% 6,, R") je kontinuum.
Necht W je mnoZina takovych reSeni w:{ty — 0y, to + 6,> = R" diferencidlni
relace (5.1), Ze w(s) € W. Potom W je kontinuum [podrobnéji: W je metricky
prostor s metrikou

d(wt], wi?) = sup {|w(t) — w(1)|| | te to — 8y, to + 6,0} ;

pFi této metrice W je neprdzdnd, kompaktni a souvisld mnoZina].
Také Vétu 18.5.22 Ize odvodit z vysledkii obsaZenych v [11]; Ize ji oviem téz
dokdazat obménou postupu uZitého v Dodatku 18.7.

18.5.23. Poznamka: V§imné&me si jest& pfipadu, kdy se o pravé strané F diferencidlni
relace (5.1) nepfedpoklidd, Ze mnoZina F(t, x) je konvexni pro viechny body
(1, x) € G. Jsou-li mnoZiny 4, B = R" neprdzdné, pak

d(A, B) = max {sup d(x, B), sup d(y, 4)}
xeAd yeB

nazyvame vzddlenosti mnoZin A, B [d(y, A) je vzdalenost bodu y od mnoZiny A
zavedena pfed Definici 18.5.2]. Je 0 < d(4, B) < <o a plati:

Necht je d(A, B) < &€ < c0. Pak je B < Q(4,¢), A = (B, ¢). (5.20)
Nechfje0 < & < o0, B = Q(A,¢), A = Q(B,¢). Pak jed(4, B) < & (5.21)

Necht je H = R*. Funkce P: H — S, se nazyva spojitd v bodé y € H, jestlize
ke kaZdému &islu ¢ > 0 existuje takové &islo & > 0, Ze je d(H(x), H(y)) < & pro
[ = »|| < 6. Funkce H se nazyvé spojita, je-li spojitd v kazdém bodé z € H.

V préci [32] byla dokazéna existence feleni diferencialni relace (5.1) za
pfedpokladu, Ze mnoZina G = R x R" je oteviend, Ze funkce F: G — &, je spojitd
aze

F(t, x) je kompaktni pro (¢, x) € G. (5.22)

V préci [57] byl tento vysledek uveden v souvislost s Vétou 18.5.17. Existence feSeni
diferencilni relace (5.1) byla dokédzéna za pfedpokladu, Ze mnoZina G = R x R"
je oteviend a Ze funkce F: G — &, spliiuje (5.6), (5.14), (5.15), (5.22) a plati:

Je-li (s, y) € G, pak bud je mnoZina F(s, y) konvexni nebo funkce F je
spojitd v bodé (s, y). (5.23)

18.6. Necht je a;,a, € R a nechf funkce g1, 92: R> > R jsou uréeny rovnicemi
g1(x1, x2) = 2, g2(X1, x;) = —1 pro x; € R, x; > 0, 91(x1, 0) = ay, g2(x,,0) = a,
pro x; € R, gy(xy, X2) = 1, g5(x,, x,) = 1 pro x; € R, x; < 0.
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Hledejme absolutné spojitd feSent rovnice

Xy = gl(xl’ xz),
X = gy(xy, X5) - (6.1)

Trajektorie této rovnice leZici v polorovinidch x; > 0 a x, < 0 jsou nazna&eny na
obr. 42. Je-li a, = 0, pak rovnice ma maximalni feSeni u,(f) = a,t + c, u,(f) = 0
(kde c € R) nebo FeSeni v,(t), vy(f) takova, Ze pro t < 7 se bod (v,(1), v,(f)) pohybuje
po n&které z trajektorii leZicich v poloroving x, > O nebo x, < 0; ptitom je v,(7) = 0

N

v

Obr. 42

X

& X,

aprot>tjevy(t) =0, vy(t) = a,(t — 1) + vy(x). Je-li a, + 0, nastane zcela jind
situace; ukdZeme, Ze napf. w = (wy, w,): (— 0, 0 = R?, kde w,(t) = t = w,(1), je
maximélni feSeni rovnice (6.1). Nechf z = (z,, z,): (— ©, a) = R? je vlastni pro-
dlouZeni feSeni w. Je-li z,(t) > 0 pro n&jaké € (0, ), pak vzhledem ke spojitosti
funkce z, existuje takové o € €0, a), Ze je z,(0) = 0, z,(t) > 0 pro ¢ € (o, 7). To viak
neni moZné, nebot by muselo byt 2,(f) = —1 skoro viude v <o, 7). Je tedy z,(f) < 0
pro t€ (0, a). Obdobné se ukdZe, Ze je z,(t) = 0 pro fe (0, a). Tedy je z,(f) = 0
pro t € (0, a); to viak také neni moZné, nebot by muselo platit #,(f) = a, + 0 skoro
viude v <0, a). Je tedy (w;, w,) maximalni feSeni. Trajektorie rovnice (6.1) jsou
naznaleny na obr. 42,

V tomto odstavci zavedeme uZitim diferencidlnich relaci novy pojem feSeni
diferenciélni rovnice

% =f(t %), (6.2)

kde f: G - R", G = R x R". Tato nové zavedend feSeni budeme nazyvat Filippo-
vovymi FeSenimi [viz Poznamku 18.6.7]. K dfive zavedenym pojmim feSeni maji
Filippovova feSeni tyto vztahy:

Pojmu ,,Filippovovo feSeni‘ nelze uzit pro libovolnou funkci f, ale jen
v tom pfipadg, Ze jsou spln&ny jisté slabé pfedpoklady o ohranigenosti. (6.3)

Splituje-li funkce f Carathéodoryovy podminky, pak kazdé Filippovo-
vo fedeni je ,,absolutng spojité feSeni* a naopak. (6.4)
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Za podstatné slabsich podminek, nez jsbu Carathéodoryovy podmin-
ky, plati o Filippovovych feSenich existen¢ni véta obdobna VE&té 18.4.2
[viz V&tu 18.6.4.] (6.5)

Filippovova feSeni rovnice (6.2) zistanou beze zmény, jestliZe funkci f
zménime na takové mnozing D < G, Ze Lebesgueova [(n + 1)-roz-
mérnd | mira mnoZiny D je rovna nule. (6.6)

[Rovnici (6.1) zapisme ve tvaru X, = fy(t, X5, X3), X5 = fo(t, X,, X;), kde
St x4, x3) = g%y, x2), i =1,2, a poloime D = {(t, x4, O)I t,x, € R}. Lebes-
gueova mira v R*® mnoZiny D je rovna nule, a proto Filippovova fefeni rovnice (6.1)
nezévisi na &islech ay, a,.]

Pro jednoduchost budeme se rovnici (6.2) zabyvat pouze v pfipadg, Ze mno-
Zina G = R x R" je oteviena. Zdkladem pro definici Filippovova feSeni je

18.6.1. Véta: Nechr mnofina H = R" je oteviend, g: H - R". Necht je splnéna
tato podminka:

Ke kazdému %e H existuji ¢isla 6y,x > 0 tak, Ze je |g(x)| < x
pro skoro vSechna x € B(%, 54, R").

Potom existuje funkce V,: H —» X', takovd, Ze plati:
9(x) € V,(x) skoro viude v H. (6.8)
Funkce V, je polospojitd shora. (6.9)

Je-li S: H —» A, funkce polospojitd shora takovd, Ze je g(x) e S(x)
skoro viude v H, pak plati V,(x) = S(x) pro x e H. (6.10)

Lze fici, Ze V, je ,,nejmensi funkce* spliiujici (6.8) a (6.9). Dikaz Véty 18.6.1
je struéné proveden v Dodatku 18.5. Z Véty 18.6.1 plyne, Ze plati tato tvrzeni:

Funkce V, je uréena jednoznacné [ jestliZe funkce V: H - o, splituje
(6.8) az (6.10), je V,(x) = P(x) i P(x) = V,(x) pro x € H]. (6.11)
Je-li Xe H a jsou-li &isla 8,,x > 0 urdena z podminky (6.7), je
V,(x) = B(0, x) pro x € B(%, 5,, R") (6.12)

[polozme ¥(x) = B(0,x) n V,(x) pro x € B(%, 84, R"), ¥(x) = V,(x) pro x€ H — B(%, 3,);
funkce ¥ splituje (6.8), (6.9), tedy podle (6.10) je ¥(x) > V,(x) pro x € H].
Zménime-li funkci g na mnoZiné miry nula, funkce V, ziistane beze
zmény [je-li §: H — R", §(x) = g(x) skoro viude v H, pak také j
spliiuje (6.7), a tedy existuje Vj; je g(x) € Vy(x) skoro viude v H, funkce
V; je polospojita a podle (6.10) je V,(x) = Vjx) pro x € H. Obdobné
je Vi(x) = V,(x) pro xe H]. (6.13)

Je-li funkce g: H —» R" spojitd, pak V,(x) = {g(x)} pro x € H. (6.14)
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18.6.2. Definice: Necht mnozina G = R x R" je oteviena a nechf funkce f: G - R”
spliiuje tuto slabou podminku ohranidenosti:

Je-li (1, %) € G, pak existuji &isla ¢, % > 0 tak, Ze je ||f(t, x)| < » pro
skoro viechna x € B(%, {, R"). (6.15)

Zavedme funkci E: G — X, timto pfedpisem: PoloZme E(t, x) = Vy,.(x) pro
(t, x) € G. Filippovovym FeSenim rovnice (6.2) nazveme kaZdou funkci u: # — R”
ktera je feSenim diferencidlni relace

(1) e E(t, x(t)) .

Tam, kde nehrozi nedorozuméni, budeme mluvit jenom o feSeni rovnice (6.2).

V pfipad€ rovnice (6.1) [kterou zapiSeme ve tvaru %, = f,(t, xy, X3), X, =
= fat, X1, X2)s St %15 %2) = gi(xs, X2), i=1,2] je zfejm& E(t, x) = {(2, —1)}
pro x = (X1, X2), X; > 0, te R, x, € R, E(t, x) = {(1, 1)} pro x, <0 a pro x, = 0
je E(t, x) usetka spojujici body (2, —1), (1, 1), tj.

E(t,x) = {(1 + B, 1-2p)|0 S B = 1}.
Pro B = % je specidlng (4, 0) e E(t, x), x = (x,,0) [viz obr. 43]. Necht je « > 0

m
-~
-~
x

[ ]
a nechf s = (51 52): (— 0, &) > R? je Filippovovo feSeni rovnice (6.1) takové, Ze je
si() =t = s5(f) pro t < 0. Stejn& jako jsme dokazali na za&tku tohoto odstavce,
%e pro absolutné spojité feSeni z = (z;, z,) plati z,(t) = 0 pro £ € <0, a), Ize dok4zat,
7e je sy(t) = 0 pro te <0, a). ProtoZe ma platit (3,(2), 5,(f)) € E(t, 5(t)) pro skoro
viechna t e €0, @), musi byt §,(f) = 2, $,(t) = 0 pro skoro viechna t €0, a). Je
tedy s,(f) = 3t, 55(f) = 0 pro te 0, a).

Z tvrzeni (6.14) plyne, Ze plati (6.4). Necht je D = G a necht Tj, je mnoZina
takovych t € R, Ze mnoZina D,, , = R" ma Lebesgueovu miru rovnou nule. Necht D
ma miru rovnou nule. Potom Lebesgueova mira mnoZiny R — Tp je rovna nule
a zmé&nime-li funkci f na mnoZin& D, pak podle (6.13) mnoZina E(t, x) se miiZe zm&nit
pouze v tom pfipadé, je-li te R — Tp. Vzhledem k Definicim 18.6.2 a 18.5.1 funkce
u: £ - R" je feSenim rovnice (6.2) pfed zménou funkce f tehdy a jen tehdy, je-li
feSenim rovnice (6.2) po zmén& funkce f. Tedy plati (6.6).
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18.6.3. Véta: Necht jsou splnény tyto podminky:
MnoZina G = R x R" je oteviend. (6.16)
Funkce f: G — R" je méFitelnd. (6.17)
Ke kaZdému bodu (to, X) € G existuji takovd éisla A3, 4, >0 a
funkce g: {ty — 43, to + 43) = R Ze je
"f(ts x)" é QU) pro (t’ X) € Q(to’ -”E’ A3’ A4) . (6-18)
Potom funkce E splriuje (5.3), (5.4).
Dikaz Véty 18.6.3 je proveden v Dodatku 18.6. Z V&t 18.6.3 a 18.5.5 plyne,
Ze plati
18.6.4. V&ta: Necht plati (6.16), (6.17) a tato podminka:

Ke ka¥dému bodu (to, X)€ G existuji takovd cisla 43,4, >0 a
funkce g e L({to — 43, to + 43> = R) Ze je
[t )| S o(t) pro (%) € Qto, %, 43, 44). (6.19)

Potom ke kazdému bodu (to, %) existuji Cisla 6y, &, tak, Ze plati (5.7) a Ze (5.8)
a (5.9) plati s tou zménou, fe u a wsy, jsou Filippovova FeSeni rovnice (6.2).

18.6.5. Poznimka: Cisla 6,, 5, z pfedchazejici véty miZeme ur&it obdobn& jako
v Poznidmce 18.5.6.
Z V&t 18.6.3 a 18.5.9 plyne, ze plati

18.6.6. Véta: Necht plati (6.16) aZ (6.19). Necht # = R je interval, ul*l; & — R"

prok =1,2,..,u:$ - R 1im u™(1) = u(s), (¢, u(t)) € G pro te S. Nechru™ je
k-

Filippovovo FeSeni diferencidlni rovnice (6.2). Potom také u je Filippovovo FeSeni

diferencidlni rovnice (6.2).

18.6.7. Poznimka: Necht mnoZina H < R” je oteviena a nechf funkce g: H - R"
spliiuje (6.7). Potom podle Definice 18.6.2 funkce u je feSenim diferencialni rovnice

X =g(x), (6.20)
je-li feSenim diferencialni relace
% e V(x) (6.21)

[viz Pozndmku 18.5.8]. Podle V&ty 18.6.1 funkce ¥, spliiuje (5.4) [a neni nutné pfed-
pokladat, Ze funkce g je m&fitelnd, srovnej Vétu 18.6.3].

18.6.8. Poznimka: Reseni, kterd jsme zde nazvali Filippovovymi feSenimi, zavedl
A.F.Filippov v [15]; vyklad v tomto odstavci i v Dodatku 18.4 a v Dodatku 18.5 se
viak lidi od postupu, kterého uZil Filippov. V [15] se neuZivd explicitng pojmu
diferencidlni relace a neni vyslovena Véta 18.6.1. UZijeme-li oznadeni z tohoto
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odstavce a z Dodatki 18.4 a 18.5, miiZeme postup uZity v [15] struén& popsat takto:
Filippov zavadi funkci V¥, rovnicemi (D18.5.15) a (D18.5.17). Pfedpoklada, Ze plati
(6.16), (6.17) a Ze je spln€na podminka, ktera je ekvivalentni podmince (6.19), a pojem
feSeni rovnice (6.2) zavadi stejnym zpisobem jako v Definici 18.6.2. VySetfuje
existenci feSeni, existenci a vlastnosti maximdlnich fe$eni, jednozna¢nost, spojitou
zavislost na po&atedni podmince a na pravé stran€, autonomni soustavu dvou dife-
rencidlnich rovnic aj. Aby dokazal existenci feSeni, zavadi funkce f™ timto zpu-
sobem: f™*¢t, x) je primé&r funkce f(¢, .) na mnoZin&

n
By(x,27%) = {z| ¥ (xi — z)* <27 %}.
i<\
Funkce f™ jsou spojité v proménne x a spliiuji stejnom&mé Carathéodoryovy pod-
minky [viz (4.19)] Existuji feSeni u™™ rovnice % = f™Y(¢, x) spliiujici podminku

u™)(s) = y takovd, Ze jsou definovana na intervalu 4 (ktery nezdvisi na k) a jsou
stejné spojitd. Limita vybrané konvergentni posloupnosti je feSenim rovnice (6.2).
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