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18. Carathéodoryova teorie diferenciálních rovnic. 
Diferenciální relace 

18.1. V Carathéodoryově teorii se oslabují požadavky na řešení diferenciální 
rovnice. Proto pod tuto teorii spadá širší třída diferenciálních rovnic než diferenciální 
rovnice se spojitou pravou stranou. Tím, že je úzce spjata s Lebesgueovou teorií 
integrálu, Carathéodoryova teorie umožňuje použít moderních matematických pro­
středků [např. v teorii regulace]. V této kapitole se předpokládá, že čtenář zná zá­
klady jednorozměrného Lebesgueova integrálu. V tomto odstavci jsou připomenuty 
některé pojmy a výsledky o Lebesgueově integrálu reálné funkce jedné reálné pro­
měnné a jsou rozšířeny pro funkce jedné reálné proměnné s hodnotami v Kn. Tyto 
pojmy a výsledky tvoří základ výkladu v odst. 18.2 až 18.4, kde je probrána Ca­
rathéodoryova teorie diferenciálních rovnic. Výklad je veden paralelně ke kap. 3, 4, 
10 až 14 této knihy, a proto v řadě případů je uveden pouze odkaz, že výsledek nebo 
důkaz výsledku je obdobný výsledku nebo důkazu v odpovídající kapitole. V odst. 
18.5 jsou vyloženy základy teorie diferenciálních relací, v odst. 18.6 je pomocí dife­
renciálních relací zaveden pojem tzv. Filippovova řešení diferenciální rovnice a jsou 
nalezeny jeho základní vlastnosti; tento pojem je užitečný při vyšetřování nelineárních 
diferenciálních rovnic, jejichž pravá strana není spojitá vzhledem k prostorové pro­
měnné. Při formulaci výsledků v odst. 18.6 se užívá pojmu „skoro všude v Rn" [tj. 
všude v Rn kromě nějaké množiny, která má Lebesgueovu míru rovnou nule] a pojmu 
měřitelné funkce více proměnných. Protože partie z odst. 18.5 a 18.6 jsou obtížnější, 
jsou důkazy odsunuty do dodatků. V nich se užívá některých pojmů a výsledků, 
které nebyly připomenuty v tomto odstavci [mj. též základních výsledků z teorie 
vícerozměrného Lebesgueova integrálu]. Poučení o Lebesgueově integrálu nalezne 
čtenář např. v [29]. 

18.1.1. Definice: Nechť -/, ý jsou intervaly, ý cz J. Funkce u: J -» Kn se nazývá 
absolutně spojitá v ,/, jestliže ke každému číslu e > 0 existuje takové S > 0, že pro 
každou konečnou posloupnost disjunktních intervalů (<xh /?f> cz ý9 i = 1, 2,..., fc, 

k k 

takovou, že součet £ (A — ař) jejich délek je menší než <5, platí £ || «(/?*) — w(«j) || < £. 

Symbolem AClok(*/, Kn) budeme značit množinu funkcí u: J -+ Kn, které jsou abso-
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lutně spojité v každém kompaktním intervalu ý <=. J.O takových funkcích říkáme, 
že jsou lokálně absolutně spojité v J. 

18.1.2. Poznámka: (i) Obvyklá definice absolutně spojité funkce s hodnotami v R 
je v Definici 18.1.1 rozšířena na funkce s hodnotami v Kn. 

(ii) Funkce a: R-+ R definovaná rovnicí a(t) = t2 není absolutně spojitá v R, 
platí však a e ACiok(JR, R). Funkce b: (0,1> -* R definovaná rovnicí b(t) = 
= sin(l/ř) není absolutně spojitá v (0,1>, platí však be ACiok((0,1>, R). 

(iii) Splňuje-li funkce u: J -*• Kn Lipschitzovu podmínku, je absolutně spojitá v f. 

(iv) Jerli J kompaktní interval a má-li funkce u: J -> Kn spojitou derivaci, pak u 
je absolutně spojitá v J. 

(v) Nepředpokládáme-li, že interval J je kompaktní, a má-li funkce u:J-+Kn 

spojitou derivaci, platí u e ACiok(./, Kn). 

Přímo z Definice 18.1.1 [viz (3.2.8), (3.2.9)] plyne, že platí 

18.1.3. Věta: Nechť J, # jsou intervaly, / c J, u: J "-* Kn, u = (uí9..., un), kde 
u{:f-*K pro i = 1, 2,..., n. Funkce u je absolutně spojitá v ý právě tehdy, jsouAi 
funkce u( absolutně spojité v ý pro i = 1, 2,..., n. Vztah u e ACiok(./, Kn) platí 
právě tehdy, je-li u( e ACio k(y, K) pro i = 1, 2,..., n. 

Předpokládáme, že čtenář zná pojem měřitelné funkce q:J -* R, kde J c R 
je interval, a základní vlastnosti měřitelných funkcí a jejich souvislost s teorií Lebes-
gueova integrálu. [Např. že lineární kombinace aq1 + f}q2 měřitelných funkcí 
4i> 42 (<*> P ^ R) je opět měřitelná funkce, že součin qxq2 je měřitelná funkce, a je-li 
qx(t) =t= 0 pro tel, je funkce l/#i(í) měřitelná. Také každá spojitá funkce je měři­
telná.] 

Nechť je q:J-+R. Má-li funkce q Lebesgueův integrál, budeme jej zapisovat 

I q át nebo q(t) dt nebo q ds nebo q(s) ds nebo I q dx 

atp. 

Přitom je buď 

I qdte R nebo # d / = o o , \ qdt = —co . 

Interval J se přitom nazývá integrační interval, q se nazývá integrovaná funkce nebo 
funkce za integračním symbolem nebo integrand. Nebudeme se zabývat případem, 
kdy integrační obor je měřitelná množina, která není interval; tento případ je jen 
formálně obecnější a snadno se převede na případ, kdy integrační obor je interval. 
Funkce q, která má Lebesgueův integrál, je ovšem měřitelná. H. Lebesgue vycházel 
z pojmu měřitelné množiny rfc/a její míry m(sé), zavedl pojem integrálu [který 
byl později po něm nazván] a dokázal, že platí toto tvrzení: 
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Nechť funkce q:J-+R nabývá pouze hodnot 0 nebo 1. Položme 

s* = {teJ\q(t) = l}. 

Platí-li jeden z výroků 

(i) Existuje integrál I q dt, 

(ii) množina sé je měřitelná, 

pak platí i druhý a je I q dt = m(sé). (1.1) 

V některých učebnicích (viz např. [51]) se zavádí nejdříve pojem Lebesgueova inte­
grálu a pomocí (1.1) se zavádí pojem měřitelné množiny a míry m(sé) měřitelné mno­
žiny s4. [Každý interval je ovšem měřitelná množina a je 

m«a, p» = m((a, /?» = m«a, 0)) = m((a, /?)) = / ? - a 

pro a, /? e .R , a < /?; 

je-li # množina jednobodová nebo prázdná, je m(#) = 0.] 

Říkáme, že nějaký výrok, např. o nerovnostech mezi funkcemi [v intervalu J\ 
o konvergenci posloupnosti funkcí (v J) atp., platí skoro všude (v J), jestliže množina 
těch bodů (z J), v nichž výrok neplatí, má míru rovnou nule. Místo „skoro všude" 
říká se též „pro skoro všechna t [nebo s, T, atd.]". Připomeňme, že platí: 

18.1.4. Věta: Nechť J je interval q: J -* R, q(t) ^ 0 skoro všude. Potom platí: 

(i) Existuje-li integrál I q dt, je l q dt ^ 0 (může ovšem být 1 q dt = oo). 

(ii) Integrál I q dt existuje právě tehdy, je-li funkce q měřitelná. 

(iii) Je-li q(t) = 0 skoro všude, pak q je měřitelná a je l q dt = 0. 

(iv) Je-li q dt = 0, pak je q(t) = 0 skoro všude. 

(v) Nechť funkce q,%:J-*R jsou měřitelné, 0 = Q(ť) = q(ť) skoro všude. 

Potom je 0 = \ 4 dt g q dt. 

Připomeňme ještě, že platí toto tvrzení: 

Existují-li integrály qt dt, q2 dt a je-li qjdteR,d,ee R, 

pro j = 1, 2, pak existuje i integrál (6qx + sq2)dt a je 
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í (Hi + ^i)át = ó \ qt dt + e i q2 dt. (1.2) 

Existuje-li integrál q dt9je-li qdte R aje-li ý interval, / c / , 

pak existuje i integrál I q\j dt a je q\ydteR (q\, je restrikce 

funkce q na interval # — viz odst. 0.2). (1.3) 

Obvykle se ovšem píše J^ q dt místo \j q\f dt. Z tvrzení (iii) Věty 18.L4 a z (1.2) 
plyne, že platí: Nechť existuje J^ q dt a je \,qdte R9 nechť je si c J9 m(si) = 0. 
Funkci q můžeme změnit libovolným způsobem na množině si a po takové změně 
bude existovat integrál \j qdt a bude mít touž hodnotu (jako před změnou). 

Podle Věty 18.L4 a (1.2) platí: 

Nechť je x > 0, 0 ^ Q(Í) g x9 0 _̂  q(i) pro ř e / , Nechť existuje 

q dt, nechť je qdt < co a nechť funkce Q je měřitelná. Potom 

existuje \ qg dt a je 0 ^ \ qg dt _̂  x \ q dt. (1.4) 
Jj JJ JJ 

Z tvrzení (iii) Věty 18.1.4, z (1.2) a (1.3) dále plyne, že platí: 

Je-li a, P e R9 a < /?, q: (<x, ft} -* R a existuje-li jeden z integrálů 

i qdt9 i qdt9 i qdt, \ qdt, 
J<a,0> J(a,/ř> J<a,P) J (a,/,) 

existují i ostatní a jsou si navzájem rovny. (1.5) 

Proto symbolem ji qdt označujeme kterýkoliv integrál v (1.5) a klademe 

/•a /•/? fa 
\ qdt = - \ qdt , \ q dt = 0 . 

J/J Ja Ja 
Z (1.2) a (1.3) plyne, že platí 

18.1.5. Věta: Nechť J je interval, <x, fi,y e J a nechť existuje integrál \ s qdt a je 
\, qdte R. Potom existují integrály ve vzorci 

n rfi fy 
Iq dt = \ q dt + \q dt, (1.6) 

Ja Ja Jfi 

patří do Ra (1.6) platí. 
Dále platí tyto věty [které lze najít ve většině knih o Lebesgueově integrálu]: 

18.1.6. Věta: Nechť existuje J^ q(t) dt a je J^ q(t) dt e R. Pak existuje i integrál 
Ss\q(t)\dtaje$s\q(t)\dteR. 
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18.1.7. Věta: Nechť J je interval, nechť je O = qx(t) = q2(t) = ..., q(t) = lim qj(t) 
j~*CQ 

skoro všude v J a nechť existují integrály J^ qjdt. Pak existuje i integrál J^ q dř 
a je J^ q dř = lim J^ #y dř. 

i-oo 

18.1.8. Věta: Necht'množiny s/j cz Rjsou měřitelné proj = 1,2, 3, Pak množina 
ao oo 

s/ = \J s/j je měřitelná a je m(s/) _ £ m ( ^ j ) - Speciálně, je-li m(s/j) = O, je 
1=i I=i 

i m(j/) = 0. 
[Větu 18.1.8 lze odvodit z Věty 18.1.7 užitím (1.1), (1.2) a Věty 18.1.4.] 

18.1.9. Věta: Nechť J je interval (popř. neomezeny) a nechť je Q:J^>R, qy. J -* R 
proj = 1,2,..., q: J -+ R, q(ť) = lim qj(ť) skoro všude, \qj(t)\ ^ g(ř) skoro všude pro 

j-*co 

7 = 1,2,.... Nechť existují integrály J^ qs dř, \, Q dř a nechť je \j Qdte K. Potom 
existuje též \j qdt a je \, q dř = lim J^ #y dř, — J^ g dř ^ Jjr # dř ^ \, Q dř. 

y-co 

18.1.10. Věta: Nechť je a, /? e R, a < /?, a nechť funkce v: <a, J?> -> _R je absolutně 
spojitá. Potom derivace v(ť) funkce v existuje pro skoro všechna t e <a, /?>. Zvolme 
v(ť) e R libovolně v těch bodech t, v nichž funkce v nemá derivaci. Potom pro libo­
volná y,Se <a, /?> existuje integrál JJ v(ť) dř a platí v(d) — v(y) = JJ v(ť) dř. 

18.1.11. Věta: Nechť je oc,PeR, OL < p, q: <a, p} -> R, se <a, 0>, ^eíR. Nechť 
existuje Jí ^ dř a je Jf q dř e .R. Položme v(ť) = řy + JJ ^(T) dr pro ř e <a, /?>. Potom 
funkce v je absolutně spojitá a q(i)je derivace funkce v v bodě t pro skoro všechna ř. 

18.1.12. Věta: Nechť ý,Jc=-R jsou intervaly, nechť funkce ý: J -* ý je abso­
lutně spojitá a neklesající 

dx 

skoro všude v J, nechť existuje \$ £(k) dk a je J^ €(£) dk e R. Potom je 

pKt) ft 
Č(A)dk = Š(Ý(<°)) % > ) á a ) Pro °,*eS* 

J 4r(o) J <r 

Věta 18.1.12 se nazývá věta o substituci a plyne přímo z Vět 18.1.10 a 18.1.11; 
jestliže totiž při pevném a e / položíme 

ц{t)= Г É(A)dl, 

pak funkce ?y je absolutně spojitá a snadno zjistíme, že i složená funkce rjtyfa)) je 
absolutně spojitá; Věta 18.1.12 platí, neboť lze dokázat, zeje 

J - ^ ( T ) ) = ^ ( T ) ) 9 ( T ) 
dr 

skoro všude v /*. 
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Pojmy měřitelné funkce a Lebesgueova integrálu rozšíříme na funkce 
p:f-*C a h:J -> Kk; přitom vyloučíme ty případy funkcí q:J -+R, kdy je 
J y q dt = oo nebo Jj q dř = — oo; to znamená, že budeme rozšiřovat „konečný 
Lebesgueův integrál". Také některá z uvedených tvrzení a vět rozšíříme na funkce 
p: J -• C a ft: y -> Kn, n > 1. 

18.1.13. Definice: Nechť -/ je interval. Nechť je p:f-+C, p(t) = Pi(t) + i p2(ř), 
kde pí9 p2:S -+R. Funkce p se nazývá měřitelná, jsou-li funkce pi9 p2 měřitelné. 
Nechť je h\f-+ Kn, h(t) = (hx(t)9..., hn(t)), kde h^.J^K pro i = 1, 2,..., n. 
Funkce h se nazývá měřitelná, jsou-li měřitelné funkce /ijpro i = 1, 2,..., n. 

18.1.14. Poznámka: Není těžké dokázat, že funkce h:J -+Kn je měřitelná právě 
tehdy, je-li měřitelná množina h~\H) pro každou uzavřenou množinu H c Kn 

[h_1(H) je vzor množiny H při zobrazení h]. 

18.1.15. Definice: Nechť J je interval. Funkce q\ S -* R se nazývá integrovatelná 
v J, existuje-li integrál \j q dř a je-li \j qdte R. Množinu takových funkcí označíme 
symbolem ^S, R). 

Funkce p:J-+Cst nazývá integrovatelná v S, je-li p(t) = Px(t) + i p2(t) 
pro tel, kde pí9 p2e^*f,R). Množinu takových funkcí označíme symbolem 
L(c/, C). Pro p e L(J, C) klademe 

P dř = Pi dt + i ! p2dt. 

Funkce h: J -> Kn se nazývá integrovatelná v J, je-li 

KO = (MO.*-lO---.*.(0) 
pro ř e./, kde fty- e L(S, K) pro j = 1,2,..., n. Množinu takových funkcí označíme 
symbolem L(,/, K"). Pro h e L(y, Kw) klademe 

i hdt = f[ hLdt, [ h2dt,..., i hndt\ 

Je tedy \jhdteKn pro h e L(,/, Kn) ve všech případech, tj. pro 
n = 1, 2, 3,..., K = £ nebo K = C. Na funkce h:f-*KT se přímo přenášejí 
tvrzení (1.2), (1.3), (1.5) a jejich důsledky, jakož i Věta 18.1.5. Tyto výsledky nebude­
me přepisovat a budeme jich užívat pro funkce h:S -+Kn. Všimněme si jen, že se 
můžeme nyní v některých případech vyjádřit stručněji. Např. tvrzení (1.2) přeformu­
lujeme takto: 

Nechť je fcW h[2] e L(^, Kn), ó,eeK. Potom je též 
<5h[1] + sh™ e L(y, Kn) a platí 

( (<5hm + £h[2])dí = ó f h[1]dř + e [ h[2]dř. (1.7) 
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Jiné z dřívějších tvrzení můžeme formulovat takto: 

Nechť je h e L(y, Kn). Funkci h můžeme měnit na množině míry nula9 

aniž tím porušíme její příslušnost do množiny ^J9 Kn) nebo změníme 
hodnotu integrálu fs q dt. (1.8) 

Postačující podmínky, aby měřitelná funkce h:f-+Kn byla integrovatelná, 
jsou obsaženy v této větě: 

18.1.16. Věta: Nechť J je interval, nechť funkce h: J -> .K", Q: J -+ R jsou měři­
telné, Q(ť) = 0, ||h(ř)|| = É?(0 skoro všude a nechť je \jQdt < co. Potom je 
h e L(^, Kn). [Speciálně může být Q(Í) = ||*(í)||; víme-li tedy9 že funkce h je měři­
telná a že je \\h(.)\\ e L(-/, R)9 je h e L(-/, Kn).~\ 

Důkaz: Je h(ť) = (hx(ť)9 h2(ť)9..., hn(ť))9 kde funkce hj jsou měřitelné. 
Nechť je K = R. Podle (3.2.9) je 

-ifíVOSfcXOáflíVO (1-9) 
skoro všude, tj. 

o = nllQ(t) - hj(t), o = ni-
l
Q(t) + hj(t) 

skoro všude, a protože funkce 

V\~lQ-hj, nVQ + hj 

jsou měřitelné, podle Věty 18.1.4 existují integrály 

i (ri2~
1Q~hJ)dty \ (rj21Q + hJ)dt. 

Protože je 

n^Q(t) + hj(t) = 2fi2lQ(ť) 

skoro všude, je podle téže věty 

0 = (l2lQ + hj)dt < co 

a podle Věty 18.L4 a (1.2) existuje 

i hj(t) dt a je f hj(ť) dt = f (ri^Q + hj) dt + f (-i/J V) dí e K 

proj = 1,2,..., n. Je tedy ň e L(J9 Rn). Je-liJC = C, pak (1.9) nahradíme obdobnými 
dvěma nerovnostmi, kde místo hj(ť) píšeme jednak Re hj(ť)9 jednak Im hj(ť) a dále 
postupujeme zcela stejným způsobem. Věta 18.1.16 je dokázána. 

Užitím Věty 18.1.9 a (3.2.9) se snadno odvodí, že platí 

18.1.17. Věta: Nechť J je interval a nechť je Q e L(./, R)9 h
ln e L(J9 Kn) pro j = 
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= 1,2,..., h: J -» Kn, \\hv\t)\\ £ e(í) skoro všude, j = 1,2,..., h(t) = lim h-fl(i) 
skoro všude. Potom je h e 1\J, K") a platí J~"° 

\ h àt = lim ľ h™dt. 

Ve speciálním případě n = 1, K = R plyne následující věta z Vět 18.1.6, 18.1.4 
a z (1.2). Důkaz pro obecný případ je obsažen v Dodatku 18.1. 

18.1.18. Věta: Nechť J je interval, he^9K
n). Potom je \\h(.)\\ e L ( / , R) a platí 

U h(t)dt\\š[ \\h(t)\\dt. (1.10) 
II JJ II JJ 

18.1.19. Poznámka: Nechť je B: J -> Mn(K), tj. 5 = (Bu)9 kde BU:J-+K pro 
i,; = 1, 2,..., n. Funkci B nazýváme integrovatelnou, jsou-li integrovatelné funkce 
Bij9 a klademe 

!/*-([/«"*)• 
L(./, MB) je množina takových funkcí B9 že je Bue^J9K) pro I',J = 1, 2,..., n. 
Pokud nebereme v úvahu násobení matic, můžeme Mn ztotožnit s prostorem Kn* 
(tím, že n2 prvků Du matice D vypíšeme do řádku). Proto můžeme výsledků o integra­
ci vektorových funkcí užít i pro maticové funkce. Speciálně podle Věty 18.1.18 
platí: Je-li B e L(y, Mn)9 je ||J?(.)|| e L(^, R) a platí 

| f H I = f \\B\\dt' 
Množina integrovatelných funkcí je pro potřeby teorie diferenciálních rovnic 

příliš úzká; proto ji rozšíříme. 

18.1.20. Definice: Nechť J <= JR je interval a nechť je h:J-* Kn. Funkci h nazveme 
lokálně integrovatelnou v J9 je-li h\/e^</9K

n) pro každý kompaktní interval 
/ c / , Množinu takových funkcí označíme L\ok(J9 Kn). 

18.1.21. Poznámka: Je-li J kompaktní interval, pak je Llok(J, Kn) = L(J, Kn) 
[viz (1.3)]. Definujme funkce £ l f £l9 í3 rovnicemi ^(ť) = ř, £2(t) = í"1, £3(í) = t sin t 
pro t e (0, oo). Funkce {l9 £2, Č3 zřejmě patří do množiny L lok((0, 00), R)9 žádná 
z nich však nepatří do množiny L((0, co), R). 

Vztah mezi množinami ACiok(-̂ - Kn) a Llok(J9 Kn) je popsán v následujících 
dvou větách. 

18.1.22. Věta: Nechť J je interval u e AClok(J Kn). Potom pro skoro všecka 
t e J existuje derivace ů(ť) funkce u v bodě t. V těch bodech ř, kde funkce u nemá 
derivaci, definujme ů(i)eKn libovolným způsobem. Potom je ú\J^>K". 
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úeLíok(y9K
n)aplati 

u(t) = u(s) + PW(T)dT pro t,seJ . (1-H) 

Důkaz: Najděme čísla a, a2,..., pí9 P29... tak, že je 

... = a3 á a2 = a i < ft = p2 = J?3 = . . . , y = U <ay, jSy> . 
I=i 

Je M = (uu u29..., un), kde t*k: •/ -* K. Nechť je X = R. Nechť - ^ je množina 
takových t e <â , )5/>, že funkce uk nemá v bodě t derivaci. Protože funkce uk je 
absolutně spojitá v <o,, /J,), podle Věty 18.1.11 je m(s/Jk) = 0. Nechť s/ je množina 

00 R 

takových te J9 že funkce u v bodě t nemá derivaci. Zřejmě je s/ = U ( U ̂ y*)-

Položme s/j = U -c/,*. Je 
* = i 

™K) = Ž mM = 0 > «(•«/) = f m(iy) = 0 
fc=i j=i 

[viz Větu 18.1.8], a tedy funkce M má derivaci v bodě t pro skoro všechna tel. 
Nechť ú(ř) je derivace funkce u v každém bodě t9 v němž funkce u má derivaci, a zvol­
me ů(t) e Rn libovolně v těch bodech t9 kde u derivaci nemá. Je u = (ul9 ul9..., u„)9 

kde uk:S -* R. Nechť je s, ř e */. Existuje takové I, že je s9te <ay, /?y>, a podle 
Věty 18.1.10 a (1.8) je 

»k(t) = нt(s) + щ(т) dт pro fc = 1,2,..., n 

Tedy platí (1.11). V případě, že je K = C, postupujeme obdobně s tím rozdílem, že 
pracujeme s reálnými funkcemi Re uk9 Im uk9 k = 1,2,..., n9 místo s funkcemi uk9 

k = 1, 2,..., n. Věta 18.L22 je dokázána. 

18.1.23. Věta: Nechť S je interval, h e I*ok(S9 Kn), seJ9yeKn. Položme 

u(t) = y + /I(T) dT 

pro / e */. Potom je u e ACiok(S9 K71) 0 ft(0 je derivace funkce u v bodě t pro skoro 
všechna t. 

Věta 18.1.23 se dokáže užitím Věty 18.1.11. Z Věty 18.1.12 plyne, že platí 

18.1.24. Věta: Nechť ý9 f c R jsou intervaly, nechť funkce ^<f^># j e lokálně 
absolutně spojitá a neklesající, di/z/dt = 9(ť) skoro všude v J9he L{/9 tz*\ p0tomje 

h(X)dX= \ h(\l/(co))9(co)d(o pro a9xeJ. 
J *(*) J <T 
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18.2. V tomto odstavci zavedeme tzv. absolutně spojitá řešení diferenciální rovnice 
a vyšetříme některé jejich základní vlastnosti. Budeme předpokládat, že je 
GaRxKn

9f:G^ Kn. 

18.2.1. Definice: Nechť J je interval, u: J -• Kn. Funkci u nazveme řešením rovnice 

£-*'.*). (21> 
dí 

jestliže platí 

WEAC lok(/,X"), (2.2) 

(f, u(t))eG pro teJ9 (2.3) 
— (t) = f(t, u(t)) skoro všude v J . (2.4) 
dt 

18.2.2. Poznámka: V matematických pracích je obvykle jasné, jaké definice řešení se 
užívá, a proto se mluví pouze o řešení. V této kapitole — nebude-li výslovně řečeno 
něco jiného — budeme rozumět pod řešením diferenciální rovnice řešení ve smyslu 
Definice 18.2.1. Je-li někdy třeba odlišit řešení ve smyslu Definice 18.2.1 od řešení 
podle Definice 3.3.1, budeme řešení podle Definice 18.2.1 nazývat absolutně spoji­
tými řešeními nebo též Carathéodoryovými řešeními a řešení podle Definice 3.3.1 
budeme nazývat řešeními se spojitou derivací. Místo „absolutně spojité řešení" 
měli bychom ovšem říkat „lokálně absolutně spojité řešení". 

Vzhledem k Poznámce 18.1.2 (v) platí 
18.2.3. Věta: Nechťu: J -> Kn je řešení se spojitou derivací rovnice (2.1). Potom u 
je absolutně spojité řešení rovnice (2.1). 

18.2.4. Poznámka: Absolutně spojité řešení nemusí mít spojitou derivaci. Nechť je 
0 < a < 1. Položme rj(t) = (1 - a)""1 Iři1"* pro teR. Funkce £(t) = k exp rj(t)9 

kde ke R9 je absolutně spojité řešení rovnice x = sgn t |ř|~ax9 funkce £ však nemá 
derivaci v bodě t = 0. 

18.2.5. Poznámka: Vyšetřujme rovnici 

x=?(t,x), (2.5) 

kde funkce f:R2-+R je dána předpisem: f(t9 x) = - 1 pro t < 0, x > t/2 nebo 
x < 2ř; dále pro t = 09xeRa konečně pro t > 0, x > 2ř nebo x < tj2;f(t9 x) = xft 
v ostatních bodech (t9 x). Popíšeme některá maximální absolutně spojitá řešení rovnice 
(2.5). Zvolme <x,pe <|, 2> a položme u(t) = ař pro t = 0, u(t) = pt pro t = 0; 
u je maximální řešení rovnice (2.1). Zvolme y, S > 0 a položme v(t) = — t — y pro 
t = -2y/3 v(t) = r/2 pro -2y/3 = ř = 2<5/3, v(t) = - í + ó pro t = 2<5/3; v je 
maximální řešení rovnice (2.5). Grafy ostatních maximálních řešení rovnice (2.5) 
můžeme složit obdobným způsobem z částí šikmých polopřímek zakreslených na 
obr. 41. 
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Snadno se dokáže, že plalí toto tvrzení: Nechť je f: R2 -> .R, f(ř, 0) < 0, 
nechť w: (ai, j?i) -* .R je řešení rovnice (2.1) se spojitou derivací a nechť pro nějaké 
TE(OÍÍ9 pt) je W(T) < 0. Potom je w(ř) < 0 pro te(z9 fix). Jak ukazuje existence 
řešení u rovnice (2.5), zmíněné tvrzení neplatí pro absolutně spojitá řešení. 

Obr. 41 

Integrál v této kapitole bude vždy Lebesgueův integrál. Z Věty 18.1.22 plyne, 
že platí 

18.2.6. Věta: Nechť u\J-*Kn je řešení rovnice (2.1). Potom složená funkce 
f(r, M(T)) je lokálně integrovatelná a platí 

u(t) = u(s) + Дт, и(т)) dт pro s , ( є / . (2.6) 

Z Věty 18.L23 plyne, že platí 

18-2.7. Věta: Nechť je u\J-+Kn
9seJ9a nechť platí (t9 u(i)) eGproteJ. Nechť 

složená funkce f(x9 M(T)) proměnné x patří do množiny L\ok(J9 K?) a nechť je 

u(t) = M(S) + f(T, M(T)) dT pro teJ. 

Potom u je řešeni rovnice (2.1). 

18.2.8. Věta: Nechť funkce f: G -> Kn je spojitá. Nechť u\ J -* Kn je absolutně 
spojité řešení rovnice (2.1). Potom u je řešení se spojitou derivací. 

D ů k a z : Věta 18.2.8 plyne z Věty 18.2.6, neboť složená funkce f(x9 M(T)) 
je spojitá, a tedy vzhledem k (2.6) funkce u má derivaci f(t, u(t)) v každém bodě t e J. 
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18.2.9. Poznámka: Pojmy „prodloužení daného řešení" a „maximální řešení" se 
zavedou zcela stejným způsobem jako v odst. 1.8. Věta 3.4.1 zůstává v platnosti 
[pro absolutně spojitá řešení] a její důkaz se přenáší beze změny. 

18.2.10. Poznámka: Také pro absolutně spojité řešení lze provést úvahy z odst. 2.18 
o transformaci diferenciální rovnice. Podstatné přitom je, že funkce Sí9 92 zavedené 
v (2.18.9) patří do množiny AC l o k(./, R)9 patří-li funkce uí9 u2 do téže množiny, 
a že funkce ví9 v2 zavedené v (2.18.12) patří do ACiok(./, R)9 patří-li col9 co2 do téže 
množiny. Platí Věta 2.18.1 i Poznámky 2.18.2 až 2.18.5. 

18.3. Absolutně spojitá řešení, která nemají spojitou derivaci, se mohou vyskyto­
vat jen u takových diferenciálních rovnic, jejichž pravá strana není spojitá [srovnej 
Větu 18.2.8]. V tomto odstavci budeme vyšetřovat soustavy lineárních diferenciálních 
rovnic [a také lineární diferenciální rovnice vyšších řádů] za slabších předpokladů 
než v kap. 4. Základním předmětem našeho studia bude rovnice (4.LI). Budeme 
předpokládat, že J c R je interval a že platí 

AÍJ e Llok(jf9 K), bi e Llok(S9 K) pro í,; = 1, 2,..., n . (3.1) 

Tak jako v kap. 4 budeme soustavu (4.Li) zapisovat ve vektorovém tvaru (4.1.2) 
a podmínku (3.1) ve tvaru 

AeLlok(J9Mn)9 beLíok(S9K
n). (3.2) 

Výsledky, které jsme v kap. 4 dokázali pro řešení se spojitou derivací rovnice (4.L2) 
za předpokladu, že funkce A9 b jsou spojité, platí s odpovídajícími změnami i pro 
absolutně spojitá řešení rovnice (4.1.2) za předpokladu, že je splněno (3.2). Také 
důkazy lze, až na nevelké změny, provést jako v kap. 4. Proto v tomto odstavci bu­
deme využívat formulací a postupů z kap. 4 a formou poznámek k výsledkům kap. 4 
vyložíme potřebné změny. Přitom — aniž to budeme stále opakovat — budeme mít 
na mysli, že pracujeme s absolutně spojitými řešeními a že o funkcích A, b před­
pokládáme pouze, že platí (3.2). 

18.3.1. Poznámka: Platí Věta 4.2.1 [tj. pro absolutně spojitá řešení za slabšího 
předpokladu, že platí (3.2)]. 

D ů k a z provedeme jako v kap. 4. Posloupnost funkcí w[ř]: J -* Kn
9 i = 

= 1,2,..., definujeme vzorci (4.2.1) a (4.2.2). To má smysl, neboť, jak ukážeme, 
poslední integrál v (4.2.2) existuje a patří do Kn. Funkce M [ 1 ] je zřejmě spojitá. Před­
pokládejme, že již víme, že pro nějaké i funkce u [ i ] je spojitá. Nechť interval ý cz J 
je kompaktní, s e / . Funkce A(a) uu\a) je měřitelná, je ||A((r) M[,](a)|| ^ 
< \\A{a)\\ \\é%a)\\. Je 

J \\A(a)\\ da<co 
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[viz Poznámku 18.1.19], a protože funkce ||M[Í](<T)II ie sP°J i t á «a / , je 

| 4 « ) | \\u"Xo)\\ áa < co L 
[viz (1.4)]. Proto je 

I A(p)uli\o)áoeKn 

[viz Větu 18.1.16] a tak je 

I A[p) uli\o) doeK" pro t e / . 

Protože ,/ je libovolný kompaktní interval, je 

A(o) uli\o) do e Kn pro teJ. í 
Podle Věty 18.L23 je funkce u [ i + 1 ] spojitá. Tedy funkce u [ i ], i = 1, 2,..., jsou defi­
novány vzorci (4.2.1), (4.2.2) a jsou spojité. Pro ; = 0,1, 2, 3,... funkce 

V.(0-[JW)|d»J+1 

je lokálně absolutně spojitá v J a je 

d ^(0 = (j + i)|K0ll[[W)I^J 
skoro všude. Podle Věty 18.1.11 je 

JW)i [{W)ii**]dff = o + o-1 w o • 
Proto lze dokázat jako v kap. 4, že platí (4.2.5), a dále dokončit důkaz Věty 4.2.1. 

18.3.2. Poznámka: V Gronwallově pomocné větě 4.3.1 poněkud zeslabíme podmínky 
pro funkci Q. Tato věta zůstane v platnosti, nahradíme-li předpoklad, že funkce Q 
je spojitá, předpokladem, že je Q e L\ok(K, R). 

Z učiněných předpokladů plyne, že je též QZ e Llok(K9 R) [viz (1.4)], tedy 
funkce 

je lokálně absolutně spojitá pro t ^ s a je 

^(O-flíO^ofi+j]^)^)^'1 

skoro všude. 
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Proto je (viz Věty 18.1.11 a 18.1.4) 

l n U + L(a)£(a) |d(r- ln*7 = 

= U(TK(T)U + f <-(*)£(*) d* dT-S \Q(°)d° Pro ^ 5 , 

a důkaz se dokončí jako v odst. 4.3. 
Tak jako v odst. 4.3 z Věty 4.3.1 plyne platnost Věty 4.3.2, dále Poznámek 

4.3.3, 4.3.4 a Věty 4.3.5. 

18.3.3. Poznámka: Odst. 4.4 lze převzít s jedinou změnou. Ve Větě 4.4.9 funkce 
Í7" 1 nemusí mít spojitou derivaci, je však lokálně absolutně spojitá. 

Abychom to dokázali, všimněme si, že funkce U"1 je spojitá. Protože U je 
lokálně absolutně spojitá a protože je 

ir'(O - cr»(i) = u~\t) [u(s) -1/(0] ir»(-) 
pro s, t e J, je funkce U'1 lokálně absolutně spojitá. Ve Větě 4.5.1 podmínky (i), (ii) 
nahradíme těmito podmínkami: 

(i') Funkce U je lokálně absolutně spojitá. 

(ii') — (i) = A(t) U(t) skoro všude v J. 
át 

Věty 4.5.2 a 4.6.1 přecházejí beze změny a také vzorec pro variaci konstant (4.6.4) 
platí, neboť funkce z definovaná v (4.6.4) je lokálně absolutně spojitá, splňuje rov­
nici (4.1.2) a je z(s) = y. Obdobně platí Věta 4.7.1. 

Rovnici (4.8.1) vyšetřujeme za předpokladu, zeje al9 a2, ...,an,qe Llok(S,K). 
Jejím řešením nazveme takovou funkci u\£-+K, že existují derivace 
ii, ii,..., «(n"1}: J -* K, že je w(n~1} e AClok(-/, K) a rovnice (4.8.1) je splněna skoro 
všude. Přitom se přenášejí úvahy a výsledky odst. 4.8 i dalších odstavců kap. 4 
s odpovídajícími změnami. Také úvahy a výsledky kap. 6 až 9 se přenášejí s odpo­
vídajícími změnami; to však nebudeme rozebírat. 

18.4. Obraťme se k teorii nelineárních diferenciálních rovnic; přitom budeme pra­
covat s absolutně spojitými řešeními. Podrobně vyložíme ty partie, kde je nutno 
postupovat jiným způsobem než v předcházejících kapitolách; tam, kde lze postupo­
vat obdobně, jen stručně upozorníme na některé odchylky. 

Nechť Q(t0, x, Sl9 S2) je definováno vzorcem (10.1.2). Budeme vyšetřovat 
rovnici 

* = / ( . , * ) . (4.1) 

18.4.1. Definice: Říkáme, že funkce/: G -* Kn splňuje Carathéodoryovy podmínky„ 
jestliže platí: 
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Množina G c R x Kn je otevřená. • (4.2) 

Funkce /( . , x) je měřitelná pro x e Kn. (4,3) 

Funkce f(t9.) je spojitá pro te R. (4.4) 

Ke každému (ř0, x)eG existují čísla Al9A2>0a funkce 
Q: <ř0 — Al910 + Ai> -• JR tak, že platí 

(i) G(*o. *, Al9A2) c G . 
(ii) ^ e l ^ ř o - J ^ ř o + J iX-R) . 

(iii) ||/(řf x)|j á C(0 pro (t9x)eQ(t09x9Al9A2). (4.5) 

18.4.2. Věta (Carathéodoryova o lokální existenci řešení): Nechť funkce / : G -* X" 
splňuje Carathéodoryovy podmínky9 (t09 x) e G. Potom existují čísla Sl9 82 > 0 
tak9 že platí 

Q(t09 x, ól9 282) c G . (4.6) 

Nechť ý je interval, / <z <f0 - ól910 + dx\ a nechť u: / -* Kn je řešení 
rovnice (4.1) a nechť pro nějaké T e ý je | |«(T) — x|| ^ b2. Potom je 
\u(i)-x\ <2d2 pro tef. (4.7) 

Ke každému bodu (s9 y) e Q(t0, x, dl9 S2) existuje řešení 
* W <h - <5i, to + ^ > -> Kn 

takové, že je splněna počáteční podmínka w(Jiy)(s) = y. (4.8) 

Větu 18.4.2 dokážeme za důkazem Pomocné věty 18.4.5. 

18.4.3. Poznámka: Věta 18.4.2 se liší od Věty 10.1.1 tím, že jde o absolutně spojitá 
řešení a že/splňuje pouze Carathéodoryovy podmínky. Je-li ovšem funkce/: G -> Kn 

spojitá (kde G je otevřená podmnožina \ R x Kn)9 pak / splňuje Carathéodoryovy 
podmínky. 

18.4.4. Poznámka: Věta 18.4.2 neobsahuje informaci o tom, jakým způsobem lze 
zvolit čísla 5l9 S2. Můžeme ji proto doplnit: Nechť je 

Sl9d2>09 QeLdto-d^to + S.XR), 

nechť platí (4.6), 

||/(ř, x)[| ^ Q(t) pro (ř, x) e Q(t09 x9 5l9 252) , 

Q(Í) dt < d2 

Ѓt0 + *l 

I É 

Potom platí (4.7) a (4.8). To dokážeme současně s Větou 18.4.2. 

18.4.5. Pomocná věta: Nechť funkce f splňuje Carathéodoryovy podmínky, nechť je 
(t09 x)e G a nechť Al9 A2 mají stejný význam jako v (4.5). Nechť 

J cz <ř0 - Al9 t0 + A,} 
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je interval a nechť funkce v: S -+ B(x9 2A2)je spojitá. Potom složená funkce f(t9 v(t)) 
je měřitelná. 

Důkaz: Nechť a, P jsou krajní body intervalu J. Pro i = 0,1, ..., fc, 
fc = 2, 3,..., položme Cík = a + i{P - «)/£, vík\t) = v(£lk) pro tel n <C0Jk, Ci*), 
i>[*](í) = v(U) pro ře/ n (£iJk, Cí+i,*>, i = 2, 3 , . . . , fc - 1. Funkce /(*, vík\t)) jsou 
měřitelné, je v(t) = limt;[*](ř), f(t9 v(t)) = lim/(ř, r[*](ř)) pro ř e / , a tedy i funkce 

fc-*oo fc-*oo 

/(ř, t^í)) je měřitelná. 

Důkaz Věty 18.4.2: K bodu (ř0, x)eG najdeme čísla Al9 A2 > 0 podle 
Definice 18.4.L Položme S2 = \A2 a číslo S1 > 0 najdeme tak, aby bylo Sl = Au 

/•fo+^i 
I Q((T) áa < S2 . 

J to-ói 

Zřejmě platí (4.6). 

Dokážeme, že platí (4.7). V opačném případě by existovalo Te <ř0 — Sl9 

t0 + Sxy tak, že by bylo 

\\u(T) - x\\ = 2S2 , (ř, «(ř)) e Q(t0, x9 Sl9 2S2) pro t e <T, T) nebo pro 

íe(r,T>. 

Pak by ovšem platilo 

\HT)-u(x)\\^y(t,u(t))\\dtl Г Q(t)åt <ô2, 

tedy 

||M(r) - x|| £ \\u(T) - «(T)|| + ||«(T) - x\ < 2Ó2 

a to není možné. (4.7) platí. 

Dokážeme, že platí (4.8). Budeme postupovat opět obdobně jako v důkazu 
tvrzení (10.1.5), jen místo Eulerových lomených čar užijeme jiných přibližných 
řešení, při nichž přihlížíme k chování funkce / na větších množinách než konečných. 
Nechť je s < t0 + Sx; sestrojíme řešení z: <s, t0 + Sxy -> Kn rovnice (4.1), z(s) = y. 
Nechť fc je přirozené číslo, fc > 1. Položme Sj = s + j(t0 + St — s) fc"1, 
j = 0,1,. . . , fc, 

2[*](í) = y , i á í á í l , 

Z[*](0 = y + r /(T, Z[*](T - [ř0 + ^ - s] fc"1)) dT 

pro Si < ř = ř0 + St. (4.9) 

Ukážeme, že rovnice (4.9) určují jedinou funkci z[*]: <s, ř0 + (5A> -> K" a že je 

(i,zík\t))eQ(t09x9Sl92S2) pro fe<s f f 0 + *i>. (4.10) 
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Je zřejmé, že z[*] je definována pro t e <s, sx> a že (4A0) platí na intervalu <s0, Si>. 
Předpokládejme, že již víme, že funkce z[*] je definována pro t e <s, sy>, kde 7 je 
některé z čísel 1, 2,..., k - 1 a že (4.10) platí na intervalu <s0, sy>. Je tedy 

(ř, zík\t)) e Q(i0> x, 5l9 2S2) pro í e < s 0 , s , > . 

Proto z druhé rovnice (4.9) je určeno zík\t) pro t e (sj9 s i + 1 > [neboť složená funkce 
/(T, Z[*](T - [ř0 + <5X — s] fc"1)) je na intervalu <sy, s i + 1 > měřitelná podle Pomocné 
věty 18.4.4, je ||/(t, Z[*](T - [ř0 + 6± - s] k^))\\ š <?(T)] a je 

||z[fc](ř) - y\\ á feWdT á r^ijdr pro ř e ^ s ^ ) . 
J Sl J s 

Je tedy funkce z m definována pro ř G <S, ř0 + <5j> a (4.10) platí pro t e <s, í0 + <5i>. 
Položme 

P(ř) = Í^(T) dT pro t e <s, ř0 + S,} . (4.11) 

Z (4.9) a (4.10) plyne, že je 

||z[k](í2) - z [ ' ]( ř l) | | <; p | / ( ř , z['](f - [ ř o + 6X - s] fc"1))! dí ^ 

^ f\(0dí = P(í2)-P(*l) 

pro tl912 e <s, ř0 + <5X> , tx < t2 . 

Protože funkce P je spojitá, jsou funkce z[*], k = 1, 2, 3,..., stejně spojité na intervalu 
<s, í0 + <5> a zřejmě jsou i stejně omezené. Podle Arzeláovy-Ascoliovy věty (viz 
D10.1.2) lze vybrat stejnoměrně konvergentní posloupnost z[k<] na intervalu 
<s, ř0 + o\>; existuje tedy funkce z: <s, ř0 + 5 t> -> .Kn a je z(t) = lim zíki\t) pro 
t e <s, ř0 + óty. Vzhledem k stejné spojitosti funkcí z[*] platí i 1-+00 

z(t) = lim zíkt\t - [ř0 + S - s] fcr1) • 
i-*oo 

Je ovšem 

(ř, z(ř))e Q(í0, x, *$!, 2Č2) pro t e <s, ř0 + <5-> 

a podle (4.4) je 

/(T, Z(T)) = limf(r, z[ki](T - [ř0 + á - s] Jer1)) pro T e <s, ř0 + <5X> 
i - 0 0 

Protože je 

| |/(T, Z[*'\T - [ í 0 + St - s] fcr1))!! ú Q(r) pro T e <s, / 0 + «5.> , 
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podle Věty 18.1.17 platí 

[ 7 ( T , Z(T)) dT = lim f/(T, Z[*'](T - [t0 + S, - s] fc,"1)) dT. 

Pro k = fcj je ovšem sx = s + (í0 + 5t — s) fc-1; abychom zdůraznili závislost na 
fc(, budeme psát st(fc{) místo s t. Je 

ii r,,(*«> li 
/ ( T , 2 [ t ' \ T - [ . 0 + ó . - s J f e r ^ d T Já 

II J J H 

á P í s + ^ + ^ - s ] ^ 1 ) - ^ ) 

[viz (4.11)]. Tedy platí 

( 7 ( T , Z(T)) dT = lim P /(T, Z ^ ( T - [ř0 + 5, - s] fcf1)) d T 

Js l"* f l 0Jll(*l) 

a z druhé rovnice (4.9) plyne pro k = kt limitním přechodem pro i -> co, že platí 

z(ř) = y + /(T, Z(T)) dT pro t e <s, ř0 + d^ . 

Je-li s > t0 — <5l5 obdobným způsobem se zjistí, že existuje funkce v: <í0 — á l f s> -+ 
-• Xn taková, že je 

KO = -V + |V(T> *<T))d T P r o teOo- &» s> . 

Položíme-li w(ř) = v(t) pro ř e </0 — á l f s>, w(ř) = z(ř) pro í e <s, ř0 + <5t>, je 

w (0 = y + |/(T> W(T)) d T P r o ř e <řo - <5i> 'o + <*i> • 

Funkce w je řešením rovnice (4.1) podle Věty 18.2.7. (4.8) platí a Věta 18.4.2 je 
dokázána. 

18.4.6. Poznámka: Nechť funkce u:f-+Kn je absolutně spojité řešení rovnice 
(2.1), s/ cz jR, m(s/) = 0. Funkce u zůstane řešením, i když funkci/změníme v tako­
vých bodech (/, x) e G, že je tes/. 

Definice absolutně spojitého řešení má smysl i v tom případě, že funkce / 
není definována ve všech bodech (t9 x) e G, ale že platí: 

Existuje množina s/1 c R taková, že je m(s/t) = 0 a že f(t9 x) je 
definováno a je /(ř, x) e Kn

9 jakmile je (t9 x) e G, t e R - s/x. (4-^) 

Pro funkce/splňující (4.12) se Carathéodoryovy podmínky modifikují v tom smyslu, 
že (4.4) má platit pro skoro všechna t a že nerovnost v (4.5) má platit pro skoro všech­
na t a všechna x9 (t9 x) e Q(t09 x, Al9 A2). 
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Splňuje-li funkce / podmínku (4.12) a „modifikované Carathéodoryovy 
podmínky", pak, jak lze snadno ukázat, existuje množina s/2 c R9 m(s/2) = 0 
taková, že platí: Položíme-li f(t9 x) = f(t9 x) pro (t9 x) e G, t e R - s/29 J(t9 x) - 0 
pro (t9 x)eG9 te s/29 pak funkce / splňuje Carathéodoryovy podmínky [ve smyslu 
Definice 18.4.1]. Přitom každé řešení rovnice (2.1) je řešením rovnice x =J(t9x) 
a naopak. 

Podmínka (4.12) je tedy pouze formálně obecnější než podmínka/: G -> Kn
9 

a proto budeme pracovat s podmínkou/: G -> Kn. 

18.4.7. Poznámka: Množinu T^(C, S9 y) pro absolutně spojitá řešení zavedeme stejně 
jako byla zavedena v odst. 10.2 pro spojitá řešení. Také řešení „rovnice ( l . l) má 
vlastnost Kneserovu [resp. Fukuharovu]" budou mít obdobný význam jako v odst. 
10.2. Pro funkce / splňující Carathéodoryovy podmínky platí věty obdobné Větám 
10.2.1 a 10.2.4 [Věta Kneserova a Věta Fukuharova]. Tyto věty jsou speciálními 
případy Vět 18.5.20 a 18.5.21. 

18.4.8. Poznámka: Pokud jde o jednoznačnost, lze pro absolutně spojitá řešení 
převzít beze změny Definice 11.1.1 a 11.1.2 a Větu 11.1.3. Také důkaz Věty 11.1.3 
zůstává v platnosti. Místo Věty 11.1.5 platí: 

18.4.9. Věta: Nechť ke každému bodu (ř0, x
m) e G existují čísla 5l9 52 > 0 a funkce 

X G L(<ř0 - Sl9 t0 + <?!>, R) tak9 že platí Q(t09 xí0\ Sl9 52) c G a 

jakmile (t9 x [ , ] )e Q(t0, xC0], ól9 <52), i = 1, 2. Potom rovnice ( l . l ) je jednoznačná. 
V podstatě jde tedy o to, že konstantu L z (1.11.3) můžeme nahradit integro-

vatelnou funkcí L Tato věta se opět dokáže pomocí Gronwallovy pomocné věty 
[viz Poznámku 18.3.2], 

18.4.10. Poznámka: Také úvahy z odst. 11.2 a 11.3 zůstanou v platnosti, je však 
třeba provést jisté změny. 

Ve Větě 11.2.1 nepředpokládáme, že funkce x, A* jsou spojité, ale že x splňuje 
Carathéodoryovy podmínky a že funkce \i je integrovatelná a tvrzení (i), (ii) změníme 
takto: 

(i') Je-li x(í\ .) neklesající pro každé t a je-li 17(5) < £(s) v nějakém bodě s e / , 
potom je r](t) < £(t) pro t > s9te f. 

(ii') Je-li x(*\ .) nerostoucí pro každé ř a je-li rj(s) > ^(s) v nějakém bodě se#9 

potom je rj(t) > £(t) pro ř < s9te ý. 

S nevelkými změnami lze v důkazu postupovat obdobně jako v odst. 11.2. 
Také Pomocná věta 11.2.4 platí, předpokládáme-li o funkci /pouze, že splňuje 

Carathéodoryovy podmínky. Také Věta 11.2.6 platí, předpokládáme-li o funkcích 
/ a x pouze, že splňují Carathéodoryovy podmínky a připojíme-li podmínku, že pro 
každé t funkce x(*> •) je neklesající pro č > 0 a nerostoucí pro č < 0. Ve Větě 11.2.7 
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můžeme nerovnost pro/nahradit nerovností 

\\f(t, xw) - f(t, x™)\\ g e(ř) HW» - *-«-)(> 

pro 

( ř , * I 1 1 ) , ( ř , x I 2 3 ) - G ( ' o . * I 0 , , v . , v 2 ) ; 

přitom funkce Q: < Í 0 — ví910 + vx> -> R je integrovatelná a funkce ^ je neklesající. 
Také Věta 11.3.1 zůstane v platnosti, předpokládáme-H o funkcích/, x pouze, 

že splňují Carathéodoryovy podmínky a připojíme-li podmínku, že pro každé t 
funkce x(t> •) je neklesající pro £ > 0. 

18.4.11. Poznámka: Kap. 12 zůstává v platnosti pro absolutně spojitá řešení a pro 
rovnice splňující Carathéodoryovy podmínky téměř beze změn. Upozorníme jen na 
to, že ve Větě 12.1.8 je třeba připojit podmínku, že pro každé t funkce x(t> •) je nekle­
sající pro ( > 0 a nerostoucí pro £ < 0 a že v důkazu Věty 12.2.4 je třeba užít Věty 
18.1.17. 

18.4.12. Poznámka: Kap. 13 se zachovává pro rovnice splňující Carathéodoryovy 
podmínky v podstatných rysech. Přirozeně funkce <P(., t0, x) nemusí mít derivaci 
všude, ale jen skoro všude [pro jednoduchost se nebudeme zabývat derivací funkce 
$(t,., x); také o ní by se dalo — za příslušných předpokladů — dokázat, že existuje 
skoro všude]. 

Místo Věty 13.1.1 vyslovíme tvrzení: 

Nechť funkce f: G -» Kn splňuje Carathéodoryovy podmínky. Nechť 
Pll\ Pí21>..., P[nl je báze v Kn a nechť pro p = pu\ i = 1, 2,..., n, 
existuje derivace D*,2)/- G -* Knve směru p a splňuje Carathéodoryo­
vy podmínky. Potom jsou definovány funkce 0, D!^3) # pro všechna 
w e Kn,jsou spojité, vzhledem k proměnné tjsou absolutně spojité a je 

D L 3 ^ < ř ( . ) ř o . x ) = | - D ^ < ř l ) ř o , x ) 
ot ot 

skoro všude. (4.13) 

Pomocnou větu 13.1.2 dokážeme pomocí Věty 18.4.9. Větu 13.1.3 upravíme takto: 

Nechť jsou splněny předpoklady vyslovené v (4.13). Potom existuje 
derivace Djf} $(t, t0, x) a je 

Dt 3 ) *(t, t0, x) = A(t, t0, x, w) . (4.14) 

Důkaz je obdobný důkazu Věty 13.1.3. Při odvození odhadu (13.L24) ze vzorce 
(13.L23) je nutné jednak využít toho, že pro kompaktní množinu V existuje [na 
vhodném intervalu] integrovatelná funkce xt taková, že je 

||/(í, «) - f(t, v)\\ g x,(t) \\u - v\\ pro (t, u), (t, v) e V, 
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jednak Gronwallovy nerovnosti [viz Poznámku 18.3.2]. Také funkce F není spojitá, 
má však tyto vlastnosti: 

F(<7, A) -* 0 pro A -» 0 při pevném a [to plyne ze spojitosti funkce 
/(*, •)]• (4-15) 

Funkce T(., A) je měřitelná pro |A| ^ S [položíme-li 

rk(a, X) = k~1Í [D<2>f((T, [1 - //*] $(*, 0) + [l/Jfc] % , A)) -
i = 0 

-D<2>/(<r,č(<7,0))], 

pak částečné součty Fk(<7, A) jsou měřitelné vzhledem k <7 při pevném 
A a je J\(<7, A) -• T(<7, A) pro k -> oo]. (4.16) 

Existuje taková funkce £ e L(<ř0, l> -* i*)/že je 
||F(<7,A)| =C(<7) pro <7e<ř0,ř>, | A | á « 
[to lze odvodit z podmínky (4.5) pro D ( 2 ) / J . (4.17) 

Podle Věty 18.1.17 [viz též (13.L24)] je 

í 
J u 

r(a9 A) [ < % A) - $(a9 0)] A"J áa -> 0 pro A -• 0 

stejnoměrně vzhledem k re<ř 0 , ř> a tak (13.1.18) plyne z (13.1.27) stejně jako 
v odst. 13. 

Místo Věty 13.L4 platí 

18.4.13. Věta: Je-li splněno (4.13), potom funkce <P má diferenciál D ( 3 ) #; diferen­
ciál D ( 3 ) <J> závisí spojitě na (t9 f0, x). 

18.4.14. Poznámka: Kap. 14 se zachovává v obdobném rozsahu jako kap. 13. 
Ve Větě 14.1 A podmínku (14.1.2) nahradíme touto podmínkou: 

Množina G c R x Kn x Km je otevřená a funkce f:G-+Kn splňuje 
Carathéodoryovy podmínky; při formulaci Carathéodoryových pod­
mínek považujeme dvojici (x9 q) za jedinou prostorovou proměnnou. (4.18) 

Pomocná věta 14.1.2 se dokáže stejně jako v kap. 14. Také Věta 14.1.3 
zůstane v platnosti. Přitom místo spojitosti funkcí/,/*, k = 1, 2,..., předpokládáme, 
že tyto funkce splňují Carathéodoryovy podmínky stejnoměrně vzhledem ke fc, to 
znamená, že funkce/i fk9 k = 1, 2,..., splňují (4.3), (4.4) a že ke každému (f0, x)eG 
existují čísla Sí9 S2 a funkce Q e L(<í0 - Sí910 + Sty9 R) tak, že platí: 

I/*(*, x)\\ = e(t) pro (t9 x) e Q(t09 jč, Sí9 S2), k = 1, 2,... . (4.19) 

Také předpoklady o konvergenci fk -*/zeslabíme a předpokládáme pouze, že platí: 
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Je-li t e R9 Z c Kn kompaktní, (ř, z) e G pro z e Z, p a k fk(t,.) -* f(t,.) stejnoměrně 
na množině Z. 

Ve Větě 14.2.1 provedeme obdobné změny, jako jsme provedli ve Větě 13.1.1 
[viz Poznámku 18.4.12]. Dostáváme tak tvrzení: 

Nechť pro funkci f platí (4.2)-(4.5). Nechť pÍX\ pu\ ..., ^ je bá­
ze v Kn

9 nechť qll\ qí2\ ..., q [ w ] je báze v Km a nechť(4.3)-(4.5) 
platí,píšeme-HDi2)f9 p = píl\ ..., p™ nebo D<3 )/, q = q™,..., qM 

místo f. Potom jsou definovány funkce <P9 D<,3) <P9 D<4) # pro všechna 
peKn

9qe Km
9 funkce <P(., ř0, x9 q)9 D^3) <P(., t0, x, \), D<4)(., t0, x, q) 

jsou absolutně spojité a je 

D<3> i *( . , í0, x, q) = 1 D?> <?(., ř0, x, cj) , 
čí čí 

D<4) f #(., í0, í, í ) = | D<4) *(., t0, x, q) 
dt dt 

skoro všude (4.20) 

18.4.15. Poznámka: Obdobné výsledky, zejména věty o existenci a jednoznačnosti, 
lze dokázat i pro jiné třídy rovnic než jsou rovnice (4.1), kde funkce / splňuje Ca-
rathéodoryovy podmínky. Viznapř. [45] — [48], [79], [34]. 

Na závěr tohoto odstavce uvedeme jednu zajímavou vlastnost, kterou mají 
funkce/takové, že platí (4.2), (4.3) a (4.4). (Viz [68], [27].) Protože v odst. 18.6 
budeme potřebovat tutéž vlastnost pro reálné funkce, budeme ji formulovat ve větě 
o funkcích s hodnotami v Rk (k = 1, 2,...). 

18.4.16. Věta: Nechť je Ai9 A2 > 0, t0eR9 xeRn, k přirozené číslo, 
h: Q(t0, x, Ai9 A2) -> Rk a nechť platí: 

Funkce h(., x)je měřitelná pro x e B(x9 Al9 Rn). (4-21) 

Funkce h(t9 .)je spojitá pro te </0 — Ai9 t0 + Aty. (4-22) 

Potom ke každému £ > 0 existuje měřitelná množina A^ c </0 — Ai9 t0 + -4-) 
tak, že platí: 

m«t0 - Ai9 t0 + A,} - AQ) < C. (4.23) 

Funkce h\ÁixB(je,Al) je spojitá. (4.24) 

Důkaz této věty najde čtenář v Dodatku 18.2. 

18.4.17. Poznámka: Funkce h: Q(t09 x9 Ai9 A2) -» Rn, která splňuje tvrzení Věty 
18.4.16, zřejmě splňuje (4.21) [a také platí, že funkce h(t,.) je spojitá pro skoro všechna 
í e < í 0 — Ai9 t0 + -di)]. Věta 18.4A6 připomíná větu Luzinovu (viz [28], kap. II, §4). 

18.4.18. Poznámka: Nechť je/ : G - Rn a nechť platí (4.2), (4.3) a (4.4). Užitím Věty 
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18.4.16 lze dokázat, že ke každému číslu rj > 0 existuje měřitelná množina Cn <=. R 
taková, zeje m(R — Cn) < IJ a že funkce/|Gn(Cf|XR») je spojitá. 

18.5. Přirozeným zobecněním diferenciálních rovnic jsou diferenciální relace. 
Nechť S n je množina neprázdných podmnožin v Rn, G cz R x Rn, F: G -* SB; je 
tedy 0 =# F(t, x) c Rn pro (t, x) e G. Dijerenciální relace se nazývá vztah 

x(t)eF(t,x(t)). (5A) 

Relace (5.1) se často píše ve tvaru x e F(t, x). Abychom mohli s diferenciálními 
relacemi pracovat, musíme definovat, co je řešení relace (5.1). 

18.5.1. Definice: Nechť J c R je interval. Funkce u:J-+Rn se nazývá řešení 
diferenciální relace (5.1), je-li ue ACiok(J, Rn) a platí-li (5.1) skoro všude v J, 
dosadíme-li u za x. 

V případě, že pro každé (?, x) e G množina F(1, x) je jednobodová, F(l, x) = 
= {/(?, x)}, diferenciální relace (5.1) přechází v diferenciální rovnici (2.1) a u je 
řešením diferenciální relace (5.1) právě tehdy, je-li řešením diferenciální rovnice 
(2.1). 

Rovnice v kontingencích a rovnice v paratingencích, které vyšetřovali fran­
couzský matematik Marchaud a polský matematik Zaremba ve třicátých letech (viz 
[53], [81]), jsou velmi blízké diferenciálním relacím. Mohutný impuls k rozvoji teorie 
diferenciálních relací dala teorie regulace. V teorii regulace se řeší problémy tohoto 
typu: Je dána funkce/: R x Rn x Rm -> Rn a. pro t e R je dána množina U(t) cz Rm; 
hledají se funkce x e AClok(-/, Rn) a funkce u: J -> Rn tak, aby platilo 

x(t) = j(t, x(i), u(t)), u(t) e U(t) (5.2) 

skoro všude v J a aby byly splněny některé další podmínky. [Interval J je někdy 
předem dán, jindy se též hledá; např. jsou dány body yll\ y121 e Rn, čísla tt < t2 

a mají být splněny podmínky J = <flf ř2>, x(tt) = yll\ x(t2) = >;C2].] Základní 
poučení o teorii regulace lze najít v [78], viz též [3], [44], [49], [61], [41], 

Položíme F(t, x) = {f(t, x, v)\ v e U(t)}; (5.2) zřejmě platí právě tehdy, jestliže 
platí (5.1). Ovšem v teorii regulace se často požaduje, aby funkce u patřila do nějaké 
třídy funkcí [např. aby u byla po částech spojitá nebo měřitelná a omezená] a takovou 
podmínku nelze zachytit relací (5.1). Mezi diferenciální relace patří též diferenciální 
nerovnosti a jejich soustavy. Např. nerovnost |x(ř)| ^ 1 můžeme zapsat jako diferen­
ciální relaci (5.1), kde F(7, x) = <—1,1> pro ?, xeR. Řešení této nerovnosti, 
resp. relace jsou právě všechny takové funkce u:J -> R, kde £ c= R je interval, 
že platí \u(t) — u(s)\ = \t — s\ pro t,seJ; u je maximální řešení, je-li J = R. 
Souvislost diferenciálních relací s diferenciálními rovnicemi, jejichž pravá strana 
f(t, x) může být nespojitá v proměnné x, bude vyložena v následujícím odstavci. 

Pojmy „prodlouženi daného řešení" a maximální řešení se zavedou zcela 
stejným způsobem jako v odst. 1.8. Také Věta 3.4.1 (o existenci maximálních řešení) 
platí pro diferenciální relace (5.1) a její důkaz se přenáší beze změny. 
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Naším nejbližším cílem je dokázat pro diferenciální relace existenční větu, 
jejímž speciálním případem je Věta 18.4.2. Je-li 0 =f= D <z Rk

9 x e Rk, pak d(x, D) 
je vzdálenost bodu x od množiny D, tj. d(x, D) = inf {||x — y\\ | yeD}. Pro s > 0, 
D cz Kk položme Q(D, e) = {xe Rn\ d(x, D) ^ e}. Množina D c ^ je konvexní, 
platí-li au + f}ve D, jakmile je u, v e D, a, /? ^ 0, a + jS = l. 

18.5.2. Definice: Nechť je H cz Rk, F: H -> S„. Funkce F se nazývá polospojitá 
shora v bodě y e H, jestliže ke každému číslu e > 0 existuje S > 0 tak, že je 
F(z) cz Q(r(y), e) pro z £ B(y, 5, Rk). Funkce F se nazývá polospojitá shora, je-li 
polospojitá shora v každém bodě y e H. 

Všimněme si, že platí: Je-li množina r(x) jednobodová pro xeH, r(x) = 
= {g(x)}, pak funkce F je polospojitá shora v bodě y právě tehdy, je-li funkce g 
spojitá v bodě y, a funkce F je polospojitá shora právě tehdy, je-li funkce g spojitá. 
[Polospojitost množinové funkce F je odlišný pojem od polospojitosti funkcí s hod­
notami v R (viz např. Poznámku 12.2.7), oba pojmy spolu ovšem souvisí.] 

Abychom mohli vyslovit větu o existenci řešení diferenciální relace (5.1), 
musíme zavést vhodné předpoklady o funkci F. Nechť Jffc je množina neprázdných 
kompaktních konvexních podmnožin v Rk. 

18.5.3. Definice: Nechť množina G cz R x Rn je otevřená. Symbolem USC(G) 
budeme značit množinu takových funkcí F: G -» j f„, že platí: 

Ke každému e > 0 existuje množina Ae a R tak, že 

(i) m(R - Ae)<e, 

0 0 F\an(Am x a*) je polospojitá shora. (5.3) 

Funkce F(t,.) je polospojitá shora pro každé t e R. (5.4) 

18.5.4. Přiklad: Položme <p(t, x) = sgn (x sin t) pro t,xeR9 F(t, x) = {(p(t, x)} 
pro t e R, x # 0, F(t, x) = < - l , 1> pro t e R, x = 0. Pro každé celé k platí: Funk­
ce F je polospojitá shora v každém bodě (T, y), kde kn < T < (k + 1) n, y e R. 
Proto platí F e USC(R x R) [neboť můžeme položit At = {kn\ k = . . . , -1,0,1,. . .} 
nezávisle na e]. 

18.5.5. Věta (o lokální existenci řešení): Nechť platí: 

FeUSC(G). (5.5) 

Ke každému bodu (t0, x)eG existují taková čísla Aí9 A2 > 0 a funkce 

geL(«0 - Au t0 + A{),R), 

zeje F(t, x) cz B(0, Q(t), Rn) pro (t, x) e Q(t0, x, Aí9 A2) . C 5- 6) 

Potom ke každému bodu (t0, x)e G existují taková čísla 3Í9 S2 > 0> že platí: 

Q(t0, x, 5,, 2Ó2) cz G . (5J) 

Je-li u: £' -* Kn řešení relace (5.1) a existuje-li 
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T e <ř0 - Sl9 t0 + Sty tak, že je (T, u(x)) e Q(t0, x, Sl9 S2)9 

pak je (t9 u(t)) e Q(t0, x, 5» 2S2) pro t e <ř0 - Sl9 t0 + S,> n J . (5.8) 

Ke každému bodu (s9 y) e Q(t0, x9Sl9 S2) existuje řešení 
"W,: Oo ~ &u 'o + «i> -+ R" 
relace (5.1) tak9 zeje w(ffjr)(s) = y. (5.9) 

Důkaz Věty 18.5.5 závisí na několika pomocných větách a je stručně proveden 
v Dodatku 18.3. 

18.5.6. Poznámka: Obdobně jako Větu 18.4.2 můžeme i Větu 18.5.5 doplnit infor­
mací o tom, jak lze volit čísla Sl9S2: Nechť je 

<5i,<52>0, QeL(Oo - < 5 I , ř0 + Sxy,R), 

nechť platí (5.7), 

F(t, x) <z B(09 Q(t), Rn) pro (t, x) e Q(t0, x, Sl9 2S2) , 
r-o+*i 

Q(Í) át < S2. 

Potom platí (5.8) a (5.9). To bude dokázáno v důkazu Věty 18.5.5. 

18.5.7. Poznámka: Nechť funkce u:J-*Rn je řešení diferenciální relace (5.1), 
A c R9 m(A) = 0. Funkce u zůstane řešením, i když funkci F změníme v takových 
bodech (ř, x) e G, že je t e A. To je zcela obdobné jako v Poznámce 18.4.6. Obdobně 
i definice řešení má smysl i v tom případě, že funkce F není definována ve všech 
bodech (t9 x) e G, ale že platí: 

Existuje množina Cx <z R taková, že je m(C^) = 0 a že F(t, x) je 
definováno a je F(t, x) e Jťn, jakmile je (t, x)eG pro t e R — Ct. (5.10) 

Obdobně jako v Poznámce 18.4.6 lze modifikovat větu o lokální existenci řešení pro 
funkce F, které splňují (5.10) tímto způsobem: 

Splňuje-li funkce F podmínky (5.10), (5.3) a (5.6) [v (5.3) můžeme 
předpokládat, že je Atr\C1 = 0 pro e > 0 a podmínku (5.6) pozmě­
níme tím způsobem, že F(t9 x) c B(09 Q(Í)9 R

n) má platit pro (ř, x) e 
eQ(t09x9Al9A2) pro ř ^ C j , potom platí tvrzení Věty 18.5.5. (5.11) 

Můžeme totiž položit F(t9 x) = F(t9 x) pro (ř, x) e G, t e \J A2-j, F(t, x) = {0} 
00 00 J - - 1 

pro (t, x) e G, t $ \J A2-j. Protože je m(R - U A2-j) = 0, každé řešení diferenciální 
I=i i=-i 

relace x e F(t9 x) je současně řešením diferenciální relace x e F(t, x) a naopak. 
Funkce F splňuje předpoklady Věty 18.5.5, a proto (5.11) plyne z Věty 18.5.5. 
Podmínka (5.10) je pouze formálně obecnější než podmínka F: G -> ďn, a proto 
budeme pracovat s podmínkou F: G -+ Xn. 
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18.5.8. Poznámka: Nechť je H <= R", V: H -> X„. Diferenciální relace 

x(t)eV{x{t)) (5.12) 

se nazývá autonomní, relace (5.12) je zřejmě speciálním případem relace (5.1) 
[obdobně jako v případě diferenciálních rovnic položíme G = R x H, F(t, x) = 
= V(x)]. Pro autonomní diferenciální relaci (5.12) platí věta o posunutí řešení 
v čase [obdobná Větě 12.3.1]. Podmínky (5.3), (5.4) pro relaci (5.12) se redukují 
na tuto podmínku: 

Množina H c Rn je otevřená a funkce V: H -> Xn je polospojitá 
shora. (5.13) 

Platí-li tedy (5.13), pak pro diferenciální relaci (5.12) můžeme užít Věty 18.5.5. 
Spojitou závislost řešení na počáteční podmínce pro diferenciální relace 

je účelné formulovat tak, abychom se vyhnuli pojmu jednoznačnost řešení. 

18.5.9. Věta (o spojité závislosti na počáteční podmínce): Nechť funkce F: G -+ Xn 

splňuje (5.3) a (5.4). Nechť J c R je interval u\f-+ Rn, uíkl: J -• Rn, k = 
= 1,2,..., (t, u(t)) e G, lim uík\t) = u(ť) pro t e J. Nechťum je řešeni diferenciální 

fc-*oo 

relace (5.\) pro k = 1, 2, 3, Potom také u je řešení diferenciální relace (5.1). 
Důkaz Věty 18.5.9 je naznačen v Dodatku 18.4. Jiné tvrzení o spojité zá­

vislosti na počáteční podmínce je obsaženo v následující poznámce. 

18.5.10. Poznámka: Nechť F: G -> Xn splňuje (5.5) a (5.6), (ř0, x) e G. Nechť 
čísla dl9 S2 jsou určena podle Poznámky 18.5.6 a nechť je (T, y) e Q(t0, x, 5^ 82), 

ym e Rn^ i^k] _ S | = s 2 pro k = 1,2,..., y = lim /* ] . Položme MC*] = w(x, yw) 
_ k-*oo 

[viz (5.9)]. Je F(s, uík\s)) c B(0, Q(S)9 Rn) pro s e <ř0 - óu t0 + ó^. Proto je 

||M[«(T) _ u-*-( a) | | = f^(s) d 5 p r o t0-ó1^G<T = t0 + S1, 

K> ~~~ 1 , --, . • • y 

a tedy podle Arzeláovy-Ascoliovy věty lze vybrat stejnoměrně konvergentní po­
sloupnost uíkjl. Položme u(ť) = lim uíkj\ť). Podle Věty 18.5.9 u je řešení relace (5.1). 

Současnou závislost řešení na počáteční podmínce a parametru zachycuje 

18.5.11. Věta: Nechť funkce Fk, F:G-+ Xn splňují (5.5). Nechť podmínka (5.6) 
je splněna stejnoměrně, tj. nechť ke každému bodu (t0, x)e G existují čísla Al9 A2 > 0 
a funkce Q e L(Oo - Al9 t0 + J r > , R) tak, že je F(t, x), Fk(t, x) c B(0, Q(Í), Rn) 
pro (t, x) e Q(t0, x, Al9 A2), k = 1, 2, 3, . . . . Nechť posloupnost Fk konverguje k F 
v tom smyslu, že platí: Ke každým e > 0, t e R a kompaktní množině Z cz Rn 

takové, že je (t, z)e G pro ze Z, existuje l tak, že je Fk(t, z) c Q(F(t, z), e) pro 
ze Z, k> L Nechť J c R je interval, u, w[kl: J -• Kn, k = 1, 2,..., limu í k\ť) = 

*->oo 
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= M(I), (t, u(t)) e G pro t e J. Nechť u[*] je řešení diferenciální relace x(t) e 
e Fk(t, x(t)) pro k = 1, 2, 3 , . . . . Potom u je řešení diferenciální relace (5.1). 

Větu 18.5.H lze dokázat obdobným postupem jako Větu 18.5.9. 

18.5.12. Poznámka: Ukážeme, že Věta 18.4.2 plyne z Věty 18.5.5. Nechť funkce 
/ : G -+ Rn splňuje Carathéodoryovy podmínky. Položme F(t9 x) = {f(t9 x)} pro 
(t, x) e G. Je F: G -> Xn a zřejmě platí (5.4) a (5.6). Podle Poznámky 18.4.18 platí 
také (5.3). Podle poznámky za Definicí 18.5.2 platí tvrzení Věty 18.4.2. 

18.5.13. Poznámka: V literatuře se ve větě o lokální existenci řešení (Věta 18.5.5) 
místo podmínky (5.5) užívá jiných podmínek, které kladou menší omezení na funkci 
F; věty, které tak vzniknou, jsou však pouze zdánlivě obecnější než Věta 18.5.5. 
Abychom této poznámce mohli dát přesný význam, zavedeme některé definice: 

18.5.14. Definice: Nechť množina A c R je měřitelná, H: A -• ®n. Funkce H se 
nazývá měřitelná, jestliže pro každou uzavřenou množinu E c Rn množina 
{t e A| H(t) n E =# 0} je měřitelná. 

18.5.15. Definice: Nechť množina G c R x Rn je otevřená. Symbolem M(G) 
budeme značit množinu funkcí F: G -• Xn takových, že platí: 

Funkce F(., x) je měřitelná pro x e Rn. (5.14) 

Funkce F(t9.) je polospojitá shora pro t e Rn. (5.15) 

18.5.16. Definice: Nechť množina G c R x Rn je otevřená. Symbolem Sel(G) 
označíme množinu funkcí F:G -+ Xn takových, že platí (5.15) a tato podmínka: 

Je-li J interval, je-li funkce u:-/-> .R" spojitá a je-li (t9 u(t))eG 
pro t e J9 pak existuje měřitelná funkce v:J-*Rn taková, že je 
v(ť)eF(t, u(ť)) pro teJ [pro každé t vybíráme hodnotu v(t) tak, 
aby funkce v byla měřitelná; funkce v se nazývá selekce, odtud označe­
ní Sel(G)]. (5.16) 

Nyní již můžeme vyslovit věty, o nichž byla zmínka v Poznámce 18.5.13: 

18.5.17. Věta: Nechť je FeM(G) a nechť platí (5.6). Potom ke každému bodu 
(t0, X)GG existují čísla 5Í9 52 > 0 tak9 že platí (5.7), (5.8) a (5.9). 

Věta 18.5.17 plyne z Věty 2 dokázané v [59]. 

18.5.18. Věta: Nechť je F e Sel(G) a nechť platí (5.6). Potom ke každému bodu 
(t0, x)eG existují čísla 3l9 82 > 0 tak, že platí (5.7), (5.8) a (5.9). 

Věta 18.5.18 plyne z výsledků dokázaných v [11]. 
Čísla óí9 S2 ve Větách 18.5.17 a 18.5.18 můžeme volit stejně jako v Po­

známce 18.5.6. Z Věty D18.3.12 plyne, že je USC(G) c M(G). Proto Věta 18.5.5 je 
speciálním případem Věty 18.5.17. V [39] bylo dokázáno, že platí M(G) c= Sel(G); 
je tedy Věta 18.5.17 speciálním případem Věty 18.5.18. Dokonce je vždy ASC(G) #= 
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* M(G) * Sel(G). Přesto Věty 18.5.17 a 18.5.18 nepřinášejí mnoho nového ve srov­
nání s Větou 18.5.5; z Vět 0.1 a 3.1 dokázaných v [27] a z Poznámky 18.5.7 plyne, 
že platí 

18.5.19. Věta: Ke každé funkci F e Sel(G) splňující (5.6) existuje funkce P e \JSC(G) 
tak, že platí 

P(t, x) c F(t, x) pro (t x)eG. (5.17) 

Každé řešení diferenciální relace x e F(t, x) je současně řešením 
diferenciální relace x e P(t, x). (5.18) 

Z (5.17) ovšem bezprostředně plyne, že P splňuje (5.6) a že každé řešení diferenciální 
relace x e P(t, x) je současně řešením diferenciální relace x e F(t, x). Při vy­
šetřování diferenciální relace (5.1) lze tedy bez ztráty na obecnosti předpokládat, že 
je F e USC(G) a že platí (5.6), místo toho, abychom předpokládali, že je F e Sel(G) 
a že platí (5.6); zejména Věty 18.5.17 a 18.5.18 plynou z Vět 18.5.5 a 18.5.19. 

Pro diferenciální relace platí věty obdobné Větám 10.2.1 a 10.2.4. Všimneme 
si jich podrobněji. Nechť je G c R x Rn, F: G -> Qn. Pro ( > s nechť T^((, S, y) je 
množina takových v e Rn, že existuje řešení w: <s, (> -* Rn diferenciální relace 
(5.1) splňující podmínku w(s) = y, w(() = v. Obdobně pro ( < s nechť ^ ( ( , s, y) 
je množina takových veRn, že existuje řešení w relace (5.1) splňující podmínku 
w(() -= v, w(s) = y. Položme ještě i^(s, s, y) = y pro (s,y) e G. Budeme říkat, že 
diferenciální relace (5.1) má vlastnost Kneserovu v bodě ((, s, y)e R x G, jestliže 
množina ^ ( ( j s, y) je kompaktní a souvislá. Budeme říkat, že diferenciální relace 
(5.1) má vlastnost Fukuharovu v bodě ((, s, y)e R x G, C > s, je-li 2 ^ ( ( , s, >>) #= 0 
a existuje-li ke každému i? e diT(C, s, ý) řešení w: <s, (> -> .Rn diferenciální relace 
(5.1) takové, že je w(s) = y, w(() = v a i?(ř) e 3^(/, s, y) pro r e <s, (>. Obdobný 
význam dáme výroku, že relace (5.1) má vlastnost Fukuharovu v bodě 
(C, s,ý)eR x G, ( < s. Platí tyto věty [srovnej Věty 10.2.1 a 10.2.4]: 

18.5.20. Věta: Nechť množina G c R x Rn je otevřená, nechť je F e USC(G) 
a nechť platí (5.6). Potom ke každému bodu (t0, x)eG existují čísla Sl9 S2 > 0 
tak, že relace (5.1) má Kneserovu vlastnost v bodě(£, s, y), jakmile je 

(s, ý) e Q(t0, x, 5l9 d2), ( e <ř0 - Su t0 + 6xy . (5.19) 

18.5.21. Věta: Nechť množina G cz R x Rnf̂  otevřená, nechť je F e USC(G) a nec/ď 
p/ař/ (5.6). Potom fce každému bodu (t0, x)eG existuji čísla Sl9 b2 > 0 rafe, že 
relace (5.1) má Fukuharovu vlastnost v bodě ((, s, y)9 jakmile platí (5.19), ( 4= s. 

Podle Věty 18.5.19 můžeme podmínku F e USC(G) v předcházejících větách 
nahradit podmínkou F e Sel(G) [nebo podmínkou F e M(G), protože je M(G) <= 
c Sel(G)]. 

Věty 18.5.20 a 18.5.21 plynou z výsledků, které byly dokázány v [11]. Důkaz 
Věty 18.5.20 je stručně proveden v Dodatku 18.7. Větu 18.5.21 lze dokázat stejným 
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postupem, jako byla v Dodatku 10.3 dokázána Věta 10.2.4, místo Věty 10.2.1 uži­
jeme ovšem Věty 18.5.20. Přirozené zobecnění Věty 18.5.20 je 

18.5.22. Věta: Nechť množina G cz R x Rn je otevřená, nechť je F e USC(G) 
a nechť platí (5.6). Potom ke každému bodu (t0 x)e G existují čísla 5l9 S2 > 0 tak, 
že platí: Nechť je s e <ř0 — 5l9 t0 + 5^ a nechť W cz B(x 5l9 Rn) je kontinuum. 
Nechť iť je množina takových řešení w: <ř0 — 5l9 t0 + 8xy -> Rn diferenciální 
relace (5.1), že w(s) e W. Potom ifr~ je kontinuum [podrobněji: iV je metrický 
prostor s metrikou 

•V11. O - sup {\vP\i) - w[1\.)|| \teOo~ Su to + 5.)} ; 

při této metrice iV jt neprázdná, kompaktní a souvislá množina]. 
Také Větu 18.5.22 lze odvodit z výsledků obsažených v [11]; lze ji ovšem též 

dokázat obměnou postupu užitého v Dodatku 18.7. 

18.5.23. Poznámka: Všimněme si ještě případu, kdy se o pravé straně F diferenciální 
relace (5.1) nepředpokládá, že množina F(t9 x) je konvexní pro všechny body 
(í, x) e G. Jsou-li množiny A9 B cz Rn neprázdné, pak 

d(A9 B) = max {sup d(x9 B)9 sup d(y9 A)} 
xeA yeB 

nazýváme vzdáleností množin A, B [d(y9 A) je vzdálenost bodu y od množiny A 
zavedená před Definicí 18.5.2]. Je 0 ^ d(A9 B) ^ co a platí: 

Nechť je d(A9 B) < e < co. Pak je B cz Q(A9 e)9 A cz Q(B9 e). (5.20) 

Nechť je 0 < e < co, B cz Q(A9 e), A cz Q(B9 e). Pak je d(A9 B) ^ e. (5.21) 

Nechť je H cz Rk. Funkce P: H -» <5n se nazývá spojitá v bodě y eH9 jestliže 
ke každému číslu £ > 0 existuje takové číslo ó > 0, že je d(H(x)9 H(y)) < e pro 
\\x — y|| < <5. Funkce H se nazývá spojitá, je-li spojitá v každém bodě zeH. 

V práci [32] byla dokázána existence řešení diferenciální relace (5.1) za 
předpokladu, že množina G cz R x Rn je otevřená, že funkce F: G -* S„ je spojitá 
a že 

F(t9 x) je kompaktní pro (t9 x) e G. (5.22) 

V práci [57] byl tento výsledek uveden v souvislost s Větou 18.5.17. Existence řešení 
diferenciální relace (5.1) byla dokázána za předpokladu, že množina G cz jR x Rn 

je otevřená a že funkce F: G -* S„ splňuje (5.6), (5.14), (5.15), (5.22) a platí: 

Je-li (s, y) e G, pak buď je množina F(s9 y) konvexní nebo funkce F je 
spojitá v bodě (s9 y). (5-23) 

18.6. Nechť je al9 a2eR SL nechť funkce gl9 g2
: R2 -+ R jsou určeny rovnicemi 

9i{xu x2) = 2, g2(xl9 x2)= - 1 pro xt e R9 x2 > 0, gx{xl9 0) = al9 g2(xl9 0) = a2 

pro xx e R, gx(xl9 x2) = 1, g2(xl9 x2) = 1 pro xt e R9 x2 < 0. 

(337) 



Hledejme absolutně spojitá řešeni rovnice 

*i = 9i(xi, x2) , 

*2 = 9i(xu x2) . (6.1) 

Trajektorie této rovnice ležící v polorovinách x2 > 0 a x2 < 0 jsou naznačeny na 
obr. 42. Je-li a2 = 0, pak rovnice má maximální řešení ut(t) = axt + c9 u2(t) = 0 
(kde ceR) nebo řešení ^(í), v2(t) taková, že pro / < T se bod (vx(t)9 v2(t)) pohybuje 
po některé z trajektorií ležících v polorovině x2 > 0 nebo x2 < 0; přitom je V2(T) = 0 

Obr. 42 

a pro t > T je v2(t) = 0, t;1(ř) = ax(t — T) + ^ ( T ) . Je-li a2 =j= 0, nastane zcela jiná 
situace; ukážeme, že např. w = (w l f w2): (— oo, 0> -* R2, kde wx(ř) = ř = w2(í), je 
maximální řešení rovnice (6.1). Nechť z = (zi9 z2): (— co, a> -* .R2 je vlastní pro­
dloužení řešení w. Je-li Z2(T) > 0 pro nějaké T e (0, a>, pak vzhledem ke spojitosti 
funkce z2 existuje takové c e <0, a>, že je z2(o) = 0, z2(t) > 0 pro i e (a9 T>. TO však 
není možné, neboť by muselo být ž2(t) = — 1 skoro všude v <cr, T>. Je tedy z2(t) ^ 0 
pro t e (0, a>. Obdobně se ukáže, že je z2(t) ^ 0 pro i e (0, a>. Tedy je z2(t) = 0 
pro 16 (0, a>; to však také není možné, neboť by muselo platit ž2(t) = a2 4= 0 skoro 
všude v <0, a>. Je tedy (w l9 w2) maximální řešení. Trajektorie rovnice (6,1) jsou 
naznačeny na obr. 42. 

V tomto odstavci zavedeme užitím diferenciálních relací nový pojem řešení 
diferenciální rovnice 

x=f(t,x), (6.2) 

kde f:G-+Rn,G<=Rx Rn. Tato nově zavedená řešení budeme nazývat Filippo-
vovými řešeními [viz Poznámku 18.6.7]. K dříve zavedeným pojmům řešení mají 
Filippovova řešení tyto vztahy: 

Pojmu „Filippovovo řešení" nelze užít pro libovolnou funkci/, ale jen 
v tom případě, že jsou splněny jisté slabé předpoklady o ohraničenosti. (6.3) 

Splňuje-li funkce / Carathéodoryovy podmínky, pak každé Filippovo­
vo řešení je „absolutně spojité řešení" a naopak. (6.4) 
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Za podstatně slabších podmínek, než jsou Carathéodoryovy podmín­
ky, platí o Filippovových řešeních existenční věta obdobná Větě 18.4.2 
[viz Větu 18.6.4.] (6.5) 

Filippovova řešení rovnice (6.2) zůstanou beze změny, jestliže funkci/ 
změníme na takové množině D cz G, že Lebesgueova [(n H- l)-roz-
měrná] míra množiny D je rovna nule. (6.6) 

[Rovnici (6.1) zapišme ve tvaru xt = /^ř, xl9 x2)9 x2 = f2(t9 xl9 x2)9 kde 
/i(í, xl9 x2) = gt(xí9 x2)9 i = 1, 2, a položme D = {(ř, xl9 0)| t9 xt e Ř}. Lebes­
gueova míra v R3 množiny D je rovna nule, a proto Filippovova řešení rovnice (6.1) 
nezávisí na číslech al9 a 2 .] 

Pro jednoduchost budeme se rovnicí (6.2) zabývat pouze v případě, že mno­
žina G cz R x Rn je otevřená. Základem pro definici Filippovova řešení je 

18.6.1. Věta: Nechť množina H a Rn je otevřená, g: H -» Rn. Nechť je splněna 
tato podmínka: 

Ke každému xeH existují čísla ól9x > 0 tak9 že je \\g(x)\\ = x 

pro skoro všechna x e B(x, Sl9 R
n). (6.7) 

Potom existuje funkce Vg: H -> Jťn taková, že platí: 

g(x) e Vg(x) skoro všude v H. (6.8) 

Funkce Vgje polospojitá shora. (6.9) 
Je-li S: H -+ Xn funkce polospojitá shora taková, že je g(x) e S(x) 
skoro všude v H, pak platí Vg(x) cz S(x) pro xe H. (6.10) 

Lze říci, že Vg je „nejmenší funkce" splňující (6.8) a (6.9). Důkaz Věty 18.6.1 
je stručně proveden v Dodatku 18.5. Z Věty 18.6.1 plyne, že platí tato tvrzení: 

Funkce Vgje určena jednoznačně [jestliže funkce V: H —> ďn splňuje 
(6.8) až (6.10), je Vg(x) c V(x) i V(x) cz Vg(x) pro x e tí]. (6.11) 

Je-li xeH a jsou-li čísla óí9x > 0 určena z podmínky (6.7), je 
Vg(x) cz B(0, X) pro x e B(x9 Sl9 R

n) (6.12) 

[položme Ý(x) = 5(0, x) n Vg(x) pro x e B(x9 Sí9 Rn)9 V(x) = Vg(x) pro xeH- B(x9 óJ; 
funkce V splňuje (6.8), (6.9), tedy podle (6.10) je ?(x) .=> Vg(x) pro x e H]. 

Změníme-li funkci g na množině míry nula, funkce Vg zůstane beze 
změny [je-li g:H -+ Rn, g(x) = #(x) skoro všude v H9 pak také g 
splňuje (6.7), a tedy existuje V9; je g(x) e Vg{x) skoro všude v H9 funkce 
V9 je polospojitá a podle (6.10) je Vg(x) cz Vg{x) pro xeH. Obdobně 
je V^x) cz Vg(x) pro x e # ] . (6.13) 

Je-li funkce g: H -* RH spojitá, pak Vg(x) = {g(x)} pro xeH. (6.14) 
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18.6.2. Definice: Nechť množina G cz R x Rn je otevřená a nechť funkce f:G-+R* 
splňuje tuto slabou podmínku ohraničenosti: 

Je-li (ř, x) e G, pak existují čísla £ x > 0 tak, že je \\f(t9 x)\\ ^x pro 
skoro všechna x e B(x9 £, Rn). (6.15) 

Zaveďme funkci E:G -> /^n tímto předpisem: Položme £(í, x) = J/(r,.)(x) pro 
(ř, x) e G. Filippovovým řešením rovnice (6.2) nazveme každou funkci u: J -> K", 
která je řešením diferenciální relace 

x(t)eE(t9x(t)). 

Tam, kde nehrozí nedorozumění, budeme mluvit jenom o řešení rovnice (6.2). 
V případě rovnice (6.1) [kterou zapíšeme ve tvaru x t = }1(t9 xl9 x2), x2 = 

= f2(U xu x2), f(t9 xl9 x2) = gt(xl9 x2), i = 1,2] je zřejmě £(ř, x) = {(2, -1)} 
pro x = (xl9 x2), x2 > 0, / e _R, xx e -R, E(t9 x) = {(1,1)} pro x2 < 0 a pro x2 = 0 
je E(t9 x) úsečka spojující body (2, -1), (1,1), tj. 

£(ř,x) = {(l+jS,l-2j8) |Oái5 = l } . 

Pro /? = i je speciálně (i, 0) e £(ř, x), x = (x l5 0) [viz obr. 43]. Nechť je a > 0 

a nechť s = (sl9 s2): (— oo, a) -> -R2 je Filippovovo řešení rovnice (6.1) takové, že je 
Sí(t) = t = 52(ř) pro ř ^ 0. Stejně jako jsme dokázali na začátku tohoto odstavce, 
že pro absolutně spojité řešení z = (zl9 z2) platí z2(t) = 0 pro i e <0, a), lze dokázat, 
že je s2(t) = 0 pro t e <0, a). Protože má platit (š^t), š2(t)) e E(t9 s(t)) pro skoro 
všechna t e <0, a>, musí být št(t) = \9 š2(t) = 0 pro skoro všechna t e <0, a). Je 
tedy st(t) = \t9 s2(t) = 0 pro t e <0, a). 

Z tvrzení (6.14) plyne, že platí (6.4). Nechť je D cz G a nechť TD je množina 
takových t e R9 že množina D(řf>) cz Rn má Lebesgueovu míru rovnou nule. Nechť D 
má míru rovnou nule. Potom Lebesgueova míra množiny R — TD je rovna nule 
a změníme-li funkci/na množině D9 pak podle (6.13) množina E(t9 x) se může změnit 
pouze v tom případě, je-li t e R — TD. Vzhledem k Definicím 18.6.2 a 18.5.1 funkce 
u: J -* Rn je řešením rovnice (6.2) před změnou funkce / tehdy a jen tehdy, je-li 
řešením rovnice (6.2) po změně funkce /. Tedy platí (6.6). 
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18.6.3. Věta: Nechť jsou splněny tyto podmínky: 

Množina G c R x Rn je otevřená. (6.16) 

Funkce f: G-> Rn je měřitelná. (6.17) 

Ke každému bodu (t0,x)eG existují taková čísla A3, _d4 > O a 
funkce Q: <ř0 — A3, t0 + A3> -» R že je 

\\f(t, x)\\ g Q(t) pro (t, x) e Q(t0, x, A3, AA) . (6.18) 

Potom funkce E splňuje (5.3), (5.4). 
Důkaz Věty 18.6.3 je proveden v Dodatku 18.6. Z Vět 18.6.3 a 18.5.5 plyne, 

že platí 

18.6.4. Věta: Nechť platí (6.16), (6.17) a tato podmínka: 

Ke každému bodu (t0, x)e G existují taková čísla A3, J 4 > 0 a 
funkce Q e L(<ř0 - A3, t0 + A3} -> R) zeje 

\\f(t, x)\\ š e(t) pro (t,x)eQ(t0,x,A3,A4). (6.19) 

Potom ke každému bodu (t0, x) existují čísla 5U 52 tak, že platí (5.7) a že (5.8) 
a (5.9) platí s tou změnou, že u a w^^Isou Filippovova řešení rovnice (6.2). 

18.6.5. Poznámka: Čísla 5X,52 z předcházející věty můžeme určit obdobně jako 
v Poznámce 18.5.6. 

Z Vět 18.6.3 a 18.5.9 plyne, že platí 

18.6.6. Věta: Nechť platí (6.16) až (6.19). Nechť J c R je interval, uikh J -» Rn 

prok=\,2,...,u:S-> Rn, limu ík\t) = u(t), (t, u(ť))eG pro teJ. Nechťu™ je 
k-*oo 

Filippovovo řešení diferenciální rovnice (6.2). Potom také u je Filippovovo řešení 
diferenciální rovnice (6.2). 

18.6.7. Poznámka: Nechť množina H c Rn je otevřená a nechť funkce g:H -+ Rn 

splňuje (6.7). Potom podle Definice 18.6.2 funkce u je řešením diferenciální rovnice 

x = g(x), (6.20) 

je-li řešením diferenciální relace 

x e Vg(x) (6.21) 

[viz Poznámku 18.5.8]. Podle Věty 18.6.1 funkce Vg splňuje (5.4) [a není nutné před­
pokládat, že funkce g je měřitelná, srovnej Větu 18.6.3]. 

18.6.8. Poznámka: Řešení, která jsme zde nazvali Filippovovými řešeními, zavedl 
A. F. Filippov v [15]; výklad v tomto odstavci i v Dodatku 18.4 a v Dodatku 18.5 se 
však liší od postupu, kterého užil Filippov. V [15] se neužívá explicitně pojmu 
diferenciální relace a není vyslovena Věta 18.6.L Užijeme-li označení z tohoto 
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odstavce a z Dodatků 18.4 a 18.5, můžeme postup užitý v [15] stručně popsat takto: 
Filippov zavádí funkci Vq rovnicemi (D18.5.15) a (D18.5.17). Předpokládá, že platí 
(6.16), (6.17) a zeje splněna podmínka, která je ekvivalentní podmínce (6.19), a pojem 
řešení rovnice (6.2) zavádí stejným způsobem jako v Definici 18.6.2. Vyšetřuje 
existenci řešeni, existenci a vlastnosti maximálních řešení, jednoznačnost, spojitou 
závislost na počáteční podmínce a na pravé straně, autonomní soustavu dvou dife­
renciálních rovnic aj. Aby dokázal existenci řešení, zavádí funkce fm tímto způ­
sobem: fík\t9 x) je průměr funkce/(ř, .) na množině 

B2(x,2-*) = { z | Í ( x í - z , Y < 2 - 2 * } . 
1=1 

Funkce fm jsou spojité v proměnné x a splňují stejnoměrně Carathéodoryovy pod­
mínky [viz (4.19)] Existují řešení um rovnice x = fík\t, x) splňující podmínku 
uík\s) = y taková, že jsou definovaná na intervalu J (který nezávisí na k) a jsou 
stejně spojitá. Limita vybrané konvergentní posloupnosti je řešením rovnice (6.2). 
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