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16. Prvni integraly. Parcialni diferencialni rovnice

16.1. Znalost tzv. prvniho integrdlu nebo nékolika prvnich integralii diava cennou
informaci o vlastnostech dané autonomni soustavy. UmoZiluje sniZit podet rovnic
v soustave.

Necht mnoZina H = R" je oteviend a necht funkce g: H — R" je spojita.
16.1.1. Definice: Necht mnoZina U <= H je oteviend, necht funkce ¢: U =+ R ma
v kazdém bod& x e U diferencidl D &(x) a nechf D &(x) spojit& zavisi na x. Funkce ¢
se nazyva proni integrdl rovnice

X =g(x), (1.1)
plati-li v kazdém bodé x e U

D ¢(x)g(x) =0. (1.2)
16.1.2. Poznimka: D ¢(x) g(x) je derivace funkce ¢ v bod® x ve sméru g(x), g =
= col (g1, 935 ---» ga); rovnici (1.2) miZeme zapsat ve tvaru

n a&

Y = (xgseees Xn) GilXg, -o0n X,) = 0. (1.3)

i=1 ax,-
16.1.3. V&ta: Nechf &: U — R je proni integrdl rovnice (1.1) a nechf v: & - U je
FeSeni rovnice (1.1). Potom funkce &(v(t)) je konstantni.

Dikaz: Je
£ &(o(5) = D £6(9) 1) = D &(e(9) a(u(9) = 0

a Véta 16.1.3 plati.

16.1.4. Poznémka: Necht funkce g: (0, o) = R je spojitd a nechf Q je k ni funkce
primitivni. Nechf v rovin€ se pohybuji body X, Y, které maji hmotnosti my, my
a na které nepiisobi jiné sily neZ jejich vzdjemna pfitaZlivost (odpudivost). Necht
sila, kterou hmotny bod X pisobi na hmotny bod Y, ma velikost mymy g(g), kde ¢
je vzdilenost bodi X, Y, a necht sméfuje od bodu Y k bodu X, je-li q(g) >0 [od
bodu X k bodu Y, je-li g(¢) < 0]. Nechf hmotny bod Y piisobi na bod X silou, kterd
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ma stejnou velikost a opaény smér. Necht x,, x, jsou soufadnice polohy bodu X,
nechf u,, u, jsou soufadnice vektoru rychlosti bodu X a obdobny vyznam nechf
maji symboly y,, y,, v5, v, ve vztahu k bodu Y. Tato situace je popsdna soustavou

Xy =1y,

iy = —myq(|x = y[) (xs = y1) [x = ¥]7*,

Xy =y,

iy = —myq(|x = y[) (x2 = y2) [x = 5] 7",

Y1 =10,

o = —myxq([|x — y[) (e — x1) [[x = ¥ 7*,

V2 =10,,

b, = —mxq(|x — y[) (2 — x2) |x — ¥|7*, ' (1.4)

kde |x — y|| = [(xy = »1)* + (x2 — ¥2)*]"/%; oviem soustavu (1.4) vySetfujeme
na mnoZiné ‘

H = {(xna X2, Uy, Uy V15 V25 Uy Uz)e Ra' (xl - 3‘2)2 + (.Vl - .V2)2 > 0} .

Vypoétem se lze pfesvéd(it, Ze funkce

myu; + myv, , (1.5)
myu, + myv, , (1.6)
dmy(ui + u3) + my(o] + v3) + memy Q(|x — ¥|), (.7)
my(uyx; — x,u;) + my(v1y; — y102) o (1.8)

jsou prvni integraly soustavy (1.4); viechny j®u definoviny na mnozin& H.

Podle Véty 16.1.2 funkce (1.5) aZ (1.8) jsou konstantni, je-li Xy, X3, 4y, 43,
Y1, Y2, 0y, v, Feleni soustavy (1.4). Tak je pro pfipad prvnich integrald (1.5), (1.6)
vyjadfen zdkon zachovéni hybnosti, pro pfipad prvniho integralu (1.7) zékon za-
chovéni energie a pro pfipad prvniho integrélu (1.8) zdkon zachovini momentu hyb-
nosti. Prvnich integrald (1.5) aZ (1.8) Ize vyuzit k integraci soustavy (1.4). Nechf x;,
Xq, Uy, Uy, V1, V2, U1, U3 je hledané FeSeni a nechf plati

my uy(f) + myvy(t) =y, myuy(t) + myvy(t) =7,.

Polozme &, = y,(my + my)™', 6, = 7,(my + my)~". Substituci
Xy =Xy —0yt, X3 =X, —05t, uy=u;, —38;, uy=uy;—9d,,
Vi =y —0it, yy =y, —0t, vy =0 =08, vy=0v,—90,
se tvar rovnic (1.4) nezméni; pfitom je

myuy + myvy =0, myuy + myvy =0.
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Je tedy mgxi + myyy = &, myxy + myy; = ¢,, kde &, &; jsou konstanty. Polo-
time-li jeSt& n, = e(mx + my)™1, 5, = ey(myx + my)”,

Xy =Xy — N, X3=Xxp—1, u]=uy, uz=ujp,

Yi=Yi—M, Yi=ys—mn;, vi=v), V2 =103,
plati

myxi] + mgy] =0 = myx; + myy;.
MiZeme tedy (bez ztrity na obecnosti) pfedpoklidat, Ze pro hledané feSeni plati

myx( + myy, =0, myx, + myy, =0, (1.9)
atedyi

myu; + myv, =0, myu, + myv, =0. (1.10)
Dile je

Imy(ui + u3) + dmy(v] + 03) + mymy Q(|x - y|) = &,

my(ux; — Xu;) + my(v1y, — y1v2) = 7.

Z t&chto rovnic lIze uZitim (1.9) a (1.10) vylougit y,, y,, vy, v, a rovnice, které takto
vzniknou, Ize integrovat zavedenim poldrnich soufadnic v roving (tj. poloZime

Xy =rcosQ, X,=rsing, u, =rfcose —rsing.¢,
u, =rsinep + rcosp.¢.

16.1.5. Pozndmka: Nechf funkce 3;:U - R, i =1,2,...,k, 1 £ k < n, jsou prvni
integraly rovnice (1.1). Necht je y € U a nechf vektory D 9(y), i = 1,2, ..., k, jsou
linedrn& nezdvislé. UkaZeme, jak v olzoh’ bodu y lze sniZit podet rovnic v soustavé
(1.1) pravéo k.

Najdéme funkce 944, ..., 9,: U = R tak, aby diferencialy D 9,(x) existovaly
v kaZdém bodé€ x € U a zdvisely spojité na x a aby diferencidly D 9(y),j = 1,2, ..., n,
byly linedrng nezavislé (funkce 9+, ..., 9, miZeme volit napF. linedrni). Zobrazeni
@: U - R" definujme rovnicemi

O(x) = (9,4(x), 85(x), ..., %u(x)) -

Podle véty o implicitnich funkcich existuje oteviena mnoZina U, = U, y € U, tak,
Ze plati:

Zobrazeni 6 = 0|y, je prosté. (1.11)
D 6(x) je regularni pro x € U,. (1.12)
MnoZina V, = {@(x)l x€U,} = R" je oteviend. (1.13)

Inverzni zobrazeni & !: Uy — V, m4 diferencial D &~ (z) v kazdém
bod& z € ¥, a D &7 (z) zavisi spojité na z. (1.14)
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Rovnici (1.1) vySetfujme na mnoZing U,; provedme substituci x = &~!(z). Rovnice
(1.1) pfejde v rovnici

= h(z), (1.15)
kde h(z) = D 6(67'(z)) g(6~*(z)). Plati toto tvrzeni:

Je-li v: £ = Vg, v = (vy, V3, ..., V), TeSeni rovnice (1.15), pak funkce
V4, Uy, ..., U jsou konstantni. (1.16)

Dikaz: Je-li funkce v(t) feSenim rovnice (1.15), je funkce u(f) = &*(1(1))
feSenim rovnice (1.1). Podle Véty 16.1.3 funkce 9,(u(t)), 9,(u(2)), ..., 9i(u(f)) jsou
konstantni. Je oviem &(u(f)) = o(r), 9,(u(t)) = v(f) pro i = 1,2,...,k a tvrzeni
(1.16) plati.

Zapi$me rovnici (1.15) jako soustavu

2! = hl(zh zZa CERT) zn) ’

2.2 = hz(z‘, 22, ey Z,,) ’

--------------------

z, = hy(2zy, 22, ..., 2,) . (1.17)
Z tvrzeni (1.16) plyne, Ze je
h(zss oo 2s) =0 pro i=1,2,..,k, (z5,..025)€Vp.

Hleddme-li feSeni w,, ..., w, soustavy (1.17) spliujici podminky w(¥) = &, pro
i=1,2,..,njew(t) =& proi=1,2,..., kazbyvé fesit soustavu n — k rovnic

Zyey = hkﬂ(fn coes Chs Zka gy veny z,,) ’

2- = hn(él’ ceey 6*, Zr41s oo z,,) . (1.18)
Funkce u(t) = @~'(w(t)) je feSeni rovnice (1.1).
Viimnéme si jest& té okolnosti, Ze v této poznidmce nejde jen o to, Ze zobrazeni

O existuje na jistém okoli bodu y, ale spiSe o to, jak lze vyuZit znalosti prvnich in-
tegrall 9, 9,, ..., 9 v nékterych pfipadech miiZe byt napt. Uy, = U.

16.1.6. Poznimka: Necht funkce 3,, 35, ..., 3,: U = R" jsou prvni integrily rovnice
(1.1), necht je y e U a necht vektory D 94(»), ..., D 9,(y) jsou linedrn& nezévislé.
Potom existuje takové okoli U, bodu y, Ze vektory D 9,(x), ..., D 8,(x) jsou line4rn&
nezavislé pro x € U;. Z (1.2) plyne, Ze je g(x) = 0 pro xe U,. Proto v Pozndmce
16.1.5 pfedpoklidame, Ze je k < n.

16.1.7. Poznimka: Nechf mnoZina 2 < R! je oteviend, nechf funkce &,;: U — R,
i =1,2,..., 1, jsou prvni integraly rovnice (1.1) a necht je (£4(x), £2(x), ..., &i(x)) € 2
pro x € U. Necht funkce w: @ -+ R mé diferencidl D a(z) v kaZdém bod& ze @
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a necht D axz) spojité zdvisi na z. PoloZme £(x) = @(y(x), £2(X), - --» &x)). Potom
funkce ¢ je prvni integrél rovnice (1.1). To plyne pfimo z rovnice

D &) o(s) = 3, 22 (6460 £4) D &x) o)

Rikdme, %e prvni integrdl ¢ je zdvisly na prvnich integrilech &, &5, ..., & Prvni
integral £ nam ovSem nepfinasi novou informaci ve srovnani s prvnimi integraly
&3, &2y .oy & Necht je ye U a hledejme feSeni u rovnice (1.1) takové, aby bylo
u(f) e U, u(0) = y. Znalost prvniho integrélu ¢ ndm dava informaci, Ze je

u(i)e {x e U] &x) = E0)} -

V prvnich integralech &,, &, ..., £; je obsaZena informace, Ze je
u(f)ef{xe UI E(x)=¢&(y), i=12..,1},

Pfitom zfejmé plati
{xeU| &(x) = &y), i =1,2,..., 1} = {xeU|{x) = &)} -

Nechf funkce 94, 85, ...,9,-,:U = R jsou prvni integrly rovnice (1.1),
necht je y € U, g(y) # 0, a necht vektory D 9(y), i = 1,2, ..., n — 1, jsou linedrn&
nezavislé. Necht {: U —» R je také prvni integral rovnice (1.1). Existuje okoli U,
bodu y tak, Ze vektory D 9(x),i = 1,2,...,n — 1, jsou linedrné& nezévislé pro x € U,
a Ze je g(x) + 0 pro x € U,. ProtoZe je D 9(x) g(x) = 0 = D &(x) g(x), g(x) + 0
pro x € U, jsou vektory D 9,(x), ..., D 8,_,(x), D &(x) linedrn& zavislé pro x € U,,
a tedy plati

B4 (x),... ,”" L (9o (x)

det | .. i =0
a'91 n 1
ot (o P ) = (x)

pro x € U,. Podle véty o zavislosti funkci (viz [28], kap. VIII, V&tu 213, tvrzeni IV)
existuji &isla 5,4 >0 a funkce Z(z,, ..., z,—,) definovand pro Iz, - 9:()’)| <4
s hodnotami v R tak, Ze plati

{(x) = E(94(x), ..., 9,-4(x)) pro xeB(y, 5, R*"1).
Je tedy prvni integral { v okoli bodu y zavisly na prvnich integralech 95, 92, --» Ja-1-

16.2. 'V tomto odstavci vySetfime rovnici

g": 9,(x1, s X €) = Gpa1 (X co0s X §) = 0. (2.1)
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[ProtoZe rovnici (2.1) vySetfujeme v souvislosti s rovnici (2.3), kde prom&nna ¢ je
podle pfedpokladu redlnd, je v dikazu Véty 16.2.3 podstatné, Ze i prom&nné x,, ...,
X, & jsou redlné.] Tato rovnice pfechdzi v rovnici (1.3), je-li g,4; = 0 a jestliZe
funkce g;, j = 1,2, ..., n, nezdviseji na ¢. Rovnice (2.1) se nazyva kvazilinedrni
parcidlni diferencidlni rovnice prvniho Fddu. Budeme predpoklddat, Ze:

MnoZina W < R"*! je oteviend, funkce g;: W — R maiji spojité par-
cidlni derivace pro j=1,2,..,n + 1. (22)

16.2.1. Definice: Necht mnoZina U € R” je oteviend a necht funkce &: U - R mi
spojité parcidlni derivace. Funkci ¢ nazveme Fefenim rovnice (2.1), je-li

(X1 o es Xy E(Xg5 o0 X,)) €W pro (xy, ..., X,) €U

a plati-li rovnice (2.1) v kazdém bodé (x,, ..., x,) € U.
S rovnici (2.1) souvisi oby&ejna diferencidlni rovnice

V= gl(yl’ Y2sees Vns ")9
Vn = gn(yl’ Y25 «e0s Vs ’7) s
B = Gus1(Vis V2o o0 Vuor 1) - (2.3)

16.2.2. Véta: Necht mnoZina U = R" je otevfend a necht funkce £&:U — R md
spojité parcidlni derivace. Nechtje (xy, ..., X,y E(Xy, .., X)) € Wpro (X1, ---, X,) € U.
Oznaéme E graf funkce & [tj. E = {(xy, ..., Xp &(X15 -+ x,,))l (%15 -+ Xs) € U}].
Potom tato dvé tvrzeni jsou ekvivalentni:

¢ je FeSeni rovnice (2.1). (2.4)

Necht (yy, ..., ym1): £ = R"** je FeSeni rovnice (2.3) a necht je
(#1(1)s ..., ¥i(z)) € U pro te #. Necht existuje takové o€ J, Ze je
(71(0), .-, ¥u(0), n(0)) € E. Potom je (yy(7), ..., ya(7), n(z))e E pro

te . @.5)

Diikaz: Nechf ¢ je feSeni rovnice (2.1) a necht (y,, ..., y,, 1) Spliluje pfed-
poklady tvrzeni (2.5).

Je

i) = 5 25 (00 - 240 5,0) =

= Gus1(W1(2)s -+ yul(1)s n(1)) —

= %, 5040 2D 900, D D) -
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Polozme A(t) = n(t) — &(y4(t), -.-» ¥(t)). Tak dostavame

M) = gues(01(0), - ya8)s A1) + EW(8), -+, y:(0)) —
" ot

=2 = (i) 21) -
j=10

. g](}'l(‘)’ (] yn(t)’ }‘(t) + é(yl(t)’ s y'l(t))) :

A je tedy FeSeni rovnice
9 = guer(s() -0 ¥ul0), & + E1(0)s ..., ya(1)) =
—ng :TC W12 - Y1) G52 1(8)s -5 ¥ul2), 9 + E(1(8)s - > ¥a(1))) (2-6)

a spliuje poCatetni podminku A(c) = 0. ProtoZe funkce g;, j = 1,2,...,n + 1,
maji spojité parcidlni derivace, je rovnice (2.6) jednozna&nd. ProtoZe ¢ je feSeni
rovnice (2.1), je funkce 9(f) = 0 pro te # fefenim rovnice (2.6). Proto je A(t) = 0
pro t€ # a z tvrzeni (2.4) plyne tvrzeni (2.5).

Necht naopak plati (2.5) a nechf je (x4, ..., x,) € U. PoloZme j; = x; pro
i)=1,2,...,n,# = &%y, ..., x,). Necht yy, ..., y,, 1 je takové feSeni rovnice (2.3), Ze
jey{0) = y;proi = 1,2, ..., n,n(0) = #f. ProtoZe plati (2.5), je n(t) = &(y4(?), .- -, ya(t))
pro dosti mald ¢. Derivujeme-li tuto rovnici a uZijeme-li (2.3), odvodime, Ze je

Ins 1(1(1), -, (), n(0) =
= 5 L (s 30 S0 s 20 (D)

=1 0x;

Pro ¢t = 0 dostaneme odtud, Ze rovnice (2.1) plati v bodé& (x;, ..., x,). To znamen4,
7e (2.1) plati v U; tvrzeni (2.4) plyne z tvrzeni (2.5). Véta 16.2.2 je dokdzana.

Pro rovnici (2.1) budeme nyni fesit tzv. Cauchyovu élohu. K tomu cili zave-
deme pojem (n — 1)-rozmérné plochy. (n — 1)-rozmérnou plochou rozumime ta-
kovou mnoZinu % < R", Ze plati:

Ke kazdému bodu u = (u,,...,u,)€ % existuji &sla ¢ ¢& >0,

index j, funkce @, prom&nnych vy, ..., 0;_1, ¥j4y, ..., U, definovand

pro ]v,- - ui| < ¢, i # j, tak, Ze je

|(0,,(Ul, ooy vj_l, vj+l, seey v,‘) - uJI < 8’

a plati: Nechf je v = (vy,...,v,)€R", |v, - u,-| <e pro i=*j,

|v, - “il < ¢'. Pak je v e % pravé tehdy, je-li

vj = (D,,(Ul, ey vj_x, Ul+ 13 ooy U,') .

Pritom jesté¢ pfedpokliddme, Ze¢ funkce ®, md spojité parcidlni
derivace. (2.7)

Lze tedy plochu # v okoli kazdého jejiho bodu u popsat tak, Ze jedna souradnice
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bodu v leZiciho na plo$e je funkci ostatnich soufadnic. Nechf je dina plocha %
a funkce A:  — R; nechf je

(u, Mu)) e W (2.8)

[viz (2.2)] pro u € %. Cauchyova tloha spo&ivd v tom, Ze se hled4 takové feSeni
&: U = R rovnice (2.1), aby platilo ¢(u) = A(u) pro u e .

Geometrickd interpretace nas pfivadi k cesté, jak Cauchyovu tlohu fesit.
Podle Véty 2.2 funkce &: U — R je feSenim rovnice (2.1) pravé tehdy, je-li jeji graf &
vypln&n trajektoriemi rovnice (2.3). MiZeme tedy zkusit ke kaZdému bodu u e %
pfifadit maximalni trajektorii Q, rovnice (2.3) prochazejici bodem (u, 4(u)) a defino-
vat mnozinu 4 jako sjednoceni trajektorii Q, pro u € %. Podafi-li se dokazat, Ze A
je graf funkce &: U — R, kde U € R" je oteviena mnoZina, a Ze funkce ¢ ma spojité
parcidlni derivace, bude funkce ¢ feSenim rovnice (2.1). Priklady 16.2.5, 16.2.6
ukazuji, Ze mnoZina A nemusi byt grafem né&jaké funkce £&. Omezime-li se na vhodné
okoli ¥ = R" mnoZiny % (a jsou-li je§t& splnény jisté podminky), pak ze zmenSenych
trajektorii Q,, u € %, miZeme sestavit mnoZinu A(V), ktera je grafem feSeni & rovnice
(2.1).

Nechf mnoZina V < R" je oteviena, % < V. Nechf funkce ¥ ma obvykly
vyznam ve vztahu k rovnici (2.3) (viz odst. 12.3). MnoZinu A(V) definujme rovnici

A(V) = {¥(t, (u, l(u))] ue,
(Ps(, (u, w))), ..., Pult, (u, Mu))) e V

pro te<0,t) nebopro tet 0)} (2:9)

[tedy A(V) je mnoZina takovych bodi z € R**?, které Ize spojit s vhodnym bodem
(u, A(u)) trajektorii rovnice (2.3) tak, Ze projekce této trajektorie do prostoru prvnich
n soufadnic leZi v mnoZing V].

Abychom dokazali existenci feSeni Cauchyovy tulohy, budeme potfebovat,
aby v kaZzdém bodé& u € % byla splnéna podminka:

Vektor (g,(u, (1)), ..., ga(u, A(4))) neni teny k plose % v bod¥ u. UZijeme-li
vyjadfeni plochy % pomoci funkce w, z (2.7), miiZeme tuto podminku zapsat ve tvaru
o 0w,

gl(u’ ,J_(u)) - i;l 0%,

pro ue. (2.10)

(15 oo Ujmgs Ujpqy oo Uy) g1, A(u)) + 0

Dale budeme pfedpokladat, Ze pro kazdé u € % sloZena funkce

MOgy ooy Vjm gy @V1y oees Vymty Ujsgs eoes Un)s Djg1s ooes Up)
ma spojité parcidlni derivace. Tato podminka se struéné vyjadfi réenim:

Funkce A:  — R ma4 spojité parcilni derivace. (2.11)
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16.2.3. Véta: Necht plati (2.2), (2.7), (2.8), (2.10), (2.11). Potom existuje oteviend
mnoZina U = R" a FeSeni &: U — R rovnice (2.1) tak, Ze plati % < U, &(u) = H(u)
proue¥.

Dikaz Véty 16.2.3 je struéné proveden v Dodatku 16.1.
16.2.4. Priklad: Hledejme feSeni rovnice

S S (2.12)
ox, 0x,
splitujici podminku 5(0, %) = %2 pro %, € R. Piislu§na oby&ejnd diferencialni rov-
nice je

.}}l=l!
V2 =Y,
n =n+1. (2.13)

Plocha % je osa x, a body (u, (u)), kde u € %, lze zapsat jako (0, X,, X3), X, € R.
Re3eni y,, y2, 1 rovnice (2.13) sphiujici po&ateni podminku y,(0) = 0, y,(0) = %,,
n(0) = %3 je yi(f) = t, y,(t) = %, ¢, n(t) = (X3 + 1)e* — 1. Pro (x,, x,) € R?
hledejme X, a t tak, aby platilo x; = y,(t), x, = y,(t), a polozme &(xy, x;) = n(t).
Jet =x,, %, = xpe™™, §(x;,%;) = x; e~ + e* — 1. Funkce &: R? = R je fede-
nim dané Cauchyovy ulohy. Je zfejmé, Ze funkce ¢ ma spojité derivace; ze zplsobu,
jak byla sestrojena, plyne, Ze jeji graf je vypInén trajektoriemi rovnice (2.13); funkce &
je tedy feSenim rovnice (2.12) podle V&ty 16.2.2. Lze se o tom téZ presvédiit vypog-
tem. V tomto pfipadé mnoZina A4 = A(R?) je graf funkce ¢&.

16.2.5. Priklad: Hledejme feSeni rovnice

0x, 0x,

spliujici podminku &(X,, 0) = X,proX, eR, % > 0. Ptislu$nd obylejna diferencidlni
rovnice je

Vi = —Ya2,
V2= Y1,
qio= 1. (2.15)

Plocha % je kladné poloosa X ;, body (u, A(u)), kde u € %, lze zapsat jako (%, 0, %,),
X, € R, X; > 0. ReSeni yy, y,,  rovnice (2.15) spliiujici po&ate&ni podminku y,(0) =
= %,, y5(0) = 0,(0) = %, je yy(f) = %, cos t, yy(t) = %, sint, n(t) = t + %,. Nechf
X4 znamen4 uzavienou zépornou poloosu x4, tj. X{™ = {(x,,0)| x; < 0}, a po-
lozme Q = R? — X{7). Je-li (x,, x,) € Q, necht &islo @(x,, x,) € (—n, m) je Ghel,
ktery svird s kladnou poloosou X, polopfimka vychazejici z po¢atku a prochazejici
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bodem (x;, x,). Pro bod (x4, x,) € Q hledejme X; > 0 a t € (—=, =) tak, aby platilo
x; = y4(t), x; = y,(t), a polozme &(x,, x;) = n(t). Je %, = (x7 + x3)'/?, t=
= (x5, X3), &(x1, *2) = (%1, x;) + (x; + x3)'/%. Obdobn& jako v Ptikladu 16.2.4
funkce ¢ je feSenim Cauchyovy tlohy. MnoZina A neni grafem Ziddné funkce ¢.
Jiné feSeni Cauchyovy tlohy miiZeme ziskat tim, Ze misto poloosy X~ vynechdme
z roviny kfivku Q = {(wl(a) wz(a))l o 2 0}; pfitom funkce w;: <0, ) - R jsou
spojité, plati wi(c) + w3(c) = o pro ¢ 2 0 a (w,(0), w,()) * (£, 0) pro ¢ 2 0,
{>0.

16.2.6. Pfiklad: Hledejme feSeni rovnice

0
_E_ + ({2 + 1) ﬁ. =0 (2.16)
Xy 0x,
splitujici podminku ¢(0, %,) = %, pro %, € R. Pfislu§na oby&ejna rovnice je
yl =1 ’
V2 = '12 +1,
7 =0. (2.17)

Plocha % je osa X, body (u, A(u)), kde u € %, lze zapsat jako (0, %2, %,), %, € R.
Reseni y,, y,, n rovnice (2.17) spliiujici po&ateni podminky yl(O) 0, y,(0) = %,,

n(0) = %, je
(@) =t, p()=%+EF+1)t, n(t)=3%,. (2.18)
K bodu (x,, x,) € R? hledejme ¢, %, € R tak, aby platilo x, = y,(), X2 = ya(t). Je

t=x,, X,=x, pro x;, =0,

%, = 51—(-1 + [1 = 4(x; — %) x,]?) pro x; +0. (2.19)
Xy _
Aby X, bylo redlné, musi byt 1 — 4(x; — x,) x; = 0, tj.
x, — (1 + x3)V?*] < x, < 3[x, + (1 + x3)V7]. (220
PoloZme

V={(xs, x2) e R} 4[x, — (1 + x3)"*] = x, s §[x, + (1 + K22
V= {(rs x2) € RY 3%z = (1 + 5] < 3, < 4fx, + (1 + )]}
Podle (2.18), (2.19) a (2.20) je

A = {(xy, x5, %3)| (%1, X;) €V, x3 =%, pro x, =0,

1
X3 = ;["1 + (1 — 4[x;, — x;] x;)"/*] - pro x; + 0} -
1

Mnozina A neni grafem #4dné funkce. V§podtem se viak zjisti, Ze je (1(7), y2(z)) e V
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pro t € {0, t) nebo t e (t,0) pravé tehdy, je-li X, > 0, t > —1/(2%,) nebo %, = 0,
te R, nebo %, <0, t < —1/(2%,), a Ze je

A(V) = {(xl: X2, xs)l (xla xz) eV,x3=1x, pro x;, =0,
x3=4x [—1+ (1 = 4[x; — x;]x,)"/*] pro x; #+0}.
A(V) je graf funkce &: V — R, kde &(0, x,) = x,,

1
&(xy, x3) = P [-1+4+ (1 —4[x; — x3]x:)"*] pro x, 0
1

a £ je feSeni Cauchyovy ulohy.

16.2.7. Pozndmka: Vrafme se k rovnici (1.1). Pfedpoklidejme, Ze funkce g: H - R"
m4 spojité derivace. Nechf y € H je takovy bod, Ze je g(y) + 0. Potom, jak ukdZeme,
existuje takové okoli U bodu y a prvni integrily 9: U >R, i=1,2,...,n — 1,
rovnice (1.1) tak, Ze funk&ni matice (89,/0x;) ma hodnost n — 1 v kaZdém bodg&
x € U. Necht je pro urcitost g,(y) # 0. Polozme

n-1
U = {(x15 005 Xp-1 y,,)|‘=zl|x, - y‘lz < 8%,

kde &islo 6 > 0 je tak malé, Ze je g,(x) # 0 pro x € %. PoloZme jeit& 1(x) = x; pro
x = (X1, «.0s Xp—1, V) € . Dilkaz snadno dokoné&ime uzitim Véty 16.2.3 na rovnici

(1.3).

Vime-li jiZ, Ze existuji funkciondln€ nezavislé prvni integraly 3,,..., 9,-1,
miiZeme uZit postupu z Poznamky 16.1.5 a v okoli bodu y rovnici (1.1) transformovat
v rovnici

Zl = 0 >
in-l =0,
2y = hy(zy, 23, ..., 2,) (2.21)

[kterou vy3etfujeme v okoli ©(U) bodu ©(y)]. Pfipadnym zmen3enim mnoZiny U
dosdhneme toho, Ze je g(x) # 0 pro x € U, tedy

h(zy, ..., 2,) £0 pro (zy,...,2,)e O(U).

Polozme O(y) = j = (4, ..., Ja). Necht p(zy, ..., 2,-4, f) je p¥i pevnych zy, ..., z,—,
feSeni rovnice

{ = hzy, 2, ...,0),

spliiujici poate¢ni podminku p(z,, ..., z,-4, 0) = ¥,. Funkce p ma spojité derivace
prvniho fadu a je

7}
—P(Z45 003 Zp-1,t) £ 0,
atP(x 1 )
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je-li (zy, ..., z,—1, t) dosti blizko k (74, ..., §,—1, 0). Zobrazeni P zavedme rovnici
z = P(w), kde
Zl = WI + il’ ceey z"_l = W, -1 + yﬂ-l ’ z" = p(wl, Wz, ey W,').

Zobrazeni P je regulirni v okoli bodu 0 [je P(0) = 7] a rovnice (2.21) pfechézi
(v okoli bodu j) substituci z = P(w) v rovnici

w, =0,
wn—l =0,
W, =1. 2.22)

Tedy rovnici (1.1) Ize sloZenou transformaci x = @(P(z)) pfevést v rovnici (2.22)
[oviem pouze lokéln&; rovnici (1.1) vySetfujeme na vhodném okoli bodu y — je
g(y) #+ 0 — a rovnici (2.22) na vhodném okoli bodu 0].

Naproti tomu, v okoli bodu z € H, kde g(z) = 0, mohou nastat rozmanité
pfipady. Napf. rovnice

. 2
x,=xf+xz+...+x,f,
)'(2= )

ma n — 1 funkciondln& nezavislych prvnich integrdld &;: R® - R [napf. funkce
Ed(X3s .oy X,) = X441 Pro i = 1,2, ..., n — 1], zatimco pro rovnici

Xy = =Xy,
.*2 = =Xz,
Xp = —Xp

plati: Je-li 6 > 0 a &: B(0, 5) — R prvni integrél, pak & je konstantni funkce [nebot
funkce ¢ je konstantni na ka¥dé trajektorii {ow|0 < o < 6}, kde we R", ||w| =1,
a mé na ni hodnotu ¢(0)].

16.2.8. Pozndmka: V&tu 16.2.3 lze rozifit i na nelinedrni parcidlni rovnici prvniho

fadu
0 0
gl Xg, oo Xns ,—é,...,——s)=0
0x, 0x,

(viz napf. [58], § 64).
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