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14, Zavislost feSeni na parametru

14.1.  Pfi aplikacich diferencidlnich rovnic je b&Zn4 situace, Ze parametry (konstan-
ty), které se vyskytuji na pravé strang diferencidlni rovnice, zndme jen pfibliZné
[napf. konstanty a, B v soustavd (1.1.1) nebo konstanty m,, m,, a, B v soustavé
1.5.2)]. Proto nés zajima otdzka, jak se zmé&ni feSeni diferencidlni rovnice, zmé&ni-li
se tyto parametry jen mdalo. Hlavni vysledek je obsaZen ve V&ét€ 14.1.1. Z Véty
14.1.1 jsou odvozeny rovnice (2.8), (2.9), z nich¥ lze po&itat derivace FeSeni podle
soufadnic vektorového parametru g. V pfipadg, Ze K = C, ma funkce & spojité
derivace v komplexnim oboru podle sloZek X; po¢atecniho vektoru X i podle sloZek g,
vektorového parametru g, a je tedy v téchto proménnych holomorfni. Tento p¥ipad
je vySetfen v odst. 14.3. V odst. 14.4 aZ 14.8 jsou probrany nékteré zakladni ulohy
na hledani periodického feSeni v teorii tzv. malého parametru.
Budeme vysetfovat rovnici

% =f(t’ X, Q), (1'1)

v niZ Glohu parametru m4 promé&nnd q € K™ Budeme pfedpokladat, Ze:

MnoZina G = R x K" x K™ je oteviena a funkce f: G = K" je
Spojita. (1.2)

Rovnice (1.1) je (p¥i pevném g) jednoznadna. (1.3)

Je-li g €K™, je G(.,., q) oteviend mnoZina. Necht je (o, %, ) € G; vzhledem
k (1.2) a (1.3) existuje podle V&ty 12.1.1 maximilni feSeni @y, s, rovnice (1.1),
@(t0.2.0)(t0) = X; pfitom TeSeni @y s, j€ uréeno jednoznaéng. Funkci & definujme
takto: Je-li (fo, X, g)€ G a je-li definovano @, g4(t), poloZme &(t, t,, %, q) =
= Qo.1.0(1)-

14.1.1. Vé&ta (o spojité zavislosti feSeni na parametru): Nechf plati (1.2) a (1.3).
Potom defini¢ni obor funkce ® je otevFend podmno¥ina v R* x K® x K™ a funkce ®
Jje spojitd.

Véta 14.1.1 vyjadfuje spojitou zavislost feSeni rovnice (1.1) na po&ite&ni
podmince i parametru. Lze ji jednoduchym obratem odvodit z Véty 12.2.6.
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14.1.2. Pomocn4 véta: Soustava

%x=f(t,x4),

§=0 (1.4)
Jje jednoznacna.

Dukaz: Necht #; jsou intervaly v R, xI: #; — K", ¢! ¢, , K™ a necht
funkce col (xI9, gt7): #, - K**™ je feSenim soustavy (1.4). Necht existuje
toe £, N £, tak, Ze je x1(1,) = x1,), q1)(to) = q'*Y(to). Ziejms je g1 =
= q"Y(to) pro te £y, 4*Xt) = qPt;) = q"')(1to) pro 1€ £5, a tedy ¥, x1 jsou
feSeni rovnice

x = f(t, x, ¢"(to)) - (1.5)

Rovnice (1.5) je podle ptedpokladu jednoznalnd, tedy xU)r) = x{2)(¢) pro
te #, n #,. Pomocna véta 14.1.2 je dok4dzana.

Dukaz Vé&ty 14.1.1: Vzhledem k Pomocné v&t& 14.1.2 existuje funkce =
takova, Ze

()

je maximdlni feSeni soustavy (1.4),

) (fm to, (;)) = (;) pro (to, % 4)eG

(viz V&tu 12.1.1 a Definici 12.2.1). Podle V&ty 12.2.6 je funkce = definovand a spojita
na otevfené podmnozin€ v R* x K"*™. Z tvaru soustavy (1.4) plyne, %e je

(o) (20
g I(t, to, %, §)
kde funkce I' je definovdna pro vsechna (1, to, X, ), pro n&Z je definovana funkce @,
a je I'(t, to, %, §) = 4. Odtud a z Véty 12.2.6 plyne, e funkce @ je definovdna na
oteviené mnoZin€ v R? x K"*™ a Je je spojitd. Véta 14.1.1 je dok4zana.

Véta o spojité zdvislosti na parametru ma n&kolik variant; napf. parametr

miiZe byt diskrétni a pfedpoklady o jednoznadnosti lze podstatn& oslabit. Jednou
z variant véty o spojité zavislosti fefeni na parametru je

14.1.3. Véta: Necht mnoZina G = R x K" je otevFend a nechf funkce f, f,: G = K",
k=1,2,3,..., jsou spojité, (to, X) € G. Necht u:(«, B) = K" je maximdlni FeSeni
rovnice

5= f(t,%), (17)

u(to) = X, a necht

rovnice (1.7) je jednoznaénd v kazdém bodé (s, u(s)), kdeax < s < B. (1.8)
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Necht f, = f pro k - © stejnomérné na ka¥dé kompakitni podmnofmé’ v G. Necht

v v

ul*: (a,‘ ﬂk) - K" je maximdlni FeSeni rovnice

% = fi(t,x), | (19)
necht toe(a, B), k = 1,2,3,..., a necht lim u™(t;) = %. Necht jesté je a <y <
< ty £ 0 < B. Potom plati: koo

o <y, 0 < B, pro viechna dosti velkd k. (1.10)

ul(t) > u(r) stejnomérné na <y, . (1.11)

Dikaz je naznaden v Dodatku 14.1.

14.2. DokaZeme, Ze funkce & ma spojité parcidlni derivace podle viech promén-
nych; funkce f musi ov§em spliiovat silngj§i pfedpoklady neZ v odst. 14.1; G, f, &, E, I’
bude mit stejny vyznam jako v odst. 14.1.

14.2.1. Véta (o diferencovatelnosti feseni podle parametru): Nechr platt' (1.2) a nechr
Jsou splnény tyto podminky:

Pro kaZdy vektor we K" existuje derivace D2 f: G —» K" funkce f

vzhledem k druhé proménné ve sméru w a je spojitd. L (2.1)
Pro ka¥dy vektor pe K™ existuje derivace D> f: G — K" funkce f
vzhledem k tfeti proménné ve sméru p a je spojitd. (2.2)

Potom je definovdna funkce ® (viz odst. 14.1) a existuji derivace

Z—¢ , Do, D& (prokardé weK", peK™),
to
6245, _azi, E.DS)Qj’ DS)E(D’ ED“)q)’ D(‘)EQ,
dtot, Otgot ot ot a ’ P oo
vSechny jsou spojité a plati
2 2
T -2 o (2.3)
Oty Ot at ot,
D920 -2pws, D 2e-pwe. (2.4)
Yoot a " P oot a "’

Podminky (2.1) a (2.2) jsou splnény pravé tehdy, jestliZe plati:

Funkce f ma spojité parcidlni derivace ffox;:G - K", i=1,2,...,n,
adffog:G—-K"j=12,...,m

Dikaz: Stejnym obratem, jako jsme pievedli Vétu 14.1.1 na Vétu 12.1.4,
pfevedeme i Vétu 14.2.1 na Vétu 13.1.1. Rovnice (1.1) je jednozna¥na (p¥i pevném gq)
podle Véty 11.1.6; proto je definovdna funkce . Nechf £ ma stejny vyznam jako
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v odst. 14.1. Z podminek (2.1), (2.2) plyne, s derivace D f existuje a je spojita,
povazujeme-li col (x, g), z = col (w, p) € K**™ za jediny vektor; tedy prava strana
soustavy (1.4) spliiuje pfedpoklady Véty 13.1.1. Podle Véty 13.1.1 existuje funkce Z,
ma spojité derivace

2 2
9 =, D® =, " g, 2 = Spwg, p@ 2z,
ity ot dt, oot T ot - ' oot
a plati
o* 0 N R B
E, DP—E="pW¥z=,

3ty 0t 0t dty ot ot

Vzhledem k (1.6) a k rovnici z = col (w, p) plynou odtud viechna tvrzeni Véty
14.2.1,
Funkce & spliiuje diferencidlni rovnici

%dﬁ(:, to, %, q) = f(t, B(t. to, %, 9), q) (2:5)

a z Véty 14.2.1 plyne, Ze rovnici (2.5) miZeme derivovat podle prom&nné g v libo-
volném sméru p € K™. Podle pravidel pro derivovani sloZené funkce dostavame vzhle-
dem k (2.4) :

aiD;" ®(t, to, %, g) = D f{(t, B(t, 10, %, q), q) DS B(t, to, %, q) +
t

+ D f(t, 9(1, 1, %, q), q) . (2:6)
Je oviem &(to, to, %, q) = % pro (to, %, q) € G; tedy je
D &(to, to, X,9) =0 pro (to, %, 9)€G, pek". (2.7)

Rovnice (2.6), (2.7) umoZiiuji v nikterych piipadech vypotitat D{® &(1, t,, %, g),
i kdyZ neumime pro vsechna (t, to, X, q) vypoditat (1, t, X, q). Pfi pevném
(to, %, g) € G, pe K™ polozme &(t, to, %, q) = u(t), DS &(t, to, %, q) = oft).

Pii tomto oznadeni je

#(t) = D@ (¢, u(t), g) o(t) + DX f(t u(t), q) , (2.8)
o(to) = 0. (2.9)
Ptiklad 1: Vysetfujme rovnici

=1+ (t—-x)+(t—x)*+esin¥,

kde ¢ € R je parametr. Mame vypocitat

9 4(n,0,0,0)
de

(244)



[je oviem 8®[oe = D{® @]. Je u(t) = &(t,0,0,0) = ¢,
D@ f(t, x,8) = D f(t, x,¢) = ai f(t, x, ) =
X

= —1—-2(t-x)+ecosx,
lﬁV@x®=§mmﬁ=ﬁm,DmmmW®=‘h
e

D® f(t, u(t), &) = sin ¢ .

Pro funkci
ot) = g #(t,0,0,0)
Js
dostdvédme rovnici & = —v + sin t, v(0) = 0, tedy
t
ot) = .[ e ***sintdt,
0

6245(1:, 0,0,0) = o(r) = e"'f e'sintdr = §(1 + e7%).
€ 0

Priklad 2: VySetfujme rovnici

f—el —x)i+x=0, (2.10)
kde e € R je parametr a x(f) € R. Rovnici (2.10) odpovida soustava

Xy =Xz,

%= —x; + el —x)x,. | (2.11)

Zavedeme tzv. poldrni soufadnice (viz odst. 2.20), tj. poloZime x, = gcos Y, x, =
= g sin Y. Soustavg (2.11) odpovida soustava

0 =&(1 — @*cos?* y) gsin?y,
¥ = —1+ ¢l — g?cos® Y)sin Y cos Y . (2.12)

Funkce f, @, v budeme vztahovat k soustavé (2.12). Pro a > 0 ziejmé je

“(-2(e)9)- ()

ProtoZe je D f(t, x, 0) = 0, dostavame pro v rovnici [viz (2.8)]

i) = (_(1 — a*cos?t)asin’t )

(1 — a*cos® t) sin t cos t
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s potatedni podminkou v(0) = 0. Odtud vypodteme
o) = ( %a(l — }a?)t —.}a sin 2i + 35a° sin 4t) ‘
~4sin?t + a*(}sin? t + 1gsin? 21)
Pfimo z definice derivace plyne, Ze je
(1,0, %, ) = 9(1,0, %,0) + ¢ a—"e (1,0, %, 0) + =(t, %, ¢).

kde ¢! z(t, %, &) — 0 pro ¢ — 0. Proto

¢(t’ 0’ (8) ’ 0) + U(t) =
= a %a(l - *az)t — %asin 2t + % a? sin 4t
(—-t) + 8(_4} sin?t + az(} sin? t + 1_1'6 sin2 20 ) (2.13)

vyjadtuje pfibliZng

o(eo()9

pro mala e. Z (2.13) plyne, Ze

o)

je pfibliZzné rovno

(_; ) +en (a(l —0a2/4)).

Nechf w(t, &) = col (w,(t, &), w,(t, &)) znamend maximélni feSeni soustavy (2.11),
wy(0,€) = a, w,(0,8) = 0. Je-li € =0, trajektorie soustavy (2.11) jsou kruZnice
a je wy(2m,0) =a, w,(21,0) =0. Je-li &+ 0, je wy(2m, ¢) piibliZn& rovno
a + en a(l — a?[4) a w,(2r, ¢) je pFiblizné rovno 0. Tyto vysledky napovidaji, Ze
pro 0 < a <2 a pro & > 0 (dostaten& malé) bod col (wy(t, €), w,(t, €)) putuje po
spirdle a pfitom po jednom ob&hu se jeho vzdalenost od po&atku zvétsi. Pro a > 2
a pro & > 0 (dostatetn& malé) bod col (wy(t, €), w,(t, €)) putuje po spirdle a pfitom
po jednom ob&hu se jeho vzdélenost od podatku zmensi.
Ptfiklad 3: VySetfujme soustavu

X, =Xx; +x; + ¢t
%, =1—x3+¢, (2.14)

kde ¢ € R je parametr. Necht je

o -1
to=0, x=( 1).
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Hleddme funkci
9 (1,0, %, 0) = u(1).
Oe
Je
¢@Qi®=u@=(—D,
DD s %, 9) = (30 32), DOs(ru(, g = (> =4
y Ny 0’ _3x§ ’ ’ > 0, _3 ’
t
D f(t, x, ¢) = (1) .

Pro funkci v dostavime rovnici

@=A@+G)v@=m

Tedy je [viz (4.6.4) a Vétu 5.6.1]

= e [ (O)ar

” 63', %(c.’u _ e—st)
-3t ’

Je

€ =
0, e

o-ae T _ Te—s: + %(e—:u _ es:)
1 e3\‘ 4
t 1, .—3¢ S =3t 1 3¢ 4
Je_A'(T>d1=(—§te — i8¢ l——ge +-9)’
o 1 e3l’ -3
1 4
—t—5+
— 3 9 18
v(t) —( 1 1
3 3

14.2.2. Pozndmka: Existuji-li vSechny derivace druhého fddu funkce f vzhledem
k proménnym X, g (v libovolnych smérech w, p) a jsou-li spojité, pak lze uZitim Véty
13.3.1 dokdzat, Ze funkce ¢(t, 1o, X, ) m4 vSechny derivace druhého ¥idu vzhledem
k proménnym X, g (v libovolnych smérech w, p), Ze tyto derivace jsou spojité a Ze
kterékoliv dva z operétori

Dy, D, D, D, (2.15)

w ’

kde w, ve K", p, p € K™, lze navzijem zamé&nit. Pomoci uvah naznagenych v Po-
znamce 13.2.2 Ize ukézat, Ze tyto derivace druhého ¥ddu funkce @ maji je§té spojité
derivace podle prom&nné t a Ze operator 9[dt lze zaménit s kterymkoliv z operitorl
(2.15). Tak lze derivovénim rovnice (2.6) [resp. (2.5)] odvodit diferencidlni rovnice,
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které spliinji derivace funkce druhého fddu vzhledem k proménnym X, g; jsou to
linedrni nehomogenni diferencidlni rovnice. Derivovanim rovnice ®(t,, to, %, q) = X
odvodime, Ze vSechny derivace druhého ¥idu funkce @ vzhledem k proménnym X, q
maji v bodech (to, to, %, g) hodnotu 0. Odtud Ize v n¥kterych pfipadech zmin&né
derivace druhého fddu funkce @ vypocitat. V pfipadé derivaci vyssich fadi je situa-
ce obdobnd.

14.3. V tomto odstavci budeme pfedpokladat, Ze je K = C. Je ¥ = col (il, ven i,,),
q = col (ql, cees q,,,), kde %4, ..., X, jsou komplexni sloZky vektoru % a q,,..., qm
jsou komplexni sloZky vektoru q. Je

d = COl(@l, ¢2,..., ¢n), §;¢ = COl (56;¢1, %éz, “.’Eat-¢")’

funkce @, ..., D,, 9, [0, ..., 0P,[dt jsou spojité a existuji parcidlni derivace

a 0 a 0 Jd ad
=%, — D, =D, ——H
0%, dq, 0%, ot 0q, Ot

po j,k=1,2,..,n, 1=12,....m
podle komplexnich promé&nnych %, ¢; [nebof v (D11.1.1) je A€ C] a jsou spojité.
Tedy funkce (1, to, X, q), 0Di(t, to, X, q)[0t, k= 1,2,...,n, jsou pfi pevnych
t,t, holomorfni funkce n + m komplexnich proménnych X, ..., %, 41> dm
viude, kde jsou definovany, a Ize je tedy v jistém okoli kazdého bodu %, g (v némZ
jsou definovany) rozvinout v absolutn& konvergentni mocninnou fadu o stfedu
(% g) (srovnej Vétu D13.1.2 a Definici D13.1.1). Necht #, #, jsou kompaktni
intervaly v R,

W = col (Wy, ..., W,) K", p=col(py,..., pm) €K™,

O<R; pro j=12,...,n+m

a necht &(t, t,, %, q) je definovano, jestliZe je

tEf, t06109 (31)
[ft - W:I <Ry, |¢11 - le < R,4; ’
pro i=12,...,n,j=12,..,m. (3-2)

Potom plati [viz (D13.1.1)]

@
¢k(ts to, X, Q) = a Z o“ki....i,.j....],,.(t, to) X

1reeesinsdtvecesJm=

X (%1 = W) eos (Ba = W)™ (a1 — P oo (@ — Pm)'™- (3.3)
a . ©

— By(t, 10, %, q) = Y biiy...inis...im (b o) X

dt itseeesined1seesdm=0

X (%1 = W) o (B = W)™ (a1 — P)" ... (dm — )™ (3.4)
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kde fady v (3.3), (3.4) konverguji absolutng. Ze spojitosti funkci @, 09/dt plyne uZitim
vzorce (D13.1.4), Ze funkce ay;,. ij,..5.(t t0)s Baiy...ins...in(t 10) sOU spojité. Necht
je0<gu<ri<R;proi=12,....,n+ m,

a
— D(t, t,, X, <x
|6t ( 0 ‘1)

pro ‘ej, toEjo, li‘ - ng =T |q! -_ pjl = r,,.U, i= 1,2, coey n,j = 1,2,-.., m.
Podle vzorce (D13.1.5) je

%

besy.ieits to)] < .
I kh...l,.jl...Jm( O)I ril . r:,. n{f-l . riv:m

Odtud plyne, Ze fada v (3.4) konverguje absolutng a stejnomérn& vzhledem k ¢, t,, %, ¢

prote Z,toe fo, [Fi—wi| Sen|gy— Py Seapi=12.umi=12..,m
Proto fadu v (3.4) miZeme integrovat podle ¢ &len po &lenu, a protozZe koeficienty
v rozvoji funkce @ jsou urdeny jednozna¥ng [viz (D13.1.4)], dostavime

t
Ahiyindidmll 10) = Ghiy.tnjiog (s to) +J. Baiy...ingsgoTs t0) dT

t

pro ¢, tlef’ tOEIOs tedy

0
busy...tnjsedmlts 0) = Py ity iyt 10) (3.5)

prote £, toe #o.

Necht funkce 4, B: <a, B> — M,(C) jsou spojité. VySetfujme lineérni diferen-
cialni rovnici

% = [A(t) + ¢ B(1)] x, (3.6)
kde ¢ € C je parametr. ProtoZe jde o linedrni rovnici, je defini¢nim oborem funkce &
mnoZina H = (&, ) x {a, B> X C" x C, a jak jsme jiz dokazali, funkce
?(t, ty, %, .): C > C je holomorfni pro t,1t,e <, B>, £ C" Je tedy &(t, 1o, %,.)
celistva funkce. Z rovnice

(1,10, %, &) = % + Jq [A(z) + £B(7)] 9(z, to, x, &) dt

a z Véty 4.3.1 plyne, Ze plati
|®(t, to, %, &)|| < %] ¥1*7 pro (8,10, %, &) e H,
kde

1= [l er, o= [jae)er.

Z (3.3) vyplyva, Ze &(t, 1o, %, .) je celistvd funkce exponencialniho typu (viz Doda-
tek 14.1).
s
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Zyolme pevné 1, € <, B a bazi X!, %12}, .., 2"l v C" a polozme uliY(t, ¢) =
=Pt 10,310, 8), i=12,....,n U&= (u"t¢) ... u" (1 8)). U E) je
fundamentalni matice rovnice (3.6) a jeji elementy jsou (pfi pevném 1) celistvé funkce
exponencidlniho typu proménné ¢. Je oviem (1, 1o, X, &) = U(t, &) [U(t,, £)] 1 %,
(t, to, X, &) € H. [Snadno se zjisti, Ze elementy funkce U~ (t,, £) jsou celistvé funkce
exponencidlniho typu, a tedy totéZ tvrzeni plati i o elementech funkce
U(t, &) U (te, £).]

Ve specidlnim pfipadé, kdy je

(0, 1, , 0
0, 0, ..y 0

A = oo ,
0, 0, R |
\—a()ao(t), —as-1(1)/ac(t), -, —ar(t)fac(t)
/0, 0,..0
0, 0 ...,0

Bt)=|....ccoovnn.n.
0, 0,..0
\1/ao(t), 0, ..., O

a funkce a;: {a, ) = C jsou spojité, ao(t) # 0 pro te {a, B, jsou prvni kompo-
nenty utY(., ¢) funkei uVY(, &), j = 1,2, ..., n, linedrn& nezdvisla feSeni rovnice

ao(t) X + a, () X1 + .+ a,(t) x = éx;
funkce u¥/)(t, .) jsou celistvé funkce exponencialniho typu.
14.3.1. Pozndmka: Vysetfujme slabé nelinearni oscilator popsany rovnici

¥+ x +ex®=o(t), (3.7)
kde funkce o: R — R je spojitd. Rovnice (3.7) je ekvivalentni soustavé

x=f(tx,¢), (3.8)
kde

= (x‘) , f(t,x,¢) = ( 2 3) pro t,xy,x,;,e€R. (39
x o

2 (t) - xl - 8xl

Vzhledem k interpretaci rovnice (3.7) se zajimame pouze o redlné feeni, a proto f
je v (3.9) definovéna jako funkce, kterd zobrazuje R x R* x R do R%. Abychom
mohli uZzit vysledkt tohoto odstavce, poloZime

f(t, X, €) = (o_(t) ’;2 8x3) pro teR, x.,x,,e6€eC (3.10)
Il U 1
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a vySetfujme diferencidlni rovnici
% =f(t,x,¢). (3.11)

Funkce f splifuje podminky (1.2), (2.1) a (2.2) [pro g = €] a proto funkce @(t, to, X, €),
kterd odpovida rovnici (3.11), je holomorfni funkce proménnych %y, %,, ¢ a lze ji
rozvinout v okoli kaZdého bodu (x{, x3, e*), v némZ je definovana, v konvergentni
mocninnou fadu podle mocnin (%; — x7), (%, — x3), (¢ — &*). Je-li % redlny vektor
a ¢ redlné &islo, je funkce (., to, %, €) redlné a je feSenim rovnice (3.8). Neni t&zké
dokaézat, Ze plati: Je-li x* = col (x{, x3) redlny vektor a &* redlné &islo, pak viechny
koeficienty v rozvoji funkce &(t, to, -, -) v mocninnou fadu podle mocnin (%, — x}),
(%, — x3), (¢ — &*) jsou redlné vektory. Pfirozené prvni slozka &, funkce & je
feSeni rovnice (3.7) a specidln& plati, Ze funkci il(t, to, - - -) lze rozvinout v okoli
kaZdého bodu (x:', x3, &*), v némZ je definovana, v konvergentni mocninnou fadu
podle mocnin (%, — x}), (%, — x3), (e — &*).

14.3.2. Poznémka: Necht jsou spln&ny pfedpoklady Véty 14.1.3. Funkci f(ty, ., .)
muZeme rozvinout v mocninnou fadu podle mocnin (x; — ®(t, o, W, p)), (g; — py).
V fadé (3.4) dosadme podle (3.5) a fady (3.3) a (3.4) dosadme do rovnice (1.1). Pravou
stranu upravme v mocninnou fadu podle mocnin (%; — W,), (¢; — p;). Porovnime-li
odpovidajici ¢leny mocninnych fad na obou stranich, odvodime diferencilni rovnice
pro funkce ay,. ... Potatetni podminky odvodime z rovnice dﬁ(é, to, X, q) =
= % = W + (X — W), na levou stranu dosadime podle (3.3). V n&kterych ptipadech
tyto rovnice dovedeme felit a tak dostaneme konkrétni vyjadfeni pro funkci &.
Tyto uvahy osvétlime na pfikladé.

Piiklad: Vy$etfujme rovnici
%=x+ex3. (3.12)

Hledejme rozvoj odpovidajici funkce #(t,0,.,.) v okoli bodu (1,0). PoloZme
5 =X - 1’

@

O(t,0,1 + ¢, 6) = Y a,1)&'ed, (3.13)

@

7]
50001 +80) = % dyet. (3.14)
t 1,j=0

J=

PoloZme t = 0 v (3.13). Dostavime 1 + & = Y a,(0) &/, a proto je

i,j=0

S~

ago(0) =1, ay0(0) =1, a,;(0) =0 pro ostatni dvojice (i, j) . (3.15)

(3.15) jsou hledané po&ate&ni podminky pro funkce a;(t). Dosadime-li (3.13) a (3.14)
do (3.12), odvodime tupravou na pravé stran€ a porovninim odpovidajicich &lentt
mocninnych fad na obou strandch, Ze plati
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djo(f) = ajp(t) pro j=0,1,2,..., (3.16)

doy(t) = aos(f) + ad(?) »
dyy(f) = ay, (1) + 3a3o(t) a1o(t) » (3.17)

............................

doa(t) = aoa(t) + 3ago(t) a0s(t) » (3.18)

Z rovnic (3.15) aZ (3.18) vypotteme, Ze je
ago(t) = €', ayt)=¢, a;(f)=0 pro j=23,...,
agy(t) = (> — €2, ay(t) = 3(e* - ¢')2,
ao,(t) = 3e%[10 — e*[2 + &[5,
Tak dostavame po&ate¢ni Eleny rozvoje
P(1,0, %, ¢) = e + e'(% — 1) + [(e* —¢")[2] e +
+ [3(e% — €)2] (& — 1) & + [3e5[10 — e*[2 + €*[5] &% + ... .

I v téch ptipadech, kdy dovedeme vypolitat koeficienty rozvoje na pravé strané
v (3.3), pro praktické ucely je nevjhodné, Ze pracnost vypo&tu koeficientl vzrista se
stupném mocniny. Také obvykle nelze urdit mnoZinu P(fo, f) téch bodi (x, q),
pron&Z pfidanych to, t fada v (3.3) konverguje. Metodou tzv. majorantnich fad lze viak
&asto najit takova &isla &, &5, ..., &, Bys B2, --., Bms Ze Tada v (3.3) konverguje, je-li
|%: = W| <as|a;— p)| <B;proi =1,2,...,n,j =1,2, ..., m. Metoda majorantnich
fad umoZiluje najit jistou podmnoZinu mnoZiny P(to, t), obvykle viak neumoZiiuje
mnoZinu P(t,, t) pfesn& popsat.

14.4. Vysledki z odst. 14.2 a 14.3 lze uZit k vySetfovani tzv. perturbaénich uloh:
v nich jde o to, abychom z vlastnosti dané (jednodus3i) tlohy usoudili na vlastnosti
jiné blizké (slozitgjsi) Glohy. Perturbace (neboli porucha) se &asto zapisuje tim zpi-
sobem, Ze nékteré Cleny na pravé strand vySetfované diferencidlni rovnice (popf.
v poate¢nich nebo okrajovych podminkéach) jsou vynasobeny parametrem &, o kte-
rém se pfedpokldda, Ze nabyvé jen malych hodnot [pro & = 0 médme danou (jedno-
dussi) ulohu a pro malé hodnoty parametru & mame tlohu k ni blizkou (sloZit&jsi)].
V obecngjsim ptipadg soudime z vlastnosti rovnice X = f(, x, 0) na vlastnosti rovnice
% = f(t, x, &) pro mald e. Proto se téZ mluvi o metodé malého parametru. V tomto
odstavci se budeme zabyvat existenci periodického feSeni diferencidlni rovnice v za-
vislosti na parametru. Perturba&ni tilohy jsou podrobn& vySetfeny v [19] (viz téz [20]).

Necht H je oteviend mnoZina v K" a nechf funkce f:R x H x K —» K"
spliiuje podminky (1.2), (1.3), (2.1), (2.2). Jednodimenziondlni parametr budeme
misto ¢ znatit &, takZe podminku (2.2) miZeme krétce vyslovit: Funkce dffde je
spojitd. Necht je T > 0 a necht plati

f(t+ T, x,e) = f(t,x,e) pro (t,x,e)eR x H x K. (4.1)
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Necht ¢ € K a nechf funkce u: («, B) - H je maximélni feSeni rovnice
% =f(t,x, ¢, (42)

necht je to, to + Te(x, B), %€ H, u(ty) = % = u(ty + T). UkdZeme, Ze v takovém
pfipadé je

(B)=R, u(t+ T)=u(t) pro teR. (4.3)

Snadno se totiZ zjisti, Ze funkce v: (x — T, B — T) — K" definovand rovnici o(f) =
= u(t + T) je maximalni fedeni rovnice (4.2) spliiujici podminku 1(t,) = %, a protoZe
rovnice (4.2) je jednoznadna, plati (4.3). Je oviem u(t) = (¢, o, %, £). Tak jsme doka-
zali, Ze plati

14.4.1. Véta: Necht jsou splnény podminky (1.2), (2.1), (2.2) a (4.1). Potom plati:
Maximdlni Fefeni u:(«, B) - H rovnice (4.2) spliiujici podminku u(t;) = % je pe-
riodické s periodou T prdvé tehdy, jestlife plati

F—B(to + T, 15, %,6) =0. (4.4)

Budeme fesit tuto tlohu: Hledame feSeni u rovnice X = f(t, x, 0) periodické
s periodou T'takové, aby je bylo moZné spojité ménit v zvislosti na & a abychom tak
dostali periodické feSeni s periodou T rovnice (4.2). Jinymi slovy: Hled4dme spojitou
funkci v = v(t, &), tak aby pro viechna dosti mala ¢ (téZ pro & = 0) funkce vf., &) byla
feSenim rovnice (4.2) a aby pfitom (., €) byla periodicka funkce s periodou T.

14.4.2. Véta: Necht jsou splnény podminky (1.2), (2.1), (2.2) a (4.1). Necht je
JeH, § = col(Fy, ..., Ju),

§ - 9(T,0,7,0) =0 (4.5)
a nechft plati:
Matice 1 — D™ &(T,0, 5,0) je reguldrni. (4.6)

Potom existuji Cisla 6 > 0, 4 > 0 tak, %e ke kaZdému ¢, —6 < ¢ < 0, exis-
tuje v mno%ing {% = col (%y, ..., %,)| |%; — §i| < 4} prdvé jediné Fefeni % rovnice
% — &(T, 0, %, &) = 0. PiSeme-li % = i(e), pak funkce § md spojitou derivaci dd|de.

Véta 14.4.2 plyne pfimo ze zikladni v&ty o implicitnich funkcich [viz napf.
[28], V&tu 210, kde klademe F(J,e) = j — &(T, 0, 7, £)].

14.4.3. Pozndmka: Polozme u(t, €) = &(t, 0, i(e), 8). Funkce v je spojitd a ., €
je pro |s| < & periodické feSeni rovnice (4.2). Tak jsme sestrojili feSeni problému,
vysloveného za Vétou 14.4.1.

Nechf jsou splnény tyto podminky:

Funkce A: R = M,, g: R = K" jsou spojité.

Funkce h:R x K" = K" je spojitd a pro kazdé weK" funkce

D h: R x K* - K" je spojita. 4.7)
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At + T) = A(r), g(t+ T)=g(r), h(t+ T,x) = h(t, x)

pro teR, xeH. (4.8)
Na rovnici

%= A(t)x + g(t) + € h(t, x) (4.9)
milZzeme uZit Véty 14.4.2. Nechf U je fundamentalni matice rovnice

x=A()x. (4.10)

Predpoklidejme jesté, Ze plati:
Rovnice (4.10) nemé netrividlni periodické feSeni s periodou T. (4.11)

Uzitim V&ty 14.4.1 na rovnici (4.10) snadno zjistime, %e (4.11) plati pravé tehdy,
je-li matice I — U(T) U~ *(0) reguldrni.
Podle Poznamky 4.6.2 l1ze v§echna maximalni feSeni rovnice

%= A()x + g(t) (4.12)

zapsat ve tvaru
u(t) = U() U=0) % + f V() U= (x) g(e) dt -
V]
Podle Véty 14.4.1 u je periodické feSeni rovnice (4.9) s periodou T pravé tehdy, je-li
£=U(T)U'(0)% + J.TU(T) U~ '(7) g(z) dr. (4.13)
(1]
ProtoZe matice U(T) U~*(0) je regulérni, ma rovnice (4.13) jediné feSeni

T
5= [1-U(T) U"(O)]“J. U(T) U=(x) g(x) s . (4.14)
o
Je (viz Pozndmku 4.6.2)
t
8(1,0,5,0) = U U-1(0) 5 + I U() U=4(x) g(s) d, 4.15)
0
kde & se vztahuje k rovnici (4.9) a j spliiuje (4.5). Prava strana rovnice (4.9) také
spliiuje (1.2), (2.1), (2.2) a (4.1). Podle (13.4.15) je
D® (t, 0, %, 0) = U(t) U~1(0) (4.16)
a tak podle (4.11) plati (4.6). Z V&ty 14.4.2 plyne, Ze plati

14.4.4. Véta: Necht jsou splnény podminky (4.7), (4.8), (4.11) a necht j spliuje
(4.14). Potom existuji ¢isla 6, A > 0 tak, %e pro kaZdé e, —6 < & < J, existuje FeSeni
v(., €) rovnice (4.9) periodické s periodou T, |v(0,&) — 3| < dproi=1,2,...,n.
Reseni v(., €) je témito podminkami urceno jednoznaéné.
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14.4.5. Pozndmka: Ze zikladni véty o implicitnich funkcich plyne, %e pro derivaci

i
.
funkce ¥ z Véty 14.4.2 plati vzorce
g(o) — [ - D® &(T, 0, 7,0)]~* D &(T, 0, 7,0).
V pfipad& rovnice (4.9) je podle (2.6), (2.7)
= [D 9(1,0, 5, 0]] = A() [P 9(1,0,5.0)] + (1 9(1,0,5,0)),

D{* (0,0, 7,0) = 0.
Odtud dostdvdme

D #(1,0, 7,0) = J:U(t) U~ (1) h(z, (1, 0, 7, 0))d7,
tedy [viz (4.17), (4.16) a (4.18)]
L)~ 1 - vy u-(o] J :U(T) U=*(s) h(z, 9(x, 0, 5, 0)) dr
Je oft, &) = &(t, 0, (e), &). Derivujeme-li podle &, dostavime
;%v(t, 0) = D &(t, 0, 7,0) g'-:(o) + D{¥ #(1,0, 7,0).
Odtud, z (4.16) a (4.18) plyne
= 1, 0) = U() UTH0) [1 - U(T) U0 -
- J' :U(T) U=1(x) h(s, 9(z, 0, 5, 0)) dr +
+ f (:U(t) U=(x) h(z, &(, 0, , 0)) dt .
[#(z, 0, 7, 0) je urdeno vzorci (4.14), (4.15)]. Plati
t,6) = B(1,0,5,0) + o o10) + 2(1 2),

e 1z(t,e)>0 proe—0.
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Proto

&(1,0,7,0) + ¢ ai o1,0),
€

kam za du(t, 0)/0e dosadime z (4.20), je tzv. proni pFiblifeni pro periodické FeSeni
o(t, €).
14.5. 'V postupu, kterého jsme uZili v odst. 14.4 k vySetfovani existence periodickych

feSeni rovnice (4.9), mé&la podstatnou tulohu podminka (4.11). V tomto odstavci
budeme hledat periodicka feSeni s periodou T rovnice

x=A(t)x +ef(t,x), (5.1)
kde T je dané kladné &islo. Obdobné jako v odst. 14.4 budeme pfedpokladat, Ze plati:

Funkce A:R - M, je spojita, funkce f: R x K" - K" je spojitd
a pro kazdé w € K" derivace D) f: R x K" — K" je spojita. (5.2)

Alt+ T)=A(r), f(t+ T,x)=f(t,x) pro teR, xeK". (53)
Na rozdil od odst. 14.4 budeme pfedpokladat, Ze plati:

VSechna maximélni feSeni rovnice (4.10) jsou periodickd s perio-
dou T. (5.4)

Snadno zjistime, Z¢ podminka (5.4) je splnéna pravé tehdy, je-li
I -U(T)U™(0) = 0, kde U znamena fundamentdlni matici rovnice (4.10).

Opét hleddme spojitou funkci v(t, &) tak, aby o(., &) bylo periodické feSeni
rovnice (5.1) s periodou T. Tedy podle Véty 14.4.1 mame Fesit rovnici (4.4). V pfipadé
rovnice (4.9) rovnice (4.4) pro ¢ = 0 méla pravé jediné feleni [srovnej (4.13), (4.14)].
V piipadé rovnice (5.1) je

#(1,0,%,0) = U(f) U~Y(0) %, (5.5

a_tedy rovnice ¥ — &(T, 0, %, 0) = 0 je splnéna se zfetelem na podminku (5.4) pro
viechna % € K™. V ptipad rovnice (5.1) v3ak je (viz Pozndmku 4.6.2)

8(1,0, %, &) = U(H) U='(0) % + sj'v(:) U-1(0) /(z, ¥(x, 0, %, £)) d.
Je tedy [se zfetelem na (5.4)]

% — &(T,0,%,¢) = —e U(T) J‘:U“(t)f(‘r, &(, 0, %, €)) dr .

Matice U(T) je regulérni. Pro & % 0 je tedy % feSenim rovnice (4.4) pravé tehdy, je.li
feSenim rovnice

I :U"l(r) f(z, #(z, 0, %, 8) dr = 0. (5.6)
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PoloZme
(%) = -[ U= 0) £, U(s) U= (0) %) d .
0
Vzhledem k (5.5) rovnice (5.6) pfechazi pro & = 0 v rovnici
0(%) = 0. (5.7)
Predpokladejme, Ze plati:
Rovnice (5.7) ma fedeni j a matice D ©() je regularni. (5.8)

PoloZme jest&
T
%, ¢) = 'f U-1(2) f(z, (z, 0, %, ) dr -
V]

Funkce @ je spojitd (podle Véty 14.1.1) a pro ka?dé w e K" existuje derivace D{) Q
a je spojita.

Z t&chto skutednosti plyne, Ze v pfipad& rovnice (5.6) miZeme uZit zikladni
véty o implicitnich funkcich (viz napf. [28], V&tu 210). Dostdvame tak, Ze plati:

Existuji Cisla 6 > 0, 4 > 0 tak, Ze ke kazdému ¢, —6 <e <9,

existuje v mnoZing {:'cl |i,- - i,l < A} pravé jediné YeSeni % rovnice

Q(%, &) = 0. PiSeme-li £ = (¢), pak funkce # md spojitou derivaci

dd/de. (5.9
Podle Véty 14.4.1 funkce &(t, 0, i(¢), €) = (¢, €) je periodické FeSeni rovnice (5.1).
Dosazené vysledky shrneme. Plati

14.5.1. Véta: Necht plati (5.2), (5.3), (5.4) a (5.8). Potom existuji &fslaé > 0,4 > 0
tak, Ze pro kazdé ¢, —6 < & < 6, existuje periodické FeSeni v(., &) s periodou T
rovnice (5.1), Iv‘(O, £) — }7,-| <dproi=1,2,...,n Refeniv(.,¢) je témito podmin-
kami urdeno jednoznacné.

Ptiklad: VySetfujme soustavu

x.l = X2,
%, = —x; +&sint + x, + x7) (5.10)
v ptipad€ T = 2r. Podminky (5.2), (5.3), (5.4) jsou zfejm& splnény. Déle je

cos t, sin t
u() = (—sin t, cos t) ’
17y _ [cosT, —sin T
vl = (sin T, cos ‘t) ’
2z e
(%) = (cos 7, —sin r) .

o \Sin 7, cos<t

0 "1+x1
. Lo . . . . 2 dt==x . .
sm‘r—xlsmt+xzcos1'+(x1 cosr+xzsm1:) X2
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Je tedy

0,1
(5.8) je spln&no, a tedy lze uZit Véty 14.5.1.
14.5.2. Pomédmka: Obdobné jako v Poznimce 14.4.4 mizZeme urcit

- . - 1, 0
Si=1, §3=0, D@(y)=( )

dd i)
—(0), —v(,0
5 O 0

a najit tzv. prvni pfibliZeni pro periodické feSeni u(t, €).

14.6. Vysetfime rovnici (4.9) pro pfipad, ktery tvofi mezistupeh mezi pfipady
vySetfenymi v odst. 14.4 a 14.5. Postupovat budeme jiZ stru¢ng. Nechf plati (4.7) a
(4.8). Pfedpokladejme, %e matice A(f) m4 tvar

Al = (A"(t)’ 0 ) pro teR,

0, 4,1
kde 4,(t) € M;, Ay(t) € M,_, a k je pfirozené &islo, 1 < k < n — 1. Rovnice
%=At)x (6.1)
se rozpada na nezdvislé rovnice
%o = At) X, » (6.2)
%p = Ag(t) x5 (6.3)
Necht jsou splnény tyto podminky:
Viechna feSeni rovnice (6.2) jsou periodicka s periodou T. (6.4)
Rovnice (6.3) nema netrividlni periodické feSeni s periodou T. (6.5)

Necht U, je fundamentélni matice rovnice (6.2) a nechf U, je fundamentdlni matice
rovnice (6.3). Podminka (6.4) je spln&na pravé tehdy, je-li U(T) U7 *(0) = I, [, je
jednotkova matice ¥iddu k],a podminka (6.5) je splnéna pravé tehdy, je-li matice
I,_y — U4(T) U;*(0) regulérni. Rovnici (4.9) zapiSeme jako soustavu

%, = A () X, + 94(1) + e£.(t, %),
$9 = A4(0) x5 + 8500 + ey %), (66)

kde prvni z rovnic zahrnuje prvnich k ¥adki rovnice (4.9) a druha pfedstavuje po-
slednich n — k ¥adki rovnice (4.9). Necht je

gt) =0 pro teR. (6.7)
Budeme opét vySetfovat rovnici

% — &(T,0,%¢) =0. (6.8)
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Rovnici (6.8) zapiseme jako soustavu

(69)

kde opét prvni z rovnic zahrnuje prvnich k ¥adkd rovnice (6.9) a druhé pfedstavuje
poslednich n — k ¥idkd rovnice (6.9). Z prvni z rovnic (6.6) plyne, Ze plati [viz
Poznimku 4.6.2 a (6.7)]

[ 4 . .
&.(1,0, %, %5, 8) = U() U-X(0) %, + ¢ J‘ UL U (1) fuls, ©(s, 0, %, &) d.
(1]
Vzhledem k podmince (6.4) je

%= 0(T050 50 = e UT) UL 950,59 dr.

Xp — @4(T, 0, %y %p,8) = 0,

Je-li & % 0, je prvni z rovnic (6.9) spln&na pravé tehdy, je-li
T

U ' (7) fu(r, #(7, 0, %,€))dr = 0.

J0

Misto soustavy (6.9) budeme vysetfovat soustavu

oT
U7 '(7) fulz (1,0, %, £))dr = 0,
JO .
iﬁ - ¢ﬂ(7" 0, 2., ip, 8) = 0 . (6.10)
Je . . .
t .
&,(1, 0, %2, %5, 0) = Uy(t) Uy 1(0) %5 + f U()U; @ gle)ds.  (6.11)
0
PoloZme

55 = [a-r — UXT) U5 O] * j :v.(r) U5 (2) ay(e) ds

Rovnice %5 — ®4(T, 0, X,, %5, 0) = 0 je zfejm¥ spln¥na pravé tehdy, je-li %, = jis.
Je také

D,(1, 0, %,, %, 0) = U (1) U7 (0) %, . - (6.12)

PoloZme
O(%,, %5) = .[ TU; Y(7) fu(z, (1, 0, %, 0)) dr ;
o

pfitom na pravé strang za 9(r, 0, %, 0) dosadime z rovnic (6.12), (6.11).
Nechf je jesté splnéna tato podminka:

Rovnice O(%,, j5) =0 ma feleni %, = j, a matice D) (5, ¥;)
je regularni. (6.13)
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Soustava (6.10) m4 pro e = 0 tvar
6(.*", gﬂ) = 0 .
T
%, — UST) U (0) %, — J UA(T) Uy (2) g,(x) de = 0. (6.14)
1]
Soustava (6.14) ma feSeni (J,, 7,) a matice
(D(” O(Va» 75)» DP O(F,, 75) )
03 In-l - Uﬂ(T) Uﬂ_ l(o)
je regulérni. Proto Ize v pfipad® soustavy (6.10) uZit hlavni véty o implicitnich funk-

cich. Tak odvodime, Ze plati

14.6.1. Véta: Necht plati (4.7), (4.8), (6.4), (6.5), (6.7), (6.13). Potom existuji cisla
6 >0, 4 >0 tak, Ze pro kaZdé &, —6 < & < J, existuje periodické FeSeni 1., €)
rovnice (4.9), |v,(0, &) — ¥i| < 4. ReSeni o(., €) je témito podminkami uréeno jedno-
znacné.,

14.7. Budeme se nyni zabyvat autonomni rovnici
% = g(x,¢). (7.1)
Budeme piredpokladat, Ze:
MnoZina H < K" je otevien4. (7.2)
Funkce g: H x K — K" je spojita a pro kazdé w e K" existuje deri-
vace D g: H x K — K" a je spojita. (7.3)

Obdobné jako v odst. 14.4 budeme hledat periodické feSeni u rovnice X =
= g(x, 0), které by bylo mozné spojité ménit tak, abychom dostali periodické feseni
rovnice (7.1) pro & # 0. Pfesn&ji, budeme hledat spojitou funkci v = o(t, ¢) tak, aby
pro viechna & dostaten& mald (tedy i pro & = 0) funkce (., €) byla periodickym
feSenim rovnice (7.1). Pfirozen& pro rovnici (7.1) plati Véty 14.4.1 a 14.4.2. Podle
V&ty 14.4.1 maximdlni feSeni u: (¢, B) — H rovnice (7.1) splitujici podminku u(t,) = %
je periodické s periodou T pravé tehdy, jestlize plati X — &(T + to, to, %, £) = 0,
kde funkce & se vztahuje k rovnici (7.1). ProtoZe rovnice (7.1) je autonomni, je

¢(to + T; to, i, 8) = lP(T‘, i, 8) .
Funkce ¥ souvisi s funkci & rovnici
P(t, %, ¢) = 91,0, %, ¢) . (7.4)

Je tedy maximdlni feSeni u: (o, f) — H rovnice (7.1), které spliiuje po&ate¥ni pod-
minku u(to) = X, periodické s periodou T pravé tehdy, je-li

%~ YT %¢e=0. (7.5)
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Vzhledem k (7.4) funkce ¥ je spojitd podle V&ty 14.1.1 a m4 spojité derivace prvniho
Yadu (viz VEtu 14.2.1). VSimn&me si je$t&, Ze rovnice (7.1) je jednoznatné podle
Véty 11.1.6.

Necht j € H spliiuje rovnici

- ¥(T,5,0=0. L (7.6)
Budeme rozliSovat dva pfipady: v -

9(5,0) =0, | (7.7)

g9(7,0) + 0. | (7.8)

Necht plati (7.7). ProtoZe rovnice (7.1) je jednoznadna, je funkce u(t) = 7
pro t € R jediné maximélni feSeni rovnice (7.1) spliiujici podminku u(0) = ¥ a je

J— ¥t 50 =0 pro teR.
Nechf jesté plati:
Matice D™V g(5, 0) je regularni. : : (7.9)

Na rovnici g(%, &) = 0 miZeme uZit zdkladni vity o implicitnich funkcich. Odtud
plyne, Ze plati

14.7.1. Véta: Necht plati (1.2), (1.3), (7.7), (7.9). Potom existuji éisla 6 > 0, 4 > 0
takovd, Ze pro kaZdé e —6 <& <94, existuje Feleni rovnice g(%,¢) =0,
[x‘ - y‘| <dproi=1,2,...,n. Témito podminkami je FeSeni X urceno jednoznaéné.,
Pifeme-li % = ie), pak funkce & md spojitou derivaci dﬁ/ds. Funkce v definovand
rovnici v(t, €) = ¥(t, 7(e), £) je spojitd v proménnych t, & a funkce 1., &) je konstantni
feseni rovnice (7.1).

14.7.2. Pozndmka: Necht jsou splnény pfedpoklady Véty 14.7.1. Nechf T je kladné
gislo. Poloime A =DM g(5,0). Je D &T,0, 7, 0) = D? ¥Y(T, 7,0) = e4”.

Nechf je matice I — e4” reguldrni. Potom lze uZit Véty 14.4.2. Podle této
véty existuje v blizkosti feSeni ¥(t, 7, 0) pravé jedno periodické FeSeni rovnice (7.1)
s periodou T pro dosti mald &; podle Véty 14.7.1 existuje v blizkosti feSeni ¥(t, 7, 0)
konstantni feSeni rovnice (7.1) pro dosti mald e. ProtoZe konstantni feeni je perio-
dické s periodou T, plyne odtud, Ze pro dosti mald ¢ v blizkosti feSeni W(t, v, 0)
neexistuje nekonstantni periodické feSeni s periodou T.

Nechf plati viechny ptedpoklady kromg (7.9), tj. necht matice 4 je singuldrni.
Potom existuje w e K™, w =+ 0, tak, Ye Aw = 0. Je e*Tw = w, tedy matice I — e4”
je singularni a Véty 14.4.2 uZit nelze.

Obrafme se k pfipadu, kdy plati (7.8) [a oviem také (7 6)]. Funkce u(t) =
= ¥(t, 7,0) je nekonstantni periodické feSeni rovnice X = g(x, 0) s periodou T.
DokéZeme, Ze je

u(t) — Y(T,u(t),0) =0 pro teR. ' (7.10)
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 Je toti (viz Vétu 12.3.6)

(T, u(t), 0) = ¥(T, ¥(t, 5,0),0) = ¥(T + 1, 5, 0) =
= ¥(t, ¥(T; 7,0),0) = P(t, 7,0) = u(r)

a rovnice (7.10) plati. Derivujeme-li rovnici (7.10) podle ¢ v bod& ¢t = 0, dostdvime
i(0) — D@ P(T, 4(0), 0) #(0) = O, tj. [I — D® ¥(T, 7, 0)] (¥, 0) = O a vzhledem
k (7.8) matice I — D@ ¥(T, §, 0) je singulrni. Proto nelze uZit Véty 14.4.2.

Véta 14.4.2 zaruduje existenci periodickych feSeni o pfedem dané period& T.
Tento pfistup je nevhodny pro rovnici (7.1), nebof miZeme odekévat, Ze i perioda
hledanych periodickych feSeni se bude ménit v z4vislosti na e. Ulohu, kterou jsme
vyslovili na za&itku tohoto odstavce, pfeformulujeme takto: Hleddme spojité funkce
v = o(t, &), v =v(¢) tak, aby funkce (., ) byla periodickym feSenim rovnice (7.1)
s periodou T + v(g), v(0) = 0.

Podle Véty 14.4.1 mame hledat feleni (v, X) rovnice

F—Y(T+v,%e=0. (7.11)
Touto ulohou se budeme zabyvat v pfipadé soustavy

%y = X3 + ehy(xy,%5),

%2 = =Xy + & hy(xy, x5), (7.12)

kterou budeme téZ zapisovat ve vektorovém tvaru

% = Ax + e h(x), (7.13)

a=(2o)

Budeme pfedpoklddat, Ze:

kde

Funkce h: R? — R? je spojitd a pro kazdé w e R? existuje derivace
D,, h: R* - R? a je spojita. (7.14)

Podle (7.13) a Poznamky 4.6.2 funkce ¥ spliiuje rovnici
t
P(t, %, ¢) = e*'% + eJ. e~ h(¥(, %, €))dr . (7.15)

0

Je

At cost, sin t - At
et = . Y(t, %, 0) = e*'x
(—sm t, cost)’ (z, %,0) ’

a proto poloZime T = 2m.
Rovnici (7.11) upravime uZitim (7.15) a rovnice e4(>***) = ¢4, Dostaneme

(I —e™)i—¢ J‘ M ks h(B(r, %, 8)) dt = 0. (7.16)

o
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Je

v
I —e = —J.Ae"da.
0

Mi-li rovnice (7.16) feSeni v = v(e), X = %(e) takové, Ze lim v(g) = 0, lim %(¢) =
80 =0
= 7 + 0, pak z rovnice (7.16) plyne, Ze existuje lim ¢! v(e). Proto budeme funkci
-0
¥(¢) hledat ve tvaru & p(e), tj. v (7.16) poloZime v = eu. Polozme
2% +3,

» g
Ap, %, 8) = J- Ae’ do % + I eA* e~ 4" h(¥(r, %, ¢)) dz,
(]

o
A = col (Al’ Az).

Rovnici (7.16) vyd&lme &slem —e a uZijme vztahu
"
e et 1) = J‘ Aet* do.
o

Rovnice (7.16) tak piejde v rovnici

Alp, %,8) = 0. (7.17)

Budeme hledat takovd periodickad feSeni u(t) = P(¢, X, &) rovnice (7.13), u =
= col (uy, u;), pro n& je u,(0) = 0. PoloZime tedy % = col (%, 0), kde %, € R.

Abychom na rovnici (7.17) mohli uZit zkladni v&ty o implicitnich funkcich,
musi byt splnény tyto podminky:

Existuji 7 € R, = col (74, 0) tak, Ze je A(n, 5,0) = 0. (7.18)
o4, oty
Mati ou " o, bodé (1, 7, 0) je regul (7.19
atice v bo , ¥, 0) je regularni. .
o4, o4, 1, 7, 0) je regulérni )
op’ 0%,
PoloZme

2r
Mx,) = J. [cos T hy(%, cos T, —%; sin ) —sin T hy(%, cos 7, —%, sin 7)]dz.
o

Je
A4 %,0) = A(5,),

2x
Ay(u, %,0) = —pu%, + J. (sin 7 hy(%, cos 7, — %, sint) +
[}
+ cos T hy(%; cos 7, —%; sint))dt. (7.20)

Z (7.20) plyne, Ze podminky (7.18), (7.19) jsou splnény prav& tehdy, jestliZe plati:
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Existuje 7, € R takové, Ze je A(7;) = 0,

di . -

—(F) #0, j *0. (7.21)
dx,

Uzitim zakladni véty o implicitnich funkcich na rovnici (7.17) dojdeme k této vété:

14.7.3. Véta: Necht plati (7.14), (7.21). Potom existuje Cislo 6 > 0 takové, Ze pro
g, —0 < € <9, existuje FeSeni p = &(g), X = i(g) = col (B4(g), 0) rovnice (7.17):
pritom funkce &, § maji spojité derivace d¢[de, di/de.

Dvojice v = & &(g), % = ¥(e) spliiuje rovnici (7.16), funkce v = u(t, e) =
= Y(t, (), &) je spojitd a u(., ) je periodické Feseni rovnice (7.13) s periodou
2n + £ &(e).

14.7.4. Poznamka: Je-li h,(x,, x,) = x; — x3, hy(x, x;) = 0, je

Az = % J

0

2n 2n
cos? tdt — ifj. cos*tdt = X¥;m — X3 in.
0 .

Podminka (7.21) je splnéna pro 7, = + 2(/3)/3.
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