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12. Globélni vlastnosti feSeni diferencidlnich rovnic

121. V této kapitole budeme stdle pfedpoklddat, Ze G je otevfend podmnoZina
vR x K", Ze funkce f: G - K" je spojitd a Ze rovnice (10.1.1) je jednozna¢nd, a bude-
me se zabyvat vlastnostmi maximdlnich FeSeni. Nejdfive dokdZeme, Ze maximalni
feSeni existuji.

12.1.1. Véta (o existenci a jednozna&nosti maximélniho feSeni): Nechf je (to, %) € G.
Potom existuje interval # a funkce u: # — K" tak, %e plati

to € f N u(to) =3Xx. (1.1)
u je maximdlni FeSeni rovnice (10.1.1). (1.2)

Interval # i funkce u jsou podminkami (1.1), (1.2) uréeny jednoznaéné.

Diikaz: DokaZme nejdfive jednozna&nost feSeni u. Nechf ul): #, » K"
i=1,2, jsou funkce spliiujici podminky (1.1), (1.2). Poloime #; = #, U #,.
Z jednozna¥nosti rovnice (10.1.1) plyne, Ze je ul'(t) = u'?)(f) pro te #, n #,.
Proto miZeme definovat funkci u'®): #; — K" rovnicemi u'*)(f) = u!')(f) pro
te #,, uP(f) = ul?)(1) pro t € #,. Snadno se ukaZe, Ze

-(%um(t) =76, u), te s, (13)

tedy u' je feSeni rovnice (10.1.1). ProtoZe feSeni u!'), u'? jsou maximalni, musi byt

Fi=F =70, ' ()=u?() pro tef.

DokédZeme, Ze feSeni u existuje. Nechf ¥~ je mnoZina takovych feSeni

v: £, — K" (F, je defini¢ni interval feleni v), Ze plati to € #,, v(to) = %. MnoZina ¥

neni prizdnd, nebof obsahuje FeSeni w(to, %), jehoZ existence byla dokdzdna ve

Vét& 10.1.1. PoloZme # = U £,. Je-lit € £ 0 Lo, kde vl e ¥ proi = 1, 2, pak
ve¥

je v11(#) = v'?)(s), protoze rovnice (10.1.1) je jednozna&na. Proto miZeme definovat
funkci u: # — K" rovnici u(f) = v(t), kde ve ¥ je takové, Ze te #,. Snadno se
zjisti, Ze u je fedeni rovnice (10.1.1) a zfejm? plati (1.1). Z definice intervalu# plyne,
Ze u je maximalni feSeni. Véta 12.1.1 je dokazéna.
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12.1.2. V&ta: Nechtf u: # — K" je maximdlni FeSenf rovnice (10.1.1). Potom # je
otevFeny interval.

Diikaz: Nechf toe #. Polofme X = u(t;). ProtoZe rovnice (10.1.1) je
jednoznaéna a protoZe u je maximalni feSeni, je rozSifenim feSeni

Wito.5' {to — 0y, to + 630 > K"
(viz V&tu 10.1.1). Je <to — &, to + 6,) = #, 6, > 0, tedy # je otevieny interval
a Véta 12.1.2 je dokdzana.

12.1.3. Definice: Interval # z Véty 12.1.1 budeme oznafovat (., g; vzhledem
k Vét€ 12.1.2 budeme psat

Fwon = ({to, %), Bto, %)) »
kde — o0 < «fty, X) < B(to, X) < co. Funkci u z Vety 12.1.1 budeme oznaovat
Pto.ny:

12.14. Véta (o vztahu maximélniho feSeni a kompaktni mnoZiny): Necht mnofina
P = G = R x K" je kompaktni a nechf u: (¢, B) = K" je maximdlni FeSeni rovnice
(10.1.1). Potom existuji éisla ay, By, @ < @y < By < B, tak, Ze plati (t, u(f)) ¢ P
pro te(x ;) v (By, ).

Dikaz: Kdyby Véta 12.1.4 neplaula, existovala by posloupnost t, € (2, f)
tak, Ze by platilo (#;, u(t;))e Pprok = 1,2, 3, ..., lim t, = « nebo lim t, = B. Necht

k= k=
plati pro urditost lim ¢, = B. ProtoZe mnoZina P je kompaktni, je f < o0 a lze vybrat
k-

posloupnost t,, tak, Ze posloupnost (t,, u(t,,)) je konvergentni; tedy lim u(f,,) = z,
-

(B, z) e P = G. Necht 4,, 5, > 0 jsou takova &isla, Ze tvrzeni Véty 10.1.1 plati pro
(te, %) =(B,2) a Ze a <P — ;. Existuje tedy takové pfirozené &islo j, Ze
B -6, <t;<B, |u(t)) — z| < ;. ProtoZe rovnice (10.1.1) je jednoznaini, je

W uem(t) = u(t) pro te (B —éy,h).

MiZeme tedy definovat funkci v: (@, B + 6;) = K" rovnicemi
o(f) = u(t) pro te(s B),
o) = Wi ue(t) pPro te(B— 6y, B+6y).

Funkce v je feSenim rovnice (10.1.1) a je dokonce vlastnim roziifenim fedeni u. To
v3ak neni moZné, nebof u je maximdlni feSeni, a proto Véta 12.1.4 plati.

12.1.5. Pozndmka: Nechf je G = R x K", u: (a, B) = K" maximélni fe¥eni rovnice
(10.1.1), B < 0. PoloZme y = lim inf [|u(f)]|. Je-li y < o, poloZme
t=p—

P={(,x)eRxK|p—-1=5t5B |x]| sy+1}.
Podle Véty 12.1.4 existuje takové &islo By < B, Ze je (1, u(t)) ¢ P pro te(By, B),
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tedy |u(f)] > 7 + 1 pro max {B,, B — 1} < t < B a to neni moZné vzhledem k de-
finici Cisla y. Je tedy y = o0 a to znamen4, Ze plati lim [u(t)]| = co.
t-p—

12.1.6. Poznimka: Nechf mnoZina H — K" je omezend a oteviend, G = R x H,

u: (&, B) = K" necht je maximalni feeni rovnice (10.1.1), B < 0. Pro x € H necht

o(x) je vzdélenost bodu x od hranice mnoZiny H. ProtoZe pro kazdé & > 0 je

{x € H| g(x) = 8} kompaktni mno¥ina, lze dokizat obdobnym zpiisobem jako

v Pozndmce 12.1.5, Ze plati lim g(u(t)) = 0, tj. bod u(t) se pro t - f— blizi k hranici
=

mnoZiny H. Pfitom pfedpoklad, Ze mnoZina H je omezena, je podstatny. Je-li napf.

H < R? polorovina, miiZe se bod u(t) pro t - f pohybovat po spirdle ve sméru

sipek, jak naznadeno na obr. 26, a neplati ani lim o(u(f)) = 0, ani lim |Ju(t)| = co;
tp— t=p—

plati viak lim [[|u(t)]| + 1/e(u(f))] = c a neni t&7ké dokdzat, Ze tento vztah plat
tp—

vZdy, jakmile @ = H + K", kde H c K" je oteviena mnoZina.

X

Obr. 26

12.1.7. Definice: Refeni u: # — K" rovnice (10.1.1) se nazyvd dplné Feseni, je-li

J = R. Rovnice (10.1.1) se nazyva #plnd, je-li kaZdé jeji maximalni feSeni viplné.
Véty 11.3.1 a 12.1.4 umoziiuji najit postalujici podminku pro to, aby rovnice

10.1.1 byla upln4, a umoZiiuji také odhadnout rist feseni.

12.1.8. Vé&ta: Necht funkce x: R* - R je spojitd, G = R x K",

1 %) > 17 )]s 0 = Ix1) > 17 9] pre (1 x)€ 6.

Necht rovnice

&= 12 (1.4)
Jje jednoznacénd a uiplnd. Potom rovnice (10.1.1) je tiplnd.

Ditkaz: Nechtu: (a, f) - K" je maximalni feSeni rovnice (10.1.1), s € (a, f).
Podle Véty 12.1.1 existuje maximélni feeni ¢ rovnice (1.4) takové, Ze je &(s) =

= |u(s)| + 1. ProtoZe rovnice (1.4) je tplna, je feSeni ¢ definovino na R. Podle
Véty 11.3.1 je [Ju(f)]| < &(f) pros St < B.
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Piedpokladejme, Ze je B < oo, a poloZme

P={(,x)eR x K"|s St £ B, |x| < max ¢(r)}.
ssesp

P je kompaktni mnoZina a plati (t, u(t)) e P pro s < t < p. To viak odporuje V&t&
12.1.4, a proto musi byt f = oco. Obdobné uZitim Poznamky 11.3.2 lze dokéazat, Ze
je @ = —oo. Tedy rovnice (10.1.1) je Giplnd a Vita 12.1.8 dokézéna.

12.1.9. Poznimka: Nechf funkce g: R — R, ¢: R — R jsou spojité a nechf plati
9(&) =g(-¢) >0 pro ¢eR, L _»
0 g(f)

Podle odst. 2.8 je rovnice & = ¢(t) g(£) tplna.

Je-li G = R x K", | f(t, x)| < o(¢) g(|x[), pak podle V&ty 12.1.8 je rovnice
(10.1.1) tiplnd. [MaZeme napt. poloZit o(f) = 1, g(¢) = (|¢| + 1) In(|¢] + 1) + 1
pro t,¢eR, nemiZeme viak poloZit g(¢) = (|f| + 1) [In (lfl + 1)]***+ 1 pro
Z4dné ¢ > 0.]

12.1.10. Poznimka: Nechf funkce #:<0, ©) — R je spojitd. Nechf u: # — R?,
u = col (uy, u,) je feSeni rovnice

Xy = ’1("% + x3) X3,

%, = —n(x} + x3) x, . 1.5)
Polozme A(f) = ui(f) + u3(t) pro te £. Je At) = 2u,(f) ut,(t) + 2u,(t) u,(f) = 0
vzhledem k (1.5), tedy funkce A(t) je konstantni. Odtud se jiZ snadno zjisti, Ze viechna
maximalni feSeni rovnice (1.5) Ize zapsat ve tvaru

v = col(vy,v;), v4(f) = esin[n(@®)t + ¢],
v,(t) = e cos [n(e*) t + ¢],

v:R - R? kde ¢ 2 0, ¢ €(0, 2m). Je tedy rovnice (1.5) Gplnd nezivisle na volb&
funkce 7. Roste-li funkce |r1(a)| do nekoneéna dosti rychle pro ¢ — oo [napf. je-li
nle)=1prooc =1,

'[ [1(0)]"* do < ],

1

pak 1plnost rovnice (1.5) nelze dokdzat pomoci Véty 12.1.8. Uplnost rovnice (1.5)
viak pfimo plyne z Véty 12.1.11.

12.1.11. V&ta: Nechf funkce x: R* - R je spojitd, x(t, &) = x(t, —¢&) pro (t, &) e R,
G = R x K", a necht plati

x(t, &) > sup {2 Re (x, f(t, x))| | (x,x) =&} pro teR, £=0. (L6)

Necht rovnice (1.4) je jednoznaénd a tiplnd. Potom rovnice (10.1.1) je dplnd.
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Diikaz: Nechfu:(a, f) - K" je maximalni feSeni rovnice (10.1.1), s € («, B).
VySetfme nejdfive chovéni feSeni u na intervalu (s, f). PoloZzme n(t) = (u(t), u(t))
pro t € (s, B) a necht maximélni ¥eSeni ¢ rovnice (1.4) spliiuje po&ate¢ni podminku
&(s) = n(s) + 1. ProtoZe rovnice (1.4) je tuplnd, je &:R — R. PoloZme p(f) =
= 2 Re (u(t), f(t, u(t))). Vzhledem k rovnici (10.1.1) je 7i(t) = p(t), tedy plati (11.2.3)
a podle (1.6) plati (11.2.2). Podle tvrzeni (i) Véty 11.2.1 je (u(t), u(1)) < &(t) pro
t € {s, B). Odtud dokdZeme, Ze je B = oo obdobné jako v dilkaze Véty 12.1.8. V pfi-
padg intervalu (e, s) poloZime #(t) = —(u(t), u(f)) a ¢ bude znamenat maximalni
feSeni rovnice (1.4) spliiujici podminku &(s) = n(s) — 1. Pomoci tvrzeni (ii) Véty
11.2.1 ukéZeme, Ze je —(u(t), u(f)) > &(t) pro t e (a, s), a odtud obdobn& jako dfive
ukdZeme, Ze je « = —oo. Véta 12.1.11 je dokdzana.

12.1.12. Poznamka: V dtkazu Véty 12.1.11 jsme vySetfovali funkci #, kterd vznikne
sloZenim funkci A: K" = R, i(x) = (x, x), a FeSeni u. Funkci 4 miZeme nahradit
funkci V: K® — R, jez spliiuje tyto podminky:

Funkce Vje spojita; existuje takové y € R, Ze diferencial DV(x) existuje

a spojité zavisi na x pro ||x| > 7. (1.7}

V(x) = oo pro [|x|| = oo [t]. ke kaZdému a € R existuje § € R tak, Ze je

V(x) 2 @, jakmile je x| = B]. (1.8)

Podminku (1.6) nahradime touto podminkou:

Je-li £ € R tak veliké, Ze je || x| > 7, jakmile je V(x) = ¢, potom plati
x(t, &) > sup {]DV(x)f(t, x)l ] V(x) =¢} pro teR. (1.9}

Jsou-li splnény ostatni podminky Vé&ty 12.1.11, je rovnice (10.1.1) Gplnd. Dikaz
probihd obdobné jako diikaz Véty 12.1.11. Specidlné miZeme polozit V(x) = (x, x)
[a znovu tak odvodit Vétu 12.1.11] nebo V(x) = (x, x)"/?; je-li ¥(x) = (x, x)"/%,
nerovnost (1.9) mé tvar

x(t &) > Re(f(t, x), _x_) pro x*0, (x,x)"/>?=¢, teR.
(x’ x)l[Z
12.1.13. Pozndmka: V&ta 12.1.1 plati i bez pfedpokladu, Ze rovnice (10.1.1) je jedno-
zna&né (srovnej Vétu 3.4.1).
Ani v ostatnich Vétich a Poznamkach neni pfedpoklad o jednozna&nosti
[rovnic (10.1.1), (1.4)] podstatny. Byl u&in&n jen pro jednoduchost a tvrzeni t&chto
Vét a Pozndmek plati i bez pfedpokladu o jednozna&nosti. V Dodatku 12.1 je dikaz

Véty 12.1.4 pozménén tak, Ze se nepouZivd pfedpokladu o jednoznadnosti rovnice
(10.1.1).

12.2.  Vodst. 12.1 jsme si viimali vlastnosti pevného maximailniho feSeni; miZeme
fici, Ze jsme vy3etfovali funkci @, 1) Pfi pevnych t,, X. V tomto odstavci se budeme
zabyvat vSemi maximdlnimi feSenimi soudasn&, tj. budeme vySetfovat funkci
@ 10,5 (f) Jako funkci viech ti prom&nnych.
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12.2.1. Definice: Necht je

G = {(t. 10, ®) e R* x K"| ofto, %) < t < B(to, %)},
®:G K", P, 10, %) = Qo) -

12.2.2. Véta: Je-li (to, %) € G, je (to, to, ¥) € G a

D(to, 1o, X) = %. (2.1)
Je-li (5, to, %) € G, je i (to, ts, D(ty, to, %)) € G a plati

P(to, ty, D1y, to, X)) = X. (2:2)
Je-li (ty, to, %) € G, (t3, t1, B(t1, to, %)) € G, je i (t2, to, %) € G a plati

B(t,, 1y, B(ty, to, X)) = (12, to, %) . (2.3)

12.2.3. Pozndmka: Véta 12.2.2 m4 jednoduchou interpretaci: Vyjdeme-li v okamZiku
to po fedeni rovnice (10.1.1) z bodu %, dostaneme se v okamZiku ¢, do bodu (ty, to, F9R
vyjdeme-li v okamZiku ¢, z bodu &(ty, to, £), dostaneme se v okamZiku ¢, do bodu
(1,, ty, B(ty, to, %)) a (2.3) Fikd, Ze do téhoZ bodu se dostaneme v okamZiku ¢,
vyjdeme-li v okamZiku t, z bodu %. Podle (2.2) se v okamziku ¢, vratime do bodu %,
vyjdeme-li po fedeni v okamZiku ¢, z bodu &(t,, to, X). Ob& rovnice popisuji skldd4ni
pohybil.

Dikaz Véty 12.2.2: Je-li (to, %) € G, je @(q,5(to) = %, tedy je (to, to, %) € G
a (1.1) plati. Je-li (t,, to, %) € G, je podle Definic 12.1.3 a 12.2.1 (t;, &(ty, 1, X)) € G
a B(ty, ty, B(ty, to, %)) = B(ty, to, X)-

Pfi pevnych t, t,, x ob& funkce &(t, t;, B(t;, to, X)) a B(t, to, %) jsou
maximalni feSeni rovnice (10.1.1) a rovnaji se navzijem pro t = t;. Proto maji ob&
tyZ defini¢niinterval & = £, 0)(t,.10.9)

Je specidlng ty € £, tedy (to, t1, (s, to, ) € G a (2.2) plati. Déle t,€ &
nastane pravé tehdy, je-li (t,, t;, ®(t, to, %)) € G a (2.3) plati pro te #. Véta 12.2.2
je dokazana.

Jeli 64, 6, > 0, (1, z) € G, poloZme

0 =0(t,20,0,)={(t.s,y)eR x R x K|
[t =1 <65 |s— =60, [y — 2] =65} (2.4)

Necht je (to,%)eG. Cisla 6,, 6, najdéme podle Vi&ty 10.1.1. Re3eni
Wi,y {to — 01, tg + 84> — K" zavedené ve Vété¢ 10.1.1 je vzhledem k jednozna&-
nosti rovnice (10.1.1) uréeno jednozna¢n&. Proto miZeme definovat funkci

W: Q(to, ia 51’ 62) - K"
rovnici

W(', S, y) = W(,’y)(t) . (2.5)
12.2.4. Véta: Funkce W definovand rovnici (2.5) je spojitd.
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Dikaz; Necht je(r.q9)e Q(to, X, 01, 52). Podle Véty 10.1.1 je

IWea(t) ~ 2| <25, pro te<to = 8y, to + 8,
Je

Weealt2) ~ Wealts) = J'zf (t, we,p(1) dt
a tedy !

[w(t2, =, q) — W(ty, 1, 9)| = thz - tll (2.6)
pro (12, %, a), (1, 7, g) € O(to, %, 8,, 3,); pFitom

L = max {|f(t, x)| | (¢, x) € Qto, %, 83, 25,)} -

~ Nechtje(t, s, y), (ti 55 y*) € O(to, %, 61, 8,) Proi = 1,2,3, ..., ti > 1, 5, = s,
Y1 = y pro i - oo. Polozme ul = we,, yiny, 4 = W,y Je ul(s;)) = ¥, u(s) = y,
tedy plati (11.2.8) a také ostatni predpoklady Pomocné véty 11.2.4 jsou splnény.
Proto plati u'(t) - u(t), tj. W(t, s, y'%) - W(t,s, y) pro i —» co. ProtoZe plati
(2.6) ailim t; = t, je lim W(t,, s;, y') = W(t, s, y), tedy funkce W je spojitd v kaZdém

- i

-]
bod& (1, 5, y) € Q(to, %, 6,, 6,) a Véta 12.2.4 je dokdzdna.
Je-li U = G, znamend & l,, restrikci funkce @ na mnoZinu U.

12.2.5. Pomocn4 véta: Ke kaZdému bodu (to, %) € G existuji ¢isla 6y, 6, > O tak,
Ze funkce @ |, je spojitd; mnozina § = Q(to, %, 8, 6,) je definovdna v (2.4).

Dikaz: K bodu (to, %) najdéme &isla d,, 6, podle Véty 10.1.1. Necht W
je funkce zavedend v (2.5). Je & |Q = W, a tedy funkce & IQ je spojita podle Véty
12.2.4. Pomocna véta 12.2.5 je dokdzana.

12.2.6. Véta (o spojité zavislosti feSeni na poCatetni podmince): MnoZina
G = R? x K" je otevFend, funkce ® je spojitd.
Dikaz: Nechf % je mnoZina takovych otevienych mnozin U = R* x K",

e je U = G a Ze funkce @ |u je spojita. PoloZzme V = | U.
Ue¥
Necht je (t,, %) € G. Podle Pomocné véty 12.2.5 existuji &isla 84, 6, > O tak,

Ze funkce & ]Q je spojita. Proto je (to, to, %) € ¥, jakmile je (t,, %) € G.
Mnozina ¥ = R? x K" je otevieni, je V = G a funkce & IV je spojita. Nasim
cilem je dokézat, ¥e ¥V = G. Nechf tedy existuje bod

(ty t0, X)eG — V. (2.7)

Nechf je pro uréitost t; < t,. PoloZme t, = sup {se R|s < t,, (s, to, ) ¢ V}. Je
t, Sty <tgal(t to, X)e Vpro te(t,, to). ProtoZe mnoZina ¥ je oteviena, je

(t2s 10, %) ¢ V. (2.8)
ProtoZe je t; < t, < to,je (t2, to, X) € G. Je tedy (2, B(t25 to, %)) € G. Podle Pomocné
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Y_éty 12.2.5 existuji Cisla 711> M, > O tak, Ye funkce & |Q(,2'¢,(,2,,o_i)m,,u) je spo-
e Zvolme &islo t3,t; < 13 < 1; + 1y, t; < to. ProtoZe je (t3, t,, X) € V, existuji
gisla 8, 8, > 0 tak, Ze funkce &(t,, .,.) je spojitd na mnoZing
Z={(rz2)eRxK||t =t <6, |z - %] <5}
a Ze |@(t3, 1, 2) — B(ts, tor X)|| < 5 pro (z, 2) € Z. Podle (2.2) je
P, 1, 2) = (1, t3, P(t3, 7, 2)), 29
je-li (t, 7, 2) € S, kde
S={(t,t.z)eRx Rx K| |t — t,| < ny, |t — to| <6y, |z — 2| < 85} .

Funkce prom&nnych t, 7, z, ktera stoji na pravé strané& v (2.9), vznikla sloZenim funkci
&(., t3,.) a ¥(ts, ., .), 0 nichZ jsme jiZ dokézali, Ze jsou spojité, a proto i funkce &
je spojitd na mnoZing S. Je Se %, (t,, to, X) € S, tedy (15, 1o, ) € V a to odporuje
vztahu (2.8). Proto nemilZe pro Zidny bod (¢4, ty, %) platit (2.7). Je tedy V=G
a Véta 12.2.6 je dokazana.

12.2.7. Poznimka: ProtoZe mnoZina G je oteviend, je funkce f: G — R (viz Definice
12.1.4 a 12.2.1) polospojitd zdola [tj. k bodu (fo, £) € G a &islu & > 0 existuje &islo
8 >0 tak, %e plati B(t, x) > B(to, %) — &, jakmile je |t — to| < 8, [|x — %| < 6]
a obdobné je funkce a: G — R polospojitd shora.

12.3. Budeme se zabyvat autonomni diferencidlni rovnici (viz odst. 1.6). Necht je
H < K", g: H - K", Autonomni diferencidlni rovnice

% = g(x) (3.1)
je specidlnim pfipadem rovnice (10.1.1), jestliZe poloZime
G=Rx H, f(t,x)=g(x) pro (t,x)eG. (3-2)

Pro autonomni diferencidlni rovnice je charakteristicka Véta 12.3.1; ve Vét& 12.3.1
neni nutné pfedpoklidat, Ze mnoZina H je oteviend, funkce g spojitd ani Ze rovnice
(3.1) je jednoznaéna.

12.3.1. Véta: Necht funkce u: # — K" je FeSenim rovnice (3.1), 7€ R. PoloZme
Fe= {teR| t — te #)} a definujme funkci v;: #, — K" rovnici v(t) = u(t — ).
Potom v, je FeSeni rovnice (3.1).

Dikaz: Funkce v, ma spojitou derivaci o, a plati

o(t) = u(t — 7) = g(u(t — 7)) = g(v(t)) pro te f

a tim je Véta 12.3.1 dokazéna.
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12.3.2. Pozndmka: Snadno se dokéZe, Ze feSeni u z Véty 12.3.1 je maximalni pravé
tehdy, je-li feSeni v, maximalni. Rik4 se téZ, Ze feSeni v, vznikne z feSeni u posunutim
v &asu (viz odst. 1.11).

Dale budeme v této kapitole pfedpokladat, Ze mnoZina H = K" je oteviena,
funkce g spojitd a Ze rovnice (3.1) je jednozna¢nd. Vzhledem k (3.2) je mnoZina
G = R x K" oteviend, funkce f spojitd a rovnice (10.1.1) jednozna¢na. Je tedy
definovéna funkce @: G - K" a podle Véty 12.2.6 je mnoZina G = R? x K" oteviena
a funkce @ spojita.

12.3.3. Véta: Nechfje ye H, s, 1€ R. Pak je
&(7,s5,y) = ¥t — 5,0, ), (3-3)

jakmile je definovdn vyraz na levé nebo na pravé strané.

Dikaz: Funkce ®(t — s, 0, y) proménné ¢ je maximalni feleni rovnice (3.1)
takové, Ze (s — 5,0, y) = y, a stejny vyznam m4 i funkce &(t, s, y) proménné t.
Podle Véty 12.1.1 plati (3.3) a Véta 12.3.3 je dokézéna.

12.3.4. Definice: Necht I je mnoZina takovych (t, y) € R x H, Ze je definovino
@(0.5)(2), a necht funkce ¥: A — H je definovana rovnici ¥(t, y) = ¢(,,(f) [¢(0.y j€
maximalni feSeni rovnice (3.1) splitujici podminku ¢ ,)(0) = y].

12.3.5. Véta: Je

A={tyeRxK|(0,y)eCG}, ¥=20|q. (3.4)
MnoZina H < R x K" je otevend, funkce ¥ je spojitd. Pro y € H je (o, y)eH a
¥Y0,y)=y. (3.5)

Dukaz: (3.4) plyne z Definic 12.3.4, 12.2.1; je-li y € H, je (0, y) € G a podle
Véty 12.2.2 je (0,0, y) € G, tj. (0, y) € A, a podle Definice 12.3.4 plati (3.5). Ostatni
tvrzeni plynou z (3.4) a z Véty 12.2.6. Véta 12.3.5 je dokdzana.

12.3.6. Véta: Je-li(s, y) e A, je i (—s, ¥(s, y)) € A a plati

Y(-s, ¥(s,¥) =y (3-6)
Je-li(s,y)e R, (1, (s, y))e A, je i (t + 5, y) e A a plati
P(t, (s, y) = P(t + 5, 5). (3.7)

Dikaz: Je-li (s,y)eH, je (5,0,y)e G, ¥(s,y) = ®(s,0, y). Podle V&t
1222 a 1233 je

(0, s, 9(s,0,y))e G, y=(0,s, d(s, 0, y)) = &(—s, 0, &(s,0, y)) =
= Y(-s, ¥(s, y))
a (3.6) plati.
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Jelli (s,y)e A, (1,¥(s,y)) €A, je definovino ¥(r, ¥(s,y)) a podle V&t
122221233 e

P(t, ¥(s, y)) = (1, 0, 8(s, 0, y)) = ®(t + s, 5, B(s, 0, y)) =
=t +5,0,y) = Pt +5,%)

a Véta 12.3.6 je dokdzana.

12.3.7. Véta (o tfech typech feSeni autonomni rovnice): Nechf u: # — H je maxi-
mdlni FeSeni rovnice (3.1). Pak nastane prdvé jeden z ti pfipadi:

(i) F =R, u(t)=u0) pro teR.
(i)  # = Raexistujetakové T > 0, Ze je u(r) = u(s) prdvé tehdy, je-lit — s = IT,
kde 1 je celé dislo.

(i)  u(t) ¥ u(s) pro s, tef, s*t.

12.3.8. Pomocna v&ta: Nechf neprdzdnd uzavfend mnoZina S < R md tyto vlast-
nosti:

{0} # S+ R. (3.8)
Je-lit,seS, pak je —te S, t + seS. (3.9

Potom existuje ¢islo T > 0 tak, Ze je ’
S={IT|1=..,-1,0,1,...}.

Diikaz: Polozme T = inf {se S| s > 0}. ProtoZe plati (3.8), existuje takové
sy € S, Ze je sy * 0 a vzhledem k (3.9) miZeme bez ztrity na obecnosti pfedpokladat,
Zejes; > 0.Jetedy 0 < T < s,. ProtoZe mnoZina S je uzaviena, je Te S.

DokdZeme, Ze je T > 0. Nechf je naopak T = 0. Potom ke kaZdému k =
=1,2,3,... existuje #, €S, 0 < t, < k~1. Nechf je 7€ R. Ke kaZdému k existuje
celé &islo j(k) tak, Ze je j(k) &, < © < [j(k) + 1] #,. Podle (3.9) je j(k) t, € S, dale
je j(k) t, = 7 pro k — oo a S je uzaviend mnoZina. Odtud plyne 7€ S, atedy S = R
a to neni moZné. Proto musi byt T > 0.

Polome Z = {IT|1=..., —1,0,1,...}. ProtoZe je TeS, je vzhledem
k (3.9) Z = S. Necht je 0 € S — Z. Existuje takové celé &islo m, Ze je mT < g <
< (m + 1) T. Odtud plyne, Ze je 0 <o — mT < T, (¢ — mT)€e S a to odporuje
definici &isla T. Proto je S — Z = 0, tedy S = Z a Pomocn4 véta 12.3.8 je dokdzana.

12.3.9. Pozndmka: Podminku (3.9) Ize slovy vyjadfit takto: S je aditivni grupa
realnych disel.

Dukaz Vé&ty 12.3.7: Pfipady (i), (ii), (iii) se zfejm& vyluduji. Tedy stadi,
dokaZeme-li: Nenastane-li Zddny z p¥ipadi (i), (iii), pak nastane pfipad (ii). Necht
tedy nenastane Zadny z pfipadi (i), (iii). Potom existuji navzdjem riiznd &isla t, ¢,,
ty€ J tak, Ze je u(ty) = u(t,) + u(t;). Podle Véty 12.3.1 je funkce ¥(t — 1y, u(t,))
proménné ¢ maximélni feSeni rovnice (3.1) a jeho hodnota pro t = ¢, je u(t,). Podle
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Véty 12.1.1 je # definini interval funkce ¥(t — t,, u(t,)) prom&nné t a je
PY(t — t;,u(ty)) = u(t) pro te #. Necht S je mnoZina takovych seR, Ze je
P(s, u(ty)) = u(ty). Je t; — t, €S, tedy {0} + S a soudasné je S + R, nebotf v opac-
ném piipad¥ by nastalo (i). Je-li se S, je podle (3.6) —se S, je-li t,s€ S, je podle
(3.7) t + s e S. Jsou splngny ptfedpoklady Pomocné véty 12.3.8, a tedy existuje &islo
T > 0 tak, Ze je

S={IT|1=..,-101,..}.

Jeoviem S = £ a # jeinterval, tedy # = R. Je [viz (3.7)]
u(t + 1T) = P(t — t, + 1T, u(ty)) = Y(t — t,, P(IT, u(t,)) =
=Yt — t5, u(ty) = u().

Naopak, je-li u(f) = u(s), tedy P(t — t(, u(ty)) = V(s — t5, u(t,)), je [viz (3.7),
(3.6)] P(—s + t;, P(t — ty, u(ty))) = P(—s + 15, ¥(s — t5, u(ty))), P(t — s, u(ty)) =
= u(tl), atedyjet —seS,tj.t —s = IT, kde I je celé &islo. Tedy nastane pfipad
(ii) a V&ta 12.3.7 je dokazéna.

124. Necht rovnice (3.1) je Gplnd. Z V&t 12.3.5 a 12.3.6 plyne, Ze funkce ¥ mi
tyto vlastnosti:

Y:Rx H-H. (4.1)
¥ je spojita funkce. (4.2)
¥Y(0,x) =x pro xeH. (4.3)
¥(t, ¥(s,x)) = ¥(t +s,x) pro xeH pro t,seR. (4.9)

Tyto &tyfi vlastnosti charakterizuji jistou tfidu funkci, tzv. dynamickych
systémil. Dynamicky systém se nazyva funkce O, kterd ma vlastnosti (4.1) aZ (4.4);
pfitom nemusi byt H = K", ale H miZe byt metricky nebo topologicky prostor.

Vlastnosti (4.1) aZ (4.4) jsou abstrakci predstavy, Ze je ddn ,,systém®, ktery se
vyviji v zavislosti na &ase, a je uzavieny v tom smyslu, Ze na né&j nepisobi vnéjsi vlivy.
Mozné stavy systému jsou charakterizoviany prvky x mnoZiny H. Je-li pfitom systém
v okamZiku ¢ = 0 ve stavu x, bude v okamZiku t > 0 ve stavu ¥(t, x) [byl v okamzZiku
t < 0 ve stavu ¥(t, x)]. Vlastnost (4.2) fikd, Ze mald nepfesnost naSich informaci
o t a x se projevi jen malo na hodnoté ¥(t, x). Vlastnosti (4.4) interpretujme takto:
Nechf systém je v okamzZiku O ve stavu x, v okamzZiku s ve stavu y = ‘I’(s, x) a v oka-
mZiku t + s ve stavu z = ¥(t + s, x). Podle (4.4) je ¥(t, y) = z, to znamena, je-li
systém v okamZiku 0 ve stavu y, je v okamZiku ¢ ve stavu z. Tedy systém pfejde po
uplynuti &asu ¢ ze stavu y do stavu z a pfitom nezileZi na tom, zda ve stavu y byl
v okamziku O nebo v okamZiku s. Vlastnost (4.4) je matematické vyjadfeni toho, Ze
na systém nepusobi vnéjsi vlivy.
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Vychézime-li z diferenciélni rovnice (3.1) (o niZ pfedpokladdme, Ze je tplnd
a jednozna&na), pak funkce ¥ mé parcialni derivaci ¥/0t v kaZzdém bodg (¢, x) a je

2 0% = ot 9),

tedy funkce 0¥[01: R x H — K" je spojitd. Necht je H = K" a nech{ @ je dynamicky
systém. Za jakych podminek existuje funkce g: H — K" tak, aby bylo @ = ¥, kde ¥
je funkce zavedena v Definici 12.3.4? Neni t&Zké dokazat, Ze nutné a postaujici
podminky jsou: V kaZdém bod& (0, x) e R x H existuje derivace d0[dt a spojit&
zavisi na x; je

00
o) =2 (0.)

a rovnice (3.1) je jednozna&na.

Odvodme jesté nEkteré disledky vlastnosti (4.1) a2 (4.4). Pro t € R pisme ¥,
misto ¥(t,.) [tedy ¥,: H » H, ¥{(x) = ¥(t, x)]. Podle (4.2) funkce ¥, je spojitd,
podle (4.3) je ¥o(x) = x pro x € H, tedy ¥, = id, kdeid znamen4 identické zobrazeni
mnoZiny H na sebe, podle (4.4) je ¥, o ¥, = ¥,,,, kde tzv. slozené zobrazeni ¥, o ¥,
vznikne postupnym provedenim zobrazeni ¥, a ¥,. Specidln& pro —t = s je

VYo _, =¥, =id (4.5)
a obdobné
Y_,o¥ =id. (4.6)

Z (4.6) plyne, Ze zobrazeni ¥, je prosté: Je-li totiz ¥(y) = ¥(z), aplikujeme na ob&
strany rovnosti zobrazeni ¥_, a dostaneme y = z. Z (4.5) plyne, Ze ¥, zobrazuje
mnoZinu H na sebe: Pro x € H poloime y = ¥_(x) a dostdvime x = ¥(y). Podle
(4.5) a (4.6) zobrazeni ¥, a ¥_, jsou navzdjem inverzni. Spojit4 zobrazeni, k nimz
existuji inverzni zobrazeni a jsou spojitd, maji v matematice vyznamné postaveni
[nazyvaji se homeomorfni zobrazeni]. Ukazali jsme, jak takovd zobrazeni jsou
pfirozenym zplisobem spjata s pojmem dynamického systému.

Abychom mohli naznadit, jak se vySetfuji dynamické systémy, zavedme tyto
pojmy: Necht je x € H; bod y € H se nazyva w-limitnf bod bodu x (vzhledem k dyna-
mickému systému ©: R x H — H), existuje-li takové posloupnost t,, t5, t5 ..., t, € R,
Ze jelim 1; = oo, lim O(t;, x) = y. Necht ©(x) je mnoZina e-limitnich bodi bodu x.

{2 i-o0
MnoZina Q = H se nazyva invariantni (vzhledem k dynamickému systému
0), je-li O(t, g) € Q, jakmile je te R, g€ Q.

12.4.1. Véta: MnoZina Q(x) je invariantni pro x € H.
Dukaz: Nechtje ye Q(x), te R, z = O(, y). Potom existuje posloupnost
t;, t2 t3, ..., 1, € R, tak, Ze plati lim t;, = oo, lim O(t;, x) = y. Polozme 0, = t; +
i2 o

i-» o
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pro i = 1,2,.... Zfejmé je lim g, = o0, dile O(c;, x) = O(t, O(t;, x)). Ze vztahu
i—=o0

lim ©(t;, x) = y a ze spojitosti funkce @ plyne

i»
lim (o}, x) = lim O(z, O(t;, x)) = O(1, ) = z,
i=» o0

i+

tedy z € Q(x) a Véta 12.4.1 je dokdzana.
Z definice mnoZiny Q(x) plyne, Ze plati

Q(x) = N mw{@(t, x)|t2j}

=1,2,3

(kde ¥2A znamen4 uzdvér mnoZiny A), a tedy mnoZina (x) je uzaviend. MiZe se
oviem stat, Ze je Q(x) = 0; to nastane pro kaZdé x, je-li napf. H = R, O(t, x) =
=1+ X
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