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11. JednoznaCnost

11.1.

11.1.1. Definice: Budeme fikat, Ze FeSeni rovnice (10.1.1) Jjsou jednoznacéné urcena
pocdteéni podminkou, nebo krat&eji, Ze rovnice (10.1.1) je jednoznaénd, je-li splnéna
tato podminka:

Jsou-li ul: #; — K" feSeni rovnice (10.1.1), i = 1, 2, aexistuje-lise , n #,
takové, ze u'Y(s) = u'?Y(s), pak ut'¥(r) = u'?*(t) pro te £, n #,.

Rovnice (2.11.1) je p¥iklad diferencialni rovnice se spojitou pravou stranou,
kterd neni jednoznadna.

Budeme se pfevaZné zabyvat jednoznaénymi diferencidlnimi rovnicemi pro
jejich vyznam jak pro teorii, tak pro aplikace. V této kapitole odvodime postacujici
podminky pro jednoznacnost.

11.1.2. Definice: Necht G = R x K", f: G — K". Rovnice (10.1.1) se nazyva jedno-
znaénd v bodé (to, x'°') € G, je-li splnéna tato podminka:

Jsou-li utd: #; — K" feleni rovnice (10.1.1), i = 1, 2, takova, Ze je ul')(t,) =
= xI% = u!2)(t,), potom existuje &islo 6 > 0 takové, Zeje

ull(t) = ul?(t) pro te f,0n Fo0{tg =6, 15+ 6.
11.1.3. Véta: Necht rovnice (10.1.1) je jednoznaénd v kazdém bodé (t,, xt°). Potom
rovnice (10.1.1) je jednoznaénd.

Ditkaz: Neni-li rovnice (10.1.1) jednoznadnd, pak existuji feseniu': #, - K",
i=1,2, a &sla s;,,5,€ £ N #, tak, Ze ul'Y(s;) = ul(sy), u™(s;) + ul?)(s,).
Necht je pro urcitost s; < s,. Je {54, 5,) = #; N #,. Poloime

s3 = inf {t € (s, 50| ut)(t) + u(2)} . (L.1)
UkdaZeme, Ze plati
ultl(s;) = ul?Y(s,). (1.2)

To je ziejmé, je-li 53 = 545 je-li 53 > 55, je u')(f) = ut?X(t) pros; < t <55 a (1.2)
plyne ze spojitosti funkci 4], ut2}, ProtoZe rovnice (10.1.1) je jednoznadné v bodé
(53, utY(s3)), existuje & > Otakové, Ze je u')(t) = u'?Y(r) pros; < ¢t < min (s3 + 3, s5)
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a to neni mo¥né vzhledem k (1.1). Proto rovnice (10.1.1) je jednoznané a Véta
11.1.3 je dokazéna.

11.1.4. Definice: Nechf mnoZina G = R x K" je oteviend, f: G = K", Funkce f se
nazyvi lokdlné lipschitzovskd vzhledem k druhé proménné, je-li spln&na tato
podminka:

Ke kazdému bodu (to, xI%) € G existuji &sla 8,, 5,, L > 0 tak, Ze plati

Q(tos x5, 52) cG,

I %) = £t 32| = L5 = =], (1.3)
jakmile (1, x™) € Q(to, x1°%, 84, 8,), i = 1, 2.
11.1.5. V&ta: Necht funkce f je lokdlné lipschitzovskd vzhledem k druhé proménné.

Potom rovnice (10.1.1) je jednoznaénd.

Dukaz: Vzhledem k V&€ 11.1.3 postali, kdy? dokd¥eme, Ze rovnice
(10.1.1) je jednoznaéna v kaZdém bodg (t,, x!%) € G.

Necht je (to, x!°) € G a necht ul: £, > K", i = 1,2, jsou feSeni rovnice
(10.L.1), u™Y(to) = xI% = ut?Yt,). Je-li £y N £, = {to}, neni co dokazovat. Necht
tedy 7, N #2 = 5 je nedegenerovany interval. K bodu (to, x'%7) najdeme &isla
61, 62, L > 0 podle Definice 11.1.4. ProtoZe funkce u!t), 4I2] jsou spojité, existuje
takové &islo 6,0 < & < 6y, Zeje [Jul)(f) — x19| S S, prote £3n (to — 6,10 + 6) =
=f,i=12Je

t
uli(f) = xt +J f(r, ut(z))dt pro tef,, i=12,
to
tedy [viz (1.3)]

1w10) = w0 5[ e 90D = S wKe)

<

=L sSn+L

[ 1) - wreyp e

[[ 1) - wey s

kde 7 je libovolné kladné &islo. UZijeme-li Gronwallovy nerovnosti [Pomocnéd véta
4.3.1, klademe X" = #,, &(1) = [|ut(t) — ut)(t)||], dostavame, Ze plati

[4f56) — w] S nethel pro re 5,

a to pro kazdé n > 0. Je tedy u'?)(t) = uf')(¢) pro t € #,. Tim je dok4zéno, Ze rovnice
(10.1.1) je jednozna¥na v bod& (fo, x1Y), tj. v kaZdém bodg (to, x'%) € G. Podle Véty
11.1.3 rovnice (10.1.1) je jednozna¢n4. Diikaz je dokon&en.

11.1.6. V&ta: Nechf jsou splnény tyto podminky: G = R x K" je oteviend mnoZina,
v kaZdém bodé (t, x) € G existuje D@ f(t, x) (viz Dodatek 11. 2) a zdvist spojité na
(t, x). Potom rovnice (10.1.1) je jednoznaénd.
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Dikaz: Necht je (to, X)) € G. Zvolme é&isla 3,,0, > O tak, aby bylo
Q(to, X1, 64, 8,) = G. ProtoZe Q(to, x193, 5, 5,) je kompaktni mnoZina, existuje L
tak, Ze je |D™)f(s,x)| < L pro (1, x) e Q(t,, x°, 6, 8,) a podle (D11.1.3) je
17 ) = 76 )] 'S L]y = 39 pro (1, y19), (2, 4) € Qlton %, 65, 55).
Tedy funkce f je lokdIné lipschitzovskd vzhledem k druhé proménné a Véta 11.1.6
plyne z Véty 11.1.5.

11.1.7. Pozndmka: Jz-li G oteviena mnoZina a existuji-li parcialni derivace
a_'f‘ (t, x)
0x 7]

v kaZdém bodg (¢, x) € G a jsou-li spojité, pak DI?1 f(t, x) existuje v kaZdém bod&
(t, x) € G, zévisi spojité na (1, x) a rovnice (10.1.1) je jednozna&na podle Véty 11.1.6.

11.2. Véta 11.1.5 udavé postatujici podminku pro jednozna€nost rovnice (10.1.1);
podle vysledki odst. 2.8 [viz (2.8.6)] tato podminka neni nutna. Zde vyloZime obec-
nou metodu, kterd umoZiiuje odvodit jiné postacujici podminky pro jednoznaénost
a pozdéji odhadnout rist feseni.

11.2.1. Véta: Nechf mnofina H < R? je oteviend a funkce y: H - R spojitd.
Necht ¢ je interval a nechf funkce &, 1, u: # — R jsou spojité, (t, &(1)), (¢, n(t)) e H
pro te #. Necht & spliiuje diferencidlni rovnici

€ =x(t¢) (2.1)

a nechft je _
W) < x(t,n(t) pro te#, (2.2)
n(t2) — n(t) éru(t) dt pro t,tef, t;<t;. (2.3)
Pak plati: i

(i) Je-lin(s) < &(s) v néjakém bodé s € £, potom jen(t) < &(f) prote £, t > s.
(i)  Je-lin(s) > &(s) v néjakém bodé s € #, potom jen(t) > &(f) prote £,t < s.
11.2.2. Pozndmka: Ma-li ve Vét& 11.2.1 funkce n derivaci # a je-li § = p, pak plati
(2.3) a podle (2.2) funkce roste v kaZdém bod¥ pomaleji neZ feleni rovnice (2.1)
prochazejici timto bodem, a proto nepfekvapi, Ze plati tvrzeni (i) a (ii).

Diukaz Véty 11.2.1: DokdZeme- tvrzeni (1) Nechf existuje takové te ¢,
Ze je n(t) = &(t). Polozme t* =inf{te #|t = s, n(t) = &(1)}. Je t* > s, n(t*) =
= (t*),

n() < &), sst<t*. (2.4)

Zvolme &islo & 0 <& < [x(t* n(t*)) — u(t*)]/2. Ze spojitosti funkci x, &, u,n
plyne, Ze existuje takové &islo 8, 0 < § < t* — s, Ze je x(t, 5(:)) > X(t*, E(t*)) — ¢,
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Wt) < u(1*) + eprot* — 6 <t < t*. Je tedy .
n(t* — 8) = n(t*) — [n(t*) — n(t* — 8)] = n(t*) — J":-a“(‘) dt 2

2 n(t*) — u(t*) 6 — &6 > &(1*) — x(1*, &(t*)) 6 + &6 2

T34

2 - e w)ar =

= §(1*) - [&(;*) = §r* — 9)] = ¢(t* - 9)

a to odporuje nerovnosti (2.4). Proto plati tvrzeni (i). Tvrzeni (ii) se dokdZe obdobné.
Véta 11.2.1 plati.

11.2.3. Pozndmka: Véta 11.2.1 zistane v platnosti, jestlize v tvrzeni (i) pfedpokla-
ddme pouze n(s) < &(s) a jestlize v tvrzeni (ii) pfedpokldddme pouze #(s) = &(s).
V pfipad€ tvrzeni (i) se snadno ukdZe, Ze je n(c) < &(o) pro o dosti blizkd s, ¢ > s;
piivodniho tvrzeni (i) uZijeme na intervalu # n {te R]t 2 d}.

< v,
te p, -

11.2.4. Pomocn4 véta: Necht jsou splnény tyto };odminky: -

MnoZina G = R x K" je otevfend a funkce f: G — K" je spojitd. (2.5)

Funkce u'), v: (o, B> = K" jsou FeSeni rovnice (10.1.1). (2.6)

Rovnice (10.1.1) je jednoznaénd v bodé (t, u(t)) pro t e <a, B). (2.7)

Existuje posloupnost s;e {a, B), i = 1,2, 3, ..., a &islo s tak, e plati

}im si=s5, limuts) = os). (2.8)
- i~

Funkce u'? jsou stejné omezené a stejné spojité. (2.9)

Potom plati
lim ut(t) = o(t) pro tela B). (2.10)
-

Dukaz: Necht neplati (2.10). Potom existuji &isla 1, € {a, B>, ¢ > 0 a vy-
brana posloupnost iy, i, i3, ... tak, Ze je

"u['ﬂ(tl) - v(tl)" g €, ] = 1’ 2’ 3’ ceee (2'11)

Podle Arzelaovy-Ascoliovy véty (viz Dodatek 10.1) z posloupnosti ul* Ize vybrat
posloupnost stejnom&rné konvergentni. Ozna¥me tuto vybranou posloupnost wi’,
Je tedy

lim w(t) = w(f) stejnom&rn& pro te(a, B). (2.12)
Fad

Funkce w je spojitd. ProtoZze wl/l, j = 1,2, ..., jsou feSeni rovnice (10.1.1), plati
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(viz Vétu 3.3.2)
wi(t3) — wti(1,) = J.uf(t, w(1))dt pro t,, t;e{a, B).
f
Limitnim pfechodem pro j — oo dostivime
w(ts) — w(t;) = JTf (t,w(r))dt pro ty,tye{e, B>.
2

Podle Véty 3.3.3 w: {a, B> — K" je feSeni rovnice (10.1.1). Vzhledem k (2.11) a (2.12)
je [[w(ty) — v(t,)| = e Podle (2.12) a (2.8) je w(s) = v(s). Necht je pro urditost
s < t;. PoloZme

t* = inf {t e s, 1) w(ty) + o(t))} . (2.13)

Podle definice &isla t* je v(t*) = w(t*) a z podminky (2.7) plyne, Ze existuje takové
8 >0, Ze je v(t) = w(t) pro te {t* t* + 5) a to neni mo¥né vzhledem k (2.13).
NemiiZe tedy platit (2.11). Pomocna véta 11.2.4 je dokdzéna.

11.2.5. Poznimka: Podminka (2.9) plyne z podminek (2.5) aZ (2.8), a proto ji lze
v Pomocné v&t€ 11.2.4 vynechat; toto tvrzeni v§ak nebudeme dokazovat.

11.2.6. Véta (porovnavaci): Necht jsou splnény tyto podminky:
G < R x K" je otevfend mnoZina a funkce f: G — K" je spojitd. (2.14)

Funkce y: H — R je spojitd; pfitom H = (to — v 4, to + v;) X

X (=2,v32v;), 8 € R, vy, v, > 0. Plati x(1, &) > 0 pro (8, {) e H,

£+ 0a x(t,0) =0

pro te(to — vy, to + vy). (2.15)

Rovnice (2.1) je jednoznaénd v bodé (t,0) pro te(to — vy, to + v,). (2.16)

Funkce ¢: H - R je spojitd, 0 < o(t, &) < x(t, &),

pro(t,¢)eH, & *0, (2.17)

e K", Qto, % vy, v2) = G a plati

1£G %) = £(t, )] < min {o(s, |5 = x™), oft, — %! — x|}

pro (t, x%) e Q(to, %, vy, v,), i = 1, 2. (2.18)
Potom rovnice (10.1.1) je jednoznaénd v bodé (to, %).

Diikaz: Najdéme &isla 64, 65, 0 < 6; < vy, 0 < §,, podle Véty 10.1.1 tak,
aby tvrzeni (10.1.4), (10.1.5), kde klademe X = 0, platila pro rovnici (2.1); tedy
existuji feSeni ,: (to — 8y, to + 6,) = {—28,,20,) rovnice (2.1) takovd, Ze je
&ft)) =0,y pro r=1,2,3,...,, —1, =2, =3, .... Vzhledem k (2.15) funkce
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&: {tg = 0, ty + 81D = R definovani rovnici §(f) = 0 je fe¥enim rovnice (2.1). Je

16ts) — &(t)| = | j’ "2t £() e

pro ty, ‘z € (tO - 61’ t + 61) ’

§ xltl d tzl

kde
*® = max {lx(t, C)I I Itl <6,, Ifl < 255} .

Tedy funkce &,, r=1,2,3,..., r = —1, =2, =3,..., jsou stejné omezené a stejné
spojité, a proto podle Pomocné véty 11.2.4 (kde klademe s = s, =t pro i =
=1,2,3,...) plati

lim&(f) = 0 = Lim &(f), telto— 8y, to + 01>. (2.19)
r— o r—> -0
Kdyby pro n&jaké raty € {to — dy, to) bylo £(t;) = 0, existovaloby t,, ¢, < t; < 1o,
tak, Ze by bylo &,(t;) = 0, £(f) + Opro t, < t S t, a to by odporovalo pfedpokladu
(2.16). Je tedy £(t) = Opror =1,2,3,...,r = —1, =2, =3, ..., te{ty — 65, t)
a obdobng je £(f) + 0 pro te {ty, to + 01D
Necht u!): #, — K" jsou feSeni rovnice (10.1.1), ul(ty) = %, pro i = 1, 2.
Poloime o = #1 0 £, Nty — 63, ty + 83, kde d;5, 0 < I3 S 9, je tak malé,
ze je |ul)(t) — %| < v, pro te X, i = 1,2. DokéZeme, Ze je u'?)(f) = u'')(t) pro
t e X' Predpoklidejme naopak, Ze existuje t, € " tak, Ze je ut?Y(t,) % ul')(t,).
Vysetfeme nejdfive pfipad t, < . PoloZme

n(t) = —[u?() — u*(1)| pro tex,
ty =inf{t| t, < t < 1o, n(f) = 0},
F =tyty), ut)=e(t,n() pro tes.

Je

n(t:) =0, n(ty) <0, t,<t3=t,.
Je-li

t,hef, 1S,
je

n(tz) — n(ty) = —[u'?Y(tz) — ut'¥(ty)]| + [ut(t,) — u™()| =
< ut(1) — ut(t) — uB2(1,) + WM (1,)| =

) |f[f OBV RO E
= Jme(t, n(t)) dt = J:z#(,) dt

21 1

[viz (2.18)] a tak plati (2.3). ProtoZe je n(f) < O pro te #, plyne z (2.17), Ze plati
(2.2). Podle (2.19) existuje celé &islo r < 0 tak, Ze je n(t;) < &/(t;). Jak jsme dokézali,
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je &(t) + 0 pro te (ty — 8y, to + 8,), a protoZe je £,(to) < 0 a protoZe funkce ¢,
je spojitd, je &,(f) < 0 pro tety — &y, to + 6,). Podle tvrzeni (i) Véty 11.2.1 je
n(t) < &(f) pro te(ty, ts) = 2, tedy je n(t;) < £(t3) <0 a to odporuje rovnici
'I(’s) =0.

V ptipadé t, > t, budeme postupovat obdobné. PoloZime

n(t) = [u2() — u"'Y(1)| pro teox,
ty=sup {t| to S t S 1, n(t) =0},
F=(tsty, ut)=c(tn() pro teg.

Je n(t3) = 0, n(ty) > 0, ty < t3 < t,. Podle (2.19) existuje celé &islo r > 0 tak, Ze je
&(ty) < n(ty). Je oviem &(t) > 0 pro te ({ty — &y, to + 6,). UZitim tvrzeni (ii)
Véty 11.2.1 odvodime, Ze je n(t) > &,(f) pro te(t;, ty) = £, tedy Ze je n(t;) =
2 ¢,(t3) > 0, coZ odporuje rovnici n(t;) = 0. Proto je ut?)(f) = ul'Y(r) pro te X.
Véta 11.2.6 je dokazdna.

11.2.7. Véta: Necht plati (2.14) a necht ke kaidému bodu (to, x'°) € G existuji
disla vy, v, > 0 a spojitd funkce y: {0, 2v,> — R tak, Ze je

Y(€) >0 pro £e€(0,2v,>, ¥(0)=0,

» 4 _ 0, Ote, x, v;,v,) =G
o ¥(¢)
a Ze plati

1 =2 = £ | = (|5 = =)
pro (t, x[ll) N (t, xtz]) € Q('o, x[o], Vis Vz) .
Potom rovnice (10.1.1) Jje jednoznacnd.

Dukaz: PoloZme x(t, &) = 2y(|¢]) pro |¢| < 2v,, [t — to| < v;. Podle odst.
2.8 je rovnice & = x(t, £) jednoznatné a podle Véty 11.2.6, kde klademe ¢(t, ¢) =
= ¥(]¢|), je rovnice (10.1.1) jednoznaénd v bodg (1o, x*!). Je tedy rovnice (10.1.1)
jednozna¢na v kaZdém bod& (fo, 1)) e G a podle Véty 11.1.3 je rovnice (10.1.1)
jednoznadnd. Véta 11.2.7 je dokazana.

11.2.8. Poznimka: Zikladem V&ty 11.2.6 je srovnéni rovnice (10.1.1) s rovnici
& = x(t, &) pomoci podminky (2.18).
Formdlné obecngj§i neZ Véta 11.2.6 je

11.2.9. V&ta: Necht plati (2.14) a necht jsou splnény tyto podminky:
Funkce g: H — R je spojitd; pFitom je
H =(t0 -V to + Vl) X (_2v2, 2V2), toeR y Vi V2 >0.
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Plati

Q(t,é)>0 pro (tyé)EH’ 6*0’
0(t,0) =0 pro te(to — vy, to + vy). (2.20)

Rovnice & = o(t, £) je jednoznaénd v bodé (1, 0)
pro t = (to — Vi, to + vy). (2.21)

Necht jesté plati (2.18). Potom rovnice (10.1.1) je jednoznaénd v bodé (to, xt%).
V Dodatku 11.3 je naznadeno, jak lze V&tu 11.2.9 pfevést na Vétu 11.2.6.

11.2.10. Pozndémka: Jsou zndmy obecnéjsi postadujici podminky pro jednozna&nost,
viz napt. [21], [7].

V [21] se vyuZivd pojmi horni a dolni feSeni [rovnice (2.1)]; tyto pojmy
se v§ak pon&kud li§i od pojmil zavedenych v Pozndmce 10.2.4.
11.3.  Pomoci V&ty 11.2.1 Ize odhadnout rist feSeni rovnice (10.1.1).

11.3.1. Véta: Nechf mnoZina H = R? je oteviend a funkce y: H = R spojitd.
Necht mnofina G = R x K" je otevFend, funkce f: G = K" spojitd a necht plati

e, ol > 1] pro (x)et. (3.)

Necht u: # — K" je FeSeni rovnice (10.1.1), necht &: # — R je Feleni rovnice (2.1)
a necht' v néjakém bodé s € # plati ||u(s)| < &(s). Potom

lu@)| < &) pro tef, t>s. (3.2)

Dikaz: Polozme n(f) = [[u(f)], u(r) = ||f(t, u(t))] pro te #. Nerovnost
(3.2) plyne z tvrzeni (i) Véty 11.2.1. Véta 11.3.1 je dokdzdna.

11.3.2. Poznimka: Nahradime-li (3.1) podminkou
(. =lxDeH. & —[x) > 1/@&x)| pro (bx)eG (3.3)

a nerovnost [u(s)| < &(s) nerovnosti — |u(s)| > &(s), odvodime obdobnym zpd-
sobem, Ze plati

—|u(®)] > &f) pro tes, 1<s. (3.4)
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