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10. Lokalni existence feSeni nelinearnich diferencidlnich rovnic.
Kneserova véta. Fukuharova véta

10.1. Abychom dokazali, Ze existuji maximalni feSeni nelinedrnich diferencidlnich
rovnic, musime piekonat tu obtiz, Ze defini¢ni interval maximélniho feSeni neni
pfedem zndm. Pfedpoklddame-li pouze, Ze pravd strana f diferencialni rovnice

x = f(t, x) (1.1)

je spojitd, nemusi konvergovat metoda postupnych aproximaci.

V tomto odstavci ukaZeme jenom, Ze existuji feSeni spliiujici danou pocéateéni
podminku; tato feSeni jsou ov§em definovana jen na kratkych intervalech.

Pro (tp, X) e R x K", 8,6, > 0 oznalme

Qto, %,81,8,) = {(t, x) e R x K" |t — 10| S 0y, |x — % £ 65} . (1.2)

Ptripomeiime, Ze mnofina G = R x K" je otevFend, jestlize ke kazdému bodu
(', x') € G existuje takové &islo 6, Ze je Q(t', x',8,0) = G. Mnofina H =« R x K"
je kompaktni, jestlize ke kazdé posloupnosti (¢, xt'), (¢,, x12)), ... takové, Ze je
(tn X! e Hpro i = 1,2, ..., existuje bod (s, y) € H a vybran4 posloupnost (t;,, x'*/)
tak, Ze je

s=lim¢,, y=Ilimxt,

Jj—=® j— o

10.1.1. Véta (o lokdlni existenci feSeni): Necht mnofina G = R x K" je oteviend,
necht funkce f: G — K" je spojitd, (to, X) € G. Potom existuji ¢isla 6, > 0, 6, > 0
tak, Ze plati:

O(to, %, 84, 25,) = G. : (1.3)

Necht # je interval, § < {ty — §, to + 8,), necht u: § - K" je

FeSeni rovnice (1.1) a necht pro néjaké 1€ ¢ je |u(z) — %|| < 6,.

Potom je |u(t) — X|| < 26, pro te 2. (1.4)

Ke kaZdému bodu (s, y) € Q(to, X, 9,, 8,) existuje FeSeni

VV(_'.’): <to - 51, to + 51> - K"

takové, Ze je splnéna pocdtecni podminka

Wea(s) = . (1.5)
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10.1.2. Pozndmka: Véta 10.1.1 zaruduje existenci &isel 84, 45, neobsahuje viak Zddnou
informaci, jak tato ¢isla v daném pfipadé volit. Z dikazu Véty 10.1.1 je patrné, Ze
plati toto tvrzeni:

Necht mnozina G = R x K" je oteviena a nechf funkce f: G — K" je spojita,
(to» )€ G. Nechf 5,, 85, % jsou takovd kladnd &isla, Ze plati (1.3), 26,x < 6,
I/(t, x)]| £ % pro (1, x) € Q(to, %, 8;, 25,). Potom plati (1.4) a (1.5).

Dikaz Véty 10.1.1: ProtoZe G je oteviend mnoZina, existuji &isla 67 > 0,
S, > 0 tak, Ze Q(t,, %, 61, 28,) € G. Necht je

x 2 sup {|f(2, x)| | (& x) € Q(to, %, 83, 25,)} .

Zvolme 6, > 0 tak, aby bylo 6, < 8}, 20,% < ;. Je zfejmé, Ze plati (1.3).

Kdyby neplatilo (1.4), existovalo by takové feSeni u: # —» K" a &islar,
1€ F =ty — 8y, t + 61D, Ze by bylo [u(zr) — X| < 65, [u(ty) — %| 2 26,. Pro
urditost budeme pfedpokladat, Ze je t; > 7 (v pfipad€ t; < T bychom postupovali
obdobnym zplsobem). Protoze funkce |u(f) — %| je spojitd, existuje takové
1, T <ty Sty,Zeje

Ju(t) — 2| <26, pro t=t<t,, [u(t;)— %] =20, (1.6)

atedy |f(o, u(0))| Sxprot < 6 < 1,. Je

u(t;) — u(t) = J.uf (0, u(0)) do,
a proto t
[u(tz) — u(z)| = ltz - ‘tl % £ 20%x < 9,;,
lu(e2) — %[ = u(t2) — u@] + [u(z) - %[ < 22,
a to odporuje rovnosti (1.6). Proto plati (1.4).
Funkce f je spojité, a proto je na kompaktni mnoZin& Q(to, %, 9,, 8,) stejno-

mérné spojitd. Stejnomérnou spojitost funkce f na Q(to, %, ,, 5,) miZeme popsat
takto: Existuje funkce w: €0, 28, + 26,> — R neklesajici a plati lim o(¢) = 0,
g0+

1£(t2 x20) = £t S| £ (e, — 1] + |62 = <11 (1.7)
pro

(t2, x13Y), (11, X" € Q(to, %, 64, 65) .

Reseni W(s,y) Najdeme jako limitu posloupnosti tzv. ,,Eulerovych lomenych
car*,

Eulerova lomend ¢dra Z je graf piiblizného feSeni z: {t, — 6, t, + 6,) = K",
k némuZ Ize dospét na zdklad€ tvah odst. 1.11. Graf W hledaného feSeni w, ,, ma
v bodg (s, y) te€nu, jejiz smér je dan vektorem (1, f(s, y)). Necht je t, — 6; < s <
<ty+ 0, a necht 0 <g<min{ty + 38, —s, 5 — to + 8;}. Coru Z sestrojime
tak, Ze z bodu (s, y) jdeme ve sméru vektoru (1, (s, )), dokud prvni soufadnice ¢
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je men3i nebo rovna nez s + ¢. V bod& (s + ¢, z(s + @)) opravime smér a dile
postupujeme ve sméru ureném vektorem (1,f(s + o, z(s + @))), dokud je t <
< min {t, + 6y, s + 2¢}. Je-li s + 2¢ <ty + &, v bod& (s + 20, z(s + 2¢)) opét
opravime smér a pokratujeme ve sméru uréeném vektorem (1, f(s + 2¢, z(s + 20))).
Obdobné postupujeme pro t < s.

Tento postup popiSeme podrobnéji. Nechf je tedy t, — 6, < s <ty + J;
(v pfipad® s = t, — §; nebo s = t, + J, postupujeme obdobng). Necht k je pfi-
rozené &islo. PoloZme

s;=s+j(to+6, —s)k™* pro j=0,1,...,k,

s;=s+jis—to+6)k™ pro j=-1,-2,.., -k,

Me)=y+(t—5s)f(s,y) pro s.,St=<sy,

2M(t) = 28%(s;) + (¢ = ;) 15 2"Usy)

pro §; <t=sj41, j=1,2,..,k—1,

apro s;-y St<s;, j=-1,-2,..,—k+1. (1.8)
Aby vzorec (1.8) m&l smysl, musi oviem byt (s;, z*)(s;)) € G pro

j=—k+1,—k+2..,-1,01..,k-1.

UkéaZeme, Ze je dokonce

(t, Z[k](t)) € Q(to, J‘E, 61, 252) pro te <to - 51, to + 61) N (1.9)
tj. Ze plati
"z[k](t) - f" é 252 prO te <to - 61, to + 61} . (1.10)

Nerovnost (1.10) dokadZeme indukci. Je [z™)(s,) — %|| < 6,. Predpoklddejme, Ze
zname &slo 1, 0 < 1 < k — 1, takové, Ze je ||z%)(r) — %| < 26, pro so <t < s;.
Potom je || f(s;, z%)(s;))| S x proj =0,1,2, ..., I, tedy

[2%(s;) — 2™(s;-0)|| S #(to — 6y — ) k™' pro j=1,2,...,1,
[2%()) — 2™(s;)| S %(t — s;) pro s; St S 544 -

Odtud plyne
12 — %[ = [2"() — M) +

+ j‘;l" (s;) — 2¥(s;- )| + [2¥s0) — | = #(t — 5,) +

+x(to+51—s)lk_l+52§x(to+5l—s)+62§262

pro s; £ t < s;44. Plati tedy [|2*(f) — | < 26, pro so < t < 5;44; tak plati (1.10)
pro s <t <ty + 6,. Obdobn& se dokdZe, Ze plati (1.10) pro t, — 6, St <'s.
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Z (1.8) a (1.9) plyne, Ze plati
[#e2) — 2(e)]| < #frz — = (1.11)

pro Sj § (31 é T2 é sj.“,j = “‘k, _k + 1,...,k - 1.
Z (1.8) dale plyne, Ze je

2M(z;) - 2M(z) = J f(e, 2*M() ar + .ﬁf (s> 2™(s7)) —
— £(t, 2(1))] dt (1.12)

pro SJ§_11§1‘2§SJ+1, j=0,1,...,k_1 a pro sj-1§71§tz§31, j=
=0, —1,..., —k + 1. Pro &len v lomené zévorce ve vzorci (1.12) plati vzhledem
k (1.7) a (1.11)

17> 2s)) = £t M = (L + %) [t = s) -

Nechtjety — 6; S t; St, < to + 6, Existujisislal, me {—k, —k + 1, ..., k} tak,
Ze je
SIS SSI41 S S8yt S S Sy

A\’ (1.12) miiZeme poloiit Ty =, T = Si41» déile Ty = Si41s T2 = Sj425 000 T =
= Sp—1, Ta = 5. Sedtenim téchto rovnic dostaneme, Ze plati

) - 2e) = [ (e ) + [ Wy a

pro t,t, ety — 8y, t0 + 6,0, (1.13)
kde funkce h™: (t, — &,, t, + ;> = K" je po &istech spojitd a plati

()] < o((1 + %)26,k™") pro telty — &y, to + 6,1). (1.14)

Z (1.11) plyne, Ze plati

[2#4(t2) — 2%t,)| S x|t — t,] pro ty,tye o — dyuto + 5y

Funkce z™™ jsou tedy stejn& spojité a zfejmé jsou i stejn& omezené. Podle Arzelaovy-
-Ascoliovy véty (viz Dodatek 10.1, Vétu 2) lIze vybrat stejnom&rné& konvergentni
posloupnost z™*4,
PoloZme w(t) = lim z™*(f) pro te {t, — &,, to + ,). Funkce w je spojita.
i+

Je
I£(2 20) — £t w)]| = (|9 = w(])

proto posloupnost funkei f(t, z2*(r)) konverguje stejnomrn& k funkei f(t, w(r))
protety — 0, to + 01y a

J"zf(t, (1) dr - J.uf(t, w(t))dt pro i- .
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Z (1.14) plyne, 3¢

12 ’
J' R*Y(t)dt -0 pro i- .

t

Piseme-li v (1.13) k; misto k, dostaneme limitnim pfechodem pro i —» oo
12
w(ta) — w(ty) =J 1(t, () dt .
t

Podle Véty 3.3.4 je w feSeni rovnice (1.1). Je 2/*(s) = y, tedyjeiw(s) = yaw = w,,,,
je hledané feSeni rovnice (1.1). Obdobné sestrojime feSeni w, je-li s = 1, — 4, nebo
s = to + ;. (1.5) plati a Véta 10.1.1 je dokédzéna.

10.1.3. Poznamka: Je-li
1 x1) = f(te, x| < L(Jt, = 1] + [ = <121

pro (ty, x1), (t;, x) € Q(to, %, &y, 6,), pak feSeni w,,, je urfeno jednoznaéné (viz
kap. 11) a lze dokdzat, Ze plati odhad

[2*() — w(r)| S v/k pro telty — &y, to + 51D,
kde y je kladna konstanta.

10.2. Jak vime z odst. 2.11, 2.12, 2.14, mZe existovat vice neZ jedno feSeni rovnice
(1.1) splitujici danou po&ate&ni podminku. Vlastnosti takovych FeSeni jsou vysetfeny
v tomto odstavci. Pro zjednoduseni nékterych formulaci budeme pracovat s redlnymi
promé€nnymi x,, ..., X,, tj. poloZime K = R. UZitim Poznimky 3.1.4 se lze pke-
svédcCit, Ze vysledky z tohoto odstavce plati i v pfipadé K = C. Pfipomeiime, Ze
mnozina A = R" je uzavfend, jestlize plati: Je-li x17e 4 pro i =1,2,...,xeR"

a lim x'1 = x, pak je také x € A. Uzaviend mnoZina A < R" je souvisld, nelze-li
i~

ji rozdélit na dvé neprazdné, uzaviené, disjunktni ¢asti. MnoZina A < R" je kom-
paktni, jestlize plati: Je-li x!7e A pro i = 1,2, ..., pak existuje ye 4 a vybrana
posloupnost xt/ tak, 7e je y = lim x!*), Jak znamo, kaZd4 kompaktni mnoZina je
Jj2 o
uzaviend. MnoZina A se nazyva kontinuum, je-li neprazdnd, kompaktni a souvisld.
Necht je G = R x R f: G > R", (s, y) € G (nepfedpokladéme, Ze mnoZina
G je oteviend a Ze funkce f je spojitd). Pro { > s nechf ¥°((, s, y) je mnoZina takovych
ve R", Ze existuje feSeni w: {5, {> = R" rovnice (1.1) spliiujici podminku w(s) = y,
w({) = v. Obdobn& pro { <s necht ¥7({,s, y) je mnoZina takovych veR", Ze
existuje takové FeSeni w: {(, s) — R" rovnice (1.1), splilujici podminku w({) = v,
w(s) = y. PoloZme jest& ¥(s, s, y) = {y}. MnoZina ¥"({, s, y) ma nazorny vyznam;
je to mnoZina takovych bodi v, kterych miiZzeme dosahnout v okamzZiku {, vyjdeme-li
v okamZiku s z bodu y a sledujeme-li feSeni rovnice (1.1). Mnoziny ¥ (¢, s, y) vy-
Setfoval H. Kneser (viz [40]).
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Dokazal, Ze plati
10.2.1. Véta (Kneserova): Nechf mnoZina G = R x R” je otevfend a nechf funkce
J: G = R" je spojitd. Potom ke kaZdému bodu (t,, %) € G existuji ¢isla 3,,6, > 0
tak, Ze mnoZina ¥({, s, y) je kontinuum pro

(s, ¥) e Q(to, %, 04,0,), (elto— &y, tg + 640

Dukaz Véty 10.2.1 je obsazen v Dodatku 10.1.
10.2.2. Poznimka: Cisla ,, 5, ve V&t& 10.2.1 miZeme volit stejn& jako v Poznimce

10.1.2; k dikazu tohoto tvrzeni postadi nevelka zména v dikazu Véty 10.2.1 v Do-
datku 10.1.

10.2.3. Priklad: Necht funkce f: R> — {(0, 1)} = R je definovéna pfedpisem

f(t,x)=0 pro t<0, xeR,

flt.x)=3"? pro t>0, x=1?,

f(t,x) = —3"* pro >0, xZ -2,

f(t, x) = 3x(20)7 [(¢ — 1)* + 2] [(¢ — 1)* + x*]7!

pro t>0, = <x < ?,

/Iy

Xz

1 V(glol1,
u,

v(3.0,1)
Y, f 1 ﬂ? X,

ul

4-1

\

Obr. 25

Funkce f je spojitd. Charakteristiky feSeni rovnice (1.1) jsou naznadeny na obr. 25.
Mezi feSeni rovnice (1.1) patfi funkce uy, 43, u; definované rovnicemi u,(f) = 0
pro t <0, u,(t) = 13/ pro t > 0, u,(t) =0 pro t £ 0, u,(t) = —132 pro t > 0,
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u3(f) = Opro ¢t <1.Neni t&7ké dokézat, Ze je ¥°(t, 0, 0) = {—1*/%, 1*%) pro t <0, 1),
7°(1,0,0) = (=*"2,0) L (0, *?) pro t = 1.

10.2.4. Pozndmka: Je-li mnoZina A = R kontinuum, pak existuji &isla a, b tak, Ze
je a £ b, A = {a, b). Odtud plyne, Ze v pfipadé n = 1 miZeme Vetu 10.2.1 do-
plnit takto:

Pro {,se{ty — &y, to + 6,9, y € B(y, 8,) existuji &isla @((, s, ¥), ¥(( s, »)
tak, Ze je ¢((, 5, ¥) S ¥, 5, ¥), ¥ (L 5, ) = <o 5, ), (G 5, ).

ProtoZe je ¥ (s, s, ¥) = {y}, je @(s,s,¥) =y = Y(s, 5, ). Lze dokézat [a
to bud elementdrng, nebo s vyuZitim Véty 10.2.5], Ze funkce (¢, s, y), ¥(¢, s, y) jako
funkce proménné { [tj. pti pevnych s, y] jsou feSeni rovnice (1.1). Dale lze dokazat,
e k bodu (5, y) € G existuji maximédlni feSeni @: (o, B;) = R, ¥: (o, B2) = R
takovd, Ze je ¢(s) = y = ¥(s) a Ze plati:

Necht funkce u: («, B) > R je FeSeni rovnice (1.1), u(s) = y. Je-li
te(x, B) N (a5, By), pak je ¢(t) < u(?); je-li t € (¢, B) N (22, B2), Pak
je u(t) < ¥(t). (2.1)

Redeni @, resp. ¥ jsou uréena jednoznaéné a nazyvaji se dolni, resp. horni Feseni
spliiujici podminku x(s) = y. Je-li (s, y) e Q(to, %, 85, 8,) (viz Vétu 10.2.1), pak
zfejms& plati ¢(0) = @(¢, s, ¥), () = W(L, s, y) pro L e {to — by, to + 61).

Necht je &/ € R*. Bod x € R* se nazyva vnitini bod mnoZiny s, existuje-li
&islo & > 0 takové, Ze je B(x, 6, R*) = . Neni-li x vnitfnim bodem %4dné z mnoZin
s, R* — o, nazyva se hraniéni bod mnoZiny &/. MnoZinu hraniénich bodit mnoZiny
o budeme znalit 0o/. [Je-li @ + o + RY pak je 0 + 0.] Necht je (s, y)€G,
{ >s. Budeme fikat, Ze rovnice (1.1) md Fukuharovu vlastnost v bodé
(¢, 5, ¥)eR x G, je-li 0¥7(¢, s, y) =+ O a existuje-li ke kaZdému v € 0¥7((, s, y) feleni
w: <s, {> = R" rovnice (1.1) takové, Ze je w(s) = y, w({) = v a w(t) e 374, 5, y) pro
t € (s, {). Obdobny vyznam dime vyroku, Ze rovnice (1.1) ma Fukuharovu vlastnost
v bod& (¢, 5, y) € R x G v pfipadg, Ze je { < s. Jde tedy o to, abychom body (s, y),
(¢, v) spojili kfivkou {(a, w(a))] s £ o £ {}, kde w je feleni rovnice (1.1), a to tak,
aby bylo w(c) € 3¥ (o, s, y) pro o e (s, ).

10.2.5. Véta (Fukuharova): Nechf mnoZina G = R x R" je otevfend a nechf
funkce f: G — R je spojitd. Potom ke kaZdému bodu (to, X)e G existuji Cisla
81,6, > 0 tak, Ze rovnice (1.1) md Fukuharovu vlastnost v bodé¢ ({,s, y), je-li
(5, %) €Q(to, %, 64,05), Leto — 8y, tg + 6.0, L *+ 5.

Dikaz je obsaZen v Dodatku 10.1; véta byla piivodné dokdzdna v [16].
Také v pfipadg Véty 10.2.5 plati obdobné tvrzeni jako v Pozndmce 10.2.2.

Necht je (s, ¥) € G, { > s. PoloZme
(s, y)={(t,v)eR x R"ls St2Lve?(ts y).
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Mnozinu #7({, s, y) = R"*! si miiZeme pfedstavit jako trubici, kterd je na jednom
svém konci za¥krcena do bodu (s, y) a kterd je vypln&na charakteristikami fe¥eni
rovnice (1.1) vychazejicimi z bodu (s, y). Snadno Ize ukézat, Ze plati toto tvrzeni:
Je-li (¢, v) vnitini bod mnoZiny #7({, s, y), je s < t < { a v je vnitini bod mnoZiny
¥(t, s, ). Odtud plyne: Je-lis < t < {, ve d¥7(t, s, y), potom je (t, v) € a#'({, s, y).
Je-li tedy w: (s, {) = R, w(t)e 0¥7(t, s, y) pro te(s, (), je (t, m(t)) e d¥# (¢, s, )
pro te(s,{) [je oviem i (t, w(t)) e d#°({, s, y) prot =siprot ={].
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