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9. Okrajové tlohy pro linearni diferencialni rovnice

91.  Necht{a, B> < R je kompaktni interval, nechf jsou déna &sla M;;, N;;, c;e K
proi=12,...,rj=12,..,n,a funkce h, a;: {a, B> = K a necht plati:

Funkce aj, h jsou spojité, j = 0, 1, ..., n, ao(t) % 0 pro te<{a, B). (1.1)
Uloha najit feSeni u, rovnice

ao(t) u” + a,(Hus™V + ... + a,()u, = h(1) (12)
tak, aby platilo

ZMU u(lj-l)(a) + ZNU u(lj_l)(ﬂ) = C;, i= 1, 2, ey Iy (1.3)
=1 j=1

se nazyva okrajovd uloha. Okrajové podminky (1.3) budeme obvykle zapisovat ve
vektorovém tvaru. PoloZme

u(t) = col (uy(?), #,(¢), ..., u$~(t) K",

c =col(cy, €3,...,¢)eK". (1.4)
Okrajové podminky zapiSeme ve tvaru

Mu(@) + Nu(f) =c. (1.5)
[Pripoustime i pfipad r = 0; v takovém pfipad€ nejsou déna &sla My;, Ny, ¢; ani
okrajové podminky (1.3).]

Rovnici (1.2) miZzeme délit funkci a, a tak ji uvést na tvar, jehoZ jsme uZivali
v odst. 4.8. Tvaru (1.2) uZivime z tohoto divodu: Oznat¢me C© = C® ({g, B) — K)
prostor spojitych funkci, které zobrazuji interval <a, B) do K a necht C™ =
= C™ ({a, BY = K) je prostor takovych funkci z C%, které maji spojité derivace
do fadu n.

Levymi stranami rovnic (1.2), (1.5) je uréen operitor L: C™ — C® x K’

[operétor L zobrazuje funkci u, na dvojici skldajici se z funkce na levé strang v (1.2)
a z vektoru na levé stran& v (1.5)].
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Je tieba popsat mnoZinu hodnot operatoru L a tak zodpov&dét otdzku, pro
které dvojice (h, ¢) ma loha (1.2), (1.5) feSeni.
9.1.1. Poznimka: Specidlnim ptipadem ilohy (1.2), (1.5)pror =n,M =I,N =0
je po&atedni loha pro rovnici (1.2), kterd byla vySetfena v odst. 4.8.

9.1.2. Poznimka: Okrajové tlohy lze vySetfovat pro vektorové rovnice. Uvahy
z této kapitoly lze napf. pfenést na pfipad, Ze

uy(t), h(t), c;e K*, ay(t), M;;, N;jye M,
kde k je pfirozené dislo.

9.1.3. Pozndmka: Okrajova uloha zavedena v tomto odstavci se nékdy nazyva
dvoubodova [protozZe v okrajovych podminkéch (1.3) se vyskytuji pouze dv& hodnoty
a, B pro argument funkce u, ] na rozdil od uloh, kde se vy3etfuji obecn&jii okrajové
podminky. Nechfjea = t, <t, <...<t, < B, M;3eR, c;eRproi=12,..,
r,j=1,2,...,nk=1,2,..., manecht funkce {;: {(a, B) > R, i = 1,2,...,r, jsou
spojité. Podminky (1.3) miiZeme nahradit napf. podminkami

) n . B
Y Y M ufT() +J. L(uy()dt=¢;, i=1,2,..,r.
k=1 j=1 a .

Okrajové tilohy s podminkami takového typu jsou studovany napf. v pracich [77],
[73], [74] a [75]. Tzv. samoadjungované tlohy na nekompaktnim intervalu jsou
vySetfovany v [55]. Pouleni o okrajovych tlohéch pro nelinedrni rovnice lze nalézt
v [66].

9.2. 'V celé kap. 9 budeme pfedpokladat, Ze plati (1.1), a kromg toho, Ze plati:

Funkce a; ma spojité derivace do fadun — j,j = 0, 1, ..., n [funkce a,

je spojita]. (2.1)
Zavedme operatory I, I*: C™ — C© rovnicemi

Iu,) = ag(t) uf® + a,()uf™" + ... + a,()uy, (2.2)

*(,) = (—1)" @o(1) )™ + (=11 @, () )" + ... + ) vy . (23)
Pravou stranu v (2.3) Ize oviem upravit tak, aby méla stejny tvar jako prava strana
v (2.2).

Pro v, € C™ poloZme

o(t) = col (v,(t), 5,(¢), ..., V7~ V(1)) . (2.9)

Opakovanou integraci per partes zjistime, Ze pro libovolné funkce u,, v, € C™”
plati

n—j

t2 -1 . . .
I a; u(‘.n—.i)v1 dt = , (_ 1): u(ln—.l‘l—l)(tz) (ajljl)(l) (tz) —

ty i=
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L N o 2 (o
& ('7. t/ l/) =;a'(”'i}
n—j-1
= T (-0 ) (@) (1) + DETER A

+ (-1 ‘rzul(a,ﬁt)("‘” dt pro ty,t,ela, B).

S&itdnim podle j a upravou vyrazd (a,5,)” v soudtu na pravé stran& odvodime, e
plati

r'("‘) v, dt = ‘ru L I*(v,) dt +‘ gi-:xe"‘(tZ) ul~I(t,) 5 V(t,) -

. e - N ’ .
= ¥ Oufty) ul ™ V(ty) (1), e L0l e
i,k=1 Z

kde O4(1) =0 pro i+ k>n+1, O4(t) =(—1)"1ay(t) pro i + k=n + 1,
te{a, B). Jsou tedy matice O(t) = (04(r)) i O*() = (Ou(1)), Ou(t) = 8.:(1),
reguldrni pro t € a, B). Ozna¥me 8,(f) prvky matice ©®(f); snadno se spoitd,
Ze je
"@,(t) =0 pro k+i<n+1,
6u() = (—1)** ' (ao(r))"* pro.tele, By, k+i=n+1. (25)

Vzhledem k vzorctim (3.2.10) a (3.2.19b) je
I, 8l () 5790 = (B()u(d) o) = (). 6%) o0)

a tak jsme odvodili, Ze plati

92.1. Pomocnd véta: Je-li u,, v; € C, pak je

J‘:I(ul) by dt = J.:u 1 1%(v,) dt + (u(t,), ©%(t2) o(t2)) —

— (u(t,), ©*%(ty) o(t;)) pro ty,t,e<a, By, (2.6)
kde u a v je definovdno v (1.4) a (2.4). '

Nechf u, je fedeni dlohy (1.2), (1.5). Vynisobme rovnici (1.2) funkei 7, € C™
a integrujme ji od a do f, rovnici (1.5) vyndsobme skaldrn& vektorem w € K" a ob&
rovnice seétéme. UZitim vzorce (2.6) dostaneme po tpravé [je (Nu(B), w) =
= (u(B), N*w) atd.]

_
[ o)t + w08 Now + ©4(8) o) — (), beow — ©9(6) o) =

- J' :h(t) 5.(0) dt + (6, w).

Odtud plyne, Ze plati
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9.2.2. Véta: Necht uloha (1.2), (1.5) md FeSeni. Necht je v, € C™, we K" a necht je

1*(v,) = 0, @)

M*w — ©*@)v(a) = 0, N*w + 0*B)v(B) =0. (2.8)
Potom

nph(t) 5,(t)dt + (c,w) =0. (2.9

[Je-li r = O, interpretujeme (2.8) jako v(a) = 0 = v(B) a (2.9) jako

1) 5,6y dt = 0 ]

Dvojici (vy, w), kde v, € C™ a we K", a pro niZ plati rovnice (2.7), (2.8),
nazyvdme feSenim tlohy (2.7), (2.8). Mnozina feleni tlohy (2.7), (2.8) je zfejmé
linedrni podprostor v C™ x K. O rovnicich (2.8) se mluvi jako o tzv. parametric-
kych okrajovych podminkdch; parametrem je vektor w e K'.

Cilem tohoto odstavce je dokdzat, Ze Vétu 9.2.2 lze obritit, tj. dokdzat, Ze
plati

9.2.3. Véta: Necht plati (2.9) pro kaZdé Feseni (vy, w) ilohy (2.7), (2.8). Potom
dloha (1.2), (1.5) md FeSeni.

Vétu 9.2.3 dokaZzeme pozdgji.

Necht uf'3, 4221, ... 4 je fundamentdlni soustava rovnice

I(uy) = 0. (2.10)

PoloZme

ut(t) = col (u§(2), (W5)'(®), ..., (W)™ (1)) .

U(r) = ("), u™Y(1), ..., u(1))) . (2.11)
ProtoZe matice ©(a) je regularni, existuji a jsou urleny jednoznaéng vektory ptl =
= col (p1, ..., pt'Y) € K" takové, Ze

W), 6% ) =5,
kde

5_.=:/0 pro i=*j,

Y N1 pro i=j,ij=12,..,n.

Necht v} je maximalni feSeni rovnice (2.7) uréené podminkami

@)* V@) =pi?, k=1,2,...,n.

PoloZme
ot(f) = col (v‘l"(t), (v[{])’(t), vees (v[f])("")(t)) ,
V(1) = ((vm(t), 2(1), ..., (D)) . (2.12)
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Podle Pomocné véty 9.2.1 plati
(@) u'(1), (1)) = 6;; pro i, j=1,2,...,n, telap). (2.13)

Skalrni soudin v (2.13) je sougin j-tého Fadku matice V*(f) a sloupcového vektoru
6(t) u(r). Proto (2.13) mbZeme zapsat jako

V¥t)e(t)U(t) =1 pro tela, B). (2.14)

PoloZime

I(t, 7) = (Tit, 7)) = UQR) V¥(2) . (2.15)

Uvedme nékteré dileZité vlastnosti funkce I':
[yt 7) = ¥ ul(t) #9() . (2.16)
i=1

Funkce I'y; ma spojité derivace

aH-k
ry,, i,k=0,1,...,n,
oo M
aje
ai+kr11
—— =T , Lk=0,1,..,n—-1. 2.17
6t'31" +1,k+1 ( )

Funkee I'y (., 7) je pro 7 & {a, B) feSenim rovnice (2.10). /2.4/.)  (2.18)
Funkcee I'y(7, .) je pro t € {a, B) fedenim rovnice (2.7). l/%’“‘ z 7.2.1)(2.19)

Vlastnosti (2.16) aZ (2.19) plynou pfimo z (2.15). Nésobime-li rovnici (2.14) zleva
matici U(t) a zprava matici U~(f) ©~(t), dostaneme

It 1) =0 (2.20)
a z (2.17), (2.5) plyne
itk { —_
6'F11(S,s)=/0pro i+k<n-1,
ot ot N=1)[ao(s)]™* pro i+k=n—-1, telap).

(2.21)
Podle (2.21) funkce w,(f) = I'y4(t, ) spliluje podminky

wi®(z) =0 pro i=0,1,....,n—2,

w{ ™ (z) = [ao()]*. (2.22)
9.24. Véta: Necht'y e {a, B). Funkce

u(t) = J Tunlt, ©) h(s) de
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spliiuje rovnici

I(uy) = h(1). (2:23)

Platnost Véty 9.2.4 se ovéfi vypoétem; pfitom se vyuZije toho, Ze funkce
I'y4(., 7) je FeSenim rovnice (2.10) spliiujicim podminky (2.22).

MnoZinu feSeni ulohy (2.10)

M u(a) + Nu(f) =0 (2.24)
oznaéme #((2.10), (2.24)); #((2.7), (2.8)) necht méa obdobny vyznam.

9.2.5. Véta: Nechf u, je FeSeni ulohy (2.23), (1.5) a nechf z, je FeSeni uilohy (2.10),
(2.24). Potom u, + z, je FeSeni ulohy (2.23), (1.5).

Necht uy, y, jsou Feseni ulohy (2.23), (1.5). Potom u; — y, je Feseni ulohy
(2.10), (2.24).

Dukaz Véty 9.2.5 je zfejmy.

9.2.6. Véta: £((2.10),(2.24)) a £((2.7), (2.8)) jsou linedrni prostory konecné di-
menze a plati

dim #((2.10), (2.24)) + r = dim #((2.7), (2.8)) + n. (2.25)

Dukaz Veét 9.2.3 a 9.2.6: Je ziejmé, ze &((2.10), (2.24)) a #((2.7), (2.8))
jsou linearni prostory.

Nechtu}", ut, U, of), o1}, ¥ md stejny vyznam jako v (2.10), (2.11), (2.12). Podle
V&t 9.2.4 a 4.8.8 kazdé feSeni u, rovnice (2.23) ma tvar

u(t) = él by uli(r) + J' Tt ) h(e) dt (2.26)

kde b;eK, i = 1,2,..., n. Zbyva urdit &isla b; tak, aby funkce u, spliiovala (1.5).
Polozme b = col (by, b,, ..., b,). Po dosazeni a tipravé dostdvame pro b rovnici

[MU@) + NUB)]b=c—N j T (6,9 ho) dr, (2.27)

kde I' (B, ) je prvni sloupec matice I'(B, ). Tedy plati tvrzeni:

u, je FeSenim ulohy (2.23), (1.5) pravé tehdy, jestlize plati (2.26)
a je-li b FeSenim rovnice (2.27). (2.28)

Odtud plyne (pro h = 0, ¢ = 0): dim ¥((2.10), (2.24)) je rovna dimenzi mnoZiny
feSeni rovnice Sb = 0, kde

S=MU(x) + NU(p). (2.29)
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Podle znamé véty z linedrni algebry (viz napt. [43], Vétu 28.2) je

dim &((2.10), (2.24)) = n — rank S (2.30)
[rank S znamené hodnost matice S].

Kazdé¢ feSeni v, rovnice (2.7) Ize psat ve tvaru

0,(t) = ‘and,- A1), 231)
kde d;eK, i - 1,2,...,n. Zbyva uriit &isla d; tak, aby funkce v, spliiovala (2.8).
Polozme d = col (dy, d,, ..., d,). M4 tedy platit

M*w — @*a) V(a)d =0, N*w + O*B)V(f)d =0. (2.32)
Matice ©*(a) V(a), @*(B) V() jsou regularni. Proto z (2.32) vypotteme

(V@ [64@]™ M* + ¥-1(8) [ N*)w = 0.
Podle (2.14) je V~!(t) [@*(1)] ' = U*(1). Plati tedy tvrzeni

v, je FeSenim ulohy (2.7), (2.8) prdvé tehdy, jestlize plati (2.31), je-li

w FeSenim rovnice S*w = 0 a je-li d uréeno z proni z rovnic (2.32).  (2.33)
Odtud plyne:
dim #((2.7),(2.8)) = r — rank S . (2.34)

Z (2.30) a (2.34) plyne, Ze plati V&ta 9.2.6.

Podle zndmé véty z linedrni algebry (viz Dodatek 9.1) rovnice (2.27) m4 FeSeni
pravé tehdy, je-li vektor na pravé stran& rovnice (2.27) ortogonilni ke kaZdému
feSeni w rovnice S*w = 0; to zapiSeme

B
(e, w) — (N'[ r. (B, 1) h(r)dr, w) =0. (2.35)
Vezmeme-li v ivahu druhou z rovnic (2.32), miZeme psat

- (N J.pf.,,(ﬂ, 7) h() dx, w) = —Jj(N I (B, 1) h(z), w)dr =

-~ N L8 ) e = [ W) (T.(8, %), %(6) V(B) d) de =

J’ “12) (V*(8) 6(8) (8, <), d) d.

Je I (B, ) = U(P)col (35'(z), 8¥X(z), ..., 87"(z)), a proto vzhledem k (2.14),
(2.31) je

(V*(B) ©(B) I .1(B. %), d) = 5,(v).
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Tedy podminku (2.35) miiZeme zapsat ve tvaru (2.9). ProtoZe plati (2.28), je dikaz
Véty 9.2.3 dokoncden.

9.2.7. Poznimka: Obdobné miiZeme postupovat i v pfipadé, Ze okrajovou pod-
minku (1.5) nahradime podminkou

M u(o) + ‘ru,(-r) p(r)dt + Nu(f) =c, (2.36)

kde p: {a, B> = K" je dana spojita funkce. Plati véta obdobnad Vé&t& 9.2.3; pfitom
oviem rovnici (2.7) je tfeba nahradit rovnici I*(vy) + (p(t), w) = 0.

9.2.8. Poznimka: Abychom mohli podle V&t 9.2.2 a 9.2.3 rozhodnout, zda tloha
(2.23), (1.5) m4 fedeni, najdeme vSechna YeSeni (v, w) tGlohy (2.7), (2.8) [tj. linearni
prostor #((2.7), (2.8))]. Necht o%'3, ..., v} je fundamentélni soustava feSeni rovnice
(2.7), o1 = col (v57, (17, ..., (7)), ¥V = (o'}, ..., o). PoloZme v(t) = V¥(t) b,
beK", v = col (v, ..., v,). Dvojice (v, w) je feSenim tlohy (2.7), (2.8) pravé tehdy,

jedli
("6 v ) ()= e

[i]
(:)vm)’ i=12...,.m,

baze v linedrnim prostoru feSeni rovnice (2.37), b = col (Y%, ..., bLY), je

Je-li

n
(50w, =12, m,
j=1

béze v prostoru &((2.7), (2.8)). Podle V&t 9.2.2 a 9.2.3 iloha (2.23), (1.5) ma FeSeni
pravé tehdy, je-li

g m _
J‘ h(t) ¥, #7() B dt + (e, W) =0 pro i=1,2,...,m. (2.38)
a J=1

Ma-li rovnice (2.37) pouze trividlni feSeni, pak pfi pevnych I, M, N iloha (2.23),
(1.5) ma feSeni pro libovolné he C, ce K". Tento piipad miiZe nastat jen pro
r < n,nebot pror > n je polet sloupcit matice soustavy (2.37) v&tsi neZ podet jejich
f4dkl o r — n, a tedy rovnice (2.37) m4 alespoii r — n linedrn& nezévislych feSeni.
Také podle (2.25) je dim #((2.7), (2.8)) = r — n.

Pfiklad (i): Vysetfujme lohu
1%y + 6tuy + 6uy = h(t), (2.39)
uy(1) — u,(3) + 24,(3) =0, (2.40)
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kde funkce h: <1, 3) — R je spojitd a kde c € R. PoloZime I(u,) = t*ii, + 6ty + 6u,,
M = (1,0), N = (-1, 2) a vypotteme, Ze je I*(v,) = 1?5, — 21, + 2v,

o0 =(_i0) 0o 3es) v0=(5ar).

o) V(1) = (312 2::) ,
-3, -2, 1
(—@*(1) v(1), M*) _[-L -1 o
OV T w ) @)

ProtoZe matice (2.41) md hodnost 3, m4 rovnice (2.37) pouze trividlni feSeni, tedy
tloha (2.7), (2.8) m4 pouze trividlni feSeni a tiloha (2.39), (2.40) m4 fe¥eni pro kaZdou
spojitou funkci h a pro kaZdé c e R.
Ptiklad (ii): Vysetfujme tlohu (2.39),
—4uy(1) = iy(1) — 276,(3) = . (242)
I, I*, @ a V jsou tytéZ jako v Prikladg (i) a je
~3, -2, —4

—or1) V1), M¥\ [ -1, -1, -1
< 0*(3) V(3), N*) | 27, 54, of
27, 81, =27 (2.43)
Matice (2.43) ma hodnost 2, rovnice (2.37) ma fedeni col (-2, 1, 1), tloha (2.7),
(2.8) ma fedeni #,(f) = —2t + 1%, W =1 a kaZdé fedeni (v,, w) tilohy (2.7), (2.8)
je nasobkem feSeni (5,, W). Proto tloha (2.39), (2.42) m4 fedeni tehdy a jen tehdy,
je-li

3
Ih(t)(—Zt +t3)dt+c=0.
1
9.3.  Budeme se zabyvat tlohou (2.23), (2.24). Jako obvykle, vektory v K!, I =
=1,2,3,..., zapisujeme jako sloupcové vektory; je-li d = col(dy,d,,...,d,),
e = col (e, e, ..., e,) € K", poloZime

d
(e) = col (dy, d2; vy ds €3, €3, ..., €,) € K"

Je-lid, e, f, g € K", znamené (d, f) skalarni sou¢in v K"; skaldrni soudin v K*" budeme

" O
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je oviem

((tei) (f)) =(d,f) + (e9) [viz(3.2.19a), (3.2.19b)] .

g
Necht (M, N) znamen4 matici typu (r, 2n), kterd vznikne tim, Ze matici N napiSeme

napravo vedle matice M; necht N
matici N* napiSeme pod matici M*. Pokud n&kterd z rovnic (1.4), kde ¢; = 0 pro
i =1,2,...,r, je linedrni kombinaci ostatnich, miZeme ji vynechat, aniZ se tim zméni
mnoZina feSeni Glohy (2.23), (2.24). Proto budeme v tomto odstavci bez ztrity na
obecnosti pfedpokladat, Ze

rank (M,N)=r. (3.1)

%*
M* ) je matice typu (2n, r), kterd vznikne tim, Ze

Odtud plyne 0 < r < 2n. PoloZme Sl o A A 9

Z(M,N) = {(‘:)l d,ee K" (M, N) (f) = 0} . (32)

[Je-li r = 0, klademe (M, N) = K*".]
Je zfejmé, Ze podminka (2.24) plati pravé tehdy, je-li

(:E;D €L N). (3.3)

Ztejmé je dim Z(M, N) = 2n — r. Necht je dén linedrni podprostor Z v K2",
dim Z = 2n — r. Ulohu (2.23),

u(e)

€EX
(46) o0
pfevedeme na tlohu (2.23), (2.24) tim, Ze najdeme matice M, N typu (r, n) tak, aby
platilo (3.1) a

& = %(M,N) (3.5)

(takové matice M, N existuji pro r > 0, nejsou oviem uréeny jednozna¢ng.)

MiiZeme tedy tutéZ tlohu studovat jako ulohu (2.23), (2.24) nebo jako tlohu
(2.23), (3.4). Oboji postup ma své pfednosti. Zapisu (2.23), (2.24) se pfevaZng uZiva
pfi feSeni konkrétnich okrajovych tloh, zépis (2.23), (3.4) je vyhodn&jsi v n&kterych
teoretickych tvahach.

Linearni podprostor % = #(%, I) v K*" definujme vztahem

-0 0o ot (e o

Linearni podprostor 2 = Z(M, N, l) v K*" definujme vztahem

(178)



== {()

pro vhodné weK'}, r=1,

M*w — @*«)f =0, N*w+ @*B)g =0

% = {0} vptipad¥, 7 r=0. (3.7
9.3.1. Véta: Plati

Y(Z(M,N),l) = Z(M,N, ), (3.8)

dim Z(M,N, ) = r. (3.9)

Dukaz: Je-li r =0, je Z(M,N) = K*", ¥ = {0}, Z = {0} a V&ta 9.3.1
plati. Nechf je tedy 0 < r < 2n. Necht Z je blokové diagondlni matice, na jejiz
diagonadle jsou matice

@), —(e*@),

Z= (3?*@)-1’—(3*(/3))-’)-

Matice Z je regularni a zfejmé je

=) -2 vex}

. [(M*
ProtoZe matice

1.

N*
Necht W je blokov& diagonélni matice, na jejiz diagondle jsou matice O(x),
—06(p), tj.

=(0? Lom)

PoloZzme

= {00)- 7 (- (e

Matice W je regulrni, dim Z(M,N) = 2n —r, je tedy dim % =2n —r. ¥ je
ortogonalni dopln&k prostoru % v K?*, je tedy

dm% =r. (3.10)
Je-li

(i)e.%’, (j)eer(M,N),

) mé hodnost r [viz (3.1)], plati (3.9).
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je

(NG R——

+(=6(8) &, — (6*(8) ™ N*w) = (Md + Ne,w) = 0,

tedy je Z < 9. Odtud, z (3.9) a (3.10) plyne, e plati (3.8). V&ta 9.3.1 je dokazina.
Z Véty 9.3.1 a z (3.1) plyne, Ze plati

9.3.2. Pomocni véta: Je-li (vy, w) FeSenim dulohy (2.7), (2.8), pak v, je FeSenim
ulohy (2.7),

(;’gg) e ¥(Z(M,N), ). (3.11)

Je-li vy FeSenim ulohy (2.7), (3.11), pak existuje jediné we K" tak, Ze (vy, w) je
FeSenim dlohy (2.7), (2.8).
Z Vet 9.2.2,9.2.3 a z Pomocné véty 9.3.2 plyne

9.3.3. Véta: Uloha (2.23), (3.3) md feSeni prdvé tehdy, jestliZe plati

8
f h(t) 5,(t)dt = 0

pro kaZdé feseni v, dlohy (2.7), (3.11).
ProtoZe k linedrnimu podprostoru & v K?", dim & = 2n — r, existuji matice
M, N tak, Ze plati (3.5) a (3.1), Ize z V&t 9.3.3 a 9.3.1 odvodit, Ze plati

9.3.4. Vé&ta: Uloha (2.23), (3.4) md feSeni prdvé tehdy, jestliZe plati

]
J' h(t) 5,(r)dt = 0

s v v

pro kaZdé reseni v, ulohy (2.7),

(zgg) c¥(Z,1). (3.12)

9.3.5. Poznimka: K operitoru J, ktery je zapsan vzorcem (2.2), je pfifazen operator
I* vzorcem (2.3). ZapiSeme-li I* ve tvaru

I*(u;) = bo(t) uf® + by()ul™V + ... + b(t) uy,

muiZeme tymZ postupem definovat operator (I*)*.
Snadno se zjisti, ¥¢ koeficienty b, by, ---, b, spliiuji podminky (1.1), (2.1).
Misto (I*)* se obvykle piSe I**.

9.3.6. Véta: I** = .
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Dikaz: Provedme dikaz nejdfive pro specidlni pfipad, Ze je a; = a, =
=...=a, = 0. Je tedy

) = o, 102) = (=17 5 (7) 0t
ren) = (<17 5 (1) (-0 @m0 =
= (_l)néo (':) (- l)sjé:o (}') aP= Dy =

= (-1y Z ag~wi P(n, j), (3.13)

]: | P(n,j) = é,-(_ v (':) (;) |
()0)-0)62):

=5 ()62 r()Eon ()

Zitejmé je P(n,n) = (—1)" Pro 1 =1,2,... je

B ()

[to plyne ze vzorce

1

(@a+d)=Y (ll()a'“"b" pro a=1,b= -1,
k

=0

tedy P(n,j) =Oproj=0,1,....,n — 1].
Z (3.13) tedy plyne, Ze je I**(w,) = I(w,) ve specidlnim pfipadg, Ze je a, =

=4a, =... = a, = 0. V obecném pfipadé nejdfive dokdZeme, Ze plati
e = 3 (-0 8 (7) (-0 asmw
m=0 i=0
a vyraz

(-1, (7) (-0 iz

upravime obdobné jako v (3.13).
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9.3.7. Véta: Necht & je linedrni podprostor v K*", dim % = 2n — r. Potom
YY(Z, 1), 1¥) =2Z.

Dutkaz: Necht funkce Z: {a, f) = M, je odvozena z operitoru I* stejnym
zpisobem, jako byla odvozena funkce @ z operitoru I. MiZeme tedy v (2.6) psat
I*, I**, Z*, v;, uy, v, u misto I, I*, @*, u,, vy, u, v; protoZe je I** = I (podle Véty
9.3.6), je

J" (o) @, dt = f oy T(uy) dt + (o(t2), E¥(2) u(t2)) — (olt2)s E¥(t) (1)

pro libovolné funkce u,, v; € C™ a pro libovolné t,, t, € R. K této rovnici pfi¢téme
rovnici komplexné& sdruZenou s (2.6). Dostdvime

(v(t1), ©(t1) u(t,)) + (o(1y), E*(t)) u(ty)) =
= (v(t2), O(t:) u(t2)) + (v(t2), E*(t2) u(t2)) »

tedy je
(o(t2), [O(t:) + Z*(t1)] u(tr)) = (o(t), [O(r2) + E*(12)] u(t2)) (3.14)
pro libovolné funkce u,, v, € C™ a libovolné t, t; € {a, f>. DokaZeme, Ze plati
E¥t)= —0(f) pro te(apB). (3.15)

Necht pro n&jaké ¢, e (o, B) plati O(ty) + E*(ty) + 0. Existuje vektor
qekK", q=col(qy,...,q,), tak, Ze je [O(t;) + E*(t,)] ¢ # 0. PoloZme p=
= [0(t) + E*(t)] 4, p = col(py, ..., Ps). Zvolme €<% B>, t, + t;. Existuji
funkce u; € C™, v, € C™ tak, Ze je

uP(t;) = q;4y pro i=0,1,..,n-1,
v(li)(tl = Di+1> v(li)(tz) =0 pro i= 0, 1, IS (e 1.

(Funkci 4, miZeme najit jako polynom stupng n, funkci v; miZeme najit jako poly-
nom stupné 2n.) Je u(t;) = g, v(t,) = p, v(t;) = 0 tedy

(u(t2), [0(t2) + E*(t:)] u(1,)) = (. p) + 0>
(u(t2), [6(22) + E*(22)] u(t,)) = 0

a to odporuje rovnici (3.14), tedy plati (3.15). Podle (3.6) a (3.15) je

s () (253) )

pro kazdé (;) e¥(Z, l)} .
Je-li (d) ex, (f) €Y, je
e g
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(o2 ()--(0)- (652 -

6*(B)g)’ \e 9/’ \-0(B)e

a tak je & < ¥(¥(Z,1),1*). Podle (3.10) je dim%(%,l)=r a obdobn¥ je

dim ¥(¥(%, 1), I*) = 2n — r. Je tedy & = ¥(¥(%, 1), I*) a Véta 9.3.7 je dokiz4na.
Necht g: <a, B> = K je spojita funkce. Aplikujeme-li Vétu 9.3.4 na ilohu
l*(vl) =q (3.16)

(3.12) a uZijeme-li V&t 9.3.6, 9.3.7, odvodime, Ze plati

9.3.8. Véta: Uloha (3.16), (3.12) md feSeni pravé tehdy, je-li

p
J’ q(t) a,(r) dt =
pro kaZdé FeSeni uy ulohy (2.10), (3.4).

9.3.9. Poznémka: Uloha (2.7), (3.12) se nazyvéa adjungovand sloha k dloze (2.23),
(3.4). Adjungovanou tlohou k iiloze (3.16), (3.12) je uloha (2.10), (3 4). Véty 9.34,
9.3.8 lze stru¢n€ vyslovit takto: Okrajovd tloha ma feSeni, je-li jeji pravé strana
“ortogondlni ke kaZdému feSeni adjungovane ulohy

9.3.10. Poznimka: Necht je r < 2n, dim & = 2n — r. Prostor ¥ = ¥(Z, I) md-
Zeme popsat pomoci okrajovych podminek. K tomu staéi vybrat bazi

dtil
FON A
Ziejmé

(o)

pravé tehdy, je-li
(0(a)d,f) — (0(B) e, 9) =0 pro i=1,2,...,2n —r. (3.17)

Pideme-li v (3.17) o(«), v(B) misto f, g, dostaneme okrajové podminky, které popisuji
prostor %.

MuZeme téZ postupovat jinym zpisobem. Necht je & = Z(M, N), dim & =
= 2n — r > 0. Matici (M, N) doplnime maticemi M, N typu (2n — r, n) tak, aby

matice
M, N
M, N
typu (2n, 2n) byla reguldrni. Matici Z typu (2n, 2n) uréeme z rovnice
M, N o), 0O
(. 7)- (0 -om) ¢4
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a rozd&lme ji na pole P, Ttypu (n, r), P, T typu (n, 2n — r), takie

(31)

Z (3.18) plyne, Ze plati

OGO - (02 O-6) o

PoloZime

7= {0

Z (3.19) plyne, Ze je ¥" < . ProtoZe matice Z je regularni a protoZe matice P*, T*
jsoutypu (2n — r, n), je dim ¥" = r. Podle (3.10) jedim % = r,a protoje ¥ = ¥.
Proto

P+ T = 0.

P*ya) + T*v(B) =0 (3-20)
jsou okrajové podminky, které popisuji prostor ¥.

Necht i), ..., o} je fundamentdlni soustava feSeni rovnice (2.7), o1 =
= col (%, (4, ..., (0¥ 1), V= ((¢"1},..., v™)). Polozme (t) = V(t)b, kde
be K", v = col (vy, v3, ..., v,). Releni v, rovnice (2.7) spliiuje (3.20) pravé tehdy,
je-li

(P*v(a) + T*V(B)) b = 0.

9.3.11. Definice: Uloha (2.23), (3.4) [nebo téZ tloha (2.23), (3.3)] se nazyva samo-
adjungovand, jestlie I* = I (po tipravé I* na obvykly tvar) a ¥(Z, 1) = Z [4j.

¥(Z(M, N), 1) = Z(M, N)]. Uloha (2.23), (2.24) se nazyva samoadjungovani, je-li
tiloha (2.23), (3.3) samoadjungovand.

9.3.12. Poznimka: Je-li tloha (2.23), (3.4) samoadjungovani, dim & = 2n — r,
pak je r = n, nebot podle (3.10) je dim & = r.

9.3.13. Véta: Rovnice

Y(Z(M,N), 1) = Z(M, N) (3.21)
Jje splnéna prdvé tehdy, jestliZe platir = n a

MO~ Ya)M* - NO~'(B)N* =0. (3-22)

Diikaz: Necht plati (3.21). Podle Poznamky 9.3.12 je r = n a podle (3.2)
a Véty 9.3.1 je Mf + Ng = 0 pro (g)e Z, tedy

[M(6*@)"* M* — N(©*(B)™ N]w = 0
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pro w € K". Proto matice v lomené zdvorce je rovna nule a také adjungovana matice
se rovnd nule, tedy plati (3.22).
Plati-li (3.22), dostaneme obdobng, Ze je 2 < % (M, N). Je-li jest& dim & =
= r = n = dim Z(M, N), plati (3.21). V&ta 9.3.13 je dokézéna.
Nasim nejbliz§im cilem je vySetfit, za jakych podminek plati I* = I. Rovnost
I* = | miZeme chédpat ve dvojim smyslu:
(i) I*(uy) = l(u,) pro kaZdé u, e C™.
(i1) Upravime-li pravou stranu v (2 3) tak, aby méla stejny tvar jako prava strana
v (2.2), pak koeficienty u u$’ jsou si rovny proj = 0, 1, ..., n.

Snadno se lze pfesvédit, Ze ob€ interpretace rovnosti I* = [ jsou ekvivalentni.
Interpretujeme-li rovnost I* = [ podle (ii), snadno zjistime, Ze plati:

Je-li I* = I, pak je (—1)" ao(f) = ao(t) pro t € <a, ). (3.23)
Nejdfive dokdaZeme nékteré pomocné vysledky. Ziejmé plati
9.3.14. Pomocn4 véta: Necht funkce b, e;:<a, )= K, i=0,1,2,...,n, majf

spojité derivace do Fddu n — i. Necht diferencidlni operdtory g,f jsou zapsdny
vzorci

g(uy) = bo(t) u” + by() ul ™Y+ ... + b() uy,
J f(u) = e()ul” + e()ul™V + ... + ) uy .

Necht je g(uy) (1) = f(uy) (t) pro kaZdou funkci u; e C™ a kazdé t € {a, B). Potom
je et) = byt) pro te<a, >, i=0,1,2,...,n

DokazZeme, Ze plati L
e
9.3.15. Pomocnd véta: Necht funkce a;: {a, B) = R md spojité derivace do Fddu
n—i, i=0,1,...,n, a necht operdtor | je zapsin vzorcem (2.2). Operdtor I*
[ktery je uréen vzorcem (2.3)] zapisme ve tvaru

*(v,) = bo(t) v + by() o1 + ... + by(1) v, .
, Nechtfunkce e;: {a, B> - K jsou qunte a nechtje

J’I(ul) v, dt J‘ \f(v,)dt ’ //., AL (3.24)

pro kaZdou funkci v, € C™ g kaZdou funkci u; € C™ takovou, Ze je

ug(@) = dy(0) = ... =ul (@) =0= ul(ﬁ) =

=u(B)=... =ul"p). (3.25)
Potom je

eft) = bt) pro tedo, By, i=0,1,2, . (3.26)
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Diikaz: Podle (2.6), (3-24) 2 (3.25) je
[l - Foyac =0 (.27)

pro kaZdou funkci v, € C™ a kaZdou funkci u; € C™ splxyjici (3.24). Nechf existuje
funkce v; € C® a &islo te <o, B tak, Ze je f(v,) () - T*(v,) (z) * 0. PoloZme
¢ = f(v1) (1) = 1*(vs) (v). ProtoZe funkee f(vy) i I#(v,) jsou spojité, existuji &isla
a3, By tak, Zejea S a; S v = By S B, @y < By, @ Fe plati

Re {(f(v,) (8) = T¥(v,) (1)) > 0 pro te<lay, B,>.
PoloZme
wy(t) = exp [—(B; — )72 (¢ — &,)"*] pro te(ay, By),
wi(t)=0, jeli a<t=<a nebo B, Stx8B.
Neni t&Zké dokazat, Ze funkce w; ma spojité derivace vsech ¥4da a Ze spliiuje (3.25).
Je
Re {wy(t) (f(v0) (1) = T (01) (1) > 0 pro te(ny, By),

tedy (3.27) neplati, dosadime-li u; = { w; a to je spor. Proto je f(v;) () = I*(v) (1)
pro kaZdou funkci v; € C™ a kaZdé te {a, B)>. (3.26) plati podle Pomocné véty
9.3.14. Pomocna vé€ta 9.3.15 je dokdzina.

9.3.16. Pomocn4 v&ta: Nechf k je celé nezdporné a necht funkce py: <o, B) = K
md spojité derivace do Fidu 2k. V pFipadé, Ze je K = C, necht funkce pyy je redlnd.
Necht operdtor ga: C? — C je popsdn vzorcem

L (k _ .
gau(u1) = [Pa(t) uf? ® = .Zo (f ) " (ui* . (3.28)
j=
Potom je definovdn operdtor g%, a je g3x= gax

Dikaz: ProtoZe funkce p$i~" maji spojité derivace do fadu k + j, je

definovan operitor g3,. Opakovanou integraci per partes se snadno pfesv&d&ime,
Ze je

p B
J 9au(uy) 7y dt =J uy Gou(vy) dt,

pro v; € C®¥ a pro funkce u, € C* splitujici podminku
uy(0) = () = ... = uP* "V (a) = 0 = u,(B) = 4,(B) = ... = u*7V(p).

Podle Pomocné véty 9.3.15 plati g3, = g, Pomocn4 véta 9.3.16 je dokazina.
Obdobnym zplsobem se dokdaZe, Ze plati

9.3.17. Pomocn4 v¥ta: Necht je K = C, k celé nezdporné a necht funkce
Pax+1: K9, B> = C je redlnd a md spojité derivace do Fddu 2k + 1. Nechf operdtor
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Gak+1: CE*D _, @ je popsdn vzorcem

Gax+1(4y) = i[P2x+ o(1) u, *T]® + 3i[Par+ () uP?]® =
: = k (k- 1)
= iPar+4(t) u**h + jZ:ol [(J) + 3 (j"‘ 1)] Pakst (Quf+t* +
+ 3ip850 (1) ul” . (3:29)

Potom je definovdn operdtor gs1 a Je gake1 = J2k+1-
Z Pomocnych vét 9.3.16 a 9.3.17 pfimo plyne, Ze plati

9.3.18. V&ta: Necht je K = C, necht funkce p;:<a, B) = C jsou redlné a maji
spojité derivace do ¥édu j,j = 0, 1, ..., n. Necht operdtory g; jsou definovdny vzorci
(3.28), resp. (3.29). Pro u, e C™ polozme

i) = 3, 0,w)-

Potom je definovdn operdtor I* g je 1* = I.
Vétu 9.3.18 lze obratit. Plati

9.3.19. V&ta: Necht funkce a;: {a, B) = C maji spojité derivace do Fddu n — j,
j =0,1,..., n, necht operdtor 1 je definovin vzorcem (2.2) a nechf je I* = 1. Potom
existuji funkce p;: (e, B> = C, j =0, 1,2, ..., n, takové, Ze:

Funkce p; jsou redIné a maji spojité derivace do fddu j,j = 0, 1, ..., n. (3.30)

Pro u, e C®™ je luy) = Y g,(u,), kde g;(u,) je uréeno vzorci (3.28),
j=o
resp. (3.29). (3.31)

Dikaz: Vétu 9.3.19 dokdZeme indukci podle fddu n operdtoru I. Véta
9.3.19 zfejmé plati, je-li n = 0. Pfedpoklddejme, Ze zndme celé nezdporné &islo m
a Ze jiz vime, Ze Véta 9.3.19 plati i v pfipadg, Ze n = m. DokaZeme, Ze plati i v pfipad¥
n = m + 1. Budeme rozliSovat dva pfipady:

(i) m je sudé. To znamend, e n je liché a podle (3.23) je ao(t) = —aj(t) pro
te (o, B). Poloime p,(t) = —ia,(f) a definujme g,(u,) vzorcem (3.29). Je
gn = g:’ tedy ln =G = l: - g: = (ln - gn)*' Av3ak ln ~ Gn je linearni
diferencidlni operdtor ¥ddu m a podleindukéniho pfedpokladu existuji takové
redlné funkce p;, j = 0, 1, ..., m, Ze p; mé spojité derivace do fadu j a je
l — g, =go + 91 + ... = gm kde operétory gy, ..., gn jsou ddny vzorci
(3.28), resp. (3.29).

(i)  m je liché. V tomto pfipad€ je n sudé a podle (3.23) je aq(t) = d,(f) pro
te{a, B). Polozime p,(t) = ao(f), operitor g, definujeme vzorcem (3.28)
a déle postupujeme jako v pfipadg (i). Véta 9.3.19 je dokédzéna.

Je-li K = R, nelze uZivat vzorce (3.29). Z Pomocné véty 9.3.16 plyne, Ze plati
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9.3.20. Véta: Necht je K = R a nechf funkce p;: <o, B) — R maji spojité derivace
dofaduj,j=0,2,4,..,2r (r celé, neza’porné). Necht operdtory g; jsou definovdny
vzorcem (3.28). Pro u, € C?” polofme

l("l) = kgogﬂ‘(ul) . (3.32)

Potom je definovdn operdtor 1* a je I* = I.
Také Vétu 9.3.20 lze obratit. Plati

9.3.21. Véta: Necht funkce a;:{a, B) = R maji spojité derivace do Fddu n — j,
j=0,1,..., n, necht operdtor 1 je definovdn vzorcem (2.2) a necht je I* = l. Potom
jen = 2r, r celé nezdporné, a existuji funkce p5;:<{a, B> = R, k = 0, 1, ..., r, takové,
Ze plati:

Funkce p,, md spojité derivace do Fadu 2k, k = 0,1, ..., r. (3.33)
Pro u; € C™ je l(uy) = Y g5(u;), kde gau(u,) je uréeno vzorcem
k=0

(3.28). (3.34)
Dikaz je obdobny jako v pfipadé Véty 9.3.19.

9.3.22. Poznimka: Chceme-li rozhodnout podle Véty 9.3.4, zda tloha (2.23), (3.3)
md feleni, miZeme prostor ¥(Z(M, N), I) vyjadfit pomoci (3.8), (3.7). Je

Y(Z(M,N), 1) = {(‘;) IO*(a)f + M*w =0, O*f)g + N*w=0
pro vhodné we K'} .

Necht of'), ..., v} je fundamentélni soustava feseni rovnice (2.7),
ot = col (v, (W1), ..., @¥1)""Y), i=1,2,..,n, V=(("..., ™).
Poloime ot) = V(f) b, beK", v = col(vy, v,...,v,). Pak v, je FeSenim ulohy

(2.7), (3.12) [Z = Z(M, N)] pravé tehdy, jestlize plati (2.37). Obdobné jako v Po-
znamce 9.2.8 se odvodi, Ze tloha (2.23), (3.3) ma feSeni pravé tehdy, je-li

s m _
I h(t) Yo ()b de=0;
a i=1

je baze v prostoru feSeni rovnice (2.37) a ' = col (b7 ..., bL).
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Ptiklad (i): Vy3etfujme tlohu (2.39),
uy(1) +4u,(2) =0,
#(2) = 0. (3.35)
I, I*, ©(t), V(1) je definovano stejnymi vzorci jako v Pfikladu (i) z Pozndmky 9.2.8,

1,0\ . (40
M = (0,0),~_(0,1).

Je
-3, -2,1,0
—é-)‘(l) V(l), M*\ [|-1,-1,00 (3 36)
0*(2) V(Z), N*) | 12, 16,4, 0 | ’
8 16,0, 1

Matice (3.36) ma hodnost 3, rovnice (2.37) méd fefeni col (—1,1, —1, —8) a pfi
pevng danych I, M, N tloha (2.39), (3.35) m4 feSeni prav& tehdy, je-li

rh(t)(—t + *)dt=0.

1

Pfi vySetfovani tlohy (2.23), (3.3) miZeme V&tu 9.3.4 kombinovat s postupem
popsanym v Poznamce 9.3.10.

Ptiklad (ii): Vy3etfujme tlohu (2.39),
ul(l) - u1(2) = 0,
4,(2) = 0, (3.37)
kde funkce h: {1,2) — R je spojitd. Je

1, 0, —1, 0\
o) = (50 oY)

I, I*, @, V jsou dany tymiZ vzorci jako v Pozndmce 9.2.8, Prikladu (i).

Zvolme (M, N) = (1, 0, 0, 0)

0,1,0,0/°
Je
0,0,1,0
M,N\"* [ 0,0,0,1
M,N] |-1,010])
0,1,0,0

= 4, 1 -8,0 -9, —14
P=(_1’ 0),T=( 4 0),P*V(1)+T*V(2)=( L 1).
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Posledni matice je reguldrni, a proto rovnice [P* V(1) + T* ¥(2)] b = 0 m4 pouze
trividlni fe¥eni. Tedy také loha (2.7), (3.20) ma pouze trividlni feSeni a tloha (2.39),
(3.37) ma feSeni pro kaZdou spojitou funkei h: {1,2) — R.

9.3.23. Poznimka: Méme-li zjistit, zda tuloha (2.23), (3.3) je samoadjungovan4,
pfesv&d&ime se, zda plati I* = [ a (3.22).

V této poznamce upozornime na dva pfipady okrajovych podminek, které
vedou k samoadjungovanym ilohdm pro 3iroké tfidy operitord ! (takovych, Ze
* = ).

Necht I je diferenciélni operétor [viz (2.2)] a necht © ma4 stejny vyznam jako
v odst. 9.2. Z (3.6) plyne, Ze plati toto tvrzeni:

Necht X a ¥ jsou linedrni podprostory v K*". Necht plati
(0) 4.1) ~ (O() e,9) = 0

pro

(d)fr (;)er.
Potom ¥ = Y(%, ). (3.38)

Je-li jest¢ dim% =2n—r, dim¥ =r, pak je ¥ = ¥(Z,1) [nebot
dim ¥(Z, I) = r podle Véty 9.3.1].
Odtud plyne, Ze plati toto tvrzeni:

Necht X je linedrni podprostor v K*", dim & = n a nechf plati

(0()d,f) = (6(B) e, 9) = 0

pro
(6)-6) e
Potom ¥(%,1) = X . (3.39)
Pfiklad (i): Necht je I* = I [viz (2.3), (2.2), (2.1)] a nech plati
al’(p) = a’(@) pro k=0,1,...,n, j=0,1,...,n—k. (3.40)
Potom 1loha (2.23),
uP(@) =uP(B) pro i=0,1,...,n—-1, (3.41)

je samoadjungovand.

Abychom to dokazali, poloZme

- {4

deK"}.
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Ulohu (2.23), (3.41) miZeme zapsat jako tlohu (2.23)

u() |
(1)< o
[(3.41) miZeme zapsat jako Iu(x) — Iu(B) =0 a je & = (I, —I)]. Z podminek
(3.40) plyne, Ze je ©(B) = O(a). Proto je
(6 d.f) = (6(8)d.f) =0 pro. col (d, d) col (e, ) e 7

a podle tvrzeni (3.39) je £ = ¥(%, I). Uloha (2.23), (3.42) je tedy samoadjungovana.
Podminky (3.41) se n&kdy nazyvaji ,,periodické okrajové podminky*. Jsou-li totiz
funkce b;: R = K, i =0, 1, ..., n, spojité, maji-li periodu B — a, je-li u, feSeni rov-
nice bo(t) uP(t) + by(r) u""”(t) + ... + b()uy(f) = 0 a plati-li (3.41), pak —
jak lze snadno dokdzat — funkce u, je periodicka s periodou 8 — a.

Piiklad (ii): Nechf je I* = I a nechf funkce a;, i = 0, 1, ..., n, jsou redlné.
Potom n = 2k a iiloha (2.23),

uy(@) = i(0) = ... =uP(a) = 0,
u(f)=w,(B)=...=uPP) =0 (3.43)

je samoadjungovana.

Dikaz tohoto tvrzeni pouze naznalime. Podle Véty 9.3.21 je n sudé, n = 2k,
a existuji funkce p,;: {a, B> — R, které maji spojité derivace do ¥ddu 2i tak, Ze vyraz

(sz“({‘))(k) + (sz—zugk-”)(k—l) + ... + poly
I1ze obvyklym zplisobem upravit na
agu” + ayu, " V4 L+ auy = I(uy).

Odtud lze dokézat, Ze matice O(f) = (6,(t)), kterd piisludi k oper4toru I podle odst.
9.2, ma tuto vlastnost:

0,()=0, jeli i>k nebo j>k. (3.44)

Opét uZijeme tvrzeni (3.39). PoloZime

=1

d1=dz=...=d,‘=0=el=ez=...=e,}.

d =col(dy,...,d,), e=col(ey,...,e,),

Ulohu (2.23), (3.43) mitZeme zapsat jako tilohu (2.23),

(:83) (3.45)
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Necht je

(40

(0() d, f) = ,Z 0@ ;.

Je 0,(a)d,fi =0proi,j = 1,2,..., n podle (3.44) a (3.46). Je tedy (©(a) d, f) = 0
a obdobng je (O(B) e, g) = 0. Podle tvrzeni (3.39) je £ = ¥(%, 1) a iloha (2.23),
(3.45) je samoadjungovana.

Je

94.  Vy3etfujme ilohu (2.23), (3.3) za pfedpokladu, Ze ma feSeni u; pro kaZdou
spojitou funkci h: {a, B> — K a Ze toto feSeni je ureno jednoznaéné. Cilem je najit
VZOICe Pro u;.

Podle V&ty 9.3.3 mé tloha (2.23), (3.3) feSeni pro kaZdou spojitou funkci h
pravé tehdy, ma-li iloha (2.7), (3.11) pouze trividlni feSeni. ReSeni tilohy (2.23),
(3.3) je uréeno jednozna&n¥, ma-li tloha (2.10), (3.3) pouze trividlni feSeni. Budeme
tedy v tomto odstavci pfedpoklddat, Ze je .

C#((27), (311)) = {0} = #((2.10), (3:3))s (4.1)

kde #((2.7), (3.11)) je mnoZina feSeni tlohy (2.7), (3.11) a &((2.10), (3.3)) m4 analo-
gicky vyznam. Jako v odst. 9.3 budeme pfedpokladat, Ze plati (3.1).

Je oviem £((2.7), (3.11)) = £((2.7), (2.8)), £((2.10), (3.3) =
= &((2.10), (2.24)) a z (2.25) plyne

r=n. (4.2)

Necht U ma stejny vyznam jako v (2.11). Podle (4.1) iiloha (2.10), (3.3) ma
pouze trividlni feSeni. Hleddme-li je ve tvaru U(f)p, kde p € K", odvodime, Ze matice

S = MU(s) + N U(p) (4.3)
je reguldrni [je S € M,, vzhledem k (4.2)].
9.4.1. Pozndmka: Podle (2.25) je kazda z podminek

r=n, dim%((2.10),(3.3)) =0, (4.9

r=n, dim%((2.7),(2.8)) =0 (4.5
ekvivalentni s podminkou (4.1).

Podminka

r = n, matice S je regularni (4.6)

je ekvivalentni s (4.4), a tedy i s (4.1).
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9.4.2. Definice: Funkce g,: {a, B> X <&, B) — K se nazyva Greenova funkce ilohy
(2.23), (3.3), jsou-li splngny tyto podminky:

Funkce g, = g,(t, ©), 99./0t, ..., " 2g,[at"~% jsou spojité, funkce
" 'g,[or""" je spojitd na mnoZing 4, = {(t,7)|a St <7 =B}
a na mno¥ing 4, = {(t, )| « < 7 <t < B}, tj. funkce "~ 'g,[or""*
je definovdna a je spojita ve vSech bodech &tverce {a, ) x <{a, B>
kromé diagonaly {(z, )|« < 7 < f}. (4.7)

Necht je

A, ={t1)|est=<= 8},
4, ={t)|astst<p}.

Existuji spojité funkce fy: 4, = K, f,: 4, — K, takové, Ze je

n—1 n—1
fi(t,7) = 561,'_911 (;_, 7) pro (t,7)edy, f,(t, 1) = a—a——tn_%i ()
pro(t,7)e 4,. (4.8)

Jinymi slovy: Necht funkce f;: 4, - K je definovéna rovnici
0"~ 1g4(t, 7)
or!

(f1 je restrikce funkce 8"~ 'g,/0¢"~* na 4,); pak f; ma spojité rozsifeni na 4,. Obdob-
n& restrikce funkce 8"~ 1g,[0"~! na 4, ma spojité roziifeni na 4,.

fl(" 1) =

. 0" 'g, . 0" 1g, -1
lim (t,7) = lim (t7) + [ag(r)]"t; a<t<pB. (49)
t-t+ 0" 1 t-e— Of"1
Derivace
g,
T
o 9

existuje pro (1, 7) € 4, U 4, a je spojitd; restrikce funkce d"g,/0t" na
4, mé spojité rozsifeni na 4, restrikce funkce 8"g,/0¢" na 4, ma spoji-

té rozsifeni na 4,. (4.10)
Necht je te<a, B). Funkce g,(., 7): <o, B = K spliluje v ka?dém
bod t e {a, B, t * 1, rovnici (2.10). (4.11)

(565 3) e =0 @12)
[iako obvykle,
(69) = col (gs(6, ), 22 (1,9, .. *"'g,

o1

().
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9.4.3. Poznimka: V pfipadé n = 1 se v podmince (4.7) poZaduje jen tolik, aby
funkce g, byla spojitd na mnoZinach

{t7)|ast<t=p} a {t)|ast<t<B}.
Funkce g, neni v tomto pfipadé Z4dnou z podminek (4.7) aZ (4.10) stanovena na

mnoting {(7, 7)| « < = < B}; pro urditost miZeme napf. pfidat podminku g,(, 7) = 0
proa =17 < B

9.4.4. Vita: Existuje nejvyse jedna Greenova funkce ulohy (2.23), (3.3). [Tak jako

v celém odst. 9.4. pfedpoklddime, Ze plati (4.1).]

e Dukaz: Necht g;,§, jsou Greenovy funkce tlohy (2.23), (3.3). Zvolme
1€ (e, B> a polozme u,(t) = g,4(t, 7) — §(t, 7). Z (4.7), (4.8) a (4.9) plyne, Ze u, ma
“4pojité derivace do fdu n — 1 na {a, B). Tedy funkce

ay(8) ul™ (1) + ... + at) uy(2)
je spojité na {a, ). Odtud a z(4.11) plyne, Ze ex1stu1e hm u{"(t), a proto funkce u{”

existuje a je spojitda na <o, B); u, je YeSenim rovnice (2 10) na <a, B). Podle (4.12)
uy je feSenim dlohy (2.10), (3.3) a podle (4.1) je u, = 0. Je tedy g,4(t, T) = §,(t, 7) pro
te{a, B>, te(a, ) a vzhledem k (4.7) je g, = §,. Véta 9.4.4 je dokdzéna.

UzZitim Greenovy funkce lze napsat vzorec pro feleni dlohy (2.23), (3.3);
v tom je jeji vyznam.

9.4.5. Véta: Nechf g je Greenova funkce tilohy (2.23), (3.3). Potom funkce
B
() =] 0:60 9 1) o<

je FeSenim ulohy (2.23), (3.3).
Dukaz se provede vypoétem. Z (4.7) a (4.8) plyne, Ze

8 5
u?(1) =J‘ %g]i(t,r) h(r)dr pro j=1,2,..,n—1. (4.13)
PiSme
t /] an-lg
u(ln—l)(t) = (J +J‘ ) T—ll (t, T) h(‘t) dr. (4.14)
a t
Podminky (4.7), (4.8) a (4.10) zaruuji, Ze integraly
t 0"_'g ] o g
G e [ 5

Ize derivovat podle ¢, tedy existuje funkce u{® a je spojitd. Vzhledem k (4.9) je

(t,7)dr

u’(1) = I 79, = (t,7) h(z) dt + [ao()] ™" h(r) pro a<t<§.
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Odtud, z (4.14), (4.13) a (4.11) plyne, e u, spliiuje rovnici (2.23) pro « < t < f.
Ze spojitosti plyne, Ze u, spliiuje rovnici (2.23) na <a, B).
Vzhledem k (4.13), (4.14) je

u(t) = J' "o, <) h(e) dt,

a protoZe je M g(«, 7) + N g(B, t) = 0 pro t€(q, B), je téZ M u(a) + N u(f) = 0.
Je tedy u feseni tlohy (2.23), (3.3) a V&ta 9.4.5 je dokdz4na.
Pfiklad: Hledejme Greenovu funkci g4 pro dlohu

ﬁl = h s
uy(0) = uy(1) = 0;
funkce h:<0,1) — R je spojitd. Podle Definice 9.4.2 se spodita, Ze je

/—( -1t pro t<t,

91(t,7) = —t1—1) pro t=<t.

Podle Véty 9.4.5 funkce w; definovand rovnici
1 t 1
wilt) = I g.(t, ©) h(x) d = —J‘(l — 1)t h(x) dr — I {1 — 1) h(s) de
0 0 t

spliiuje rovnici w,(f) = h(f) a podminky wy(0) = 0 = w,(1); to lze téZ snadno
ovéfit vypodtem.

Zbyva dokazat, e Greenova funkce ilohy (2.23), (3.3) existuje. To lze
ukdzat pfimym postupem: Aby platilo (4.11), hled4 se g,(t, 7) ve tvaru

Yo (r)ul?(r) pro ast<t=<p
i=1

a ve tvaru
Ye(r)ui'() pro a<t<t=pB
i=1

[4" m4 stejny vyznam jako v (2.11)]. UkaZe se, Ze podminkami (4.9), (4.12) jsou &isla
(%), &(7) jednozna&n& urena pro @ < = < f a takto nalezenou funkci g, lze roziifit
na &verec <a, B) x <o, B tak, Ze plati i (4.7), (4.8) a (4.10). ProtoZe potfebujeme
vydetfit jet& dal¥i vlastnosti Greenovy funkce, odvodime jeji existenci jinym zpi-
sobem.

Necht U, V maji stejny vyznam jako v (2.11), (2.12). PoloZme

Y= -S"'NU(f), (4.15)
kde S je definovéno v (4.3),

_ s UDP V) + U@ V*(r) pro a St <t=§,

6t 7) =X u() w ve(e) pro astst=4. (4.16)
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[V p¥ipad& n = 1 v poslednim ¥idku piSeme a < t < © < f a poloZime G(r, 7) = 0
proax <t S B
9.4.6. V&ta: Funkce g (t, ©) = Gy4(t, 1) je Greenova funkce ulohy (2.23), (3.3).

Dilkaz: Budeme se zabyvat pfipadem n > 1 a nebudeme uvidét nepatrné
zmé&ny pro pfipad n = 1. PoloZme

zy(t,7) = iz ul)(1) ¥y 05(7) .

J=1
Je
7 2Z(t,7) + Iyy(t,7) pro a<t<t=B,
g‘(t’t)=\zl(t,t) pro aSt<t=<8.

Odtud a z vlastnosti funkce I'y4 [viz (2.17) aZ (2.21)] plyne, Ze jsou splnény podminky
(4.7) aZ (4.11). Necht V*(z) znamend prvni sloupec matice V*(z). Je
(1) = SUDPVHEE) + U@ V() pro aSt<t<B,
BT =N ) P vA () pro aSt<tsB.
Odtud
Mg(x, 1)+ Ng(B,7)=MU()?Vi(x) + NUB)? V(7) +
+NUPB)V*(r)=0
vzhledem k (4.15) a (4.3). Podminka (4.12) je splnéna a Véta 9.4.6 dok4zéna.
9.4.7. Vé&ta: Nechf g, je Greenova funkce ulohy (2.23), (3.3). PoloZme

ql(t9 T) = gl(t’ t) pro t’ T€ <¢X, ﬁ> .
Potom g4 je Greenova funkce ulohy (3.16), (3.11).
Dikaz: PoloZme
o(t, %) = s V() P*U*() + V() U(x) pro aSt<t< B,
’ \ V(t) ¥* UX(7) pro a STt<t<8.
Je

4(t,7) = Quu(t, 7),

(t7) = sV P*UY (1) + V() U*y(x) pro ast<t=<4,

T =\ v v U (o) po aSt<tsp.  (417)
Funkce g, zfejmg spliiuje podminky (4.7), (4.8) a (4.10). Podminku (4.11) spliiuje
funkce g, s tou zm¥nou, Ze rovnici (2.10) nahradime rovnici (2.7). Podmince (4.9)
odpovidd podminka

. g, . 0" g B

lim 1) =1 L(t, 1) + (= 1) (do(7)) !

lim 225 (6 1) = Jim =5 (67) + (1) (Ale)

pro a<t<§f. (4.18)
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Oznatime-li ¥, (f) n-ty tadek matice V(1), je V,, (f) U*1(7) = I'(s, t) a (4.18) plati
vzhledem k (2.20) a (2.5). Zbyv4 dokazat, Ze plati

a(B, )

Vzhledem k V&t& 9.3.1 stadi dokézat, Ze pro ka?dé 7 e (o, B) existuje w(t) € K" tak,
Ze je

(‘I(“’ ")) e¥%(M,N),I) pro a<t<§p. (4.19)

M* w(t) — O*a) g(o, 7) = 0,

N*w(z) + 6*(f)q(B,7) =0 (4.20)
a uzitim rovnic (4.15), (4.17), (4.3), (2.14) se ov&fi, Ze (4.20) je spln¥no pro w(z) =
= (87" UL4(v).

UkéZeme, Ze plati prvni z rovnic (4.20). Dosadime za g(a, 7) a w(z). M4 tedy
platit

M*(S*)"1 U*,(x) — @*(a) V(a) (P* + I) U*4(z) = 0. (4.21)

Nisobime-li zleva reguldrni matici U*(«) a uZijeme-li rovnice (2.14), zjistime, Ze m4
platit o
[U*(a) M*(S*)~1 — ®* — I]U*,(x) = 0. (4.22)

‘Dosazenim za ¥* (4.22) piejde v
[(U*(@) M* + U*B)N*)(S*)"! = I]U?(x) =0 (4.23)

a (4.23) plati, nebot S spliiuje (4.3) a je reguldrni. Proto plati prvni z rovnic (4.20).

Obdobné se dokaZe, Ze plati i druh4 z rovnic (4.20). V&ta 9.4.7 je doké4zéna.

9.4.8. Véta: Necht uloha (2.23), (3.3) je samoadjungovand a necht ovlem plati
nékterd z podminek (4.1), (4.4), (4.5), (4.6). Nechr g, je Greenova funkce ulohy
(2.23), (3.3). Potom plati

g:(t,7) = gs(v, 1) pro t,tela, B). (4.24)

Ditkaz: ProtoZe uloha (2.23), (3.3) je samoadjungovan, je jeji Greenova
funkce g, vzhledem k V&t& 9.4.4 totoZzna s Greenovou funkei g, tlohy (3.16), (3.11);
(4.24) plyne z Véty 9.4.7. Véta 9.4.8 je dokédzéna.

9.5. Samoadjungované okrajové ulohy maji tu dileZitou vlastnost, Z¢ maji dosta-
tetné bohatou soustavu vlastnich &sel i vlastnich funkci. Budeme pfedpoklddat, Ze
K = C a 7e jsou dany funkce a;: <o, B> — C splitujici podminky (1.1), (2.1). Déle
pfedpokldddme, Ze jsou diny matice M, N € M,(C) a Ze plati (3.1).

9.5.1. Definice: Cislo 9 € C se nazyvé vlastni &islo a funkce u, se nazyva vlastni
JSunkce dlohy (2.10), (3.3), je-li u, netrividlni feSeni rovnice

uy) = S uy (5.1)
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a je-li spln€no (3.3). Rikd se téZ, Ze vlastni funkce u, ptislu3i (je pislusnd) k vlastnimu
&islu 9.

9.5.2. V&ta: Nechr uloha (2.23), (3.3) je samoadjungovand. Necht 9 je vlastni
dislo a uy je prislusnd vlastni funkce dlohy (2.10), (3.3). Potom 9 je redlné dislo.

Dukaz: Rovnici (5.1) vyndsobme funkci i,, integrujme od « do f a uZijme
vzorce (2.5). Dostivdme

. 8 4 s
'Zr("' sj.ul ﬁldt=jl(ul)ﬁ1dt=J'ul l*(ul)dt+

+ (u(B), ©*(B) u(B)) — (u(), O*(x) u()). (52)
ProtoZe tloha (2.10), (3.3) je samoadjungovand, je

(:Sg) € Z(M,N) = ¥(Z(M, N), |)
a podle (3.6) je (u(B), ©*(B) u(B)) — (u(a), @*(a) u(a)) = 0. Déle je I* = I a z rov-

nosti

s '
Jl(u,)ﬁl dt =Iu,l(ul)dt

plyne, Ze *

r@omm

je &islo redlné. Vzhledem k (5.2) je i 9 redlné. V&ta 9.5.2 je dokézéna.
Pro 9 € C necht uF)(., 9) je maximélni feSeni rovnice (5.1) takové, Ze

utln(j_l)(a,vg)=6ij, kde 6|‘j=0, i #j’ 6il'= 1’ i’j= ’1,2,...,'1.
Jako obvykle poloZime

au—l
ot

U(t, 9) = (s, 9), w2, 8), ..., ¥, 9))).

Reseni u, rovnice (5.1) ma tvar

uli(z, 9) = col (u[l"](t, S)ai ui(t, 9), ...,
t

ufy(t, .9)) ,

uy(t) = Y d;ui(1, 9), (5.3)
i=1
kde d = col (dy, d,, ..., d,) € C", a spliiuje podminku (3.3) pravé tehdy, je-li
(MU(a, 9) + NU(B, 9))d = 0. | (5.4)

u, je netrivialni feSeni pravé tehdy, je-lid + 0, a tak plati
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9.5.3. Véta: Cislo 9 je viastnim ¢&islem dlohy (2.10), (3.3) prdvé tehdy, je-li
det(M U(x, 9) + NU(8,9)) =0. (5.5)

Funkce u, je vlastni funkce pFislusnd k vlastnimu &islu 9 prdvé tehdy, jestliZe
plati (5.3), (54) a d + 0.
Do konce tohoto odstavce budeme pfedpoklddat, Ze plati:

Uloha (2.23), (3.3) je samoadjungovana. (5.6)

Funkce u{1V '”(t, 9) je pti pevném t e <a, B) celistvd funkce prom&nné 9.
(Viz odst. 14.3.) Je tedy i

W(9) = det (M U(a, 9) + N U(B, 9))

celistva funkce promé&nné 9, a protoZe podle Vét 9.5.2, 9.5.3 kaZdy nulovy bod
funkce v je redlny, neni v rovna nule identicky. Z teorie funkci komplexni proménné
je znamé, Ze celistva funkce, kterd neni identicky rovna nule, ma v kaZdé omezené
podmnozZiné komplexni roviny nejvyse koneény pocet nulovych bodu. Proto existuje
realné Cislo ¢ takové, Ze tiloha

m(ul) = 0 9 (5'7)
(3.3) ma pouze trividlni feSeni. Pfitom
m(u,) = l(u,) + £u; pro u; € C™. (5.8)

Snadno se pfesvédéime, Ze matice @, kterd odpovida operatoru m, je rovna matici €,
ktera odpovidd operdtoru /, tedy (%, m) = ¥(Z, l) pro kaZdy linedrni podprostor
Z < C?". Proto uloha

m(u,) = h(1) . (5.9)
3.3) je samoadjungovand. Dale iloha (5.7), (3.3) ma pouze trividlni feSeni. Podle
Pozndmky 9.4.1 a Véty 9.4.6 existuje Greenova funkce g, tlohy (5.9), (3.3), aprotoZe
tato tloha je samoadjungovand, plati (4.24).

Necht { je vlastni &slo dlohy (5.7), (3.3) a u, je pfislu¥na vlastni funkce.
Podle Véty 9.4.5 funkce

/]
oi(l) = CI g1(t, 1) u(2) dr
je fedenim tlohy m(v,) = { u,, (3.3), a protoZe tiloha (5.7), (3.3) ma pouze trividlni
feSeni, je

u(t) = crg,(t, ©) uy(e) de . (5.10)

Naopak, splituje-li spojitd funkce u,: <a, B> — C integrélni rovnici (5.10),
pak podle Véty 9.4.5 je { vlastni &islo a u, pfisluina vlastni funkce tlohy (5.7), (3.3).
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9.54. Véta: Necht § = (a, B) x {a, B> a necht funkce x: # — C spliiuje tyto
podminky:

Funkce x je spojitd v kazdém bodé (t, t) € #,t + 7, a je omezend. (5.11)
x(t, 1) =%, 1) pro (,7)e f. (5.12)
Je-li funkce ¢: {a, B> = C spojitd a je-li

8
J x(t,7) p(r)dt =0 pro tela By,

pak ¢ = 0. (5.13)

Potom existuje nekonecnd posloupnost (A, ¥;), i =1,2,3,..., kde A; je rediné
Gislo, A; %+ 0, y;: {a, B> — C je spojitd funkce a plati

lim A, =0. (5.14)
i= o
/]
j Vi) e) dr = 8,5,
kde 6U=0 pro i*}, 6“: 1, i,j= 1,2,3,.... (5.15)

Ay(t) = jﬂx(t, 7)Ytr)dt pro telo, B>, i=1,23,.... (5.16)

Systém funkci \; je tiplny. (5.17)
Dikaz Véty 9.5.4 je naznaen v Dodatku 9.2.

9.5.5. Poznimka: Necht je ;e C? pro i = 1,2, ... (viz odst. 9.1) a necht plati
(5.15). Systém y, i = 1, 2,..., se nazyvé dplny, plati-li toto tvrzeni:
Je-li o € C@ a je-li

J‘ﬁ(p(t)%(t)dt=0 pro i=1,23,...,

pak ¢ = 0.
Je-li systém funkci Y, Uplny, pak plati: Fourierova fada

3 j o) i)

konverguje k funkci ¢ vzhledem k normé definované pomoci skaldrniho soudinu
pro kazdou funkci ¢ € C©°). [To plyne ze zndmych vysledkit o prostoru IZ (I2(M, p)),
viz napt. [29], Vétu 206.]

9.5.6. Véta: Necht uloha (2.23), (3.3) je samoadjungovand. Potom existuje neko-
neénd posloupnost (8;,¥,), i = 1,2, 3, ..., kde 9, je vlastni ¢islo ulohy (2.10), (3.3);
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Y je pFislusnd vlastni funkce a plati:

lim |9 = oo, (5.19)
B

I Y1) ¥(c)de =6, pro i,j=1,23.... (5.19)

Systém funkei \J; je tplny. (5-20)

Dikaz: Polofme x = g,. Ukd¥eme, Ze v tomto pfipadé miiZzeme pouZit
Véty 9.5.4.

Podle Definice 9.4.2 je spln&no (5.11) [dokonce funkce g, je spojitd, je-li
n > 1] a (5.12) plati podle Véty 9.4.8, nebot iloha (5.9), (3.3) je samoadjungovani.

Necht je ¢ € C'?, PoloZme

ef) = J"gl(t, 1) ¢(7) dt.

Podle Véty 9.4.5 funkce g spliiuje rovnici m(g) = ¢; je-lig = 0, jei ¢ = 0, a proto je
splnéna podminka (5.13).
Podle Véty 9.5.4 existuje nekonetnd posloupnost (4;, ¥y), i = 1,2, ..., tak, Ze

plati (5.14) az (5.17), pfitom oviem v (5.16) piSeme g, misto ». Polozme {; = 1/4;;
rovnici (5.16) zapiSeme ve tvaru

B
lﬁ‘(t) = ng gl(t, ‘t) l/l,-(‘r) dz.

Podle Véty 9.4.5 funkce Y, je feSenim Glohy m(u,) = {,u,, (3.3), tedy {; je vlastni
tislo tlohy (5.7), (5.3) a ¥, je ptislusna vlastni funkce. Vzhledem k (5.8) je 9; =

= {; — ¢ vlastnim &islem tlohy (2.10), (3.3) a ¥, je pfislusnou vlastni funkci. Véta
9.5.6 je dokazéna.
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