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7. Linearni diferencidlni rovnice druhého fadu

Linedrni diferencidlni rovnice druhého fidu maji nékteré velmi ndzorné
a jednoduché vlastnosti. Byly proto velmi podrobné vy$etfovany a staly se odrazo-
vym mﬁstkem k vy§etf0vém’ linedrnich diferencialnich rovnic vysSich fadu, kde je

wewr

7.1. Budeme vy$etfovat linedrni diferencidlni rovnici druhého fidu
dx

dx
— 4+ ay(t)— + a,(t)x =0, 1.1
S+ a)T + a) (L)

kde funkce a,, a,: & — R jsou spojité a # je interval. Nechf p je primitivni funkce

k a, v J; poloZme p(t) = e’® pro te s, q(t) = p(1) a5(¢). Je-li # interval obsaZeny
v S a ma-li funkce u: # — R spojité derivace prvniho a druhého ¥adu, plati

HO[SE O + al) G0 + a4 =

= KO ST 0+ 00 G ) + a0 = £[ 5] 0 + aueh
Odtud plyne: Je-li u feSeni rovnice (1.1), je také feSenim rovnice

dt[ ](z) +q()x() =0, (12)
kterd se obvykle zapisuje ve tvaru

d%[p(t) %ﬂ +al)x=0. (L3)

Naopak, je-li u feSeni rovnice (1.3), je také feSenim rovnice (1.1).

7.1.1. Poznimka: ReSenim rovnice (1.3) rozumime funkci u: # — R takovou, Ze u
mé spojité derivace prvniho a druhého fadu a Ze plati (1.2) pro kazdé t € #, piSeme-li
u misto x. Funkce p, q zfejmé& spliiuji tuto podminku:
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Funkce p: & — R je spojitd a m4 spojitou derivaci, p(f) > 0 pro

te S, a funkce q: F — R je spojita. ' (1.4)
Rovnice (1.3) se n&kdy nazyva linedrni diferencidlni rovnice druhého Fddu v samo-
adjungovaném tvaru a o postupu, kterym jsme pfe§li od rovnice (1.1) k rovnici
(1.3), se fikd, Ze jsme rovnici (1.1) upravili na samoadjungovany tvar.

Rovnici (1.3) se budeme zabyvat za slabsiho pfedpokladu:

Funkce p, ¢: £ — R jsou spojité, p(t) > 0 pro te S. (1.5)

Uzivame-li pfedpokladu (1.5), neni vhodné sou€asn& uZivat pojmu feSeni rovnice
(1.3), jak je popsdn v Poznimce 7.1.1 (viz Pozndmku 7.1.6). Proto budeme uZivat
této definice:

7.1.2. Definice: ReSenim linedrni diferencidlni rovnice 2. Fddu (1.3) budeme nazy-
vat funkci u: # — R, je-li /# interval obsaZeny v #, ma-li funkce u spojitou derivaci
i, mé-li funkce p(t) i(t) spojitou derivaci a plati-li (1.2) v kaZdém bodg te #, do-
sadime-li u za x.

Necht plati (1.5). Nechf u,, u,: # — R je fedeni soustavy

X, = Lx
1 p(‘) 2>
%, = —q(t) x; . (1.6)

Podle prvni z rovnic (1.6) je

p(t) i4(f) = u5(f)
a podle druhé z rovnic (1.6) dostaneme, Ze u, je feSeni rovnice (1.3).

Naopak, je-li u: # — R fefeni rovnice (1.3), poloZme uy(f) = u(t), u,(f) =
= p(t) u,(t). Ztejmé u, u, je fedeni soustavy (1.6).

Rovnice (1.3) a soustava (1.6) jsou tedy ekvivalentni [v obdobném smyslu

jako rovnice (1.1.1) a soustava (1.5.1)]. Odtud z Véty 4.2.1 a z Pozndmky 4.3.3 plyne,
Ze plati

7.1.3. V&ta: Necht plati (1.5). Necht je toe #, y1, y2 € R. Potom existuje FeSenf
u: & - R rovnice (1.3) takové, Ze je u(to) = y1, t(to) = y. Je-li v: F — R Fefeni
rovnice (1.3), pro které v(t,) = yy, 9(to) = y2, potom v = u (tedy u je uréeno jedno-
znaéné).

7.1.4. Pozmimka: Uvahy z tohoto odstavce ukazuji, ¢ miZe byt Gidelné prevadat
rovnici vy$siho fadu na soustavu i jinymi zpiisoby, neZ je zplsob popsany v odst. 1.5.

7.1.5. Poznimka: Je-li spln&na podminka (1.4), pak zfejm& nezdleZi na tom, zda
pojmu feSeni rovnice (1.3) rozumime tak, jak je zaveden v Definici 7.1.2, nebo tak,
jak je popsin v Poznamce 7.1.1.
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7.1.6. Poznimka: Necht plati (1.5), nechf se # a nechf funkce p nemd derivaci
v bodg s. Nechf u: # — R je feSeni rovnice (1.3) ve smyslu Poznidmky 7.1.1 a necht
se #. Necht y je hodnota derivace funkce p() 4(f) v bodg s. Plati

5~ [p(s + &) u(s + 8) — p(s) u(s)] =
=07 p(s + &) [a(s + 8) — u(s)] + 67" i(s) [pls + 8) — p(s)] = ¥

pro 8 - 0(8 # 0), a protoZe funkce p nemé derivaci v bodg s, plati i(s) = 0.

Nema-li funkce p derivaci v Zidném bodg& te £, musi byt () = 0 pro
te 7, a tedy u je konstantni funkce. Je-li jedt& g(t) + 0 pro n&jaké e £, potom je
u(t) =0 pro te 7.

1.2.  Pfi vySetfovéani rovnice (1.3) mé zékladni vyznam pojem nulovy bod feSeni.
Nulovym bodem FeSeni u linedrni diferencidlni rovnice 2. fidu (1.3) nazyvdme takové
&slo s, Ze je u(s) = 0. Pfitom se zajiméme o maximalni feSeni u, kterd jsou netrividlni
[ti. existuje 7€ # tak, Ze u(z) + 0].

Necht u je takové feSeni. Plati tato tfi elementérni tvrzeni:

Je-li s nulovy bod FeSeni u, pak je u(s) + 0. (2.1)

Je-li s nulovy bod reSeni u a je-li souc¢asné s nulovy bod maximdlniho
FeSeni w rovnice (1.3), pak w(t) = Au(t) pro te #; pFitom A =
= Ww(s)/[u(s). (22
MnoZina A (u) nulovych bodii FeSeni u nemd hromadny bod v 2. (2.3)

Tvrzeni (2.1) a (2.2) plynou piimo z Véty 7.1.3. Kdyby r € # byl hromadny
bod nulovych bodi feSeni u, bylo by u(r) = 0 = i(r) a op&t podle Véty 7.1.3 u by
bylo trividlni fedeni; tedy plati i tvrzeni (2.3).

V nisledujici vét€ se porovnavaji vlastnosti nulovych bodil dvou diferencidl-
nich rovnic; proto se tato véta n€kdy nazyva porovndvaci.

7.2.1. Véta: Nechfp, 44, 9,: F — R jsou spojité funkce a necht je

2:(1) 2 9:(7) (24)
pro te #. Necht u je netrividlni maximdlni FeSeni rovnice

d dx

—|pt)—|+ q:(t)x=0 2.5

<[r0E]+ a0 @9)

a nechf ty, t, jsou po sobé jdouci nulové body FeSeni u, tj. necht je t; < t, a necht
plati
u(ty) =0=u(ty), u(()+0 pro t; <t <t,. (2.6)

Necht v je (libovolné) maximdini FeSeni rovnice

d%[p(t) %’;‘] +g5(f)x = 0. 27)
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Pak nastane jeden ze dvou pripadii:
Existuje s € (14, t;) tak, Ze je v(s) = 0. (2.8)
42(t) = q4(t) pro tety, ;> a existuje takové &islo LeR, A + 0,
%e je v(t) = Au(t) pro te 1y, t,). (2.9

Dikaz: Dok4Zeme, 7e nenastane-li pfipad (2.8), nastane pfipad (2.9).
Necht tedy nenastane pfipad (2.8). Bez ztrity na obecnosti miZeme pfed-
pokladat, Ze je

u(t) >0, ot)>0 pro te(ty,t,) (2.10)

[neni-li spln&na n&kterd z nerovnosti (2.7), nahradime funkci u funkci —u, resp.
funkei v funkei —v]. Z (2.6) a (2.10) plyne i(t,) = 0, 4(t,) < 0; nemiZe viak byt
ani 4(t,) = 0, ani 4(t;) = 0, nebof v takovém pkipad& by bylo u(f) = 0 pro te #
(viz Vétu 7.1.3). Tedy je

u(t,) >0, ut;)) <0. (2.11)

Do rovnice (2.5) dosadime u za x, nisobime ji funkeci v a integrujeme od ¢, do t,.
Do rovnice (2.7) dosadime v za x, nasobime ji funkci u a integrujeme od ¢, do t,.
Odeétenim obou rovnic dostdvidme

12 2
J‘ [(pit) v — (po) u] dt + J-’(ql — gy)uvdt =0"
t t
kde
d| du
1) piSeme misto —|p—|.
(pi) piSeme misto o [p dt:l

Je (piv — pou) = (pi)' v — (p) u, proto prvni z integrald miZeme vypotitat.
Vezmeme-li jedt& v tvahu (2.6), dostdvime

p(ta) i) o{ts) — p(ts) i(ts) o{t) + f (@1 — q))uvdt = 0. 2.12)
Z nerovnosti (2.4), (2.10) a (2.11) plyne
)20, )20, pt)ilt)olt) SO, —p(t) i(ts)o(t) S 0,
J"Z(ql —q)uvdt £0.
Proto rovnice (2.12) miZe byt spln&na jen tim ziisobem, Ze je
P(t2) a(t;) o(t2) = 0 = p(t,) u(ty) o(ty) , (2.13)
Jm(qz - gqq)uvdt=0. (2.14)
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Ze (2.13), (2.11) a (1.5) plyne, Ze je

o(t;) = v(t)) = 0. 4 (2.15)
Ze (2.14), (2.10), (2.4) a (0.5.10) plyne
a:(t) = q;(1) pro telt, 1. (2.16)

Ze (2.10) a (2.15) plyne i(t,;) > 0. PoloZme 4 = i(t,)[u(t,). Na intervalu {t;, t;>
funkce v, u spliiuji tuté? diferencidlni rovnici [tvaru (1.3)] a je o(t,) = Au(t,), i(t,) =
= Au(ty). UZitim Véty 7.1.3 pro interval {t,, 1,> plyne v(t) = A u(t) pro te {t;, t;)-
Véta 7.2.1 je dokdzéna.

7.3.  Véty 7.2.1 Ize uZit specidln& v tom pfipadé, Ze q, = g, = g, tj. k vySetfovani
rovnice (1.3). _

Defini¢ni interval ¢ funkci p, g zapiSme v n&kterém z tvard (a, b), (a, b),
<a, b), <a,b) [~ £ a < b £ ]. Nechf u je netrividlni maximalni feSeni rovnice
(1.3) a necht (1) je mnoZina nulovych bod feleni u. Pfirozend miZe byt A4 (u) = 0.
Je-li #(u) % 0, 5o € A (u) a mé-li u nulové body v&tSi neZ so, pak mezi nimi existuje
nejmensi [to plyne ze (2.3)]; ten ozna&ime s,. Podobn&, mé-li u nulové body mensi
neZ so, je mezi nimi nejvétsi; ten ozna&ime s_,. Stejnym zplisobem postupujeme ddl.
Tak sestrojime posloupnost

cees S—15 505 Sgs eees . (3.1)

kterd oviem miZe [a nemusi] byt nekone¥nd jak zprava, tak zleva. Body této po-
sloupnosti se nazyvaji (navzdjem) konjugované; s;, s;4, se nazyvaji sousedni nulové
body FeSeni u.

Ze (2.3) plyne, Ze plati

Je-li posloupnost (3.1) nekone&né zprava, pak

lims;=b a b¢f. (32

Je-li posloupnost (3.1) nekonena zleva, pak
lims;=a a a¢f. (33)

i=»—o
Uzitim (3.2) a (3.3) Ize snadno dokazat, Ze plati:

Posloupnost (3.1) obsahuje viechny body mnoZiny A (u). (39)
Proto posloupnost (3.1) se nazyva posloupnost nulovych bodit FeSeni u.

7.3.1. Véta: Necht u, v jsou linedrné nezdvisld maximdlni FeSeni rovnice (1.3).
Necht ty, t, jsou sousedni nulové body FeSeni u [tj. u(ty) = 0 = u(t,), u(t) + 0 pro
t, <t < t,]. Potom FeSeni v md v intervalu (t,, t,) prdvé jeden nulovy bod.

Vétu 7.3.1 dokaZeme ve dvou krocich. DokidZeme, Ze:
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Reseni v m4 v intervalu (t,, t,) nulovy bod. (3:5)
Resenf v m4 v intervalu (¢,, t,) nejvyse jeden nulovy bod. (3:6)

Dukaz: Obg feSeni u, v jsou netrividlni (v opaéném pfipadg by byla linedrn&
z4visla). Ve VEt& 7.2.1 poloZme q; = g = gq,; podle této V&ty nastane jeden z ptipadd
(2.8), (2.9).

UkdZeme, Ze (2.9) platit nemiZe. Kdyby totiZ platilo (2.9), platilo by o(t) =
= Au(t) pro te(ty, t;) pfi vhodném A€ R. V libovolném bods 1, € (t,, t,) by bylo
o(ts) = Au(ts), 9(t;) = Au(t;) a tak by bylo v(f) = Au(t) pro te #, tedy feleni
u, v by byla linearng zdvisla. (2.9) neplati, a proto plati (2.8). Dokazali jsme, Ze plati
(3.5). DokaZeme, Ze plati (3.6).

Kdyby neplatilo (3.6), m&lo by feleni v v intervalu (ty, t,) alespofi dva nulové
body a podle (3.5) by feSeni u m&lo mezi dv€ma sousednimi nulovymi body
14, T € (t3, t;) FeSeni v nulovy bod a to neni moZné, tedy plati i (3.6) a Vé&ta 7.3.1 je
dokézana.

7.3.2. Poznimka: Necht u,v jsou linedrné nezdvisld maximdlni fefeni. Necht
(3.1) je posloupnost nulovych bodi feSeni u a nechf

e KTy <T_ <Tg<Try<r,<.. (3.7

je posloupnost nulovych bodil feSeni v. Podle Véty 7.3.1 k bodim s;, s;+1 z posloup-
nosti (3.1) existuje pravé jeden bod r; z posloupnosti (3.7) tak, Ze 5; < r; < 5;44,
a k bodiim 7y, 7,44 z posloupnosti (3.7) existuje bod s; z posloupnosti (3.1), 7, < 5; <
< Iy+1, @ jak jsme ukdzali, posloupnosti (3.1) a (3.7) nemaji Z4dny bod spoletny.
Rikdme, %¢ nulové body linedrn& nezivisljch feSeni rovnice (1.3) se navzdjem od-
déluji.
7.3.3. Definice: Netrividlni maximalni FeSeni u rovnice (1.3) se nazyva oscilatorické
pro t — b, jestliZe ma v intervalu (r, b) nulovy bod pro kaZdé € (a, b). V opa&ném
pfipadé€ se nazyva neoscilatorické pro t — b.

Rovnice (1.3) se nazyva oscilatorickd pro t — b, jestlize kaZdé jeji netrividlni
maximdlni feSeni je oscilatorické pro ¢t — b. V opatném piipad€ se rovnice (1.3)
nazyva neoscilatorickd pro t — b.

7.3.4. Pozniamka: Obdobné se definuje vyznam vyrokil ,,feSeni u je oscilatorické
(neoscilatorické) pro t — a* a ,,rovnice (1.3) je oscilatorickd (neoscilatorickd) pro
t—a“.

7.3.5. Poznimka: Netrividlni maximalni feSeni u rovnice (1.3) je oscilatorické pro
t — b pravé tehdy, je-li posloupnost (3.1) jeho nulovych bodd zprava nekonedns,
u je neoscilatorické ¥eSeni pro t — b pravé tehdy, je-li posloupnost (3.1) zprava
kone&nd.

7.3.6. Poznimka: Podle Definice 7.3.3 rovnice (1.3) je neoscilatorickd pro ¢ — b,
jestlize ma alespoii jedno feSeni neoscilatorické pro t — b.
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Podle Pozndmek 7.3.5 a 7.3.2 neni moZné, aby rovnice (1.3) méla zarovei
feSeni u oscilatorické pro ¢t — b i feSeni v neoscilatorické pro ¢t — b. Je tedy rovnice
(1.3) neoscilatorickd pro t — b pravé tehdy, jsou-li viechna jeji maximélni, netrividlni
feSeni neoscilatoricka pro t — b.

74. Véta 7.2.1 Ize uZit k tomu, abychom zjistili, zda dan4 rovnice (1.3) je oscila-
torickd nebo neoscilatorickd pro t - b (t — a).

7.4.1. Véta: Nechtf S = (a, b), necht p, q,, q,: F — R jsou spojité funkce a necht
existuje Ty € S tak, %e je q,(t) = q4(f) pro te £, t 2 T;.
Potom plati tato tvrzeni:

Je-li rovnice (2.5) oscilatorickd pro t — b, je i rovnice (2.7) oscilato-
rickd pro t = b. (4.1)

Je-li rovnice (2.7) neoscilatorickd pro t — b, je i rovnice (2.5) neosci-
latorickd prot — b. (4.2)

Dukaz: Predpoklidejme, Ze rovnice (2.5) je oscilatorickd pro t = b a Ze
rovnice (2.7) je neoscilatorickd pro t — b. Nechf u je netrividlni maximalni feSeni
rovnice (2.5) a nechf v je netrividlni maximélni feSeni rovnice (2.7). Potom existuje
T, € (T}, b) takové, Ze je v(t) + 0 pro t € (T, b), a existuji t,, t, € {Ty, b), t; < t,
tak, Ze je u(t;) = u(tz) = 0, u(t) + 0 pro t, < t < t,. Podle V&ty 7.2.1 by viak pro
n&jaké s e (t,, t,) bylo p(s) = 0 a to neni moZné. Tedy plati (4.1). Tvrzeni (4.2)
plyne z (4.1). V&ta 7.4.1 je dokdzdna.

7.4.2. Poznimka: Existuje-li T, € S tak, Ze je q,(t) = q,(f) pro te S, t < Ty,
pak plati tvrzeni (4.1) a (4.2) s touto zm&nou: Misto t — b piSeme ¢ — a.

Viimnéme si ngkterych pfikladi v ptipad® p(t) = 1 pro te(a, b). Rovnice
X+o0x=0, (4~3)

kde g€ R, ¢ >0, ma feSeni u(f) = sin (t /@) pro t€R, a je tedy oscilatorickd pro
t - coiprot - —oo. Necht funkce g5: R — R je spojitd. Z Véty 7.4.1 a z Poznamky
7.4.2 plyne, Ze rovnice

X+ qy(f)x=0 (4.4)
je oscilatorickd pro ¢ — oo, resp. t - — 0, jestlize

liminf g5(f) > 0, resp. liminfg;(f) > 0.
t—=*—

t— o0

Necht plati
lim g5(t) = ¢ > 0. 4.5)

1= 0

Jak jiz vime, rovnice (4.4) je oscilatorickd pro t — 0. Nechf w je netrividlni maximalni
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feleni rovnice (4.4) a necht
e K Sy < Sg <8 < Sz < eee (4.6)

je posloupnost nulovych bodil feSeni w. Jak jiZ vime, posloupnost (46) je zprava
nekonetnd a plati lim s, = oo (viz odst. 7.3). Zvolme g, 0 < ¢ < ¢. Existuje T tak,

i= o0

Ze je g5(t) > e pro t = T, a k Texistuje I tak, Ze je s; = Tpro i = l. Zvolme i = 1
a srovnejme feleni w rovnice (4.4) a TeSeni u(f) = sin[(\/e)(t — s;)] rovnice(4.3) na
intervalu (s, s; + n/\/@). Podle Véty 7.2.1 mé feSeni w nulovy bod v otevieném
intervalu (s;, s; + n/\/). Tedy plati s;41 — s; < n/\/o, a protoZe ¢e (0, ¢) bylo
libovolné, dostdvime lim sup (s;41 — s;) < n//c. Obdobn& porovninim rovnice

i~
(4.4) s rovnici (4.3), kde ¢ > ¢, odvodime, Ze plati lim inf (s;4; — 5;) Z 7/\/c.
i»o
Ze (4.5) tedy plyne, Ze plati lim (5,41 — ;) = 7//c.
i+

Pro ¢ = 0 je rovnice (4.3) neoscilatorickd pro t — co a podle Véty 7.4.1
rovnice (4.4) je neoscilatorickd, jakmile plati lim sup g3(f) < 0 [nebo jakmile existuje
-]

Ttak, Ze g5(t) < O pro t = T]. =
Rovnice
X4+y9t2x=0, 0<t< o, 4.7

kde yeR, je Eulerova rovnice (viz odst. 5.5). Jeji charakteristickd rovnice je
AA — 1) + 7 =0, a vlastni &sla

Ma=31+JE-7).

Pro y > } mé rovnice (4.7) feSeni
)72
w(t) = t*/2 cos ((-4?—21)— In t) ,

a je tedy oscilatorickd pro t — co i pro t = 0. Pro y < % je rovnice (4.7) neoscilato-
rickd pro ¢ = oo i pro t — 0. Opét porovnanim rovnice (4.4), kde g;:(0, ) - R
je spojita funkce, s rovnici (4.7) Ize odvodit podminky posta&ujici k tomu, aby rovnice
(4.4) byla oscilatorick4 (neoscilatorick4) pro t — co (t = 0).

Rovnice
£+L 1+_1__ x=0, te(0,1), (4.8)
41* (In £)?

ma feSenf u(f) = (—tIn £)!/2 a je neoscilatorickd pro ¢t — 1 i pro t - 0.
V Besselové rovnici

O R
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poloZme

f,(t)=;1£<i— n2)+ L.

Rovnice (4.9) je oscilatorickd pro t —» oo, nebot lim £,(t) = 1. Je-li n > 0, je £,(t) <
t=

< 1/(4¢%) pro dostatetn& malé t a porovndnim s rovnici (4.7) dostdvime uzitim
Poznamky 7.4.2, Ze rovnice (4.9) je neoscilatorickd pro t — 0. V pfipadé n =
nesta&i porovnavat rovnici (4.9) s rovnici (4.7). Plati viak

#0535+ )

pro dosti mald ¢ a tak uZitim Pozndmky 7.4.2 a porovnanim rovnice (4.9) s rovnici
(4.8) dostavame, Ze rovnice (4.9) v pfipad€ n = 0 je neoscilatorickd pro t — 0.

7.4.3. Poznamka: V rovnici
¥+ 4q()x=0, (4.10)

kde q: # — R je spojita funkce, provedme transformaci

t=o(s), x(1)=1{s) ). (4.11)
Pfitom pfedpoklddime, Ze funkce ¢ zobrazuje interval # na interval 4, ma spojité
derivace do tfetiho fadu, prvni derivace je rtiznd od nuly v kaZdém bodé se #
a Ze funkce {: # — R ma spojité derivace do druhého fidu, C(s) > 0 pro se ¢.
Maé-li funkce x: # — R spojité derivace do druhého Fadu, je rovnicemi (4.11) uréena
funkce y a mé téZ spojité derivace do druhého fadu. Pro stru€nost zépisu budeme
oznadovat teCkou derivaci podle ¢ a &arkou derivaci podle s.

Necht ¥ je inverzni funkce k funkci ¢. Funkce ¥ md spojitou derivaci do
tfetiho fadu a plati

Yo)Le=1, 4 o =1, (@.12)

a déle

RO T S 3 o

W g3
Z rovnic (4.11) vypo&teme
. , n 1
1]
= 1 ’ ” 1yt 4 ’
X+ q(t) x =¢7[¢Cy + Q290 = 9"y +

+ (@0" — 0" + 0 q(e(s) {) ¥] -
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Spliiuje-li funkce x rovnici (4.10), spliiuje funkce y rovnici

V' + (@) (200 — 00y +

+ (00 [0 = o' + 9L a(e(s))] ¥ = 0. (4.14)
Rovnici (4.14) miZeme zapsat ve tvaru

Y+ Qs)y=0 (4.15)
prévé tehdy, je-li

20’0 — 9"t =0; (4.16)
ptitom Q(s) = (¢'0) ! [¢'0" — "0’ + ¢"*( a(e(s))]-
Ze (4.16) plyne

¢ =cyle| (4.17)
a odtud

Q(s) = Lo” _3¢7 + 0% q(¢(s)) - (4.18)

2 ¢ 497

Pomoci rovnic (4.12), (4.13) Ize (4.18) upravit na tvar

1y  3¢* 1
Q(s) = 277 +3 - + = a(?) (4.19)
[kde oviem t = ¢(s)].

Je-li x feSeni rovnice (4.10), plati-li (4.17) a je-li y uréeno pomoci (4.11),
pak y je feSeni rovnice (4.15), kde Q je ddno vzorcem (4.18) [nebo ekvivalentnim
vzorcem (4.19)]. Naopak, je-li y feSeni rovnice (4.15) [a plati-li (4.18), (4.17) a (4.11)],
pak x je feSeni rovnice (4.10). Rikime, Ze rovnice (4.10) pfechdzi transformacf (4.11)
v rovnici (4.15).

Polozme ay = 0, &4y = €"proi =1,2, ... (. a; = L, a3 = e, 04 = €5,...),
Ingt =1t pro teR, Iny, gt =Inlngt pro ¢ 2 ey, i=0,1,2, e Ly(t) =1

pl‘O te R, L,'+1(t) = ln[i"’l]t Li(t) pI'O t g ai+1, i = 0, 1, 2, ceny Si(t) = Z [.Lj(t)]_2
Jj=0

pro t=oy i=0,1,2,..., eXpois =5, €XPp4+135 = €Xp exXpy,;s pro seR, i =
=0,1,2,.... Funkce Ing;;t a expg;;s jsou navzijem inverzni.

Necht funkce g: R — R je spojitd a nechf i je pfirozené &islo. V (4.11) polo-
zime ¢(s) = Ings, Y(f) = exppyt. Pomoci vzorce (4.19) lze spoiitat (viz [63]), Ze

0(s) = [L(O]* [4(t) — #5.9], (4.22)
kde
t=Ings, se(w, o).
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JestliZe pro n&jaké Te R a pfirozené i plati

q(t) £ 3St) pro t=T, (4.23)

potom je Q(s) < Opros 2 S’ = exp;;T'a rovnice (4.15) je neoscilatorickd pro s —» oo
podle V&ty 7.4.1, a tedy také rovnice (4.10) je neoscilatorické pro t — co.
Necht naopak existuje pfirozené i, ¢ > 0 a Te R tak, Ze plati

q(t) = 1Si(t) + ¢[L()]"%, t=T. (4.24)

Podle (4.22) je Q(s) 2 & pro s 2 S = expyT a rovnice (4.15) je oscilatorickd pro
s = oo podle V&ty 7.4.1. Proto také rovnice (4.10) je oscilatorickd pro ¢ — co.

Otézka, za jakych podminek je rovnice (1.3), resp. rovnice (4.10) oscilatorické
pro t - oo, byla podrobné vySetfovdna fadou autorii; byly odvozeny podminky
postadujici i podminky nutné a postadujici (viz pfehledny ¢&lanek [64] nebo [21],
[9]). Pojem feSeni oscilatorické pro t — b i rovnice oscilatorickd pro t - b lze
zobecnit i pro pfipad linedrnich diferencidlnich rovnic vy$§ich ¥add i pro pfipad
nékterych typl nelinearnich diferencidlnich rovnic; témto tématim je vénovan velky
pocet praci v matematickych &asopisech.

15. Zabyvejme se pfipadem, kdy pro libovolné netrividlni maximalni feSeni u
rovnice (1.3) posloupnost (3.1) je bud jednobodové, nebo prézdnd, tj. kdy interval S
neobsahuje Zddnou dvojici konjugovanych bodd.

7.5.1. Definice: Rovnice (1.3) se nazyvd diskonjugovand v intervalu ¢ < S,
jestliZe kaZzdé feSeni rovnice (1.3) ma nejvyse jeden nulovy bod v 7.

7.5.2. Véta: Necht ¢ je interval, # < £, a nechf je splnéna podminka (1.5).
Potom tato tvrzeni jsou ekvivalentni:

Rovnice (1.3) je diskonjugovand v #. (5.1)

Pro libovolnd t,,t, € £, t, <t,, a dy,d, e R existuje maximdinf
FeSeni w rovnice (1.3) takové, %e je w(t,) = dy, w(t,) = d,. (5.2

Pro libovolnd linedrné nezdvisld maximdlni FeSeni u, v rovnice (1.3)
a pro libovolnd ty, t, € #, t; < t,, je

c u(ty), (ty)
<n(“mﬂm9¢o. (53)

Diikaz: Nechf u, v jsou linedrn& nezdvisld maximalni feSeni rovnice (1.3),
t,1,€ 9, t; <ty dy,d,eR. ProtoZe (u,v) je fundamentdlni soustava rovnice
(1.3) [viz (4.8.4)], napiSeme feSeni w, které mi spliiovat podminky w(t,) = dj,
w(t;) = dj, ve tvaru w = c;u + c,v, kde c;, ¢, jsou vhodni &sla. Pro &isla ¢y, ¢,
dostdvame rovnice

cou(ty) + ¢, (ty) = d, ,
cru(ty) + cv(ty) = d, . (54)
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Soustava (5.4) mé feSeni pro kazdou dvojici &sel d,, d; pravé tehdy, je-li

ae (16 o00) 0

a tak tvrzeni (5.2) a (5.3) jsou ekvivalentni.

Plati-li (5.3), pak Z4dné feSeni z rovnice (1.3) nemiZe mit dva nulové body
7y % 1, v # [v opainém pfipad¥ by totiZ bylo

et (1) 1) <o

pro libovolné maximalni feSeni y rovnice (1.3)]; tedy plati i (5.1). Naopak, neplati-li
(5.3), pak existuji linedrn& nezdvisld maximélni feSeni u,v rovnice (1.3) a &isla
ty, t, € # tak, Ze je

aer (43 9) -0,

tedy pro vhodna cy, c; € R, |c1| + |c2l #% 0, feSeni w = c,u + c,v spliiuje podminku
w(t;) = 0 = w(t,); tedy neplati ani (5.1). Tvrzeni (5.1) a (5.3) jsou ekvivalentni
a Véta 7.5.2 je dokdzana.

7.5.3. Véta: Necht rovnice (1.3) je diskonjugovand na otevieném intervalu (0 B) =
< 4, kde a € S nebo € S. Pak existuje maximdlni FeSeni w rovnice (1.3) takové,
Ze je

w(t) £0 pro te(a f). (5.5)

Dukaz: Necht je napf. @€ S, Necht w je maximélni feSeni rovnice (1.3)
splitujici podminky w(e) = 0, () = 1. DokédZeme, Ze plati (5.5). V opa&ném pfipad&
existuje y € (o, f) takové, Ze je w(y) = 0. Zfejm& je w(f) + 0 pro « <t <y i pro
y < t < B, nebof rovnice (1.3) je diskonjugovand na intervalu (e, ). Zvolme
5 € (7, B) a necht feSeni u rovnice (1.3) spliiuje podminku u(6) = 0, #(6) = —1.
Reseni w a u jsou linedrn& nezavisld a podle Pozndmky 7.3.2 m4 feSeni u pravé jeden
nulovy bod $ mezi nulovymi body «, y feSeni w. Tedy feSeni ¥ m4d dva nulové body
v intervalu (a, B) a to odporuje pfedpokladu, Ze rovnice (1.3) je diskonjugovana v in-
tervalu (a, B). Proto plati (5.5) a Véta 7.5.3 je dokdzdna.

7.5.4. Véta: Necht funkce p, 4y, q,: 5 = R jsou spojité a necht je p(t) > 0 pro
te s, q,(t) 2 q,(t) pro te(a, ), kde (¢, B) = F a w€ S nebo B e S. Necht rovnice
(2.7) je diskonjugovand na intervalu (, B). Potom rovnice (2.5) je diskonjugovand
na intervalu (x, p).

Dikaz: Podle Véty 7.5.3 existuje feSeni w rovnice (2.7) tak, Ze w(t) & 0
pro t € (, f). Uzitim V&ty 7.2.1 v intervalu (e, B) misto v intervalu # plyne, Ze #4dné
netrividlni feSeni u rovnice (2.5) nemiZe mit dva nulové body v (a, B). Véta je do-
kazana.
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7.5.5. Poznimka: Nechf je o, f € R, « < B. Snadno se zjisti, Ze rovnice

i+ (/3 = a)zx =0 (5.6)

je diskonjugované na intervalu (a, §).
Je-li g: R — R spojitd funkce, pak z Véty 7.5.4 plyne, Ze rovnice

X+4q()x=0 (5.7
je diskonjugovana na intervalu (a, f), jestlize q(t) < [x/(B — «)]* pro t € (a, B).

7.5.6. Poznimka: Véta 7.5.3 plati i v ptipadg («, f) = # (tj. nepfedpokladdme-li,
Ze je bud a € £, nebo B e F). Naznatime ditkaz tohoto tvrzeni: Zvolme &islo y € S
a posloupnost &isel §; € (a, 7) tak, aby platilo 6, = & pro j — co. Podle (5.2) existuji
maximélni feSeni w; rovnice (1.3) takova, Ze je w/(5,) = 0, w,(t) > 0 pro t € (5;, B).
Bez ztraty na obecnosti miiZzeme pfedpoklddat, Ze je w,(y) =1lproj=1,2,....Lze
dok4zat, Ze posloupnost W,(y) je omezena, tedy Ize vybrat konvergentni posloupnost
wjk(y)'

Odtud plyne, Ze posloupnost funkci w;, konverguje stejnomérné na kazdém
kompaktnim intervalu J#° < #. Lze dokdzat, Ze funkce w: # — R, pro niZ plati
w(t) = lim w,(t), t € £, je hledané Fedeni.

k- o

ProtoZe Véta 7.5.3 plati i v ptipad® (o, B) = J, plati i Véta 7.5.4 v ptipade
(o, B) = 7.

7.5.7. Poznimka: Poznimka 7.5.5 obsahuje jednoduchou podminku postadujici
k tomu, aby rovnice (5.7) byla diskonjugovand na intervalu («, f). Tak napf. A. Lja-
punov dokdzal, Ze rovnice (5.7) je diskonjugovana na intervalu <a, B, jestlize

f :max (0, q(0)} dt < 2J(8 — @) ; (5.8)

toto tvrzeni by bylo nespravné, kdybychom konstantu na pravé strané v (5.8) zv&tsili
(viz napt. [21], kde Ljapunoviv vysledek je odvozen jako specidlni pfipad obecnéjsi
véty). Byla nalezena fada postadujicich podminek i nutnych a postagujicich podminek
pro diskonjugovanost rovnice (5.7) a pojem diskonjugovanosti byl pfenesen na
linearni diferencidlni rovnice vys§ich ¥adi a na jisté soustavy linedrnich diferencidlnich
rovnic (viz [21], [9])-

7.6.  VySetfujme rovnici (1.3). Zvolme t, € £, poloZme

* d9
Ya(r) = ‘L ;@ .

Necht ¢, je funkce inverzni k ¥;. Provedme transformaci t = ¢,(c), x(t) = w(o).
Snadno se presv&d&ime, Ze rovnice (1.3) pfejde v rovnici d*w/de® + O(c) w = 0,
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kde 0(0) = p(¢4(0)) a(¢:(c)) a to je rovnice tvaru (4.10). Také rovnice % + a,(f) x +
+ a,(t) x = 0, kde funkce a, je spojitd a funkce @; mé spojitou derivaci prvniho
fadu, pfechazi transformaci x(f) = exp (—Al(t)/2) ¥(#) v rovnici

¥ + [an(r) — 34,(t) — 3ai(r)] y = 0

pfitom A, je funkce primitivni k a,. V tomto odstavci se budeme zabyvat otdzkou,
jak Ize rovnici (4.10) zjednodusit pomoci transformace (4.11).
Necht u, v jsou linedrn& nezévisla feSeni rovnice (4.10), u, v: & — R. Je

u(t), v(t))
det | . . =c#+0, ceR, 6.1

(it 10 )
tedy funkce u(f)[v(t) je ryze monoténni ve viech intervalech, kde je v(f) % 0. Odtud
Ize ukazat, Ze existuje spojitd funkce y: £ — R takova, Ze je

tg¥(t) = u(t)/u(t) pro teS, o(t)+0. (6.2)
Ze (6.1), (6.2) a z rovnice cotg Y(f) = v(t)[u(t) plyne, Ze je

. —c
y(t) 0+ o0 pro teSf. (6.3)
Prava strana rovnice (6.3) mé spojitou derivaci druhého fidu, tedy funkce ¥ ma
spojitou derivaci tietiho fadu. Zfejmé je lﬁ(t) % 0 pro t € S, funkce Y je ryze mono-
ténni a zobrazuje interval # na interval #. Oznalme ¢ funkci inverzni k . Je
¢'(s) #+ 0 pro se # a funkce ¢ mé spojitou derivaci tfetiho fadu. V rovnici (4.10)
provedme transformaci (4.11), kde &(s) = [u?(¢(s)) + v*(¢(s))]*/2. Ztejmé& je £(s) + 0
pro s€ # [viz (2.2)] a funkce ¢ ma spojité derivace druhého Fadu. VSimnEme si
geometrického vyznamu transformace (4.11). Podle odst. 4.9 rovnice (4.10) je jedno-
zna¢né uréena svymi linedrn€ nezdvislymi feSenimi u, v. Dvojice funkci u, v je jedno-
zna¢né popsdna mnozinou J = {(u(t), o(?), )| t € #}. MnoZinu J miZeme inter-
pretovat jako k¥ivku v R® nebo jako tzv. parametrizovanou kfivku v R? [tj. k bodu
(u(t), u(1)) € R? je ptipsana hodnota parametru ¢ pro kazdé t e £]. s = yY(t) je Ghel
v roving x, y, ktery svird s kladnym smérem osy x poloptimka vychazejici z po€atku
a prochazejici bodem (u(¢), v(f)). Nahradime-li v parametrizované kfivce J para-
metr ¢ parametrem s, dostaneme parametrizovanou kivku {(u(¢(s)), v(¢(s)), s)| s € #£}.
Transformace (u(¢(s)), v(e(s))) — (u(e(s))/&(s), v(e(s))/é(s)) promita bod (u(e(s)),
(¢(s))) na jednotkovou kruZnici a vzhledem k vyznamu parametru s je u(¢(s))/&(s),
@(s))/&(s)) = (cos s, sin s). Transformace (4.11) tedy prevadi parametrizovanou
kiivku J v parametrizovanou kfivku & = {(cos s, sin s, s)| s € #}. Jedin4 diferen-
cidlni rovnice druhého ¥adu (s koeficientem 1 u nejvy3si derivace), jejimiZ feSenimi
jsou funkce cos s, sin s, je rovnice y” + y = 0. MiZeme tedy ofekdvat, Ze trans-
formace (4.11) pfevadi rovnici (4.10) v rovnici y” + y = 0, s € #. Tyto uvahy ové-
fime vypodtem.
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Rovnice (4.10) pfechézi v rovnici (4.14) a rovnice (4.14) ma feSeni

i(s) = u(o(s)) [w*(o(s)) + v*(o(s)]7*2,

5(s) = v(o(s)) [w*(e(s)) + v*(e(s)] 2. (6.4)
Pritom je tg (1) = u(t)[u(1), t = @(s), tedy

tgs = tg (1) = ule(s)/e(o(s)) = #(s)[i(s). (6.5)
Ze (6.4) plyne #*(s) + #*(s) = 1; odtud a ze (6.5) plyne

ii(s) = coss, i(s)=sins pro sef. (6.6)
Ma-li rovnice (4.14) feSeni (6.6), musi nutng platit (viz odst. 4.9)

208 — @"¢=0, (6.7)

@) [0 — 0"¢ + ¢"Eq(o(s)] = 1. (6.8)

Rovnice (6.7) je viak totoZna s rovnici (4.16), a proto levou stranu v (6.8) lze psat
[viz (4.18), kde Q(s) = 1] jako

{o.s} + (¢') a(o(s)) =1, (6.9)

kde

je tzv. schwarzovskd derivace funkce ¢.
Rovnice (4.10) pfechézi transformaci

X)) = c V]G »6), 1= 0(s), (6.10)
kde ¢ je inverzni funkce k ¥ a spojitd funkce ¥ je definovana v (6.2), v rovnici
y +y=0 pro sef. (6.11)

(6.9) je nelineérni diferencialni rovnice t¥etiho fadu, kterou spltiuje funkce ¢. Inverzni
funkce Y splituje rovnici [viz (4.19), kde Q(s) = 1]

{¥. 1} + 9% = q(1). (6.12)

Ze vzorci (6.6) a (6.10) se pro feleni u a v odvodi vzorce

u(t) = c———=cos Y(1) ,

JI¥ ( 1)
o) = sin Y(¢) (6.13)

[viz (4.12)].

") ()l
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Je y(t) + 0 pro te S a tak ze (6.13) plyne, Ze rovnice (4.10) je oscilatorické
pro t — b pravé tehdy, je-li Y(t)sgn y(f) > oo pro t — b, a Ze rovnice (4.10) je
oscilatorickd pro t — a pravé tehdy, je-li y(f)sgny(f) > —oo pro t - a. Tedy
rovnice (4.10) je oscilatorickd pro t — bipro t — a pravé tehdy, je-li y(#) = # = R.

Necht rovnice (4.10) je oscilatoricka pro t — b i pro t — a a necht je dina
jesté rovnice

d

ot 4x(7)z =0, (6.14)

kde funkce g,(t): £, = R je spojitd. Necht rovnice (6.14) je také oscilatorickd
prot — b, i pro t = a,.Podle toho, co jsme dokazali, existuje funkce ¥,: S, =+ R
tak, Ze plati:

(i) ¥, ma spojitou derivaci tfetiho fadu, zobrazuje interval £, na R,
dd—'llz(t) +0 pro teSf,.
T

(if) Inverzni funkce ¢, zobrazuje R na #,, ma spojitou derivaci tfetiho fadu,
@3(s) = 0 proseR.
(iii)  Rovnice (6.14) pfechazi transformaci
2(7) = ¢ [V]|0a($)[1 M(s) pro 7= 0s(s), ‘ (6.15)
v rovnici (6.11) (kde # = R).
Inverzni transformace k (6.15), kterou zapiSeme

¥(s) = ez [V|2(3)[] 2(x) pro s = ys(7) (6.16)

(kde ¥, znamen4 derivaci funkce ,), pfevadi rovnici (6.11) v rovnici (6.14). SloZend
transformace, kterd vznikne uZitim transformaci (6.10) a (6.16), pfevddi rovnici
(4.10) v rovnici (6.14). Tuto transformaci zapiSeme

x1) = ;' e [V]o' W ())I [V[2(1)[1 2(r) pro = o(¥(7)) - (6.17)

Podle pravidla o derivovéni sloZené funkce je

= Wle' @)1 VI¥a()] -

Funkce qb(-r) = ¢(V2(r)) zobrazuje interval ., na interval £, ma spojitou derivaci
tfetiho fadu a prvni derivace funkce @ je rtizné od nuly v kaZdém bodé& 7 € S,.
Podle (4.18) funkce @ spliiuje nelinedrni diferencidlni rovnici tetiho fadu

(6.9 + (52 a#) = 0:)- (619

‘P('/’z(f)
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Inverzni funkce  k funkci ¢ je definovéna rovnici Y(f) = ¢,(¥(t)), mé obdobné
vlastnosti a spliluje nelinedrni diferencidlni rovnici tfetiho fadu

.9+ () 000 = a0 (619
[viz (4.19)].

Zaklady moderni teorie transformaci linedrnich diferencidlnich rovnic byly
poloZeny v [4]; tim byla zah4jena intenzivni prace v této teorii. Bibliografie i ucelend
teorie transformaci linedrnich diferencilnich rovnic je obsaZena v [5]. V této teorii
se napf. dokazuje: Kazdé maximalni feSeni ¢ rovnice (6.18) je definovano na #,,
zobrazuje #, na J a lze ho uZit ve vzorci (4.11) k transformaci rovnice (4.10)
v rovnici (6.14) — spliiuji-li oviem ob& rovnice uginéné pfedpoklady o oscilatori¢-
nosti.

Z praci, které jsou vénovany transformaci linedrnich diferencidlnich rovnic
vy§sich ¥add, uvedme préce [23], [24], [70] a praci [56] zaloZenou na geometrickém
pfistupu.
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