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6. Periodické linearni diferencialni rovnice

6.1.  Linedrni diferencidlni rovnice
%= A(t) x (1.1)

se nazyva periodickd, je-li funkce A: R —» M, periodick4, tj. existuje &islo T > 0
tak, Ze plati A(t + t) = A(f) pro t € R. Tak jako v kap. 4 budeme pfedpoklédat, Ze
funkce A je spojitd. Periodické diferencidlni rovnice maji obdobné vlastnosti jako
diferencidlni autonomni rovnice, na néZ mohou byt pfevedeny reguldrni linedrni
periodickou transformaci. Zikladem této transformace je

6.1.1. Véta: Nechf matice X € M,(C) je reguldrni. Potom existuje matice Ye M,(C)
tak, ¥e plati X = exp Y.

Dikaz provedeme v n&kolika krocich. Nechf I, je jednotkov4 matice fadu k
a necht P, je matice fadu k,

Pk= -----------

Je

%
!

-----------

P,=0[eM(C)] pro I=k, k+1,.... (1.2)
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Pro u e C poloZme

1 -
Wk(li) = uP, — «}uzP,f + ..+ (_1)kk__1_#k-xpkk 1
Dokéazeme, Ze plati
I, + pP, = exp Wi(u) pPro pecC. (1.3)

Abychom dokézali (1.3), vyjdeme z rovnosti
1+ (1—1).2 +1im- ) +
2 3

2
+i<,1—112+§/13 —) +

2! 2
3
v i(a-tazy ;o +..=1+42, (1.4)
3! 2 3

ktera plati pro A€ C, |4| < 1, nebot A — A%[2 + 43|3 — ... je pro |4| < 1 tzv. hlavni
vétev funkceln (1 + 2)aexp [In (1 + 4)] = 1 + A. Rada, ktera vznikne z fady na levé
strand v (1.4) tim, Ze provedeme naznalend umociiovéani (tj. odstranime zévorky),
konverguje absolutné pro |).| <'l. Proto je mozné Cleny fady pferovnat tak, aby
vznikla mocninné fada, aniZ se zmé&ni soudet. Proto popsanou upravou fady na levé
strané v (1.4) vznikne vyraz na pravé stran& v (1.4). Provedeme-li stejné tipravy s fa-
dou pro exp W(n), tj. s fadou

I+ (uPy — 3 p°P; +..) +%(qu - 3P+ L)+, (1.5)

dostaneme I + pP,. Pfitom se nemusime zabyvat otdzkami konvergence, nebof
vzhledem k (1.2) je pouze kone&ny polet &lentt fady (1.5) rizny od nuly. Tedy (1.3)
plati. Vétu 6.1.1 odvodime uZitim této pomocné véty:

6.1.2. Pomocna véta: Necht reguldrni matice Q € M,,(C) Jje v Jordanové tvaru, tj.
ve tvaru (5.1.4). Potom existuje matice Z € M,(C) tak, Ze je Q = exp Z.

Dukaz: ProtoZe je Q reguldrni, je v (5.1.4) 4; # Oproj = 1,2,...,r a tak
existuji &isla {; € C tak, Ze je exp {; = A; pro j = 1,2, ..., r. Je [viz (5.6.7) a (1.3)]

exp [0k, + W (A7 ")] = exp ({)1i) exp Wi (47 1) =

= )‘JIkJ(IkJ + )—T-P,u) = LI, + P, pro j= L2,..r,
Jj

a podle Pozndmky 5.6.7 je Q = exp Z, kde
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Cllh + PVh("l-l)
Z = CZIkz + vykz(j'; 1)
C'Ikr + mr()'f_ l)
Pomocna véta 6.1.2 je dokazina.

Dikaz Vé&ty 6.1.1: Podle véty o Jordanov€ kanonickém tvaru existuje
regulirni matice E € M,(C) tak, Ze je Q = E"'XE, tj. X = EQE™!, kde Q mi
tvar (5.1.4). ProtoZe X je reguldrni, je i Q regularni. Podle Pomocné véty 6.1.2 existuje
matice Z tak, Ze je Q = exp Z. Z definice matice exp A v odst. 5.6 plyne, Ze je

exp(EZE"") =1 + EZE™' + %(EZE“)Z + %(EZE")’ + .=

=]+ EZE™! + %EZ’E" + %EZ’E" + ...

1

2!

=E(I +Z+ Zz+§1;Z3 + ...)E'1 = E(expZ) E™!.

Je tedy exp (EZE™') = EQE~! = X a V&ta 6.1.1 je dokdzdna. Hlavnim vysledkem
tohoto odstavce je

6.1.3. Véta: Nechf je © > 0 a necht' V je fundamentdlni matice rovnice (1.1), kde
Jfunkce A: R —» M,(C) je spojitd a spliiuje A(t + t) = A(f) pro teR.
Potom existuji funkce P: R - M,(C) a matice B € M,(C) tak, %e plati
P(t + t)=P(t) pro teR, (1.6)
V(f) = P(t)exp (tB) pro teR. 1.7)
Dilkaz: Matice D = V~(0) ¥(r) je reguldrni, a tak podle Véty 6.1.1
existuje takovd matice Be M,(C), Ze je V~1(0) V(z) = exp (tB). Je V(t + 1) =
= A(t + 7) V(t + ©) = A(t) V(¢ + ), podle Véty 4.5.1 je funkce W(f) = V(t + 1)
fundamentilni matice rovnice (1.1).
Podle Véty 4.5.2 je W(t) = V(1) D prot € R, kde D e M,(C) je regulérni matice;
ztejm& je D =V"'0)V(c), V(t+1)=V({)D pro teR. Poloime P(f)=
= V(¢) exp (—B) pro t € R. Zfejmé plati (1.7) a je [viz (5.6.8)]
Pt+1t)=V(+rt)exp[—(t+7)B] =
= V(t) D exp (—tB) exp (—tB) = V(1) exp (—tB) = P(t)
a tak plati i (1.6). Véta 6.1.3 je dokédzédna.

6.1.4. Poznimka: Z rovnice (1.7) plyne, Ze P({) je regularni matice pro te R a Ze
funkce P: R - M,(C) m4 spojitou derivaci. Proto v rovnici (1.1) midZeme provést
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transformaci x = P(f) y a dostdvame rovnici

() [40) P() - P(9)] y . (18)
ProtoZe V je fundamentalni matice rovnice (1.1), je funkce P~(f) ¥(t) = exp (tB)

fundamentalni matice rovnice (1.8). Jedind rovnice, jejiz fundamentélni matice je
funkce exp (B), je rovnice

y = By (1.9)
(viz odst. 4.10). Plati tedy

P(t) = A(t)P(t) — P() B pro teR
a rovnice (1.1) pfechazi transformaci x = P(f) y v rovnici (1.9).

6.1.5. Poznémka: Podle Pozndmky 6.1.4 miZeme vypovédi o rovnici (1.9) pfendset
na rovnici (1.1). Necht napf. pro ¢, € R:
(i) Z,(to, A) je mnoZina takovych z € C", Ze plati: Je-li x maximalni feSeni rov-
nice (1.1) spliiujici podminku x(t,) = z, pak lim x(t) = 0.
t—=00

(i)  Zo(to, 4) je mnoZina takovych z e C", Ze plati: Je-li x maximalni feSeni rov-
nice (1.1) spliiujici podminku x(f,) = z, pak funkce (1 + )" |x(1)] je
omezena.

(iii)  Zpese(to» A) je mnoZina takovych z e C", Ze plati: Je-li x maximdlni FeSeni
rovnice (1.1) spliiujici podminku x(t,) = z, pak lim x(f) = 0.

t—=*—o0

UkaZzeme, ze Z,(toy, A), Zo(to, A), Zaesi(to, A) jsou linedrni podprostory v C" a Ze
plati

Z,(to, A) = P(to) Yu(B), Zo(to) = P(to) Yo(B),

Zpesi(to, A) = P(to) Yoesi(B) (1.10)
(viz Definici 5.3.7),
C" = Z,(to, A) + Zo(tor A) + Zues(tor 4). (1.11)

Necht x je maximélni feSeni rovnice (1.1) takové, Ze je hm x(t) = 0. Podle

Poznamky 6.1.3 je x(t) = P(t) y(t), kde y je maximélni feSeni rovmce (1.9), a protoZe
P(t) je regularni pro te R a funkce P je spojitd a periodickd, plati hm y(t) =0,

tedy y(0)e Y,(B), a Z,(to, 4) = P(to) Y. (b). Podobn& P(t,) Y,,(B) c Z,,(to, A),
tedy plati prvni ze vztahd (1.10) a Z,(to, 4) je linedrni podprostor v C". Obdobng&
plati i druhy a tfeti vztah v (1.10) a Z(to, A), Z,es(to, A) jsou linedrni podprostory
v C". (1.11) plyne z Véty 5.3.10 a z (1.10).

6.2, Matice B a funkce P nejsou rovnicemi (1.6) a (1.7) urfeny jednoznain&
[mdZeme je napf. nahradit matici B =B+ t"!2ril a funkei B(f) =
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= P(t) exp (—t~ 't 2mil)]. Také fundamentalni matice V neni jednoznatng urlena
funkei A (viz V8tu 4.5.2); misto s fundamentalni matici V() miZeme pracovat s fun-
damentalni matici 7(t) = V() F, kde F € M,(C) je regulérni. Uvedme matici D =
= ¥V~(0) ¥(r) na Jordaniv kanonicky tvar Q, tj. necht je E"'DE = Q, kde Q m4
tvar (5.1.4) a E e M,(C) je regulérni. Podle Pozndmky 5.1.1 je matice Q urlena
matici D jednozna¥n& aZ na pofadek matic A,I;, + Py, v zépise (5.1.4). Pracujeme-li
viak s matici P, dostdvime misto D matici D = V~*(0) P(z) a zfejmé je B = F~!DF.
Odtud plyne

(FT'E)"'DF'E=Q (2.1)

a tak matice Q (aZ na pofddek matic A;Iy, + Py,) je urdena jednoznatng funkci 4
(viz Pozndmku 5.1.1). Proto je udelné vySetfit rovnici (1.1) v zévislosti na vlast-
nostech matice Q.

6.2.1. Definice: Vlastni &sla matice D = V~!(0) ¥(r) [kde V je fundamentalni
matice rovnice (1.1)] se nazyvaji multiplikdtory periodické linedrni diferencidini
rovnice (1.1).

Je-li D = V~(0) ¥(z), @ = E™'DE a mé-li matice Q tvar (5.1.4), pak ka¥dé
z &isel A, je multiplikdtorem rovnice (1.1) a rovnice (1.1) jiné multiplikdtory nem4.

ProtoZe matice D je reguldrni, je

Ay+0proj=12..,r. (2:2)

Uk4Zeme, jak 1ze popsat priib&h feSeni rovnice (1.1) prot = coaprot - — oo,
zname-li chovdni mocnin matice Q. Plati

AL, + P) = A'I,‘+<;)A"IP,‘ +
l l -
+ APt 4.+ Al-k+1pk-1 3
(2) " (k—l) " 3)
prol=..-2-10,12.., k=12,..., AeC, 1%0.

[Kombinagni &isla jsou definovdna rovnicemi

(]1) _ - 1)1(1.;.23):...“(1.1.—1' + 1)’ ((I)) —1

proj=12.., 1=..,-2-1012,....]

Dikaz vztahu (2.3): V pfipad€ I = 0,1 je vztah (2.3) ziejmy, v p¥ipadé
I =2,3,...(2.3) plyne ze vzorce

(@+p) =+ (i) 1B + (;) Y (;) B

[ktery plati jak pro «, f€ C, tak i v pfipadg, fea, fe M,(C), afp = fa] a z (1.2).
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V pfipad¢ I = —1, —2,... vyjdeme z rovnice

(1 +c)"[1 + (i)c+(;>c2 + ...]=1,

ktera plati pro { € C, |{ | < 1, a obdobnou tvahou jako v pfipad& rovnice (1.4) odvo-

dime, Ze plati
)l"P, ( )A‘sz + o+

(I + 271PR)" [

*(;
SR

tedy
(AL, + P! [’1’]1: + (i) A-ip, + (;) ATPE 4+
+ <k -I- 1) )‘l—k+1P:—l] =Ik

a (2.3) plati.

Z (2.3) plyne

6.2.2. Pomocni véta: Ka¥dy prvek matice (AI, + P,)! je v absolutni hodnoté mensi
neZ

APt @+ A

Je
(Asdy, + P)
0 = (A1, + Pyy) (2.4)
(41, + Py)!

prol=..,-101,....

Pti pevném Q budeme odhadovat | Q'] v zévislosti na I. Z Pomocné véty
6.2.2, z (2.4) a (3.2.8) plyne, Ze je

1] = = Z G @+ ) S 0 Ilfl [, (2.5}
kde

01 = %y max {kKj(1 + |[A,|'™)| j=12..,r}.
Zavedme oznadeni

9, =min {[A]| i=1,2..,71},

9, = max {I).,” i=12..,r}.



Necht v, je nejvétsi z takovych &isel k;, Ze [/1 ,I = 9,, necht v, je nejv&tsi z takovych
disel k;, Ze |A)] = 95. Je

r r A
y) 1 lk"-l =9 1 lvz—l 2
ZI = fo e 5 G

Pro ka?dé j = 1,2, ..., r je bud 4;/9, < 1, nebo k; £ v,. Proto existuje g, > O tak,
Ze je

1l
[T

i
gl |l|"""’ <0, pro 1=0,1,2,....

2

Je tedy
ill,l'lll""’ < |\92|'l"’"rgz pro 1=0,1,2,...
=

a z (2.5) dostévame, Ze plati

Q'] £ @390 tpro 1=0,1,2,..., (2:6)
kde o5 = r 0,0,. Obdobné existuje g, tak, Ze plati

19'] S ea $i|Y* " pro 1= -1,-2,.... (2.7)
6.2.3. Pomocnd véta. Nechf k je celé éislo.

(@) Nechf v:R — C" je FeSeni rovnice (1.1). PoloXme w(t) = u(t + kz) pro
te R. Potom w je FeSeni rovnice (1.1).

(i)  Necht V je fundamentdlni matice rovnice (1.1). PoloZme W(t) = V(t + k)
pro te R. Potom W je fundamentdlni matice rovnice (1.1).

Dikaz: Je
d%w(t) - %v(t + kt) = At + ke) oft + kt) = A(t) oft + kt) = A(t) w(t).

Cast (i) je dokézéana. Cést (ii) plyne z &sti (i).
Nechf V: R - M,(C) je fundamentélni matice rovnice (1.1). Potom plati
V(t+1)=V({)D pro teR. (2.8)

Podle Pomocné véty 6.2.3 funkce na levé stran& v (2.8) je fundamentilni matice
rovnice (1.1); funkce na pravé strand je zfejm& také fundament4lni matice rovnice
(1.1). ProtoZe rovnost v (2.8) plati pro t = 0, plati pro kaZdé t € R.

Z (2.8) plyne
V(s +2t)=V(s+1)D = V(s) D* pro seR

a déle indukci
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V(s + It)=V(s) D' pro SeR (2.9)

a pro kaZdé ptirozené I. ProtoZe matice D je regularni, plati (2.9) pro kazdé celé I.
Je-li t € R, najdeme celé &islo I tak, Ze je It < t < (I + 1) 1. Podle (2.9) je

V(t)=V(t — It) D' = V(t — ) EQ'E™". (2.10)

Je0<t — It <1, tedy |V(t — It)| < max {|V(o)]| o0, >}. Odtud, z (2.10)
(2.7) a (2.6) 1ze odvodit, e plati

6.2.4. Véta: K fundamentdlni matici V rovnice (1.1) existuji konstanty x, x4
tak, Ze plati

V(O] £ =s[L + |t/ *Texp[(t/r)In9,] pro t=sO, (2.11)
V(@) £ #a[1 + (t/2)*"'] exp[(t/r)In9,] pro t20. (2.12)

Véta 6.2.4 je obdobnd Vété& 5.3.1 a Ize z ni odvodit véty obdobné Vétam 5.3.2, 5.3.3,

5.3.5 a 5.3.6. Tyto véty nebudeme formulovat; spokojime se jen timto tvrzenim:

Pro vSechna maximdlni FeSeni x rovnice (1.1) plati lim x(t) = O prdvé tehdy, jsou-li
t—» o0

vSechny multiplikdtory rovnice (1.1) v absolutni hodnoté mens$i neZ 1.

6.3. Je ziejmé, Ze Véta 6.1.1 neplati v redlném oboru, tj. nahradime-li mnoZinu C
mnozinou R [sta&i poloZit n = 1; zdporné &islo nema redlny logaritmus]. Pfirozen&
vznikd otézka, zda pfece jen neplati V&ta 6.1.3 v redlném oboru. [Snadno se napf.
ukaZe, Ze Véta 6.1.3 plati v redlném oboru v pfipadé n = 1.]

Vy3etfujme diferencidlni rovnici tvaru (1.1), jejiz fundamentalni matice je

efcos mt, —sin mt
o) = (e' sin mt, cos m) ) (3.1)
Podle odst. 4.10 spodteme, Ze je

() = 3(1 + cos 2nt), —m + % sin 2nt
(1) = T + 1sin2nt, 31 — cos2m)

a tak miiZeme poloZit 7 = 1.
Z (1.6) a (1.7) plyne
V=Y0) V() = exp (tB). (3.2
Z (3.1) dostavdme

V=1(0) V(1) = (_;” _(1)) : (3.3)

Podle Pozndmky 5.6.5 ma matice exp B vlastni &isla e*!, e*?, jestlize matice B ma
vlastni ¢&isla 4, 4,.
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Kdyby tedy pro redlnou matici B platilo (3.2) a (3.3) (je = = 1), pak by pro
vlastni &isla A, A, matice B platilo e* = —e, e** = —1 (viz Pozndmku 5.6.3). To
viak neni moZné, nebof vlastni &sla redlné matice fidu 2 jsou bud reilni, nebo
komplexn& druZena. Proto Vé&ta 6.1.3 v redlném oboru neplati. V redlném oboru
viak plati véta, kterd vznikne z Véty 6.1.3 malou dpravou:

6.3.1. V&ta: Nechf je © > 0 a necht V je fundamentdlni matice rovnice (1.1), kde
funkce A: R > M,(R) je spojitd a spliiuje A(t + 1) = A(t) prote R.
Potom existujf funkce P: R - M,(R) a matice Be M,(R) tak, %e plati
P(t +2t)=P(t) pro teR, (34)
V(t) = P(t)exp (tB) pro teR. (3.5)

Vétu 6.3.1 nebudeme dokazovat; ukdZeme jen, jak se jeji dikaz lisi od diikazu
Véty 6.1.3. Jde o to, abychom ukdzali, Ze existuje matice B € M,,(R) tak, Ze je

V~1(0) ¥(27) = exp (2tB). (3:6)

Podle Poznidmky 5.2.1 uZijeme modifikace véty o Jordanov€ kanonickém tvaru na
matici ¥~1(0) ¥(7), tj. najdeme reguldrni matici E € M,(R) tak, aby matice § =
= E~' V~Y(0) V(x) E méla tvar (5.2.3).

Budeme rozli§ovat tfi pfipady:

()  Matice D; mé tvar (5.2.4), pfi¢emZ A > 0,
(i)  matice D; m4 tvar (5.2.4), pfi¢em? 4 < 0,
(iii)  matice D; ma tvar (5.2.5), pfi&emZ v; # 0.

[Piipad, Ze matice D; mé tvar (5.2.4) a 4 = 0, nemiiZe nastat, protoZe J je
regularni matice.]

Ozna&me k; f4d matice D;. V ptipadé (i) z (1.3) plyne

D; =exp Z,, (3.7)
kde Z; =I;,,ln A + W (A ')alndeR.

V ptipad (ii) z (1.3) plyne

D; = exp (nily, + Z;), (3.8)
kde Z; = I, 1g|4| + W, (A"")alg|i|eR.

V ptipadg (iii) plati

6.3.2. Pomocni véta: Md-li matice D, tvar (5.2.5), pak existuje redlnd matice Z,
tak, Ze plati (3.7).

Dilkaz Pomocné véty 6.3.2 naznadime na konci tohoto odstavce. Nejdfive
viak sestrojime matici B € M,(R) tak, aby platilo (3.6).

Z (3.7) i z (3.8) plyne D} = exp 2Z, a podle Poznimky 5.6.7 plati
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0*=expX, (39)
kde

e M,(R).
27,

[Kdybychom ve vyjadfeni matice §; v (5.2.3) vystatili pouze s maticemi D
z ptipadi (i) a (iii), mohli bychom misto (3.9) odvodit vztah § = exp X, kde

e M(R),
Z,

a sestrojit matici B, € M,(R) tak, Ze by platilo V~!(0) ¥(r) = exp (zB,), a nakonec
bychom dokézali, Ze plati Véta 6.1.3.] Plati

E(expX)E™! = E(I + X+ %X’ + %X’ + ...)E"‘ =

— I+ EXE' + %(EXE“)’ + -31—'(EXE'1)3 4 ... = exp (EXEY).
Odtud a z (3.9) dostdvame

(V=(0) ¥(x))* = (EQE™*)> = EQ*E™! = E(expX)E™" = exp (EXE™!).
(3.10)
Je V(t+ 1) = V() V7*(0) ¥(z) pro te R [nebot funkce na obou stranich jsou
fundamentalni matice rovnice (1.1) a rovnost plati pro t = 0], specialn& pro t = 2t
je V(27) = V(z) V"Y(0) ¥(z), tedy V~%(0) ¥(27) = [V~*(0) ¥(z)]>. Polozme B =
= (2¢)"! EXE™*; z (3.10) plyne, Ze plati (3.6).

Kdyz jiz mame k dispozici vzorec (3.6), provedeme ditkaz Véty 6.3.1 obdob-
nym zpusobem jako dikaz Véty 6.1.3.

Zbyva naznalit duikaz Pomocné v&ty 6.3.2. Poloime
py=p(E? + V)T, vy =t + V)T

[ v \
—v,

v
G = =V, U

JTRRY
-V, 1
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Ry, —Vy \
v19 K1
I‘v'—vl
H = Vi, My s
HKis — V1
\ Vi “1)
kde matice G, H maji fad k; = 2.

Je

Gl,+ P;,=D;, GH=HG=1,, D,=G(I,+ HP}),
HP; = P;H .

. Proto obdobné jako (1.3) plati

I, + HP} =expF, (3.11)
kde

1 -
F = HP} — {H?P{ + ... + (—1)'__l o IH“_”P::(' .

Necht &isla , B € R spliiuji 4 = e* cos B, v = e*sin f. Cisla a, B existuji: « je uréeno
jednozna¥né, B je uréeno aZ na celistvy nasobek 2r. PoloZme

(o B \
-8,
a, p
L= —B,a e M, (R).
a’ ﬁ
\ =B, )

Je exp L = G. ProtoZe je LP,fl = P,f,L, LH = HL, je LF = FL, a podle Poznémkyv
5.6.3 je

exp (L + F) = exp Lexp F = G(I,, + HP}) = GI,, + P;, = D,

a (3.7) plati, polozime-li Z; = L + F. To znamen4, Ze plati Pomocn4 véta 6.3.2.
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