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3.  Soustavy diferencidlnich rovnic, vektorovy zapis

3.4. Zaikladnim objektem, ktery budeme vySetfovat, bude soustava diferencidlnich
rovnic
)‘C,-=f,-(t,xl,...,x,,), i= 1,2,..-,". (1.1)

Pfitom promé&nna t bude vzdy redlnd, proménné x,, ..., X, mohou byt bud redlné,
nebo komplexni. Vét§ina vysledk plati v témZe znéni jak pro pfipad redlnych
X1, X35 --., X5, tak pro pfipad komplexnich x, x,, ..., X,; v nékterych piipadech
budeme s vyhodou pracovat s komplexnimi Xy, X5, ..., X,-

Nechf R znamend mnoZinu redlnych &isel, C mnoZinu komplexnich &isel.
K bude znamenat bud R, nebo C; kaZzdy vyrok, ktery obsahuje K, miZeme &ist jednim
ze dvou zpisobli: Misto K &teme vSude R nebo viude C. Intervalem budeme rozumét
nedegenerovany interval (tj. jakykoliv interval, ktery obsahuje vice neZ jeden bod).

Pojem feSeni soustavy (1.1) zavedeme obdobné jako v Definici 1.2.1:

3.1.1. Definice: Necht G je podmnoZina prostoru R x K" a necht je f;: G - K
pro j =1,2,...,n. Necht # je interval a nechf funkce u;: F - K, i=1,2,...,n,
maji spojité derivace #;: J — K. Necht plati

(1, us(t), .., u, (1)) € G (1.2)

prote fa

u (1) = fit, uy(t), ..., u(1) (1.3)

v kaZdém bodé te £, i = 1,2, ..., n. Potom soustavu funkci uy, ..., u, nazyvime
FeSenim soustavy (1.1).

Definice 3.1.1 se li§i od Definice 1.2.1 jednak v tom, Ze funkce f}, u; mohou
nabyvat hodnot v C, ale také v tom, Ze definiénim oborem feSeni u miZe byt
napf. uzavieny interval. Nechf u,,...,u,, kde u;: F > K proi = 1,2, ..., n je feSeni
soustavy (1.1). Potom plati (1.3) v kaZdém bod& t € # a funkce 4, jsou spojité pro
i =1,2,...,n. V rovnici (1.3) miZeme integrovat a dostdvame

ui(ts) = uits) + j Pt wa(0)s o (D) (14)

pro libovolna t,,t, € £, i = 1,2, ..., n. Tedy plati
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3.1.2. Véta: Nechfu,, ..., u, je feSeni soustavy (1.1),ui: F—->Kproi=12,..,n.
Potom plati (1.4) pro libovolnd t, t, € 2.
Vétu 3.1.2 miZeme za jistych okolnosti obratit (viz Vétu 3.3.4).

3.1.3. Poznimka: Soustavu (1.1), kde proménné x,,..., X, jsou komplexni, Ize
pfevést na soustavu 2n rovnic s redlnymi prom&nnymi. Je-li (t, xy,...,%,)€G,
poloZme x; = y,;_; + iy, kde Yy, ..., V2, jsou redlna &isla, i* = —1, a definujme
funkce hy, ..., h,, rovnicemi

fj(t’ Xpyoens Xp) = haj—1(ts Y1> Y25 -+ Van) + ith(t’ Vis V25 ev0s Y2n) >
j=12,..,n.

Necht £ je interval, u;: & — C; funkce vy, ..., v,,: £ = R zavedme rovnicemi
uft) = vy;-4(t) + ivy(t) pro te F, j=1,2,...,n.

Z Definice 3.1.1 plyne, Ze plati toto tvrzeni:
Uy, Uy, ..., U, je feSeni soustavy (1.1) pravé tehdy, je-li vy, vy, ..., v,, feSeni
soustavy

).,j = hj(t’ Y1y Vas e yZn)’ j= 1, 23 seey 2n~

3.2.  Pfi teoretickém vySetfovani soustav diferencidlnich rovnic budeme disledn&
uzivat vektorového zna&eni [pti vySetfovani konkrétnich soustav, a zvla§té pfti vy-
podtech budeme uZivat soufadnic].

Je-dli x = (xg, X2, .., %,) €K", y = (y1, ¥2s ..» yu) € K" A€K, definujeme

X+ y= (xl + Yis X2 + Yoy Xy yn)s
Ax = xA = (A%, Ax5, ..., AX,) .

Prvek (0, o,... 0) € K" budeme oznalovat 0; ze souvislosti bude vZdy patrné, zda
jde o prvek v K, nebo v K",

Prvky z K" miiZeme s&itat, od¢itat a nasobit &isly z K, takZe vysledek t&chto
operaci je opét v K", pfitom plati obvyklé vzorce a zvlastni tlohu mé prvek 0 e K".
Tyto skutednosti vyjadfujeme vyrokem, Ze K" je linedrni [nebo také vektorovy]
prostor nad K [viz Dodatek 3.1]. Prvky vektorového prostoru se také nazyvaji
vektory. Je-li x = (xy, X5, ..., X,) € K" pak x; je i-td komponenta vektoru x. Vekto-
rovy prostor K" mé dimenzi n.

Funkeci, ktera kaZdému x € K" p¥ifadi redlné &islo, které budeme znagit ||x|,
nazyvame normou, jsou-li splnény tyto podminky:

[x] 20 pro xek". (2.1)

Jeli xeK"|x| =0, pak x=0, (22)
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[Ax] = [4| [x] pro AeK, xeK", (23)

I+ y] <[] + {y] pro x yek". (24)
Podmink4dm (2.1) aZ (2.4) Ize vyhov&t mnoha zpiisoby. MiZeme napf. poloZit
I=l = Zlx| pro xeke, | (2.5)
nebo
Ix| = (X %" pro xek=, (2.6)
i=1
nebo
|x| = max [x| pro xeK". (2.7)
i=1,2,..,n

Vsude v dal§im vykladu budeme vychéazet z pfedpokladu, Ze v K" je pevné
déna norma [napf. n&kterym ze vzorch (2.5) aZ (2.7) nebo jinym zpiisobem]. Lze
dokazat [viz Dodatek 3.2], Ze pro libovolnou normu existuji &sla 7, > 0, n, > 0
tak, Ze plati

Ixl < ’11.';1|x"| pro xeKk", (2.8)
”25‘:‘1"‘4 < x| pro xek". 29)

Je-li ye K*, r > 0, poloZme
B(y,r) = By, r,K") = {xeK"| |x — y| < 1},
B(y,r) = B(y,r,K") = {xeK"| |x — y| S 1}.

PovaZujeme-li &islo ||x — y| za vzddlenost bodd x, y, miZeme mnozinu B(y, r)
interpretovat jako [uzavienou] kouli se stfedem v bod& y a polom&rem r. Obdobng
mnoZinu B(y, r) interpretujeme jako otevfenou kouli se sttedem v bod¢ y a polo-
mérem r.

Necht M,(K) znamend mnoZinu &tvercovych matic A = (4,)) typu.(n, n), kde
AyeKproi,j=1,2,...,n A; je prvek matice A v i-tém fidku a j-tém sloupci.
Tedy matice z M,(R) maji redlné prvky, matice z M,(C) maji komplexni prvky (tj.
v C); pro strugnost budeme psat M, misto M,(K). Je-li x = (%35 ..0, %) K", A =
= (A;;) € M,,, znamend Ax takovy vektor y = (15 v y,,) € K", pro ktery plati

yt = ZA,-jxj, i = 1, 2,...,". (2-10)
=1
Je-li A = (A;;), B = (Bi;) € M,, A€ K, klademe

A + B = (Aij + Blj) Iy M = Aj. = (Mu) 9 AB = (kZIA"‘BkJ) .
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Symbolem 0 budeme znacit nulovou matici [tj. matici, jejiZz vSechny prvky jsou

nuly — ze souvislosti budeme rozumét, zda O znamena 0e M,, nebo 0eK].
Symbolem I budeme znadit jednotkovou matici, tj.
1,0, ...,0
I = 0,1, ..., 0 .
(.)’. 0, .l

Ziem€ je 0+ A=A +0=A,IA = Al = Apro Ae M,

M, je linearni prostor nad K, bereme-li v ivahu pouze s¢itani matic a ndsobeni
matic isly [pfitom nulovd matice je nulovy prvek]. Jestlize matici 4 = (4;;) pfi-
fadime vektor x = (xy, ..., X,2), kde X,;_1)+; = 4; (tj. ¥adky matice A napiSeme
vedle sebe), miiZeme ztotoZnit M, s K™, tedy M, m4 dimenzi n2.

Budeme pfedpoklddat, Ze v M, je pevné ddna norma [tj. pro kaZdé A e M,
je |4 redlné &islo a jsou spln¥ny podminky obdobné podminkdm (2.1) az (2.4)]
a Ze plati

|4B| < |4| |B] pro A4,BeM,. (2.11)
|4x| = |4] [|x| pro AeM,, xeK". (2.12)
Lze dokazat, Ze existuji &isla 73 > 0, n, > 0 tak, Ze plati
n
l4] = ’13'_1,2=1|AU| . (2.13)
e 5 J40] 5 [l @219

kde A = (4,;); nerovnosti (2.13) a (2.14) jsou obdobné nerovnostem (2.8) a (2.9).
Je-li | x| definovano vztahem (2.5), miZe ||| byt definovéno

J4] =% max |4, (2.15)
i=1j=1,2,...,n
Plati-li (2.6), miZc byt
4l = (X [4s[)"* (2.16)
v ptipadg, Ze plati (2.7), miZe byt
|4] = max ¥ [4;]. (2.17)
i=1,2,..,nj=1

Ve viech t&chto pFipadech je splnéno (2.11) a (2.12).
V ka?dém ptipadé muZe |4| byt definovano rovnici

4]l = sup {|4x]| x e K", |x] = 1} . (2.18)
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Jelli x = (Xg,...,%,)€K" y = (Y1 V) €K", pak &slo (x,¥)eK je
v pfipadé K = R zavedeno rovnici

(> ») =,§:1x’y" (2.19a)

a v piipadé K = C rovnici

n
(X, y) =jz_:1xjj71 ’ (2.19b)
kde ¥; je komplexng sdruZené &islo k &islu y;. (x, y) se nazyvé skaldrni soucin vektors
X, ¥
JelliwMeK" pro k = 1,2, ..., we K"*), pifeme wi*! - w pro k — o nebo
1lim w®! = w a fikdme, Ze¢ posloupnost w*! konverguje k w pro k — oo, jestlize

k-
|w* = w| = 0 pro k — co. Polozme w = (Wy, ..., w,), w = (Wi, ..., wi) pro
k=1,2,...Z(28)a(29)plyne

3.2.1. Véta: w > w pro k— oo prdvé tehdy, jestlife w — w; pro k — o,
i=12,...,n.

Posloupnost wi* se nazyva cauchyovskd, jestlize ke kaZdému &slu & > 0
existuje takové &islo m, Ze je [|[w1 — wi*l| < & pro j, k = m.

3.2.2. Véta: Ke kaZdé cauchyovské posloupnosti w, wil'e K* pro k= 1,2, ...,
existuje w e K" tak, Ze plati

w = lim wi*1, (2.20)
k= o
w je vztahem (2.20) urceno jednoznaclné.

Vétu 3.2.2 Ize struéné vyjadfit vyrokem ,,K” je éiplny prostor®. V zékladech
matematické analyzy se dokazuje, Ze Véta 3.2.2 plati v pfipadé, Ze n = 1, a pomoci
(2.8) a (2.9) se dokaZe, Ze V&ta 3.2.2 platii pro n > 1.

Je-li # mnoZina, potom uspofddanou n-tici funkciu,;: F - K,i =1,2,...,n,
budeme zapisovat symbolem u. Je u:# — K", u(t) = (u4(t), ..., u,(t)) pro te s,
u = (uy,...,4,). Je-li jeit v: & - K"a A€ K, pak u + v a Au jsou funkce z # do K"
definované rovnicemi

(u+0)(®) =ul) +ov(t), (Au)(t) =u(f) pro tes. (2:21)

Obdobné definujeme A + B a A4, je-li 4, B: # - M,. Také pro zobrazeni s hodno-
tami v M, budeme uZivat terminu funkece.

) Pracujeme-li s v&tiim po&tem vektori v K", budeme je odlifovat indexy napravo nahofe
v lomené zdvorce, tj. w1l wt2), ...
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S funkcemi, které nabyvaji hodnot v K" nebo v M,,, miiZeme pracovat obdob-
né jako s redlnymi [nebo komplexnimi] funkcemi redlné proménné.

Necht # je interval v R, u: f - K", u = (uy, ..., u,). Funkce u se nazyva
spojitd v bodé¢ te £, plati-li u(t;) - u(f) pro k — o pro kaZzdou posloupnost ,,
k=1,2,..., takovou, Ze t, > t pro k — o0, t,€ S pro k = 1,2, ... . Funkce u je
spojitd, je-li spojita v kazdém bod¢€ t e #£. Z Véty 3.2.1 plyne, Ze plati

3.2.3. Véta: Funkce u je spojitd v bodé t prdvé tehdy, jsou-li spojité v bodé t funkce
u,i=12,...,n

Také plati: Funkce u je spojitd v bodé T € S prdvé tehdy, jestliZe ke kaZdému
éislu € > 0 existuje takové cislo 6 > 0, %e je ||lu(r) — u(t)| < e, jakmile je te £,
Ir - tl < 4.

Odtud plyne, Ze plati

3.24. Véta: Je-li funkce u spojitd v bodé t € Z, je také funkce |u(t)| proménné ¢
spojitd v bodé .
Je totiz podle (2.4)

lu@] = [u(@)] + [[u(z) - u(o)] ,
lu(o)| = [u@)] + u(e) = u(®)] pro ces
a odtud podle (2.3) plyne

= |u(o) = u@| = [u(@)] = Ju(@)] = Ju(o) — u(z)| pro ces.

ProtoZe M, je linearni prostor kone€né dimenze [dim M, = nz], plati vse,
co zde bylo fefeno o spojitosti funkce u: £ — K", také pro funkci 4: F - M,,
A(t) = (Ai(t)) pro te #; napt. funkce 4 je spojitd v bod& t pravé tehdy, jsou-li
v bodé€ t spojité funkce 4;;, i,j = 1,2, ..., n. Déle plati

3.2.5. Véta: Jsou-li funkce A, B: F - M,, x: & — K" spojité v bodé t € £, jsou
také funkce AB: # — M,, Ax: F — K" spojité v bodé 1. Pfitom funkce AB, Ax jsou
definovdny rovnicemi (AB) (t) = A(t) B(t), (4x) (f) = A(f) x(t) pro te 5.

Derivaci funkce # v bodé t intervalu # zavadime takto: we K", w =
= (Wy, ..., w,), se nazyvé derivace funkce u v bod¢ 1, jestlize plati [u(t,) — u(f)] .
.(tk - 1)“ — w pro k — o pro kaZdou posloupnost ¢,, kK = 1,2, ..., takovou, Ze
t,—>Tprok—> oo, e S, t, + tpro k = 1,2,...; v takovém pfipadé piSeme

Z Véty 3.2.1 a z obvyklé definice derivace plyne
3.2.6. Véta: Necht je te S. Vektor we K" je derivace funkce u v bodé t prdvé

tehdy, je-li w; derivace funkce u; v bodé © pro i = 1,2, ..., n; v takovém pripadé je

%) - (ﬁ (D S (r)) . (222)

dt d
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Obdobné B e M, je derivaci funkce A: 5 — M, v bodé t prdvé tehdy, je-li B;; deriva-
ce funkce A;; v bodé Tt proi,j = 1,2, ..., n; v takovém pFipadé je

“o=(%0). (2:23)

Pfimym zplisobem se ovéfi, Ze plati

3.2.7. Véta: Necht funkce A, B: # - M,, x: & — K" maji derivaci v bodé 1€ S.
Potom funkce AB: & —» M, Ax: # — K" maji derivaci v bodé t € S a plati

%E (c) = ‘Z—’t‘ (2) B(z) + A(x) %’?’ @, (224)
dAx d4 dx
O =T 00 + 405 ). (2:25)

Obdobné jako v pfipadé n = 1 budeme funkci v: & — K" nazyvat primitivni
funkeci k funkci u, jestliZe je spojitd a jestlize plati

=0 = )

pro te S krom& kone&ného po&tu bodi [tj. bud pro viechna t e £, nebo existuje
kone&ny poCet vyjimek]. Z Véty 3.2.6 plyne, Ze plati

3.2.8. Véta: Funkce v = (vy, ..., v,) je primitivni funkci k funkci u = (uy;, ..., u,)
prdvé tehdy, je-li v; primitivni funkci k u; proi = 1,2, ..., n.

Z Véty 3.2.8 a z (0.5.6) plyne: Jsou-li o], o!2) primitivni funkce k funkci
u, t,, t, € £, potom

(1) — o(e,) = oP21,) — O2Y(ty).

Rozdil v(t,) — o(t,), kde v je primitivni funkce k u, nazgvdme integrdlem z u od t,
do t, (s mezemi t,, t,) a piSeme

u(ty) — o(ty) = j :u(t) dt = J:ju de.

Piseme-li u = (uy, ..., u,), je

12 12 t2
j udt = (J Uy dt,...,f u, dt)eK".
1 1 ty [ 31

Pojem ,,po &astech spojita funkce 1ze zavést pro funkce u: S — K", obdobné&
jako byl tento pojem zaveden v odst. 0.5 pro funkce f: # — K, a obdobné plati:
Je-li funkce u: # — K" po &dstech spojitd, pak k ni existuje funkce primitivni.
Z(0.5.9) a z V&t 3.2.3 a 3.2.8 plyne, Ze plati
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3.2.9. Véta: Je-li funkce u: & — K» spojitd a je-li v primitivni funkce k u, potom
%(t) =u(t) pro teSs.

Odhadu z nésledujici véty budeme uZivat velmi &asto.

3.2.10. Véta: Je-li funkce u:  — K* po &istech spojitd, t; < ty, ty,t, € S, pak

J :'u(t) dt

Ditkaz: Funkce |u(f)| proménné ¢ je po Eastech spojitd a integrdl na pravé
strané mad smysl. Budeme se zabyvat pouze pfipadem ¢, < t,. Nechf funkce
z:{ty, t,) = K" je po Castech konstantni, tj. existuji &isla o, ..., 0; a vektory
witl, L wlleK" tak, Ze je t; = 05 < 0y < ... < 0; =1, z(t) = w pro 6,y <
<t<o,i=12,...,j. Snadno se pfesvédCime, Ze je

t2 Jj
J z(f)dt = Y wo; — 64-y) ,
n i=1

s J"z”u(t)" dr. (2:26)

o i
j |z de = X [w7] (0: = 0:-s).
ty i=1
Z (2.3) a (2.4) plyne, Ze
i i-1
| £ %01 = ol S TEpor = ool + 2 o) = o).

a postupné dostaneme
j - j »
| ZIW['](‘” ) ézl"“’m" (0: — 01-y).
i= i=

To znamen4, Ze plati

t2 t2
f A = J ()] dt .

ty t

Zvolme ¢&islo € > 0. K funkci u lze najit funkci z: {t,, t,) = K" po &astech kon-
stantni tak, Ze plati

lu,-(t) - zi(t)l <& pro telty,t), i=12,..,n.
Plati

s

[uoa] = | [ 00+ [0 - o
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[srovnej (0.5.5)] a podle (2.8) plati
(1) - 01 0e) < manetes = ). (229)

Dale je
2Ol < [ + J=() = w()] < Ju()] + mne pro re ey, 1>,
je tedy

f ‘z”z(t)" dt < f’z"u(t)” dt + nune(t, — ty). (2:29)
Z (2.27) az (2.29) plyne
Uuu(t)dt < r||u(t)|| dt + 2nne(t, — ty)

a (2.26) plati, protoZe & > 0 miiZzeme zvolit libovoln& malé. Véta 3.2.8 je dokézéna.

3.3.  Soustavu (1.1) i cely odst. 3.1 miZeme pfepsat do vektorového zapisu. Misto
soustavy (1.1) piSeme rovnici

dx
o = f(t, x). (3.1)

Pfitom Gc R x K", f:G—>K", f=(f1,...fs), i G=>K pro i=1,2,...,n.
[Pro (t, x)e G, x = (x4, ..., X,) € K" znamen4 tedy f(t, x) vektor, jehoZ i-td kom-
ponenta je f{t, Xy, ..., X,).] (3.1) se nazyva vektorovd diferencidini rovnice. Slovo
vektorové se obvykle vynechdvd, a proto (3.1) budeme nazyvat diferencidlni rovnici
nebo stru¢né rovnici.

Definici 3.1.1 pfepiSeme takto:

3.3.1. Definice: Nechf # je interval a necht funkce u: # — K" ma spojitou derivaci
u S - K"

(81)



Necht plati
(t,u(t)eG pro tes (3.2

u(t) = f(t,u(t)) pro tes. (3.3)

Potom u nazyvame FeSenim rovnice (3.1).
Obdobné piepiSeme Vétu 3.1.2.

3.3.2. Véta: Nechf u je FeSeni rovnice (3.1), u: # — K". Potom plati

u(ty) = u(ty) + rf(t, u(1)) dt (3.4)

prot;, t,€ L.
Véta 3.3.2 plati, protoZe jde jen o jiny zdpis Véty 3.1.2; oviem je mozné do-
kézat ji obdobnym postupem jako Vétu 3.1.2.

3.3.3. Poznimka: Necht r je pfirozené &islo, G =« R x K", h: G = K". Funkce h
se nazyva spojitd v bodé (f',x")€ G, jestlize pro kaZdou posloupnost (t;, xI'7),
(t5, x#), ... takovou, Ze je (t;, x)eG pro i =1,2,...,5; > ¢, xI1 - x’, plati
h(t;, x'1) — h(¥', x") pro i = co. Funkce h se nazyva spojitd, je-li spojitd v kazdém
bodg (¢, x") € G. Je znamé, Ze plati: Funkce h je spojitd v bodé (', x") e G prdvé
tehdy, jestliZe ke kaZdému &slu & > 0 existuje éislo 6 > 0 tak, %e je ||h(t, x) —
— h(t', x')| < e, jakmile je (1, x)€G, |t — ¢| < 8, |x — x| < &. Pieme-li h =
= (hy, hy, ..., b,), kde h;: G - K, pak plati obdobn& jako v odst. 3.2 (V&ta 3.2.3):
Funkce h je spojitd prdvé tehdy, jsou-li spojité funkce h; proi = 1,2,...,r.

3.3.4. Véta: Necht funkce f: G — K" je spojitd. Necht' S je interval, necht funkce
u: F — K" je spojitd, (t, u(t)) € G pro te S. Nechf se S a necht plati

u(t) = u(s) + '[ £z, u(®)) de (3.5)

pro te S. Potom u je FeSeni rovnice (3.1).

Diikaz je jednoduchy. Podle uéinénych pfedpokladii je sloZend funkce za
integratnim symbolem v (3.5) spojitd. Proto pravé strana ma derivaci podle promé&nné
t v kaZdém bodg& t € S (viz V&tu 3.2.9); ma tedy derivaci v kazdém bod& ¢ € # i strana
leva a derivovanim rovnice (3.5) dostaneme, Ze (3.3) plati v kaZdém bodg t e S.
Odtud plyne, Ze funkce # je spojitd. Véta 3.3.4 je dokdzana.

3.3.5. Poznimka: Je-li u:.# — K" feSeni rovnice (3.1), u(t) = (uy(2), ..., un(t)):
kde u;: F — K, budeme také né€kdy pro zjednoduseni formulaci fikat, Ze u je feSeni
soustavy (1.1). Naopak, je-li u,...,u, feSeni soustavy (1.1), budeme fikat, Ze
(uy, ..., u,) je FeSeni rovnice (3.1). ProtoZe soustava (1.1) vznikne rozepsdnim rovnice
(3.1), nazgva se i (1.1) diferenciélni rovnice nebo struéng rovnice.
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34. Také pojmy ,,prodlouZeni daného feSeni a ,,maximélni feSeni* se zavaddjt
zcela stejnym zplisobem jako v odst. 1.8. Plati

34.1. Véta: Necht u: 5 - K" je FeSeni rovnice (3.1). Pak existuje maximdlinf
FeSeni q: K — K" rovnice (3.1), které je soucasné prodlouZenim FeSeni u.

- Této véty nebudeme uZzivat; jeji diikaz nalezne ¢tendf v Dodatku 3.3. Z Véty
3.4.1 plyne, Ze zndme v3echna feSeni rovnice (3.1), znime-li viechna maximélni
fedeni rovnice (3.1).
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