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2. O elementarnich zptisobech integrace

V této kapitole probereme né€které linedrni diferencialni rovnice a soustavy
linedrnich diferencidlnich rovnic (obecnd teorie soustav linedrnich diferencidlnich
rovnic je vyloZena v kap. 4) a diferencidlni rovnice se separovanymi promé&nnymi.
Vsimneme si souvislosti mezi neautonomni rovnici a autonomni soustavou dvou
diferencidlnich rovnic, dile transformace diferencialni rovnice a soustav diferenciél-
nich rovnic a vyuZiti transformace k integraci diferencidlnich rovnic.

21. Necht £ je otevieny interval, k: # — R nechf je spojitd funkce. Je-li s € S,
y € R, pak funkce u: # — R definovand vztahem

ult) =y exquk(r) dr (1.1)

je feSenim rovnice

% =k(f)x. (12)
O tom se pfesvéd¢ime vypoctem.

u je zfejm& maximdlni FeSeni a je u(s) = y. Je-li v: # — R ¥eSeni rovnice
(1.2), poloime

w(t) = o{t) exp [- I () dr] (w: £ = R).

Vypodteme, Ze je w(t) = 0 pro t € #, tedy w = konst. Je-li v(s) = y, pak v(f) = u(t)
pro t € #. Odtud plyne, Ze u je jediné maximalni feSeni, pro n&z je u(s) = y.
Necht K je (pevné zvolend) primitivni funkce k funkci k. KaZdé maxim4lni

YeSeni z rovnice (1.2) miZeme zapsat ve tvaru z(f) = c "), kde ¢ je vhodné redlné
dislo; jak jsme ukdzali, je

() = (9 exp [ K) d = (9 5075,

s € J je pevné zvolené a stadi poloZit ¢ = z(s) e™*®.
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Pfiklad: KaZdé maximalni feSeni z rovnice

=2 +sint)x (1.3)
miZeme napsat ve tvaru z(f) = c exp (2t — cos t) pro t € R, kde ¢ je vhodné redlné
&islo. '

22,  Necht S, k, K maji stejny vyznam jako v odst. 2.1 a nechf funkce ¢: # = R
je spojita. ReSeni u rovnice

% = k() x + 4q(t) (2.1)

hledejme ve tvaru

u(i) = w(t) exp J k() de

prote # = J (se # je pevné zvolené). Dosazenim tohoto vyrazu do rovnice (2.1)
dostavame po jednoduché tpravé

W(t) = gt) exp [_ I ) d-c] ,

s
tedy

W) =y + J (o) exp[— I ") d{l g,

s s

u(t) = yCXPf

t t t
k() dt +J q(o) exp j k(z)dt do. (2.2)
s ag
Dosazenim s =t plyne u(s) = y. Ukézali jsme: Je-li funkce u: # — R (kde
se  c J) feSeni rovnice (2.1) a je-li u(s) = y, pak funkce u je ddna vzorcem
(2.2). Vypottem se piesvéd¢ime, Ze funkce u definovand vzorcem (2.2) je opravdu
fedeni rovnice (2.1). Pfirozen& ve vzorci (2.2) miiZeme poloZit # = . a tak je nalezeno
jediné maximaélni ¥eSeni u rovnice (2.1), pro n&z je u(s) = y.
Podobné jako v odst. 2.1 plati:

Je-li K pevné zvolend primitivni funkce ke k a s € #, pak kazdé maximalni
fedeni z rovnice (2.1) miiZeme napsat ve tvaru

t
2(t) = ce*® + ex("j e % 4(o) do,

s

kde ¢ je vhodna konstanta.

23. Nechtf kyy, kg2, kaz jsou spojité funkce definované na intervalu #. Bud
se S, y1, y2 € R. Hledejme maximdlni feSeni u,, u, soustavy
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%y = kyo(f) xy + keo(f) X2,
562 = kzz(t) xz s (3.1)

které spliiuje podminku u,(s) = y,, u,(s) = y,.
Podle odst. 2.1 je

t
u,(t) =y, expj kyy(r) dr, tes, (3.2)

podle odst. 2.2 je

t
u,(t) = y, exp'[ kys(7) dr +

+ s j 'eral0) exp [ j “laa() de + I laal®) df] do, tes, (3.3)

3 [ S

a t&mito vzorci je uréeno jediné maximalni feleni soustavy (3.1), které spliiuje pod-
minky uy(s) = yy, u5(s) = ya.

Obdobnym zplisobem miiZeme najit feSeni soustav diferencialnich rovnic
s trojihelnikovou matici, tj. soustav tvaru

J'Cl = kll(') xl + klz(t) x;_ + “es + kln(t) x,, + ql(t) 9

x.z = kzz(t) Xz + ... + kz,.(t) Xn + qz(t),

...............................................

X, = kut) Xo + a4(2) (3.4)

kde k;;: F - R a gq;: = R jsou spojité funkce pro i,j = 1,2,...,n.
V pfipad¢€ soustavy

Xy =Axy + Xz,

562 = A.xl + X3,

x.n-l = lx,,..l + Xp s

X, = Ax, , (3.5)

kde A€ R, lze vypoditat, Ze maximalni feSeni uy, ..., u,, které spliiuje podminku
u(0) =y, i=1,2,...,n kde y;eRpro i =1,2,...,n, je dino vzorci

ul(t) =eh y1+y2t+y3'tj+...+y"£— >
2! (n—1)
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1 t2 tn—2
ut) =e ‘[h + yat + ,V45 +...+ J’u—_] s
un—l(t) = eh(yn-l + ynt) 3
un(t) = ehyn . (3'6)

24. Necht funkce a, b: # — R jsou spojité, s € £, y;, y, € R. Vypoltem se pfe-
svédéime, Ze funkce u,, u, definované vzorci

uy() = yy exp [ j :a(t) dr:l cos [ f :b(t) dt:l +

e [s06]u{ros]

uy(t) = — y1exp [ I :a(r) df] sin [ f :b('r) d'z:I +

+ yzexp [ f :a(r) dt] cos [ j :b(f) dr], tes, 4.1)

jsou feSenim soustavy

)'cl = a(t) Xy + b(t) X2

%, = —=b(t) x, + a(t) x, . (4.2)
Pfitom je
ul(s) =1 uz(s) =Y. (4'3)

Také zde lze ukazat obdobnym zpiisobem jako dfive, Ze u,, u, je jediné maximalni
fedeni, které spliiuje (4.3).

Naéavod: Nechf ¢ je interval, se # < J a nechf funkce v;, v;: # — R jsou
feSenim soustavy (4.2). Potom rovnicemi

oi(t) = wi(t) exp [ f :a(‘r) dt] cos [ f :b(t) dt] +

+ wy(f) exp [ f :a(t) dr:| sin [ f :b(f) df] :

oa(f) = —wy(t) exp [ j :a(‘r) dt] sin [ J :b(t) d‘r:| n

+ wi(t)exp [ f s'a(T) df] cos [ f :b(f) d1::| (4.4)
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jsou ur&eny funkce wy, w,: # — R (determinant soustavy je riizny od nuly pro kazdé
te #) a funkce w,, w, maji spojité derivace prvniho fédu. Dosazenim pravych stran
vzorcl (4.4) do soustavy (4.2) najdeme po Upravd, Ze je W,(f) = 0 = w,(t) pro
te #, tedy wy, w, jsou konstantni funkce. Z podminek (4.3) plyne, Ze je wy(t) = y,,
wy(t) = y, pro te #.

25. Bud a, f € R. VySetfujme soustavu

Xy = axg,

X, = Px,. (5.1
ProtoZe prava strana prvni rovnice nezdvisi na x, a prava strana druhé rovnice ne-
z4visi na x,, miZeme fesit kaZdou z obou rovnic zvl4st, tj. nezavisle na druhé z rovnic.
Rik4dme, Ze soustava (5.1) se rozpadd. Podle odst. 2.1 [soustava (5.1) je autonomni,
klademe tedy J = R, viz odst. 1.6] miZeme viechna maximélni feSeni z, prvni
z rovnic (5.1) zapsat ve tvaru z,(t) = y, e* pro t€ R (klademe s = 0) a viechna
maximalni FeSeni z, druhé z rovnic (5.1) miZeme zapsat ve tvaru z,(f) = y, *

pro t € R; pfitom y,, ¥, € R miZeme volit libovolné. Nyni budeme rozliSovat n€kolik
pripadi:

(@) a==0.

Zvolme bod (y,, y,) € R?. Jednobodova mnoZina {(yy, y,)} je trajektorie, a volime-li
viemi moZnymi zpiisoby bod (y;, ;) € R?, dostaneme tak viechny trajektorie.

(i) af0, p=0.
Zvolme y, € R. MnoZiny

{0 y2)| %1 >0}, {(0,72)}s {(x1 2)| 1 < 0}

jsou trajektorie, a volime-li v§emi moZnymi zpisoby y, € R, dostaneme tak vSechny
trajektorie (viz obr. 6).

X

Obr. 6

V pfipad€ a > 0 se hodnoty feSeni po trajektoriich (rﬁzn)’rch od jednobodo-
vych trajektorii) od osy x, s rostoucim ¢ vzdaluji, v pfipad€ @ < O se k ni pfibliZuji.
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Obdobnym zpiisobem se vysetii ptipad « = 0 + B.
(i) «%0, B%0, afp>0.
MnoZiny
{0, %) x; > 0}, {(0,0}, {(0x,)]x <0}
jsou trajektorie. Zvolme ¢ € R. MnoZiny
(Goasx2)| 32 = X,y > 0}, {4, x3)] %2 = eV, x, < 0}

jsou trajektorie. Volime-li tak vSemi moZnymi zpisoby c¢ € R, dostaneme vSechny

X

X,

Obr. 7

trajektorie. Pro pfipad |a| < Iﬂl jsou trajektorie naznadeny na obr. 7, pro pfipad
0< Ial = I,BI jsou trajektorie naznadeny na obr. 8. V tomto pfipadé& jsou trajektorie

X

X

Obr. 8

poloptimky, jejichZ po&iteni bod je bod (0,0), a jednobodova trajektorie {(0, 0)}.
V pfipadé a > 0, f# > 0 se hodnoty feSeni po trajektoriich [rﬁzn)’lch od trajektorik
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{(0,0)}] od po¥atku vzdaluji s rostoucim t, v ptipadé « < 0, B < 0 se k po¥atku
pFibliZuji.

(iv) «+0+pB, af<0.

MnoZiny
@O}, {(O.x) x>0}, {(0x)]x2 <0}, {(x;,0) x, >0},
{(x1,0)| x, < 0}

Jjsou trajektorie. Nechf ¢ > 0. MnoZiny

{("1, xz)l x}! xil =c, x;>0,x,>0},
{Ger x)| X xa|™ =¢, x, >0,x, <0},
{(xl’ xz)l lellﬁl Xlzal =c, x,<0,x, > 0} ,

{Gess xz)l |x1||“ Ilelal =c, x <0,x, <0}

jsou trajektorie, a volime-li viemi moZnymi zplisoby ¢ > 0, dostaneme viechny tra-
Jjektorie. Pfipad 0 < |a| < |ﬁ| je naznaden na obr. 9; v pfipadé & = —f # 0 dosta-
vame rovnoosé hyperboly.

Obr. 9

2.6. Vysetfujme soustavu
x.l = uxy + VX2,
Xy = —VXy + Uxy, (6.1)

kde g, ve R, v # 0. [Pro v = 0 dostavdme soustavu (5.1), ptipad (i) nebo (iii).]
Podle odst. 2.4 kaZdé maximdlni feSeni z,, z, této soustavy je definovdno na R
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a miZeme je zapsat ve tvaru
. zi(t) =  y e cosvt + y, et sinve,
zy(f) = —y, e sin vt + y, e* cos vt, (6.2)
kde y;, ¥2 € R. PoloZime-li
Yy =rsing, y,=rcose
[takova r 2 0 a ¢ € 0, 2r) vZdy existuji], miiZzeme (6.2) piepsat ve tvaru
z,(t) = re**sin (vt + @),
z,(t) = re** cos (vt + ¢). (6.3)

Je-li u = 0, je soustava (6.1) totoZna s rovnici (1.10.1) a trajektorie, kterd odpovida
feSeni zy, z,, je v pfipadé r > 0 kruZnice o poloméru r se stfedem v pocatku. Pfipadu
r = 0 odpovida jednobodova trajektorie {(0, 0)}. (Viz obr. 3).

X3

~

-
N "'

Je-li p # 0, pak mnoZina

{(e** sin (vt + @), e** cos (vt + <p)| te R} (6.4)

Obr. 10

je trajektorie pro kaZdé ¢ € R. VSechny trajektorie dostaneme, prob&hne-li ¢ interval
<0, 2m) a ptipojime-li jest& trajektorii {(0, 0)}. Abychom toto tvrzeni dokézali, vezmg-
me libovolnou trajektorii

T = {(r" e"sin (vt + ¢'), ¥’ e* cos (vt + ¢'))| te R},

kde #' > 0 a ¢’ € R jsou pevné zvolen4 &isla. PoloZme

1 ‘
t=s—=logr'.
u
Je

T = {(¢**sin (vs + V), e cos (vs + ¥))| se R},

(36)



kde
Y= <p'—llogr'.
I

Najdeme takové celé Cislo k, Ze plati Yy = ¢ + 2kn, 0 < ¢ < 2m; trajektorii T
miZeme zapsat ve tvaru (6.4).

Obr. 10 odpovida pfipadu puv > 0; je-li p > 0, v > 0, pak hodnoty feSeni se
s rostoucim ¢ po trajektoriich vzdaluji od pocatku, v pfipadé u < 0, v < 0 se k po-
¢atku pfibliZuji. Vzdalenosti po€itku od bodu, v nichZ libovolnd trajektorie (6.4)
protiné pevné zvolenou polopfimku, jejimZ podatenim bodem je po&atek, jsou body
jisté oboustrann& neohranitené geometrické posloupnosti s kvocientem e*™/”,

27. Bud A€ R. VySetfujme soustavu

Xy = Axy + X5,

Xy = Ax;. (7.1)
Podle odst. 2.3 kaZdé maximélni feSeni z,, z, miZeme zapsat ve tvaru

zy(t) = e*y; + tety,,

z,(f) = e*y,. (7.2)
V pfipadé A = 0 dostdvdme

Zy =y + 12,

z; = Y2

mnoZiny {(y,,0)} pro y; € R a {(x,, yz)l x; € R} pro y, € R, y, =+ 0, jsou trajektorie
a jsou to vSechny trajektorie — viz obr. 11.

Xz

Obr. 11

Necht je 4+ 0. Je-lli y, = y, =0, odvodime z (7.2) trajektorii {(0, 0)};
obdobné pfipadu y; >0, y, = 0 odpovidé trajektorie {(x,, 0)| x; > 0} a pfipadu
y1 <0, y, = 0 trajektorie {(x,, 0)| x, < 0}.

Necht yy, y2 € R, y, * 0. Ze vzorci (7.2) najdeme trajektorii

T = {(e*y; + te*y,, e*'y,)| teR}.
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Je (1, y2) € T. Trajektorii T miZeme zapsat mnoha zpiisoby. Nechf je napk. y, > 0.
KaZdému te R odpovidd &islo x, = e*'y, a je x, > 0 a naopak k &islu x, > 0

vypotteme ¢ € R podle vzorce t = 1~ *(In x, — In y,). Dosazenim za ¢ podle tohoto
vzorce dostaneme

ey, + tety, = x, (y—l —2'ln yz) + A7 1x,Inx, .
Y2

PoloZme ¢ = y,[y, — ™! In y,; miZeme psat

T = {(xy, )| x; > 0, x; = x5(c + A1 Inx,)} . (1.3)
V ptipadé y, < 0 obdobn& odvodime
T = {(xy, x3)| X2 < 0, X; = x5(c + A"*In(—x,)}, (7.4)

kde c = y,[y, — A"  In(—y,).

Tak jsme nalezli viechny trajektorie. Ze vzorch (7.3) a (7.4) a z vyjadfeni
ostatnich t¥{ trajektorii 1ze odvodit, Ze kaZdy bod (u,, u,) € R? leZi prav& v jediné
trajektorii (viz obr. 12; tento obrazek odpovidé p¥ipadu 4 > 0).

——-———/

Obr. 12

28.  Nechf funkce g: (o, f) = R, ¢: (7, 8) = R jsou spojité. Rovnice

= s) o(9) )

se nazyva diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi. Je-li g(x) = O pro
x € (o, B), pak tato rovnice neni zajimava (viechna feleni jsou konstantni funkce).
Polozme U = {x € (a, B)| g(x) + 0} a predpoklddejme, Z¢ mnoZina U neni prizdna.
ProtoZe funkce g je spojitd, je mnoZina U oteviend, U < R. Oteviené podmnoZiny
v R maji jednoduchou strukturu: lze je vyjadfit jako sjednoceni kone&ného nebo
spodetného systému disjunktnich otevfenych intervali. Tedy existuji intervaly
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(e &), kde i =1,2,...,k nebo i = 1,2, ... (budeme psit i € " v obou ptipadech)
tak, Ze

U= U (8,, Ci)
leX

(enl) N (ep ) =0 pro i%j,i,je.

Pro x € (&, £;) je g(x) + O, funkce g je spojita, a proto je bud g(x) > 0 pro x & (g;, {,),
nebo je g(x) < 0 pro x € (g, {;). [MiZe byt &; = —o0 nebo & = oo pro n¥které i.]
V tomto odstavci budeme pfedpokladat, Ze je splnéna jesté tato podminka:

Pro kaZdé i € X" a pro kazdé n e (¢;, {;) je

[P . .
o e 2

Pfiklady: (i) Je-li g(x) =sinx pro xeR, miZeme poloZit (e, (;) =
= ([ij2 — 1] =, ix[2) pro i=2,4,6,..., (&,¢) = (—3i+ 1]= —4[i — 1] n)
pro i=1,3,5,..., tedy & ={1,2,3,...}. Pro i=2j,j=1,23,..., je &=
= (j — 1) =, {; = jr a pro kaZdé o € (0, ) je
r(j—-1)nto dx qu dx

JG-1)n |sin x|

N ’
o Sin x

dale je
I dx

jn—o Isin xI

’

tedy podminka (8.2) je spln&na, je-li i sudé &islo. Obdobn& se ovéfi, Ze podminka
(8.2) je spln&na, je-li i liché &islo. Tedy (8.2) plati pro viechna i€ .

(i) Jeli g(x) = x(1 + x*)~* pro xe R, miZeme poloZit (e, {;) = (—,0),
(g2, £3) = (0, ). Je g(x) ~ x pro x — 0 [t]. g(x)/x — 1 pro x = 0 (x + 0)], g(x) ~
~ 1[x pro x = o i pro x - —a [tj. g(x)[x~! > 1 pro x - o0 i pro x - —].
Odtud snadno ov&fime, Ze podminka (8.2) je splnéna.

(i)  Podminka (8.2) je spln&na, je-li « + 0, g(x) = ax pro x € R nebo je-li g(x) =
= a|x| pro x € R.

Podminka (8.2) viak neni splnéna, je-li 8 > 0, B + 1, g(x) = [xl’ pro xeR.
Jellip>1,je

dx 1

y xP ﬁ"l
jellio< B < 1,je

—==1-8
Joxﬂ
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(iv) Podminka (8.2) je spln¥na, je-li g(x) = x|lg|x||*, x +0, g(0) =0 a je-li
0 £ « < 1. Je-li viak a > 1, pak podminka (8.2) neni splnéna.

Necht s e (7, 6), y€U. Hledejme maximélni feSeni u rovnice (8.1), které
spliiuje po&ateéni podminku u(s) = y.

Najdeme takové i € ', Ze je y € (g;, {;). Necht G, je funkce primitivni k funkci
1/g na intervalu (g;, {;). Funkce G; je spojitd a ryze monoténni [tj. rostouci v pfipadg,
Ze je g(x) > 0 pro x€(g;, {;), klesajici v piipads, Ze je g(x) < 0 pro x € (& {i)]
a z podminky (8.2) plyne, Ze funkce G; zobrazuje interval (g;, {;) na R [tj. ke kazdému
q € R existuje jediné r € (¢;, {;) takové, Ze je G(r) = ¢]. Proto rovnici

Gi(u(t)) = Gy) + f ‘o()de, te(®,0), (8.3)

je (jednoznatng) definovéna funkce u: (y, 8) — (;, {;). Funkce G, mé derivaci 1/g
a také pravé strana rovnice (8.3) mé derivaci podle prom&nné ¢ pro kazdé t € (y, 9).
Podle véty o implicitnich funkcich mé funkce u derivaci v kaZzdém ¢ a plati

1
g(u(1))

Proto u splituje v kaZdém bodg t € (y, 6) rovnici (8.1), a protoZe funkce g a ¢ jsou
spojité, je také funkce # spojita. u je tedy feSeni rovnice (8.1), a to feSeni maximalni.

u(t) = o(t) pro te(y,9). (8.4)

Z (8.3) plyne u(s) = y. Dokazali jsme, Ze
u: (y, ) = (ei, {;) je maximdlni FeSeni rovnice (8.1) a je u(s) = y. (8.5)
UkéZeme, Ze také plati tvrzeni

Je-li v: (1, v) - (, B) FeSeni rovnice (8.1) vs) = y, potom v(t) = u(t)
pro te(u,v). (8.6)

(8.6) je tvrzeni o jednoznaénosti; pfimo z ného vyplyva, Ze plati

Funkce u definovand rovnici (8.3) je jediné maximdlni FeSeni rovnice
(8.1) splitujici podminku u(s) = y [za predpokladu y € U]. (8.7)

Mame tedy dokazat, Ze plati tvrzeni (8.6). Nechf je y € (g;, {;). Nejdfive dokazeme,
Ze je o(t) = u(t) pro te<{s,v). V opainém pfipadé by byla mnoZina J =
= {re (s, v)| o(r) *+ u(r)} neprézdnd. Polofme ¢ =infJ. Je u(f) = v(t) pro
s < t < o, a protoZe funkce u a v jsou spojité, je u(s) = v(c) a specidlng je (1) € (e: ¢ )
pro s £ t £ 0. Je 0 < v, a protoZe v je spojita funkce, existuje takové n € (o, v), Ze
plati v(f) € (¢;, ;) pro s < t < 1. Je tedy definovéna funkce G(v(f)) pro te (s, 1)
a tato funkce ma spojitou derivaci. ProtoZe v je feSeni rovnice (8.1), plati

< 60(0) = ——

o) =0
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pro t € <s, n). Odtud integraci dostaneme

t
o) = y + f o(4) di.
ProtoZe funkce G; je ryze monotdnni, je u(t) = v(t) pro te <s,n) a to odporuje
definici &isla o; musi tedy platit v(f) = u(t) pro t € (s, v). Obdobn& se dokaZe, Ze je
u(t) = u(t) pro t e (y, ). Tvrzeni (8.6) plati.
Necht («, f) — U # 0; zvolme g € (o, B) — U, re (7, 6) a hledejme feSeni w
rovnice (8.1) spliiujici podminku w(r) = g. ProtoZe je g(q) = 0, miZeme poloZit

w(t)=q pro te(y,d). (8.8)

Ziejmé je w maximalni feSeni rovnice (8.1), w(r) = g. Vznika otdzka, zda mohou
existovat jind takova feSeni. Necht v: (1, v) = (a, B) je fe3eni rovnice (8.1), v(r) = g.
Pak je v(t) € (¢, f) — U pro t € (u, v); kdyby totiZ pro n&jaké s e (u, v) bylo v(s) e U,
poloZili bychom y = v(s) a podle tvrzeni (8.6) by bylo v(t) = u(t)e(e;, ¢;) = U
pro te(u,v), tedy i pro t = r a to neni moZné. Proto je ¥(f) = g(v(f)) = 0 pro
te(p,v), o(t) = o(r) = q pro t € (u, v). Dospéli jsme k zavéru:

Funkce w definovand v (8.8) je jediné maximdlni FeSeni rovnice (1.1),

které spliiuje podminku w(r) = q [za predpokladu q € (a, B) — U]. (8.9)

V tvrzenich (8.7) a (8.9) jsou popsina viechna maximélni feSeni rovnice
(8.1).

29. Hledejme maximalni feSeni u rovnice
=1+ x| (9.1)

splilujici podminku u(1) = —2.

Rovnice (9.1) je specialni ptipad rovnice (8.1) [je ¢(t) = 1 pro t € (— 0, )].
Proto jsou maximélni feSeni definovina na R. ProtoZe prava strana rovnice (9.1) je
vZdy kladna, je kaZdé feSeni rostouci funkce.

Primitivni funkci G k funkci 1/(1 + |x|) miZeme definovat

G(x)

Reseni u najdeme podle vzorce (8.3); musime oviem dat pozor, pro kterd t je u(t) < 0
a pro kterd t je u(t) 2 0, a podle toho dosadit za G(u(t)).
Je u(t) < 0 pro vsechna t < 1 a pro n&kterd t 2 1. Pro takovd ¢ je

—In[1 —u()] = -In3+¢t-1,
u(t)=1-3e'"", (9.2)

_ In(1+x) pro x=0,
~S—In(1-x) pro x=0.

Vzorce (9.2) plati, pokud u(f) £ 0, tj. pro t <1 +1n3. Je u(1 + In3) = 0 a pro
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t 2 1 + In 3 vzorec (8.3) ddv4 (uZijeme hopros =1 + In3, y = 0)

In[1 +u()]=t-1-1n3,

ut)=1e'"' -1 (t21+Mh3). 9.3)
Hledané feseni u je v ptislusnych intervalech uréeno vzorci (9.2) a (9.3).
2.10. Necht funkce g:(«, B) = R je spojitd, g(x) + 0 pro x € («, f). Necht G je
primitivni funkce k funkci 1/g. Funkce G je ryze monot6nni a zobrazuje interval

(«, B) na n&jaky interval, ktery ozna&ime (¥, ). Necht s € R, y € (, f) a hledejme
feSeni u autonomni rovnice

% =g(x), (10.1)

které spliiuje podminku u(s) = y. Obdobn& jako v odst. 2.8 definujme funkci u
rovnici

Gu(®) =G(y) +t—s. (10.2)
Zde oviem musime volit ¢ tak, aby bylo
Gy)+t—se(, o), tite(y +s—G(y), o +s— G(y).
Podle véty o implicitnich funkcich mé u viude derivaci; plati
d 1
— G(u(t) =
tedy je spln&na rovnice (10.1) a funkce # je spojitd, protoZe u je spojita funkce a plati
(10.1). Ztejms je u(s) = y.

Je-li funkce g na intervalu («, B) kladna, pak je funkce G rostouci a také u je
rostouci funkce a plati

uit)>B pro t—-[w+s-G(y)]-,
u(t) >« pro t-[¥ +s—G(y)] +. (10.3)

Je-li funkce g na intervalu («, B) zdporn4, pak G i u jsou klesajici funkce a plati

u(t) =1,

u(t)>a pro t-[o+s—G))] -,
u(t)>p pro t->[Y +s—-GO)]+. (10.4)

Odtud odvodime, Ze feSeni u je maximalni. Kdyby totiZ feSeni u mélo prodlouZeni w,
bylo by

u(t) = w(t) pro te(y +s— G(y), ® + s — G(y))

a funkce w by byla definovani a spojitd v bodé 7, kde T = ¢ + s — G(») nebo
7= o + s — G(y). Podle vztah (10.3) nebo (10.4) by bylo w(z) = « nebo w(z) = B,
tedy by bylo w(z) ¢ («, B); soutasn& mé byt w(r) e («, B) (nebot w je feeni). Proto u
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je maximalni feSeni. Plati tvrzeni o jednoznaénosti:
Jeli v: (1, v) - R FeSeni rovnice (10.1), v(s) = y, pak je v(t) = u(t)
pro te(u, v). (10.5)
To plyne z rovnic
d 1
4 S@) = 0
tedy G(v(t)) — G(y) =t — s.

Z tvrzeni (10.5) zejména plyne, Ze u je jediné maximdlni feSeni rovnice (10.1),
pro které je u(s) = y.

Ptiklady: (i) ReSeni u rovnice

o) =1,

X=5+2x+ x?

splitujici podminku x(s) = y je ddno vzorcem

u(t) = —1 + 21tg [arctgy ; 1 + 2(t — s)]
pro

te —-E+s—1arctgy+1,E+S—-l‘ar0tgy+1 .
4 2 2 4 2 2

(ii) Nechtje0<g<1,
gx)=(1—-¢)'x® pro x>0.
Reseni u rovnice

% = g(x) (10.6)

1))/

splitujici podminku u(s) = y (se R, y > 0) je dino vzorcem

ult)=(t — s + y'~9)Y1"d pro t>s— yl-e (10.7)
viz obr. 13).

Obr. 13
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(i) Nechtje0 <o <1,
g(x)=(1-0o)! |x|" pro x<0.

Redeni u rovnice
% = g(x)

spliiujici podminku u(s) = y (s€ R, y < 0) je dano vzorcem
u(t) = —(—t+ s+ |y' 919 pro t<s+ |y|'"

(viz obr. 14).

e

Obr. 14

(iv)  Nechtjeo > 1,

9(x) = i

x? pro x>0.

Obr. 15

Redeni u rovnice
% = g(x)
spliiujici podminku u(s) = y (se R, y > 0) je ddno vzorcem
ult) = (t — s + y~@ V)" prg t>5— y=e-D
(viz obr. 15).
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211. Nechfje0 <o <1,
1
X)) =
9(x) = 7= -
Je g(x) = 0 pro x € R, a proto kaZdé feSeni rovnice

% = g(x) (11.1)

je neklesajici. Rovnice (11.1) neni specidlnim pfipadem rovnice (8.1), nebot nejsou
splnény podminky (8.2)

[Jej‘ill_g%)l-<oo, J‘:lgcz_j:)|< Oo:l

Pomoci toho, Z¢ zndme maximalni feleni rovnic z pfikladd 2.10(ii), 2.10(iii), se-
strojime tato feSeni rovnice (11.1):

|xl" pro xeR, x+0,9(0)=0.

u(t) =0 pro teR, (11.2)
zvolime d € R a poloZime u(t) = O pro t < d,

u(t) = (t — )29 pro t2d, (11.3)
zvolime ¢ € R a poloZime

u(t)= —(c — 479 pro r<ec,

u(t) =0 pro t=c, (11.4)
zvolime ¢, d € R, ¢ £ d a poloZime

u(t) = —(c — )79 pro t<ec,

u(t) =0 pro csSt=d,

u(t)=(t —d)/*"9  pro t>d. (1L.5)

Ve vsech pfipadech je u: R — R, a tedy jde o maximalni feSeni. UkadZeme, Ze plati
toto tvrzeni:

Je-li v: (4, v) — R FeSeni rovnice (11.1), pak existuje FeSeni u, popsané
nékterym ze vzorcii (11.2) aZ (11.5) takové, Ze je
o(t) = u(t) pro te(uv). (11.6)

Necht v: (u, v) > R je feSeni rovnice (11.1). Je-li v(f) = 0 pro te(u,v),
vezmeme za u feleni definované v (11.2). Je-li o(¢) > 0 pro t € (¢, v), potom v je FeSeni
rovnice (10.6) a podle tvrzeni (10.5) a vzorce (10.7) je '

o(t) =[t — s+ o(s)'"9]"""? pro te(u,v)

a pro libovoln& pevng zvolené s e (u, v) najdeme u ve tvaru (11.3)

[d=s—1(s)'7].
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Necht je o(f) = 0 pro te(u,v) a necht existuji sy, s, e(p,v), vs)) =0,
v(s;) > 0. ProtoZe v je neklesajici funkce, je s; < s, a existuje takové &islo n € (g, V),
Ze je v(t) = O pro p < t < n, v(t) > O pro t € (n, v). Jako v pfedchdzejicim ptipadé je

o(t) = [t — s + o(s)' "]V~ ? pro te(n,v)

pfi libovoln& zvoleném s € (1, v), a protoZe v je spojitd, musi byt n = s — ofs)' %
opét jsme nasli u ve tvaru (11.3) (d = n). Pkipady o(f) < 0 a v(f) < 0 pro te(u, v}
se vySetfi obdobné.

Necht existuji sy, 5, € (1, ), ©(s5) < 0, vs;) > 0. v je neklesajici. Proto je
s; < S, a existuji takova &isla 0y, m, € (1, v), Ze je v(f) < O pro p < t < 1y, ot) = 0
pro n; St <1, aoff) >0 pro 7, <t <v. Podle tvrzeni (10.5) a vzorci (10.7),
(10.9) je

oft) = —=[—t + sy + [o(s)|* "] "? pro te(mm),
o(t) = [t — s, + 1(s;)'"9]Y"? pro te(nav).

Ze spojitosti funkce v plyne s; + |o(sy)|* ¢ = n5, 5, — v(s2)' "% = n,. Tedy jsme
nasli u ve tvaru (11.5) (¢ = n,, d = ). Tvrzeni (11.6) je dokézéno.

Z tvrzeni (11.6) zejména plyne, Ze ve vzorcich (11.2) aZ (11.5) jsou popsina
viechna maximélni feSeni rovnice (11.1).

2.11.1. Pozndmka: Podobnym zpisobem se chovaji feSeni rovnice x = g(x), JestliZe
g: R - R je spojita funkce, g(x) < 0 pro x < 0, g(x) > 0 pro x > 0,

212, Necht g m4 stejny vyznam jako v odst. 2.11. VySetfujme rovnici

x = g(x)sint. (12.1)
Jedno z jejich feleni je dano vzorcem

u(t) =0 pro teR. (12.2)
Snadno se lze pfesv&dtit, Ze pro # > 1 (t € R) vzorec

u(f) = (—cos t + n)!/1~@ (12.3)
déva feSeni rovnice (12.1) a pro n < —1 vzorec

u(t) = —(—cos t — n)t/4-@ (12.4)

dava feSeni rovnice (12.1). PopiSeme feSeni, kterd nabyvaji hodnoty 0. Zvolme
oboustrannou posloupnost &isel g tak, aby bylo

006y, 0+ 04y =7m pro i=..—10,1,....
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Definujme funkci v pfedpisem
o)=0 pro in+o; St = (i+ 1)n— o044y,
o(t) = [—cos t + cos (in — ¢,)]'/79,
je-liiliché, in — o; <t < im + oy,
o(t) = —[cos t — cos (in — ¢;)]'/' "9,

je-liisudé, in —o; <t <im+ 0. (12.5)

Situace je zndzornéna na obr. 16.

Obr. 16

Na obr. 16 je tetkovan€ naznalen graf feSeni (12.2), plnymi &arami jsou
naznaleny grafy feleni tvaru (12.3) a (12.4). Cirkované jsou naznafena dvé feSeni
tvaru (12.5); horni vznikne volbou ¢, = 7 pro i liché, o; = 0 pro i sudé, dolni vznikne
volbou g; = 0 pro i liché, g; = = pro i sudé. ProtoZe &isla g, miizeme volit libovolng,
dochézi k takovémuto jevu: Nechf feSeni v v bod& s m4 hodnotug, — 2n < s < —,
—1 < g < O (tj. jeho graf prochizi bodem Q). Potom aZ do okamZiku a lei bod
(#, v(t)) na Eerchované &afe prochazejici bodem Q. Dile feSeni v pokraduje s hodnotou
0 do okamzZiku b (je b 2 a), kdy miiZe dale sledovat &erchovanou kfivku nebo po-
kraCovat s hodnotou 0 aZ do bodu —=; od okamZiku —x miZe pokra&ovat po &irko-
vané kiivce nebo opét po ose X s hodnotou 0. Obdobné jevy mohou nastat napft.
v okamZicich ¢, 0, d.
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ReSeni popsand vzorci (12.2) aZ (12.5) jsou viechna maximalni feSeni rovnice
(12.1); to viak nebudeme dokazovat.

2.13. V tomto odstavci nezavadime Z4dné specidlni pfedpoklady o funkci g; véta,
kterou dokaZeme, plati pro vSechny autonomni diferencidlni rovnice se spojitou
pravou stranou.

Necht funkce g: (¢, ) = R je spojita.
2.13.1. Véta: Nechtv: (u, v) — («, ) je feleni rovnice

% =g(x). (13.1)
Potom bud je i(t) = 0 pro t € (u, v), nebo je i(t) < 0 pro t e (u, v) (v obou pripadech
v je monotdnni funkce).

Dikaz: Necht existuji &isla ty, t, € (i, V), t; < t,, tak, Ze ¥(ty) o(t;) < O.

Je u(ty) #+ v(t;) [jinak by bylo g(v(t,)) = g(v(t.)), a tedy i &(t;) = i(t,)]. Vy3etfime
pfipad o(t;) < v(t;), ¥(t;) <O, &(t;) > 0. PoloZme

T = sup {t] te {t;, 1), o(t) = v(t,)} .

ProtoZe funkce v je spojitd, je o(T) = o(ty), tedy &(T) = g(v(T)) = g(v(t,)) < 0.
Proto je u(t) < o(T) = o(t,) pro takova t > T, kterd jsou dostatetn& blizko k T,
a ze spojitosti funkce v plyne, Ze existuje s € (T, ) tak, Ze v(s) = v(t,) a to odporuje
volbé T.

Obdobné se zjisti, Ze ani Zddny z ostatnich pfipadd neni moZny. Proto Véta
2.13.1 plati.

2144, Nechtje0 <9 < 1,

g(x)=(1—0)'x®* pro x=20, g(x)=—(1 - *(-x)° pro x <0.

Rovnice
% = g(x) (14.1)
ma feSeni uréené vzorci
uit)= 0 pro teR, (14.2)
ul)= 0 pro t=c,
ult)= (t—c)*"? pro t>c¢
(¢ & R mitZeme volit libovolng) , (14.3)
ult)= 0 pro t=<c,
u(t) = —(t — ¢)/“"® pro t>c¢
(c € R mZeme volit libovolng) . (14.4)

Vzorce (14.2), (14.3) a (14.4) uruji vechna maximélni feSeni; je-li v:(u, v) > R
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feSeni rovnice (14.1), je v(f) = 0 pro viechna t € (1, v) nebo je (f) < 0 pro viechna
te(u,v) [v opaném pfipadg by existovala ty,t, takovd, Ze by bylo u(t,) > 0,
v(t;) < 0, tedy i(t,) > 0, i(t,) < 0 a to by odporovalo V&t& 2.13.1].

Déle miZeme postupovat stejnym zpisobem jako p¥i dikazu obdobného
tvrzeni pro rovnici (11.1).

245. Mezi neautonomnimi soustavami fddu n a autonomnimi soustavami fadu
n + 1 je uzka souvislost; popiSeme ji pro pfipad n = 1. Necht G = R? je oteviena
mnozina, f: G — R. Plati

2.15.1. Véta: Je-li U charakteristika rovnice
d
L =10, %), (15.1)
dx

pak U je trajektorie soustavy

& _, Y_
=L 5 =) (15.2)

Je-li V trajektorie soustavy (15.2), pak V je charakteristika rovnice (15.1).

Dikaz: Necht U je charakteristika rovnice (15.1). To znamend, Ze existuje
interval # a funkce u: # — R tak, Ze u ma spojitou derivaci a plati

du
5 ) = J®), %)

v ka?dém bod¥ x € #, U = {(u(x), x)| x € #}. PoloZme u,(f) = u(t), u,(t) = t pro
teS. Je

du du
() = ) = 50l ) = S s
t dt

du,

—=(t)=1 pro tes,

dt () P
tj. uy, u, je feSeni soustavy (15.2); plati U = {(u,(z), u,(f))| t€ £} a U je trajektorie
soustavy (15.2).

Necht V je trajektorie soustavy (15.2). To znamen4, Ze existuje feSeni vy, v,
soustavy (15.2) v;, v,: S — R tak, Ze V = {(v,(t), vz(t))| te #}. Je

dv,
—=()=1;
Y

zvolime 7€ # a odvodime v5(f) — v,(1) =t — 1, tj. v,(f) =t — ¢, ¢ = T — v2(2).
Polofme # = {x| x = t — ¢, te #} a definujme u: S — R vztahem u(x) = v;(x + c)-
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Jev,(x+c)=x+c—c=x,
3—';(x) - ddi: (x + ). 1 = f(os(x + € 0a(x + €)) = f(u(x), %)

pro xe £ a ¥V = {(u(x), x)| x € #} a tak Vje charakteristika rovnice (15.1).

2.15.2. Poznimka: Souvislost obdobna té, kterd plati mezi rovnici (15.1) a soustavou
(15.2), plati mezi soustavou

dy,
- = yeres Vns X) s
dx fl(}’1 Y )

.....................

D g i I %) (153)
dx

a soustavou

dy,
—_ = s vees Vs X) s
dar fl(}’1 Y )

......................

d
4] =fn(y1,°°'s Yns X),

Z=1. (15.4)

2.15.3. Pozndmka: Vé&ta 2.15.1 bude platit i v tom p¥ipadé, jestliZe pojmy ,,charakte-
ristika‘‘ a ,,trajektorie‘* nahradime pojmy ,,maximélni charakteristika* a ,,maximalni
trajektorie*; rovnici (15.1) a soustavu (15.2) miZeme pfitom nahradit soustavami
(15.3) a (15.4).

2.16. Vysetfujme rovnici

dr__x (16.1)
dx y

na mnozin& Q; = {(x, y) € R?| y # 0}. Zvolme x,, yo € R, yo * 0, a hledejme fe3eni
¥, pro né% je y(xo) = yo. Metodou separace proménnych (viz odst. 2.8) najdeme

d
»x) d—f-c(X) = —x, }(x)-dy5 = -7 + I3,
Y(x)=c*—x*, kde ¢2=x5+y:, ¢>0.

Je-li yo > 0, dostdavame

y(x)=(? =x*)) pro —c<x<c, (16.2)
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je-li yo < O, dostdvame
y(x) = —/(c* = x*) pro —c<x<c. (16.3)

Vzorec (16.2) pro kazdé ¢ > 0 ddva charakteristiku rovnice (16.1); je to polokruZnice
se stfedem v po&atku a polomérem c, leZici v horni polorovin&, Pfitom je zfejmé, Ze
jde o charakteristiky maximélni [nebot musf platit y(x) # 0 pro kazdé x]. Obdobn&
vzorec (16.3) popisuje maximalni charakteristiky rovnice (16.1); pro kazdé ¢ > 0
jsou to polokruZnice se sttedem v podatku a polomérem c leZici v dolni polorovin&
(viz obr. 17).

\} | \Q |

obr. 17 Obr. 18

Rovnici

dx _ _¥ (16.4)
dy X

miZeme vyetfit na mnoZing Q, = {(x, y)e R2| x # 0}. Obdobnym postupem
najdeme fe$eni

x(y)= J(E—-»?) pro —c<y<c, ¢>0, (16.5)
x(y) = —/(c* = y*) pro —c<y<c, ¢>0. (16.6)

Grafy funkci (16.5), (16.6) [ide o funkce proménné y a grafem funkce (16.5) je
mnozina {(x,y)e R} —c <y < ¢, x = /(c* — y*)}] jsou maximilni charakte-
ristiky rovnice (16.4); jsou to polokruZnice se sttedem v po¥itku a polomé&rem c
leZici bud v pravé, nebo v levé poloroving (viz obr. 18).

Tato situace vyvolivd domnénku, Ze by mélo byt mozné vysetfovat rovnice
(16.1) a (16.4) soudasn& a dosédhnout toho, aby za charakteristiky bylo moZné pova-
Zovat kruZnice se stfedem v po&atku a polomérem ¢, ¢ > 0.
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Postup popiSeme pro obecny ptipad. Necht mnoZina G = R? je oteviena,

g, h: G = R. PoloZme

G, = {(x,y) e G| h(x, y) * 0},
G, = {(x, y)€ G| g(x, y) + 0}.

Predpoklidejme, Ze mnoZiny Gy, G, jsou oteviené.
Na mnoZin€ G, miZeme vySetfovat rovnici

dy _g(x.y)

dx  h(x,y)’

na mnoZin& G, miZeme vySetfovat rovnici
dx _ h(x,y)
dy g(xy)

Obé rovnice lze viak soudasn€ vySetfovat na mnoZiné

G, U G, = {(x, ) e R*| g*(x, y) + h¥(x, y) > 0} .

To, Ze vySetfujeme ob& rovnice sou¢asng, naznaéime symetrickym zipisem

h(x, y)dy — g(x, y)dx =0
[n&kdy se téz uZiva zapisu dy[g(x, y) = dx[h(x, y)] .

Zavedme tuto definici:

(16.7)

(16.8)

(16.9)

2.16.1. Definice: MnoZinu L = G, U G, budeme nazyvat charakteristikou rovnice
(16.9), existuje-li otevieny interval # < R a spojité diferencovatelné funkce

1, 1, # - R takové, Ze

0 [Fo]+[520] >0 w <.

s ds
(i) L={xy)|x=0Ls)y=1s)ser}.

(iii)  Ke kaZdému &islu o € # existuje &islo 6 > 0 takové, Ze pro mnoZinu

Ly={(xy)|x=14L(s)hy=1L(s)o—-6<s<o+d}

nastane (alespoii) jeden ze dvou p¥ipadi:

{¢) L, je grafem n&jaké funkce u: A" — R, ptesndji
L = {(xu(s)| xe 1},
a pfitom u je feSeni rovnice (16.7).

(B L, je grafem n&jaké funkce v: &£ — R, pfesnéji
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L, = {().y) ye £},

a pfitom v je feSeni rovnice (16.8).
Pfiklad: Pro kaZdé ¢ > 0 je mnoZina
M, = {(x, y)e R*| x* + y* = ¢*}

charakteristikou rovnice

xdx + ydy =0. (16.10)
V souvislosti s rovnici (16.9) muZeme jesté vySetfovat soustavu

% = h(x, y),

y=4(x). (16.11)

Soustavu (16.11) vySetfujeme oviem na mnoZin& G. O vztahu rovnice (16.9) a sou-
stavy (16.11) plati

2.16.2. Véta: Necht U je trajektorie soustavy (16.11) a necht plati U = G, U G,.
Pak U je charakteristika rovnice (16.9).

Necht L je charakteristika rovnice (16.9). Pak L je soucasné trajektorie
soustavy (16.11).

Dikaz: Necht U je trajektorie soustavy (16.11), U = G, U G,. To zna-
mend, Ze existuje YeSeni u,, u, soustavy (16.11), u,, u,: & — R a plati

U = {(us(t), ua())| te £} .

Funkce u,, u, maji spojité derivace a plati
[:(]* + [52()]* = h*(us(9), ua(9) + g7(us(e), (1) > 0,

nebot U = G, + G,. Zvolme g€ # a necht je pro uritost (u,(c), u,(c)) € G;.
Najdéme 6 > 0 takové, Ze je (u4(f), u(f)) € G, pro 6 — 6 <t < ¢ + 8. PoloZme

U, = {(us(t), us(t)| te (o — 6,0 + 8)} .

Podle Véty 1.10.1 je U, soucasné trajektorii soustavy

x=1,
. g(x )
y = H(x, ) (16.12)

a podle Véty 2.15.1 je U, charakteristikou rovnice (16.7). To viak znamend, Ze funkce
3, u, spliuji vSechny podminky, které Definice 2.16.1 klade na funkce [, 1,.

Necht L je charakteristika rovnice (1 6.9) a necht funkce 1y, I, maji vlastnosti
popsané v Definici 2.16.1. Uk4dZeme nejdfiv, Ze plati

‘l_’sl (@) = h(14(0), 12(0)) e(0) ,
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Qd’_sz (@) = 9(11(0), (o)) e(o) ,

i) = ([ @] +[F0]) ree e+

s ds

+ g%(l(0), L(e))] 7' (16.13)
pro o€ #. Zvolme o€ #. Necht pro uritost je (I,(¢), I(¢)) € G;. Necht 6 >0
a L, maji vjznam popsany v Definici 2.16.1 a necht nastane napf. pfipad («) [nastane-
li ptipad (B), budeme postupovat obdobng].

Existuje funkce u: (@, f) > R takova, Ze plati L, = {(x, u(x))| « < x < B}
a Ze u mé spojitou derivaci; je tedy I,(s) = u(l,(s)), a proto musi byt

dl,

ds

[jinak by bylo i

dil, _du
L) = 3 ()

(6) ¥ 0

L) =]
Je
dly fdl y_du
SOfe @ =506

= 9(1i(9), 1(9)[1(14(0) 12(2)) -

To znamend, Ze existuje g(c) takové, Ze plati prvni dv& z rovnic (16.13); z té&chto dvou
rovnic plyne, Ze plati i tfeti.

Je Q(O’) > 0 pro o € 7 a g je spojita. Podle odst. 2.10 existuje otevieny interval
# a feSeni 9 rovnice

as_ 1
e o(9)’

3: # — R, takové, Ze zobrazuje interval # na interval ¢ [v odst. 2.10 klademe
(B)=F g=1u=9I = +s— G)), w + s — G(y))]. Polozme u,(f) =
= 1;(3(2)), uz(t) = 1,(9(?)) pro te L. uy, u, je feSeni soustavy (16.11) a je L =
= {(u4(2), u2(1))| t € #}. Véta 2.16.2 je dokdzana.

2.16.3. Pozndmka: MnoZinu M < G, u G, nazveme maximdlni charakteristikou
rovnice (16.9), jestlize M je charakteristika rovnice (16.9) a jestliZe plati toto tvrzeni:
Je-li L charakteristika rovnice (16.9), L > M, potom L = M. Vétu 2.16.2 miZeme
modifikovat timto zplsobem:

VySetfujeme-li soustavu (16.11) na mnoZiné G, U G,, potom kazdd maxi-
madlni trajektorie soustavy (16.11) je maximdlni charakteristikou rovnice (16.9)
a naopak.
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Tuto modifikaci Véty 2.16.2 I1ze dokdzat vhodnym rozsifenim dikazu Véty
2.16.2; dokazovat modifikaci Véty 2.16.2 viak nebudeme.

2.17. Priklad: VySetfujme rovnici

x(1 — y¥)?dx + y(1 — x?)*>dy =0 (17.1)
na mnoZiné

H = R? — {(0,0),(1, 1), (1, —1), (=1, 1), (=1, —1)} .
Polozme ¢, = (—o0, —1), #, = (—1,1), #3 = (1, ®). Podle Definice 2.16 ov&fi-
me, Ze mnoZiny

{( x Dixes}, {( x Ylxesf}, {( x 1)|xesfs},

{ x=Dxes}, {{ x-Y|xes}, {( »-D[xes},

{1 Nyesd, {( L Yyes}, {( L yyess},

{(-1 Nresd, (-1 »lres}, {(-L yres} @112

jsou charakteristiky rovnice (17.1) [mnozZiny (17.2) jsou maximélni charakteristiky
rovnice (17.1), viz Pozndmku 2.16.3].

0<C<2 c>2 0<C<2

I c e S—

0<C<2 C<0

Obr. 19

Hledejme Ye¥eni rovnice (17.1) na kaZdé z mnoZin #; x #,, i,j = 1,2, 3,
(i, ) * (2, 2), zvla3t a dale na mnozing £, x £, — {(0, 0)}, viz obr. 19. Na mnoZi-
ng F3 x £, jsou ob funkce x(1 — y?) i y(1 — x?) zdporné; je-li xo, yo > 1, pak
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pro feSeni y rovnice

dy _ _x(1-y) (17.3)
dx (1 — x%)?
spliiujici podminku u(x) = y, odvodime metodou separace proménnych
1 1
+ =C, 17.4
11—y} (x) 1-—x? (17.4)

kde
1 1
+

11—y 1-x

C <0.

Rovnici (17.4) je definovdna funkce u: ([1 — 1/C]"/?, o) — R, kterd je feSenim
rovnice (17.1); u je klesajici a je u(x) > o0 pro x — (1 — 1/C)"/* +, u(x) -
- (1 = 1/C)"? pro x — co. Graf funkce u je charakteristika (dokonce maximélni
charakteristika) rovnice (17.1) pro kazdé C < 0. Obdobng se chovaji feSeni rovnice
(17.1), vySetfujeme-li ji na mnoZinich £, X £, £, X £y, F3 X F,.

Necht je (xo, yo) € £; X £, — {(0,0)}. V pfipadé, Ze je yo + O, hledame
feSeni y rovnice (17.3) jako funkci proménné x, ¥(x0) = yo, 2 metodou separace
promé&nnych dostdvime

1 + 1
1—y¥x) 1-x?

-c, (17.5)

kde
1 1

1-y;, 1-x;

C

v pfipadé, Ze je x, =+ 0, hleddme Feleni x jako funkci proménné y rovnice
dx _ _ y1 -y
dy x(1 — y*)? ’
x(yo) = Xo. Separaci prom&nnych dostdvdme
1 1
1-y 1-x()
kde je opét

1 1
C= > + 5 -
I1-—yo 1-=x;

vy

Snadno se ovéri, Ze pro kaZzdé C > 2 mnoZina

Qc={(x,y)ejzxj2|1_1y2+ 1 2=C}
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je charakteristika rovnice (17.1) [mnoZina Qc je tzv. jednoduchd k¥ivka, viz obr. 19,
a je maximélni charakteristikou rovnice (17.1)].

Na mnoZin€ #, X #, fe§ime rovnici (17.3) a pro feSeni y, které je funkci
proménné x, s podminkou y(x,) = x,, dostdvdme metodou separace proménnych
opét (17.4), kde

1 1

11—y 1-x2

C €ER.

Je-li C < 1, pak ke kaZdému x € #, existuje jediné yc(x) € #, tak, Ze plati (17.4);
je-li x€ #,, C 2 1, pak &islo yc(x) e #5 takové, aby platilo (17.4), existuje pouze
pro —1 <x < —(1 — 1/C)""? a pro (1 — 1/C)""* < x < 1; je v obou ptipadech
uréeno jednoznaéné. PoloZme

Pc = {(x, yc(x))| xe f,} pro C<1,
Sc = {(x y(x)| -1 < x < —(1 = 1/C)"}}

Te = {(x, y(x))|(1 = 1/CO)"* < x <1} pro C21.
Mnoziny P, S¢, Tc jsou charakteristiky (dokonce maximalni charakteristiky) rovnice
(17.1). Zjistéme jest& chovani funkce yc a jeji derivace pro x — 1—. Z rovnice (17.4)
okamzité plyne, Ze yc(x) - 1 pro x - 1—.

Zavedme funkci nc vztahy 7¢(€) = yo(x) — 1, x =1— ¢ pro £ >0; je
nc(€) = 0 pro ¢ - 0+. Dosazenim do (17.4) a snadnou tipravou dostaneme

nde) _ 2-¢
4 2 + ﬂc(é)

tedy nc(£)/€ - 1 pro & - 0+, tj. [ye(x) — 1]/(x — 1) » —1 pro x - 1—, a proto

- Cﬂc(ﬁ) (2 - é),

%(x)» -1 pro x—->1-.
dx

Vsimn&me si jesté, Ze y,(x) = —1/x pro —1 < x < 0a y,(x) =1/xpro0 <x < 1.
Obdobné se chovaji feSeni rovnice (17.1) na mnoZinich #, x £, #; x #,,

Fi X F

2.17.1. Poznimka: Postupu, kterého jsme uZili k vy3etfeni rovnice (17.1), lze uZit
k vySetfeni rovnice (16.9) v ptipad¥, Ze proménné lze separovat, tj. v pfipadg, Ze
rovnici (16.9) lze zapsat ve tvaru

hy(x) ha(y) dy = g4(x) g2(y) dx = 0, (17.6)

kde funkce g1, g2, b1, hy: R = R jsou spojité. Nejdtive vylou&ime z roviny R? ty
body, ve kterych je soutasn¥ g,(x) g2(v) = 0 = hy(x) hy(y), tj. poloZime

H = {(x, ) € R*| g}(x) g3(y) + h}(x) hi(y) + 0}
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a rovnici (17.6) vysettime na mnoZin& H. Pfedpoklidejme pro jednoduchost, Ze plati
gi(x) + hj(x) >0 pro xeR,
95(») + K3(») >0 pro yeR. (17.7)
Z (17.7) plyne, Ze plati

R* = H = {(x, )| :(x) = 0 = ho(y)} U {(x, )| 92() = 0 = hy(x}} -

Déle najdeme charakteristiky rovnice (17.6), které leZi v n&které rovnobgZce s osou
x; takové trajektorie mohou leZet jen na pfimkach y = ¢, kde g,(c) = 0. Najdeme
jest& charakteristiky rovnice (17.6), které leZi v n&které rovnobgZce s osou y; takové
trajektorie mohou leZet jen na pfimkéch x = ¢, kde h,(c) = 0. Odstranime z mnoZiny
H charakteristiky rovnice (17.6), které jsme prav& vysetfili, a na zbytku pak fesime
rovnici (17.6) metodou separace prom&nnych.

2.18. Nechf H, H’' jsou oteviené podmnoZiny v R?, nechf funkce ¢,, 9,: H - R
maji spojité derivace prvniho fddu a nechf zprostfedkuji difeomorfni zobrazeni
mnoZiny H na mnoZinu H' [to znamen4, Ze jsou splnény tyto podminky:

((01("1, xz), (Pz(xn xz)) e H' pro (xl’ xz) €H. (18'1)

Ke kazdému bodu (£, ;) € H' existuje pravé jeden bod (x,, x;) € H

tak, Ze je &; = ¢(x, x;) proi = 1,2. (18.2)

det (a—(p—‘ (x1, xz)) +0

axj

v kazdém bod& (x,, x,) e H] . (18.3)
Nechf funkce V,, ¥, zprostfedkuji inverzni zobrazeni, tj.

Wi(‘Pl(xl, xz), ¢z(x1s xz)) =x;, i=12, pro (xp xz) eH. (18-4)
Potom plati téz .

‘Pi(‘px(fb fz), '//z(fb fz)) =¢, i=12, pro (fb fz)e H'. (18-5)

Z (18.5), (18.3) a z vity o implicitnich funkcich plyne, Ze funkce Y1, Y2 maji spojité
derivace prvniho ¥adu. Derivovanim rovnice (18.4) podle x, (kde I = 1, 2) plyne, Ze
plati

2 oY, a(Pj .
Z — ((Pl(xla Xz), (Pz(xu xz))'— (xls xz) =0y, i,1=12, (18.6)
=1 0&; 0x;

kde 8,; = 8,, = 1, 8,, = 8,; = 0. Obdobn& derivovanim rovnice (18.5) plyne, e
plati
2

Z ? ('ﬁl(fx, fz)’ 'ﬁz(fu fz)) %ll"j'(&l’ 62) =0y, iL,1=12. (18-7)
X 3
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Necht
P = (?-(e-i ('h(fb fz), ¥a(és, fz))
0x;
je matice, v jejimZ i-tém fadku a j-tém sloupci je
il
6_% (lﬁl(fx, &), va(éy, fz)) s
Xj
a necht
oy
(351 (0 )

je matice, v jejimZ j-tém ¥adku a I-tém sloupci je

oy

L (&, &)

2 2)

Rovnice (18.7) mbZeme zapsat ve tvaru

oY =1,
kde I je jednotkova matice. Odtud plyne det @ det ¥ = 1, a proto je

oy
d _1 19 2 =*= 0 .
et(«%z (6. ¢ ))

Dokézali jsme, Ze zobrazeni zprostfedkované funkcemi ¥/, ¥, je difeomorfni zobra-
zeni mnoZiny H' na mnoZinu H.

2.18.1. Véta: 1. Necht jsou ddny funkce gy, g,: H - R a méjme reSeni uy, u, sou-
stavy

Xy = gx(xv x2) s

X, = gz(xb xz) s (18.8)

Uy, uy: I = R, pFicemz £ je otevfeny interval v R. Definujme funkce 3,, 3,: # -+ R
a hy, h,: H — R vzorci

8(0) = @1 (uy(2), “2(’)) » 9:() = oa(us(1), ua(1)) (18.9)
hEn &) = 5 22 (Ui, £ ValEns €) 9,(0n(En 2), Vs £2)) - (18.10)

j=10x;
Potom 84, 9, je FeSent soustavy

51 = h1(§1, fz) s
é = hz(fu &) . (18.11)
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II. Necht ¢ je otevieny interval v R, w,, w,: # = R, a necht w,, w, je
FeSeni soustavy (18.11). Definujme funkce v,, v,: # — R vzorci

01(t) = ¥a(@,(1), (1)) »

v5(1) = ¥a(,(2), 05(1)) . (18.12)
Potom v,, v, je FeSeni soustavy (18.8).

Diikaz: ProtoZe uy, u, je feSeni soustavy (18.8), plati podle (18.9)

i) - z oo 2 (1) i) ) pro 1

a dosazenim u,(f) = -/z,,(sl(t), 9,(?)) plyne, Ze 9,, 9, je feSeni soustavy (18.11). Prvni
Cast Véty 2.18.1 je dokazéana.
Definujme funkce g4, g,: H + R vzorci

a0 x2) = 5 5 (0,0 x2)s 02510 %)) hi(a(xas 22), @30 %2))

j=1 afj
(18.13)
Podle prvni &asti Véty 2.18.1 je vy, v, feSeni soustavy
Xy = 41("1:’52):
X, = ‘12("1, xz) .
Dosadime-li za h; do (18.13) podle (18.10), dostaneme se zfetelem na (18.4)
2

(xl’ xz) Z Z ?,;Zl ((91(-"71: xz) ‘Pz(xl’ xz)) - (xn xz) gk(xl’ xz)

a podle (18.6) je qi(xy, x2) = gi(x1, x;). Tim je dokdzdna druhd &ast Véty 2.18.1.

2.18.2. Pozndmka: Rikdme, Ze soustavu (18.8) jsme pfevedli [transformovali] v sou-
stavu (18.11) transformaci popsanou funkcemi ¢,, ¢,. Inverzni transformace po-
psana funkcemi ¥,, ¥, pfevadi soustavu (18.11) zp&t v soustavu (18.8).

2.18.3. Poznimka: PoloZme

= {(uy(t “z(t))l te S},
= {(@1(u1(1), u2(1)), @2(us(1), uax(1))| 1€ 5} .

Mnozina U je trajektorie soustavy (18.8) a @ jeji obraz pfi transformaci popsané
funkcemi ¢, ¢,. Podle prvni &4sti Véty 2.18.1 je © trajektorie soustavy (18.11).
PoloZme

Q = {(w4(1), wz(t))l te #}.

Mnozina Q je trajektorie soustavy (18.11). Podle druhé &asti Véty 2.18.1 je obraz V
mnoZiny 2 pfi inverzni transformaci trajektorii soustavy (18.8).
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2.18.4. Pozndmka: Snadno se presvéd¢ime pomoci obou &asti Véty 2.18.1, Ze 34, 9,
je maximalni feSeni, je-li u,, u, maximdlni feSeni, a Ze v,, v, je maximalni feSeni,
je-li w;, w, maximélni feSeni. Zejména je-li U maximélni trajektorie soustavy (18.8),
je také @ maximalni trajektorie soustavy (18.11); je-li 2 maximélni trajektorie sou-
stavy (18.11), je také V maximalni trajektorie soustavy (18.8).

2.18.5. Poznimka: Obdobné véty (vEetn& tvrzeni obsaZenych v Pozndmkach 2.18.2
a 2.18.3) plati pro autonomni soustavu n rovnic a také diikaz je zcela obdobny.

Pifiklad: V soustavé
Xy = ay; Xy + apX;,
X3 = a31X%1 + 23X, (18.14)

kde a;; € R jsou konstanty, i,j = 1,2, H = R?, provedme transformaci popsanou
funkcemi

(Px(xn xz) = by1x; + by2X,,

¢2(x1, x2) = bz]_xl + b22x2 ’ (18.15)
pfitom pfedpokldddme, Ze b;;e€ R jsou konstanty, i,j = 1,2, a Ze det (by) % 0.
Transformace (18.9) zobrazuje mnoZinu H = R? na mnoZinu H' = R? a zfejmg jsou
spln&ny podminky (18.1), (18.2), (18.3). Nechf d;; je matice inverzni k matici by,
tedy

Vi(&1, &) = dy &y + dyaés, V(€ &2) = dandy + dy3é,.
Soustava (18.14) se tak transformuje podle Véty 2.18.1 v soustavu

& =y &y + cipts,

& = c2151 + ¢3¢, (18 16)
2

kde ¢;; = z Z buady;. Ukazuje se, Ze matici (b;;) miZeme volit tak, Ze soustava

(18.14) je nékteré. ze soustav (5.1), (6.1), (7.1), které umime fesit. Tento postup bude
podrobné vyloZen a odivodnén v kap. 5 (a to pro autonomni soustavy n rovnic,
n 1)

2.19. Necht H, H', ¢4, ¢, ¥, ¥, maji stejny vyznam jako v odst. 2.18. Bud déna
funkce f: H — R. Hleddme funkci p: H' — R tak, aby transformace popsand funk-
cemi @4, ¢, pfeviadéla feSeni rovnice

dy

— = S 19.1

palab ) (19.1)
v feSeni rovnice

dn

a = p(¢ n). (19.2)
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Podrobngéji feCeno, chceme, aby nastala tato situace: Je-li u feSeni rovnice
(19.1), u: # - R (4 je otevieny interval), poloZzme

U = {(x, u(x))| xe £}, (19.3)
tj. U je charakteristika rovnice (19.1). Nechf @ je obraz charakteristiky U, tj.
0 = {(@4(x, u(x)), @s(x, u(x))| xe £} . (19.4)

© ma byt charakteristikou rovnice (19.2), tj. méa existovat otevieny interval #
a funkce 9: # — R takova, Ze

0 = {(& %) ¢e 4} (19-5)

a ¥e 9 je fedenim rovnice (19.2).
Abychom toho dos4hli, budeme pfedpoklddat, Ze plati

0
%91 (x,y) + —(p—l(x, Y)f(x,y) £0 pro x,yeH, (19.6)
0x dy
a definujeme funkce ¢;, 45, p: H' = R rovnicemi
_ 00,
ql(f: ’1) = —a;- (!pl(fa '1)’ Wz(f, '1)) +

+ aaﬂ W1(& ), V(& ) S(Wa(E ), ¥a(E, ,,))] ,
y

aal&n) = ["& (Wa(& m), ¥l m) +

ox
# 222 6 a6 ) TO(E 1), 96|
y
p(&n) = ax(8 m)a:(Cm). (19.7)

2.19.1. Véta: 1. Necht u je FeSeni rovnice (19.1), u: F — R, S je otevieny interval;
necht U je definovdno vztahem (19.3) a © vztahem (19.4). Pak existuje otevieny
interval ¢ a funkce 9: # — R takovd, Ze plati (19.5) a Ze 9 je FeSenim rovnice (19.2).

II. Necht A: # — R je FeSenim rovnice (19.2),
A={&M) sy, V={(Vi(&ME) ¥a(& M) £ 1}

Potom V je charakteristika rovnice (19.1).

Diikaz: U je charakteristika rovnice (19.1) a podle Vity 2.15.1 je U trajek~
torie soustavy

d _ .

d

d

d—': =f(x 7). (19.8)
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Podle Véty 2.18.1 je O trajektorie soustavy

d _

dt ql(é, ’1) ’

dn _ :

o a:(&n); (19.9)

podle Véty 2.15.1 je opét @ charakteristika rovnice (19.2). Prvni &4st Véty 2.19.1
je dokazana. Dikaz druhé ¢asti je obdobny.

2.19.2. Pozndmka: Je-li u maximalni feSeni, pak také 3 je maximalni feSeni. Zejména
je-li U maximdlni charakteristika, je také ® maximalni charakteristika. Je-li A ma-~
ximdlni feSeni, pak také V je maximdlni charakteristika.

220. Necht H je rovina R?, z niZ byl odstranén poditek (0, 0). Cisla r, ¢ se nazy-
vaji poldrni sourfadnice bodu xi, x, € H, jestliZe plati

X, =rcos@, x,=rsing, r>0. (20.1)

[Z¥ejm& r = (x] + x3)"/? je vzdalenost bodu (x,, X,) od potitku a ¢ se mide lifit
od uhlu sevieného kladnou poloosou x; s polopfimkou, ktera vychdzi z poCatku
a obsahuje bod (x, x,), 0 2nk, kde k je celé &islo].

Polozme Y y(r, ¢) = rcos @, ¥,(r,¢) =rsing pro r>0,0eR H =
={(r,p)e R2| r > 0}. Funkce ¥, ¥, zprostfedkuji zobrazeni mnoZiny H' na H
aje

EXR

r 0o

det o o0 =r (20.2):
Zr2 vz
ar (r, (P) ’ a(p (r’ (P)

Toto zobrazeni oviem neni vzdjemné& jednoznaéné, nebot plati

¥i(r, @) = ¥u(r, @ + 2kn), ¥s(r, 0) = Yo(r, ¢ + 2kn),
jakmile k je celé, (r, ) e H'.

Jsou-li uy, u,: (o, f) = R spojité funkee, (u4(t), ux(?)) € H, pak existuji spo-
jité funkce g, ¥: (, f) = R, o(t) > 0, tak, Ze je

u(t) = o(t) cos Y(t), uy(t) = o(t) sin Y(t). (20.3):

Jestlize funkce uy, u, maji derivaci, pak také funkce @, ¥ maji spojitou derivaci; to.
plyne podle véty o implicitnich zobrazenich z (20.3) a z (20.2).

Nechf g1, g2: H — R jsou spojité funkce a nechf uy, u,:(a, ) = R je feSeni.
soustavy

X, = gl(xl’ xz) »

%2 = g2(¥0 %2). (20.4),
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Derivovanim rovnic (20.3) dostaneme
g1(u1(8), ua(r)) = 15() = &() cos ¥(t) — o(t) sin Y(2) . (1) ,
2(uy(1), u5(2)) = 15(t) = ¢(¢) sin (1) + o(z) cos Y() . ¥(1).
Odtud vypodteme

6(1) = g1(e(t) cos Y(t), o(t) sin Y(r)) cos Y(r) +
+ g,(e(t) cos Y(t), e(t) sin Y(1)) sin Y(t) ,

¥(t) = [—g1(e(?) cos ¥(r), o(t) sin ¥(2)) sin Y(t) +
+ ga(e(t) cos Y(t), o(t) sin ¥(t)) cos Y(1)]/e(t)

a tak g, ¥ je feSeni soustavy

6 = gy(ecos ¥, osin ) cos ¥ + ga(e cos ¥, gsin Y)sin ¥,
¥ = [—g1(ecos ¥, ¢ sin ¥)sin ¥ + g,(e cos ¥, ¢ sin ) cos Y] /e . (20.5)

Naopak, je-li o, ¥ feSeni soustavy (20.5) a jsou-li funkce u,, u, definoviny rovnicemi
(20.3), je (uy,u,) feleni soustavy (20.4). Pfitom maximilnimu feSeni odpovida
maximalni feSeni v obou pfipadech.

2.20.1. Poznimka: Jestlize v mnozing U = {(r, ¢) € R2| r>0,0 < ¢ < 2n} ztotoz-
nime kazdy bod (r, 27) s bodem (r, 0), r > 0, miiZeme mnoZinu ¥, ktera takto vznik-
ne, povaZovat za vélcovou plochu. Zobrazeni (20.1) zobrazuje ¥ na H a je pfitom
vzajemné jednozna&né; kruznice {(r, ¢)| r = k} na Vprechézeji v kruZnice x4 x3=
= k? na H (viz obr. 20), povrchové ptimky vilce [tj. poloptimky {(r, ¢)| ¢ = @o}]

4
/
\

\
14

———————
mm———
emm——-

Obr. 20

prechdzeji v polopfimky s krajnim bodem v poCatku. Lze si pfedstavit, co znamena,
7e funkce { definovand na ¥V mé v okoli bodu (ro, ¢o) € V derivaci podle r nebo
podle ¢: V okoli bodu (o, ¢,) rozvineme plochu ¥ do roviny a derivujeme tak, jako
by r a ¢ byly soufadnice v roviné. Nebudeme to popisovat podrobng a piesné. Lze
uk4zat, Ze rovnici (20.5) Ize interpretovat jako rovnici na vilcové plo3e V'a Ze rovnice
(20.4) a (20.5) spolu souviseji transformaci (20.1).
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Piiklad: Soustava

J'c1=(1—xf—x§)x1—x2,

X =(1 = x] = x3)x; + %, (20.6)
pfechdzi transformaci (20.1) v soustavu

Fr=0-r)r,

o=1. (20.7)

Soustavu (20.7) umime Fesit; n&které informace miZeme zjistit, aniZ integrujeme sou-
stavu (20.7). Soustava (20.6) m4 zfejm& feSeni uy, u, u4(f) = 0 = u,(f) pro teR.
Odpovidajici fefeni u soustavy (20.7) nenajdeme, protoZe bod (0, 0) € R* byl z trans-
formace do polérnich soufadnic vylouden. Soustava (20.7) ma zfejm& feSeni r = 1,
@ =1t—t, teR, pro kazdé t,e R a tomuto feSeni odpovidaji feSeni v, v,
soustavy (20.6) vy,,(t) = cos (t — to), v5,,(f) = sin(t — to). Je-li 0 <7y < 1, to€R,
pak feSeni ¢ prvni z rovnic (20.7), o(t;) = o, je rostouci funkce, kterd je definovana
na R, a je lim ¢(f) = 0, lim g(f) = 1 [viz odst. 2.8 a (10.3)]. PoloZme je3t& ¢(z) =
t t—> o0

)

=1t — t,4; ¢ je FeSeni druhé z rovnic (20.7). Odpovidajici feSeni

wi(t) = g(t) cos (t — 1), wy(f) = o(t) sin (t — to)

soustavy (20.6) se ,,spirdlovit& bliZi k po&atku pro t — — oo a ,,spirdlovit&* se blizi
ke kruZnici x3 + x3 = 1 pro t - +oo.

X3

)
NS

| N

Obr. 21

Bud r; > 1, t; € R. Pak feSeni { prvni z rovnic (20.7), {(t,) = ry, je funkce
klesajici a jeji definiéni obor je zleva ohraniené poloptimka (t,, ) [kde

¢y J‘“’ dr ]
1 = to — W
ry r(rz_ 1)
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a plati

lim {(f) = o, lim{(f)=1.
t=1+ t=> o0

Vezm&me jest& feSeni ¢(f) = t — t, druhé z rovnic (20.7). Odpovidajici fedeni q;, g,
soustavy (20.6)

q1(t) = Y(t) cos (t — to), a2(f) = ¢(f) sin (t — t5)

se pro t — o0 ,,spiralovité naviji na kruZnici x2 4+ x3 = 1, pro t = ¢, + se neomeze-
né vzdaluje od pocatku a bliZi se pfitom k asymptoté

{(x1, %5)| x; = rcos (ty — 1o), x, = rsin (t; — to), r > 0}.
Viz obr. 21.

221. Nechf H je rovina, z niZ byl odstranén podatek, tj. H = R* — {(0, 0)},
3 € R. Funkce f: H — R se nazyva homogenni funkce stupné 9, jestliZe plati

f(sx,sy) =s*f(x,y) pro (x,y)eH, s>0. (21.1)
Necht g, h: H — R jsou spojité homogenni funkce stupn& 3. Potom rovnice
g(x, y)dy — h(x, y)dx =0 (21.2)

se nazyva homogenni rovnice. Podle Véty 2.16.1 je kaZzd4 charakteristika rovnice
(21.2) trajektorii soustavy

% =g(x,y),

y = h(x, y) (21.3)
a naopak. Podle Véty 1.9.1 je kaZda trajektorie soustavy (21.3) trajektorii soustavy

%= 0(x,y)9(x,y),

y = 6(x, y) h(x, y) (21.4)

a naopak; ptitom @: H — R je prozatim bliZe neurdena spojita funkce, O(x, y) + 0
pro (x, y) € H. Plati tedy tvrzeni:

Kazdd charakteristika rovnice (21.2) je trajektorii soustavy (21.4)
a naopak. (21.5)

Transformaci soustavy (21.4) do polérnich soufadnic dostdvime soustavu

i = O(rcos @, rsin @) [g(r cos @, rsin @) cos ¢ +
+ h(r cos @, rsin @) sin ¢] ,

¢ = E O(r cos o, rsin @) [—g(r cos ¢, rsin @) sin ¢ +
r

+ h(r cos @, rsin @) sin ¢] . (21.6)
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Polozme O(x,y) = (x* + y*)*~®2, (x, y)e H. Soustava (21.6) se zjednodusi
a pfejde v soustavu

i = r[g(cos o, sin @) cos ¢ + h(cos ¢, sin ¢)sin ¢],

¢ = [—g(cos o, sin ¢) sin ¢ + h(cos ¢, sin @) cos ¢] . (21.7)
Soustavu (21.7) Ize fesit. Pfedpokladejme pro jednoduchost, Ze existuje takové &islo
L > 0, Ze plati

|a(cos @4, sin @) — g(cos @,, sin @,)| < Ljp; — @5,

lh(cos @1, sin (01) - h(COS @3, sin (Pz)l = qu’l - ‘Pz' pro ¢;, ¢,€R.
(To nastane zejména v tom pfipadg, Ze funkce g, h maji spojité parcidlni derivace
prvniho fadu.) PoloZime-li

4(¢) = —g(cos ¢, sin @) sin ¢ + h(cos ¢, sin p)cos ¢, @eR,

neni t&7ké ov&fit, Ze plati podminka (8.2), a tak podle odst. 2.8 [kde klademe ¢(t) = 1]
miZeme najit fedeni druhé z rovnic (21.7). Dosadime-li n&které feSeni druhé z rovnic
(21.7) za ¢ do prvni z rovnic (21.7), pfejde tato rovnice v linedrni homogenni rovnici,

v v v

jejiz feSeni najdeme podle odst. 2.1. Zndme-li jiz funkce r, ¢: & — R, takZe r, ¢ je
feSeni soustavy (21.7), polozime I' = {(r(s), (p(t))| te #}; T je trajektorie soustavy
(21.7). Definujme funkce x, y: # — R rovnicemi

x(t) = r(t)cos o(t), ¥(t) = r(t) sin ¢(1)
a poloZzme
¢ = (=) Y] <5}

Podle odst. 2.20 je x, y feSeni soustavy (21.4) a C je trajektorie soustavy (21.4).
Podle (21.5) je C charakteristika rovnice (21.2).

Pfiklad: Rovnici

(x* = y)dy —2xydx =0 (21.8)
odpovida soustava

y = 2xy(x* + y?)712,

X =(x* - y)(x* + y?)~1/2 (21L.9)

[zvolili jsme O(x,y) = (x* + y?)~'/% a rovnici (21.9) vySetfujeme na mnoZin&
H = R?* — {(0, 0)}]. Soustava (21.9) pfejde transformaci

X=rcos¢g, y=rsing
v soustavu
F =rcoso,

¢ =sing. (21.10)
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Pravi strana druhé z rovnic (21.10) se rovnd nule pro ¢ = kn, k celé; je-li ¢(f) = kn
pro teR, je r(t) = go e~ V", te R. Témto fefenim odpovidaji trajektorie Iy =
= {(r, km)| r > 0}, k celé &islo soustavy (21.10) a charakteristiky C, = {(x, 0)' x > 0}
aCy = {(x,0)| x < 0} rovnice (21.8). Na mnoZin& {(r, ¢)| r > 0, p & (—=,0) U (0, m)}
m4 [viz Vétu 1.9.1] soustava (21.8) tytéZ trajektorie jako soustava

F =rcotge,

¢ =1 (21.11)

a podle Véty 2.15.1 jsou tyto trajektorie soudasné charakteristikami rovnice
dr_ reotgg. (21.12)
do

Separaci proménnych najdeme feSeni rovnice (21.12) ve tvaru
r = alsin ¢|, (21.13)
kde a > 0. Po dosazeni x = r cos @, y = rsin ¢ do (21.13) dostdvdme

(%% + yH)12 = a|y| (x*+ y»)~1% pro y#0,
£,

x>+ y*—ay=0 pro y>0 (21.14)
nebo

x>+ y*4+ay=0 pro y<0O. (21.15)
Rovnici (21.14) pfepiSeme x2 + (y — a[2)* = a?[4; jde tedy o kruZnici C, se stfedem
v bodg (0, a[2) a polom&rem a/2, z niZ byl odstranén bod (0, 0). Lze ukazat, Ze C,
je obrazem trajektorie I, = {(¢,¥)|e = asiny, y€(0,n)} pfi transformaci
x = gcos Y, y = gsin ¥, a proto C, je charakteristika rovnice (21.8). Obdobng& rov-
nici (21.15) odpovida kruznice C_, se stfedem v bodé (0, —a/2) a polomérem a2,
z ni% byl odstranén po&atek, a také C_, je charakteristika rovnice (21.8) (viz obr. 22).
2.21.1. Pozndmka: Obdobné miZeme postupovat i v pfipadé, Ze mnoZina L = H je
oteviend a ma tuto vlastnost:

Je-li (x,y)eL, s> 0, pak je i (sx,sy)eL a spojité funkce g, h: L - R
splituji (21.1) pro (x, y) € L, s > 0. To nastane napf. v pfipadé rovnice

(“_’”‘_”y) dx —dy =0, (21.16)
cx + dy

kde f: R — R je spojita funkce, a, b, ¢, d € R,

a, b
det (™’ *0;
(c, d)

v tomto ptipadg polozime L = {(x, y) € R?| cx + dy + 0}.
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2.21.2. Poznimka: V literatufe se homogenni rovnice &asto zapisuje

dy _ h(x )

(21.17
dx g(x,y) )
y
X
Obr. 22

a provede se substituce

y=ux; (21.18)
je

dy _ _du _ h(x,ux) _ h(1,u)

dx dx g(x,ux)  g(1,u) )

Dostavame rovnici

du _ 1[h(1,u) "

dx x|g(1,u) ’
kterou lze fesit separaci proménnych. Tento postup ma oviem nevyhodu, Ze musime
zvl43t vySetfovat pfipady x > 0 a x < 0; existuje-li nap¥. feSeni y rovnice (21.17),
y:(—1,1) > R, y(0) > 0, pak funkce u, definované podle (21.18), neni definovani

v bod¥ x = 0 a je u(x) » oo pro x - 0+, u(x) » — o0 pro x = 0—. Proto hledéni
maximalnich feSeni rovnice (21.17) timto postupem miZe byt obtiZné.
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2.22. Rovnice
dz

— + a(x) z = b(x) 2’ (22.1)
dx

se nazyva Bernoulliova rovnice. Pfedpoklidime, Ze a, b: R — R jsou spojité funkce
a Ze y € R; rovnici budeme vysetfovat na poloroving H = {(x, z)l z > 0} Jelliy =1
nebo y = 0, rovnice (22.1) je rovnice linedrni. Necht je tedy O # y % 1. Rovnici
(22.1) miZeme psat ve tvaru

z”g + a(x) 217 = b(x). (222)

Polozme w = z!~? [tj. poloZme ¢,(x,z) = z'77, ¢,(x, z) = x, viz odst. 2.19].
Je-li z: (o, B) = R feSeni rovnice (22.2), pak w spliiuje rovnici

dw

™ +(Q=9ax)w=(1-7)bx). (22.3)
Naopak, je-li w: (&, f) = R, w(x) > 0 pro x € (a, B) feSeni rovnice (22.3) a poloZime-li
z = w'™?, pak z je feSeni rovnice (22.2).

Rovnice (22.3) byla vy3etfena v odst. 2.2; zde viak ji vySetfujeme na polo-
roviné H' = {(x, w) € R*| w > 0}. Najdeme-li feSeni u rovnice (22.3) podle vzorce
(2.2) (pti danych y > 0 a s € R), musime se omezit na takovy interval # < R, Ze je
u(x) > 0 pro x € #. Reeni g rovnice (22.1) najdeme z rovnice g(x) = [u(x)]*/*~7.

2.23. Rovnice

Y = a)y* +b(x)y + (3, (3.9

kde funkce a, b, c: R = R jsou spojité, se nazyvad Riccatiova rovnice. Riccatiova
rovnice ma fadu zajimavych vlastnosti (viz napf. [69], kap. I, §6). Z nich nejdilezi-
t&j$i je jeji souvislost s linedrni rovnici druhého fadu. Pfedpoklddejme, Ze je splnéna
podminka

a(x) + 0 pro x € R; funkce md spojitou derivaci a’. (23.2)
V rovnici (23.1) provedme substituci y = p(x) u’[u, kde u’ = du/dx a p: R > R je

dan4 funkce, kterd mé spojitou derivaci, p(x) # 0 pro x € R. Funkce u oviem musi
byt vSude rtiznd od nuly; zndme-li funkci y, je

u(x) = xepr‘ &ds ,
xo P(s)
kde x4, ¥ € R. Jednoduchym vypoctem dostivame, Ze je
p(x) u"u + [p'(x) — b(x) p(x)] u'u — o(x) u® —
- [p(x) + a(x) p*(x)]u'> = 0.
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Délime-li p(x)u a poloZime-li p(x) = —1/a(x), rovnice se zjednodusi a pi"ejdé
Vv rovnici

u — (ﬂﬂ + b(x)> u +a(x)c(x)u=0. (23.3)
a(x)

Obdobné miZeme pejit od rovnice (23.3) k rovnici (23.1). Tyto tivahy shrneme.

Plati

2.23.1. V&ta: Necht plati (23.2). Je-li funkce y: (a, B) = R FeSenim rovnice (23.1),
xo € (%, B), x € R, pak funkce

u(x) = x exp Jx[—a(s) ¥(s)] ds

je FeSenim rovnice (23.3). Naopak, je-li funkce u: (a, f) = R Fefenim rovnice (23.3)
a je-li u(x) + 0 pro « < x < B, potom funkce y(x) = —u'(x)/[a(x) u(x)] je FeSe-
nim rovnice (23.1).

2.24. V pfedchézejicich odstavcich jsme vétSinou hledali vzorce pro feSeni vy-
Setfovanych diferencidlnich rovnic. Pfitom jsme probrali jen n&které nejduleZit&jsi
metody; n€které daldi metody nalezne &tena¥ v knihach [33], [38], [67], [69]. Zejmé-
na upozoriiujeme na knihu [33], kde je uvedeno ptiblizn& 1600 rovnic nebo soustav
rovnic a ke kaZdé z nich jsou uvedeny vzorce pro viechna nebo jen pro n€ktera feSeni
nebo je uveden zplsob, jak transformovat danou rovnici v rovnici, pro jejiz feSeni
jiZ zname vzorce. Seznam rovnic a soustav, pro jejichZ feSeni zndme vzorce, lze oviem
libovolné rozsifovat: staéi vyjit od rovnice nebo soustavy, pro jejiz feSeni mime
vzorce, najit transformaci spliiujici podminky Véty 2.18.1 nebo Véty 2.19.1 a apli-
kovat jednu z uvedenych vét.

Ovsem 1ikol, pfed kterym obvykle stojime, zejména v oblasti aplikované
matematiky, je jiny. Je dana diferencidlni rovnice nebo soustava diferencidlnich
rovnic a mame ziskat informace o jejich feSenich (napf. zda vSechna maximdélni
feSeni jsou definovana na R, zda jsou omezend, zda kaZdé feSeni se bliZi k po&atku
pro t — o0, nebo zjistit s danou pfesnosti pribéh feSeni urditého feSeni). I v p¥ipa-
dech, kdy zname vzorce pro feSeni, miZe byt vaZnou pfekazkou, jsou-li tyto vzorce
prilis sloZité.

Ale zejména musime oéekdvat, Ze se setkdme s rovnicemi, pro jejichZ feSeni
nebudeme umét odvodit vzorce. To plyne z vysledku o specidlni Riccatiové rovnici,
ktery dokéazal J. Liouville v poloving devatenéctého stoleti (viz [50]). Specidlni
Riccatiovou rovnici nazyvame rovnici

dy

= ay? + cx*, 24.1
™ ay cx (24.1)

kde a,c,ae R,ac + 0.
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Je-li

=2 ncbo a=—K__ (24.2)

—2k+1°

kde k je celé, potom pro feSeni specidlni Riccatiovy rovnice lze odvodit vzorce me-
todami popsanymi v pfedchézejicich odstavcich (viz napk. [69]).

Liouvilledv vysledek popiseme takto: Vyjdéme z mnoZiny konstantnich
funkci a tuto mnoZinu rozSifujme tim zpisobem, Ze na danou funkci nebo dvojici
funkci provedeme nékterou z pfipustnych operaci. Pfipustné operace jsou:

(i) Vyhledat primitivni funkci.

(ii) Provést superpozici dané funkce a funkce exponencidlni nebo logaritmické
nebo trigonometrické.

(iii)  Provést n&kterou algebraickou operaci (napf. k funkcim f, g najit funkci
f + g nebo fg nebo spojitou funkci h splitujici h* + fh + g = 0).

Necht U je mnoZina funkci, které ziskime koneénym poétem takovych ope-
raci; pfitom pfedpoklddame, Ze pfi kazdém kroku operace, kterou providime, mi
smysl na n&jakém otevieném intervalu [nap¥. vyraz log (3 1 dz) ma smysl pro x > 0].
J. Liouville dokdazal, Ze Zddn4 z funkci z mnoZiny U neni feSenim specidlni Riccatiovy
rovnice v tom pfipadg, Ze &islo a nespliiuje Zddnou z rovnic (24.2). Jinak Feeno:
Neni-li splnéna Zadn4 z rovnic (24.2), pak nelze pro feSeni specidlni Riccatiovy rov-
nice napsat vzorec pomoci konstant a kone&ného poctu piipustnych operaci (kdyby-
chom ovSem pfipustili posloupnost operaci a operaci limitniho pfechodu, byla by
situace zcela jiné). Struéné se fikd, Ze specialni Riccatiovu rovnici nelze fesit ele-
mentédrnd [nebo v uzavieném tvaru nebo vzorcem]. Z Véty 2.23.1 plyne, Ze také li-
nedrni rovnici druhého fadu

u +dx*u=0, d+0,

nelze fesit elementdrnd [neplati-li oviem (24.2)].

Tento Liouvilletv vysledek ucinil zjevnou potiebu teorie, jejiz zdklady jsou
vyloZeny v ndsledujicich kapitoldch. V teorii jde o to vystihnout jevy, s nimiZ se
setkavame pii studiu diferencialnich rovnic a soustav. Pfitom se nékdy délaji specidlni
pfedpoklady — napf. v kap. 4 aZz 9 se vySetfuji linearni diferencidlni soustavy, ale
cilem zlstavd studium vlastnosti feSeni. Teorie neztraci na vyznamu ndstupem
pocitadl; pravé znalost teorie ddva moZnost ucelné vyuZivat pocitaci.
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