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Piipravné kapitola

0.1. 'V této kapitole nebudeme je¥t& mluvit o diferencidlnich rovnicich, ale zave-
deme néktera oznadeni a pfipomeneme n&které zikladni pojmy zvIa§t€ z matematické
analyzy.

MnoZinu redlnych &isel budeme znalit R, mnoZinu komplexnich &isel C;
n bude znamenat pFirozené dislo, i, j, ... celd &isla. Prdzdnou mnoZinu znalime 0.
Jako obvykle a € A znamend, Ze o je prvkem mnoZiny A.

Je-li U dand mnoZina a ¥ vlastnost prvkd z mnoZiny U, bude {x € U| V(x)}
znamenat mnoZinu takovych prvkil x z U, které maji vlastnost V; je-li jasné ze sou-
vislosti, ¢ x bereme z mnoZiny U, miZeme psit {x| V(x)} misto {xe U| V(x)}.
Napt. jsou-li a, b redlni &sla, a < b, je {xeRl a £ x £ b} uzavieny interval
s krajnimi body a,b; znatime jej <a, b). Podobnd {x|a < x < b} = (a, ) je
otevFeny interval s krajnimi body a, ba{x| a < x < b} = <a, b), {x| a<xgb}=
= (a, b) jsou polouzavFené intervaly. Mezi intervaly budeme potitat také mnoZiny
R = (~ o0, ), {xlx < a} = (-, a), {xlx > a} = (a, ©), {xlx Sal =
= (-, a), {x| x 2 a} = (a, ©); z nich prvni je soudasn& otevfeny i uzavfeny,
druhé dva jsou oteviené a posledni dva jsou uzaviené. Z formélnich diivodd se ob-
vykle mezi intervaly zafazuji mnoZiny, které obsahuji jediné redlné &islo, a mnoZina
prazdna; tyto mnoZiny se nazyvaji degenerované intervaly, zatimco intervaly, které
obsahuji vice neZ jeden bod, se nazyvaji nedegenerované. Abychom se vyhnuli
dastému uZivani slova ,,nedegenerovany‘‘, budeme v této knize intervalem rozumét
pouze takovy interval, ktery m4 vice neZ jeden bod. Nechf . je interval. Cislo ce R
se nazyvd vnitfni bod intervalu S, existuje-li takové &islo 6 > 0, Ze je (¢ — 6, ¢ + 6)
c S. Zitejmé kazdy bod otevieného intervalu je jeho vnitfnim bodem.

Je-li S = R, pak supremum mnoZiny S znalime Sl:gs nebo sup {s| s € S}

a obdobného znadeni uZivime u infima. B = A znameni, Ze B je édsti mnoZiny A.

A — D znamen& mnoZinovy rozdil mno%in A a D, tj. A— D = {ae A|a¢ D}.

Jsou-li D, mnoZiny pro « € A, zna¥ime jejich sjednoceni ) D, nebo téZ U{D,| « € 4}.
aed

Obdobné jejich pranik piSeme ve tvaru() D, nebo N{D.]xe€A}. 4; x A, x

acd .
X ... X A, znamen4 kartézsky soudin mno¥in A, A, ...» 4n jeho elementy jsou
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uspofadané n-tice («y, oy, ..., @,) takové, Ze ;€ A;proi = 1,2, ..., n [aje (¢, #, ...
vees @) = (By, Bas -+ s By) Pravé tehdy, je-li o, = B; pro i = 1,2, ..., n]. Pfitom neni
podstatné, Ze prvky kartézského souéinu A; x A, X ... X A, zapisujeme jako
fadky (ocl, d, ..., &,). Podstatné je jen, Ze vime, ktery prvek je na prvnim, druhém, ...,
n-tém misté. V nékterych pfipadech je vyhodné prvky kartézského soucinu zapiso-
vat jako sloupce

&y
%
R" je kartézsky souCin mnoZin 4; = R, 4, = R,..., A, = R, ij.
R* = {(x4, ..., %) | x;€R pro i = 1,2, ...,n}.
Obdobné je
C"={(z1,.-» 2) | zs€ C pro i = 1,2, ..., n},

R x C" = {(zg, Zq, -+ z,,)lzoeR, z;eCproi=12,..,n}.
Specidlng je R! = R, C! = C.

0.2.  Necht U, V jsou mnoZziny. f: U — V znamena, Ze f je zobrazeni mnoZiny U
do mnoZiny V [tj. ke kaZdému x € U je pfifazen bod f(x) € V]. U je defini¢ni obor
zobrazeni f, V je obor hodnot. Také se fika, Ze zobrazeni f je definované na U a Ze
zobrazuje U do V. Je-li U < U, pak flg znamend restrikci zobrazeni f na mnoZinu
U, ti. f|o je zobrazeni definované na U, flo: U - ¥, a je f|o(x) = f(x) pro xe U.

Je-li V< R nebo V < C nebo V = R” nebo V = C", fikame, Ze f je funkce.
f (x) je hodnota zobrazeni (funkce) f v bodé x mnoZiny U; mluvime-li o zobrazeni
(funkci), uZivdme symbolu f.

V nékterych pfipadech budeme uZzivat star§iho zpisobu znadeni, kde se pra-
cuje s pojmem proménné. Jsou to zejména ty pfipady, kde se vyskytuji funkce defi-
nované pomoci elementarnich funkci; je-li napf. g: R = R, budeme mluvit o funkci
sin [t g(¢)] prom&nné t, kde t € R (¥ikd se téZ, Ze t probihd mnoZinu R).

0.3.  Nechf je &;€R (nebo &€ C) pro i =1,2,.... Cislo £€R (resp. £€C) se
nazyva limita posloupnosti &;, jestlize ke kazdému d&islu ¢ > 0 existuje &islo K € R
tak, Ze je £;€ (& — &, & + &) pro i 2 K. To, Ze & je limita posloupnosti ¢;, zapisujeme
¢ =1lim¢;.
i~

Necht je A = R, € R, f: A - R (nebo f: A - C). Cislo n € R (resp. n€ C)

se nazyva limita funkce f v bodé =, jestlize:

Existuje posloupnost t;, i = 1,2, ..., takova, Ze je
=lim¢t, ted, t;+tproi=12,..., (3.1)

i-»w

n = lim f(t;) pro kaZdou posloupnost t;, i = 1,2, ..., kterd spliiuje

i~

(3.1). (2
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To, Ze je n limita funkce f v bodé& 7, zapisujeme

n = lim f(z) .

t=e
V zékladech matematické analyzy se dokazuje, Ze ¢&islo # je limita funkce f v bodé
pravé tehdy, jestliZe plati:
An[(zr=6,7)U(r,t+ )] + 0 prokazdé&slos > 0. (3.3
Ke kaZzdému &islu ¢ > 0 existuje takové &islo 6 > 0, Ze je
|7/() =n| <& pro tedn[(x—-57)u(st+9)]. (3.4)
JestliZe plati tyto podminky:

Existuje posloupnost ¢;, i = 1, 2, ..., takova, Ze je
t=1limt, t,ed, t;>1 pro i=12..., (3.5)

i= o0

n = lim f(t,) pro kaZdou posloupnost t;, i = 1,2,..., kterd spliluje
i~

(3.5), (36)

pak &islo n se nazyva limita zprava funkce f v bodé t a tato skutednost se zapisuje
rovnici

n = limf(f).

t=ct+

Obdobné& se zavadi vyrok ,,n je limita zleva funkce f v bodé t*; tento vyrok se
zapisuje

n =limf(r).

| S 2ad
Necht je s € A. Funkce f se nazyva spojitd v bodé¢ s, jestliZe plati
f(s) = lim f(t,) pro kaZdou posloupnost t,, i = 1,2, ..., takovou, Ze
i-w

jetieAproi=12,..., s=lim¢. (3.7

i- o0

Je znamé, Ze funkce f je spojitd v bodé& s pravé tehdy, jestliZe plati:

Ke kazdému &islu € > 0 existuje takové &islo 6 > 0, Ze je

|7() = 7(s)| <& pro tedn(s—6,5s+9). (3.8)
Funkce f se nazyva spojitd, je-li spojitd v kazdém bod& s € 4.

04. Nechf # je interval, f: # — R nebo f: F — C. Cislo {eR (resp. L e C) se
nazyva derivace funkce f v bodé t, jestliZe plati { = lim [f(f) — f(z)]/(t — 7). V ta-
t—t
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kovém pfipad¢ piSeme
, d
(=10 =re=-2L@

(funkci f povaZujeme za funkci prom&nné ¢, tedy derivace funkce f podle ¢ v bod& 7).
V pfipadg, Ze t neni vnitfnim bodem, se ponékud odchylujeme od béZné terminologie;
je-li napt. # = <a, b, méli bychom &islo f(a) nazyvat derivaci zprava v bod¢ a
a znatit f(a).

Je-di f: F — C, miZeme psit f = f, + if,, kde fy, f: F = R [tj. f(t) =
= f1(t) + ify(f) pro t e #]. Funkce f ma derivaci v bod& t € S pravé tehdy, maji-li
funkce f, a f, derivaci v bodé t; v takovém ptipads je f(z) = fy(7) + if,(z).

Necht A je mnoZina takovych bodl 7 e, v nichZ funkce f ma derivaci
f(7). Z¥ejmé je definovana funkce f, kterd kaZdé t € A zobrazuje na f(z), tedy f: 4 » R
(tesp. f: A = C). Je-li A interval, T e A, miZe funkce f mit derivaci v bod& 7; tuto
derivaci znacime

F¥(z) nebo f(r) nebo f”(z) nebo %%(t)

a nazyvame druhou derivaci funkce f v bodé . Nechf 4, je mnoZina takovych t,
v nichZ funkce f ma derivaci. Zfejmé je f: A, — R (resp. f: A, - C). Obdobné se
zavad&ji derivace vysSich ¥ada f = £, f® atd. Pro tplnost a jednotny zépis ve
vzorcich se n&kdy klade f©@ = f, f) = {.

0.5.  Necht je f: & — R nebo f: # — C. Funkce F: & — R (resp. F: & — C) se

nazyva primitivni funkce k f, jestliZe je spojita a jestliZe plati

<0 =10 (1)

pro t € S krom? kone&ného pottu bodi [t]. (5.1) bud plati pro viechna t € #, nebo
existuje konetny polet vyjimek]. Nechf je f: J = C, f=fy +if;, F: F > (,
F-=F; +iF,, kde fy, f5, F1, F5: & = R. Zfejmé plati:

F je primitivni funkce k f pravé tehdy, je-li F;, j = 1,2, primitivni
funkce k f. (5.2)

Nechf je f: # — R a necht F je primitivni funkce k f. Snadno lze ukazat, Ze
plati tato tvrzeni:

Jelli t,t,€f, t; <t,, aeR, f(f)=a pro telty, 1,), pak je

F(t;) — F(t;) = oft, — ty). (5.3)
Je-li t;,t,e€4, t; <t,, BeR, f(t) < B pro telt, t,), pak je
F(t;) — F(t;) < B(t; — ty). (5-9)
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Je-lie > 0, |f(1)| < & pro te #, potom je |F(t2) - F(tl)l < e[t2 -ty
pro t;, t, € 5.

Je-li také G primitivni funkce k f, pak je
F(t,) — G(t,) = F(t;) — G(t;) pro t;, t,€ 5. (5.6

Podle (5.6) je F(t;) — F(t;) = G(t;) — G(t,); rozdil F(t;) — F(t,) tedy
nez4visi na tom, které primitivni funkce k funkci f jsme uZili. stlo F(t,) — F(t,) se
nazyva urdity integrdl z f od t, do t, a oznaduje se

J.uf dt nebo qu f(e)de, J‘u f(s) ds atp.

Jeli f: # - C a jsou-li F, G primitivni funkce k f, pak podle (5.2) a (5.6)
plati F(t;) — F(t,) = G(t;) — G(t;) pro ty,t, € #. Také v tomto pfipadé rozdil
F(t;) — F(t,) nezévisi na tom, které primitivni funkce k funkci f jsme uZili; &islo
F(t,) — F(t,) se nazyva urdity integrdl z f od t, do ¢, a oznacuje se stejn& jako v pfi-
padg, Zeje f: S — R.

Necht f je interval, f: & — R (f: & - C). Necht S = £ je kone&nd mnoZina
(miZe byt S = ) a necht jsou splnény tyto podminky:

Funkce f je spojitd v kaZdém bod& te & — S. (5.7

lelty 11m f (2), lim f(¢) existuji v kaZdém bod& s € S, ktery je vnitfnim

tos—
bodem mtervalu #. Je-li s € S levym krajnim bodem intervalu £, pak
existuje prvni z uvedenych limit; je-li se€ S pravym krajnim bodem
intervalu #, pak existuje druha z uvedenych limit. (5.8)
Takové funkce f budeme nazyvat po &istech spojitymi.

Plati tvrzeni: Je-li funkce f:# = R (f: # - C) po c"'dstech spojitd, pak
k f existuje primitivni funkce. Toto tvrzeni se obvykle dokazuje pomoci nékteré
integrani teorie (Riemannovy, Lebesgueovy, Daniellovy, Perronovy).

DokéiZe se napf., Ze pro kazdé a, b € #, a < b, existuje Riemannilv integrél
z f od a do b, ktery oznalime

® | 6 des

zvoli se s € £ a o funkci F definované pfedpisem

F() = (R) J @) dr, te s, t > 5, F(s) = 0,

F(t) = —(R)ff(t) dr,te s, t<s,

(15)



se dokaZze, Ze je primitivni funkci k f. Jiny zpusob, kterym lze dokazat existenci
primitivni funkce k funkci po &istech spojité, je vyloZen v [13] (kap. VIII, 7).

Necht funkce f: # — R je spojita a nechf F je primitivni funkce k f. Snadno
lze dokazat, Ze plati -

F()=f(t) pro tes, (5.9
jelit,t,ef, 8, <ty f(t) 20 pro t, <t < t, a existuje-li takové
te{ty, 1), Ze je f(1) > O, pak je

j “f)dr > 0. (5.10)

(16)
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