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KAPITOLA VIII.

IMPLICITNT FUNKCE

V této kapitole plati tytéZz amluvy jako ty, které jsme uvedli v tivodu
ke kap. VII, pouze s tim zavainym rozdilem, Ze se zde omezujeme
pouze na reilné konedéné funkce redlnych proménnych.

§ 1. Zikladni v&ta o implicitnich funkcich. Prohlédnéte si v DI ka-
pitolu XIV, v ni% jsme se zabyvali rovnici F(z, y) = 0. Zde se budeme
obecnéji zabyvati feSenim soustavy rovnic

(1) Fl(xl’ cens Tpy Y15 -0y yc) =0,.., F,(-’l?l, cons Try Y1y oves ys) =0;
jako v DI vyjdeme z n&jakého bodu, v ném? tyto rovnice jsou splnény,

a budeme se snaZiti vypodisti v jistém okoli tohoto bodu y,, ..., ¥,
jako funkce z,, ..., z,. Uvedme napted tuto vétu:

Véta 210. Budle r, s pfirozend &isla. Budif ddn bod o = [ay, ..., Gy,
by, ..., b,). Funkce Fy(xy, ..., %0 Y1y -.0»Ys) (7 = 1, ..., 8) mechf maji
v jistém okoli bodu o spojité parcidlni derivace a do n-tého fddu, kde
n = 1 (‘po pFip. spojité parcidlnt derivace vdech fdd# ). BudiZ
(2) Fiay, ... 8,00, ..,0,) =0 (j=1,...,8),

D(F,, ..., F,
(3) Ay 1o 7
(?/1, ce y’) @100 byy. . b,]
BudiZ koneéné A, > 0. Potom existuji &isla 6 >0, 4 >0 (6 < 4,
4 < 4,) s témito vlastnostmi: Ke kafdému bodu z = [z, ..., Z,] tn-
tervalu

(4) (@,—46, a;+8) X ... X (a,— 6, a, + 9)

existuje v tntervalu (b, — A4, by + A) X ... X (by— A4, b, + A4) jeden
a jen jeden bod [y, ..., Y] tak, Ze plati rovnice (1). Souradnice y,, ..., ¥y,
tohoto bodu jsou tedy fumkcemi bodu x; piseme-li y; = @i(z,, ..., z,)
(G =1,...,s), maji funkce @,, ..., g, v intervalu (4) spojité parcidlni de-
rivace af do ddu n-tého (po pFip. spojité parcidlni derivace vdech ¥ida ).

+0.

Poznamka 1. Véta 210 je zobecnénim véty 179 z DI, kde jsme vy-
getfovali pripad r = s = 1. Cislo 4, jsme zavedli do v&ty 210 jen
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proto, aby bylo patrno, Ze se miiZeme pfedem omeziti na libovolné
malé okoli bodu &. Misto v&ty 210 dokdZeme viak tuto obecnéji vétu:

Véta 211. Budte r, s pfirozend &isla. BudiZ ddn bod « = [a,, ..., a,,
by .. b,). Funkce Fy(zy, ..., Zs Y1, .. Ys) (=1, ...,8) nechf jsou
8pojité v jistém okoli bodu « a mecht maji v tomfo okoli parcidl-
ni derivace prvniho Fddu podle proménnych 1y, ...,y,. Funkce

g% (4, k=1,..., ) budte spojité v bodé «. Ddle necht platt (2), (3).
Buds koneéné A, > 0. Potom plath: '
I. Ezistuji éisla 6 > 0, 4 > 0 (6 < 4, 4 < 4,) tak, Ze ke kaZdému
bodu = [z, ..., z,] tntervalu
J: |z, —a,| <6, ..., |z, —a,| <81)
existuje v intervalu
K: ly, — by < 4, ..., ly,—b,| < 4
jeden a jen jeden bod y = [y,, ..., y,] tak, Ze jsou splnény rovnice (1).
Soufadnice y,, ..., y, tohoto bodu jsou tedy funkcems bodu z; pi¥me
(5) Y = 'pi(xl’ e Zy) (7 =1,.., 8) ’
potom funkce @, ..., @, jsou spojité v intervalu J.

II. Je-li ¢ = [¢y, ...,c,] eJ a majt-i funkce F,, ..., F, parcidlni
diferencidl n-tého Fddu (n = 1) vzhledem k proménnym zx,, ..., z,,
YooY (1 =g =<7) v bod¢ [cy, .oy Cpy gy -.0y ] = g (Kde klademe
(6) d’ = (pj(cl’ cesy c,)
pro j =1,...,8), majt té£ funkce @; (j =1, ...,8) v bodé c parcidlnt
diferencidl n-tého fddu vzhledem k proménnym z,, ..., x,. Katdd parcidint
derivace

3"(}2,(2:1, ceey 2:,)
™ oz ... o

(v bodé c) md tvar
D(F,y, ..., F,)
(8) (D(yl’ e | yl)

1) Toto oznadeni znadf oviem: J je mnoZina ondch bodi [z, ..., z,], pro n&%
latf napsané nerovnosti, t. j. J = (@, — 6, @&, + 8) X ... X (6, — J,a, + 0).
odobného oznadeni budeme &asto uZivati.

)".W (@ > 0 celd),
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kde W je mnohollen ve vyjrazech
(9) ale(mp s Zyy Y15 000 yl)

oxh ... oxk oYy ... oy
pfi tom se derivace funkci F, pobitaji ovdem v bodé g. Koeficienty poly-
nomu W zdvist jen na r, s, q, ky, ..., k, (nikoli tedy na bodu c ani na
tvaru funkct F;).

Poznimka 2. Jest oviem ¢,(a,, ..., a,) = b;; nebof v intervalu K
existuje podle tvrzeni I jeden a jen jeden bod [y,, ..., y,] takovy, Ze
Fyay, ....,a,, %y, ..,¥) =0 pro j =1,..., 8 ale podle (2) ma privé
bod [by, ..., b,] tuto vlastnost.

Poznimka 3. Viimnéte si, Ze tvrzeni I (existence, jednoznaénost a
spojitost funkei @;) nevyzaduje Zadnych piedpokladi o derivacich
nebo diferencidlech funkei F; vzhledem k proménnym z,, ..., z,; ty
potfebujeme teprve tehdy, chceme-li zaruditi existenci parcidlnich
derivaci a diferencialt funkei @,. Pro ¢ = r b&%i v tvrzeni Il o tot4lIni
diferencidly.

0<IZ<mn);

Poznédmka 4. Z tvrzeni IT a ze spojitosti funkei ¢; je patrno: jsou-li
derivace (9) spojité v okoli bodu «, jsou derivace (7) téZ spojité v okoli
bodu [ay, ..., a,]. Véta 210 je tedy disledkem véty 211.

Poznimka 5. Ze jsme v tvrzeni II vzali prvnich ¢ prom&nnych
Zy, ..., T, neni (vzhledem k symetrii pfedpokladl) Zddnym omezenim
obecnosti: mohli bychom vziti t€% kterékoliv jiné z promé&nnych
Lyy ooy Tpe

Poznamka 6. Pfi providéni dikazu pamatujte, %e z existence
parcidlnich diferencidlii plyne zémé&nnost pisluinych parcidlnich de-
rivaci (proto se lze na p¥. v tvrzeni II omeziti na derivace tvaru
(7), (9), v nichz jiz potddek derivovéni je predepsin).

Dikaz véty 211. Budeme znaditi body v E, a v E, &asto jednim
pismenem, na pf. z = [2,, ..., 2,], ¥y = [¥y, -.., ¥}, nadeZ [z, y] bude
znatit bod [z,, ..., 2, ¥y, ..., y,] € E,,,; na pf. piseme a = [a,, ..., a,],
b=[b,,...,b,], nalez « = [a,, ..., a,, by, ..., b,] = [a, b]. Pi&i oviem
také f(z,y) = f(xy -+ & Yy, ..., ¥,) & pod. Znakem g, budu zanaditi
tuto metriku v E,: 0,(¥, 2) = Max |y, — z,|.

1S/<e
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Znakem c;, znadme hodnotu derivace

oF,
10 —
(10) P
v bodé x. Podle piedpokladu (3) jest
: G115+ -+ C1s
(11) C= |.cocn... +0
cll: LA 6"

Jeito funkce (10) jsou spojité v bodé& «, existuje &islo 4, (0 < 4, < 4,)
tak, Ze ve viech bodech intervalu

(12) |i—al<4d,(6=1, o), ly; — bl <4y (G=1,...,8)
jest

as) D(F,, ..., F,)

D(y,, ..., ¥s)
zvolme takové 4,. Mimo to volme 4, tak malé, aby vSechny funkce
F; byly spojité a mély parcidlni derivace prvniho ¥ddu podle y,, ..., ¥,
v intervalu (12).

Dtukaz tvrzeni I. Polozme

(14) Hyz,y)=cpyr + ... + ¢y — Fs(@,y) (G=1,...,9),
takZe rovnice (1) znadi totéZ jako rovnice

+0;

(15) cth + o+ Gy = Hfzy) G=1,...9.
Jest
o, _ o,
e oy
takZe jest
(16) a—H’-=O vbodsx (j,k=1,...,8).
Y
Rovnice (15) jsou splnény tehdy a jen tehdy, je-li%)
a7 =3 HHEY (=19,

3) Viz Kotinkovu knihu o algebie nebo Byd%ovského knihu o determinantech
& maticfch, uvedené v pfedmluvd.

439



kde C,; je dopln&k prvku c,; v determinantu (11). Pravou stranu rov-
nice (17) oznatme G,(z, y), takZe misto rovnic (15) staéi vydetfovati
rovnice

(18) Yy=0x,9) (G=1,...9),

nebot (18) platf tehdy a jen tehdy, plati-li (15). Jezto rovnice F;(z, y) =
= 0 jsou podle (2) splnény v bodé& [a, b] = «, plati toté% o rovnicich
(18), t. j. plati

(19) b,' = G,(a, b) -

Funkce G, spliiuji oviem také ony predpoklady o spojitosti & o exi-
stenci derivaci, jeZ jsme udinili o funkcich F;. Mimo to je podlé (16)
a podle definice funkei G,

o0,

k

(20) =0 vbodéa (j,k=1,...,8).

Jeito %0’ jsou funkce spojité v bodd « = [a, b] a jeZto plati (20),
k
existuje ¢islo 4 (0 < 4 < 4,) tak, Ze v intervalu
[z —al <d@=1,...7), ly;— bl <4 =1,...,9)
jest
0G4z, v) 1 —
—a—yk— <zg G, k=1,...,8).
Jeito funkce G jsou spojité v intervalu (12), existuje ¢islo 6 (0 < 6 < A4)
tak, Ze v intervalu

J: |z —a,l <6 (G=1,...,7)

(21)

jest
(22) |Gz, b) — Gy(a, b)| < 34 .
Oznadme jedté znakem K interval
K: ly, — bl <4 (G=1,...,38).

Dikaz tvrzeni I provedu tak, Ze jej rozloZim na dikaz né&kolika
tvrzeni.

Tvrzeni Y. Jeli xeJ,ye K, ze K, jest
(23) Gi(z, y) — Gi(z, 2)] < tou(y,2) (G=1,...,9).
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Je-li y = 2, je (23) zfejma (obé strany jsou rovny nule). Budiz tedy
y #+ z. Je-li bod z pevné zvolen, jsou Gy(z,y) funkce proménnych
Y1, --- Y, majici v intervalu K parcidlni derivace 1. ¥ddu. Podle
véty 182 existuji v K body 7", ..., n® tak, Ze plati

69 — o) = 3 BT (g, ) (= 1,.00).

Podle (21) je tedy

16z, 9) — G | < 55 3 10 — 2l S dou(w, ).

Tvrzeni B. Ke kaZdému x e J existuje nejvyde jeden bod y = [y, ...
.o Y,] € K takovy, Ze y; = Gi(z,y) proj =1, ..., s.

Dukaz. Budiz ye K, ze K, zed, y; = G4z, y), 2, = G4z, z) pro
j=1,...,8 méame dokazati, Ze y = 2. Podle tvrzeni U jest pro
i=1,..,8

|yi - zil = lGi(x’ y) - G,(Z, Z)I = i"x(y, z)
a tedy
01(y, 2) = Max |y, — 2| < }o4(y,2) ,

15i%s
odkud? }o,(y, 2) < 0, tedy o,(y,2) = 0,y = =.
Tvrzeni €. Ke kafdému x ¢ J existuje bod Y e« K (podle tvrzeni B
jediny) tak, Ze jest Y; = Gz, Y) proj =1, ..., s.
Budiz tedy dén bod z ¢ J. K diitkazu zavedeme posloupnost bodu
Y%y, ¥3 ..., %) pfi ¢emZ bod
¥ =[y1 - ¥l
je takto definovan:
1. Polozim y° = b, tedy y3 = b,, tedy (viz (19))
(24) Y5 = Gila,y°).
2. Je-li bod y*-1 ¢ K (n > 0) jiZ definovén, definuji bod y* rovni-
cemi
(24a) y; =G,y (G=1,...,,8).

3) Ve znaku y" znadi oviem pfsmeno n index, nikoliv mocnitele.
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Tvrdim: Jest pfedné
1
(25) oy y’) S 44 (1 - 5;) pron 20,

takZe y» € K (a tedy je definovdno Gy(z, y*), takZe rovnic (24a) s hod-
notou n + 1 misto n lze uZiti k definici bodu y*+1). Za druhé jest

(26) W) S o 4 pon1,

Dukaz provedu indukei. Pro n = 0 jest (25) spravné. Pro n = 1

jest podle (24), (24a), (22) proj=1,...,8
lvi — 95l = @4z, ¥°) — Gy(a, ¥°)| = |Gz, b) — Gfa,b)| < 34,
takZe (25), (26) plati pro n = 1. BudiZ nyni » = 1 a budiz (25), (26)
jiz dokdzéno pro tuto hodnotu n. Podle (24a), (26) a podle tvrzeni U
jestproj=1,...,8
(27) Iy?+1 - ?/;'I = |Gi(x’ y") - G:'(x’ y”_l)l é ial(yﬂs yﬂ_l) §
1

= 2ﬂ+2

4,

-1 .
takie o,(y+1, y") S o 4. Podle (27), (25) je pak proj =1,...,8

n + n+ n n l 1
lyr+t — o3l < |; ‘—y,|+|y,—y2!r<_}d<m+l—§),

y 1 1
takie oy(y"+1, y°) < 34 (W +1-— —2;) = {4 (1 - 5,,1—,) takze (25),

(26) plati i s hodnotou n 4 1 misto =.
Podle (26) jest pro kazdé ja pron =1

1
(272) v — i S 5 d -
Rada
(28) Bt Wi—9)+ e —v)+ @ —y)+ ...,

majici (n 4 1)-vy lastedny soudet yj, je tedy konvergentni, t. j.
existuje limita
(29) limy; =Y, proj=1,..,s.

N>
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Podle (25) jest |y} — y3| < 34, tedy |[Y; — b;| < 34, takie bod
Y=1[Y,,...,Y,]le# v K a tedy funkce G,(%, y) jsou — pti pevném
# — funkce bodu y (t. j. proménnych y,, ..., %), spojité v bods Y.
Jezto platf (29), t. j. lim y* = Y, je ndsledkem spojitosti funkef Q;

n—»

(30) lim @y(z, y°) = Gz, Y) ,
takZe podle (24a) jest proj =1, ..., 8
(31) Y; = limyj = lim Gy(z, y"-?) = Gy(=, Y) ,

&im% tvrzeni € dokazano.

Cisla y5, Y, zavisi oviem na bodu z, jsou to tedy funkce z (v oboru
J). Pfi tom y} = b, jsou konstantni; jsouli funkce y3-?%,...,y**
spojité v J, jsou podle (24a) i funkce 7, ...,%; spojité v J. Tedy
(iplnéd indukce) vdechny funkce y (j=1,...,8 n =0, 1,...) jsou
spojité v J. Ale podle (27a) je fada (28) stejnomérné konvergentni v J,
t. j. konvergence v (29) je stejnom&rnd v J. Podle véty 174 I plati
tedy

Tvrzeni D. Funkce Yy, ..., Y, jsou spojité v J.

Piseme-li jestd @,(z) misto Y,(z), vidime z tvrzeni B, €, D, Ze
tvrzeni I vty 211 je dokdzéno. Pro x e J jest

(32) F,(xl, .,. o x" ¢1(x1, ooy 23,), ooy (p,(xl, eny x')) = 0
G=1..9).

Dikaz tvrzeniII. Intervaly J, K a funkce ¢, méjte vyznam, jenz
byl vytéen v tvrzeni I. Vzpomeiime si, Ze jsme v dikazu tvrzeni I
volili 8 < 4,, 4 < 4, (viz text v okoli rovnic (12), (21)). Podle (13)
plati tedy: je-lizeJ, ye K, jo

D(F,, ..., F,)
D(yy, -+ ¥s)
Tvrzeni II dokéZeme napfed pro » = 1. Budiz ¢ = [¢,, ..., ¢,] bod
intervalu J; poloime d; = @;(c) a piSme g = [¢y, ..., C;, Oy, ..., d,);
piedpokladejme Ze funkce Fy, ..., F, maji v bod& g parcidlni difercn-
cial 1. f4du vzhledem k z,, ..., z,, ¥y, ..., ¥, Jest tedy proj =1, ..., 8

*+0.
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(33) Fi(cl + hl"" * cq + hq, cq+1, .o c', dl + kl! .o d + ’C,) _—
Py v O gy ooy da) = By O "9’ P YL ‘("’ +ky a’;’;‘-‘”
1

Fot k,*’l:;‘-") F (B + .. + | + [ - k) .

ARy, oy by Ky, e k)

kde A; je spojita v podatku, 1,(0, ..., 0) = 0 .9)

V dalsim bude k; znaéiti stdle funkci proménnych k,, ..., &, takto
definovanou:
(34) kl = kl(hl’ et hﬂ) = ‘pl(cl + hl’ A cq + hq’ cq+1’ ce cf) -

— @iley, -5 1)

prol = 1, ..., s. Ze spojitosti funkei ¢, plyne, Ze k, je spojita v podatku,
k0, ..., 0) = 0. Pro zkriceni polozme
(85) Aj(hyy vvs By ky(Byy ooy Bg)y ooey ky(Ryy ooy BY)) = pj(hyy .05 )
takZe u; je spojitd v podatku, x;(0, ..., 0) = 0. Podle (34) jest
(36) ¢l(cl + hl’ ooy cq + hq, Cai1s o+ c,) = dl + k' ’
takze (podle rovnic (32)) je levd a tedy i prava strana rovnic (33)
rovna nule; pro j =1, ..., s je tedy

S0P 1 b)) = = 3 (P9 s B

(37)

kde znaménka 4 se fidi znamenim é&isel &,,, k,. Oznadme pro kratkost
znakem D funkéni determinant (13) v bodé g a znaky D,, dopliky
jeho prvki. Obdobné znalme znakem D(h,, ..., k,) = D(h) deter-
minant prvkia

D 4 il v )
a znaky Dy (k,y, ..., k,) = D;,(k) dopliiky jeho prvki.
Jest (pfi symbolu lim vynechavam nyni znak [A,, ..., 2] =[O0, ..., 0])
(38) lim D;,(k) = D;;, im D(h) =D # 0

4) UZivam zde jiné normy neZ v def. 37; podle pozn. 1, 2 v kap. VII, § 2 to
nevadi.
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(nebot lim y;(h) = 0). Je-li tedy Max |hm| dosti malé, plyne z (37) pro

1<m<q

l=1,...,
by = — D(h)z Dy(h )( (aF 9) y,(h))h,,,).

1=

To viak lze ziejm® psati (za levou stranu dosadime (34), vpravo uzi-
jeme (38) a toho, Ze lim (k) = 0):

‘Pl(cl + hl! ceey Cg + hc’ Cqt1s == 6,-) - ‘Pl(cl! vy cr) =
L (< or
=—32 (,.ZID" a;ff’) hm =+ o(lIBI)) )

Tedy mé funkce ¢, vskutku v bodé c¢ parcidlni diferencidl 1. fadu

vzhledem k z,, ..., z, a derivace aa ?: maji 24dany tvar
op — S oF 1(9)
(39) %m = D;j Z N o,

Tim je dokdzano tvrzeni II pro » = 1; déle postupujeme tplnou
indukei, coZ jest jiZ snazii.

BudiZz tedy tvrzeni II dokazéno pro jistou hodnotu n = 1; méme
dokazati, Ze 1I plati téz tehdy, piSeme-li v ném n 4 1 misto n.

Budiz tedy ¢ = [¢,, ..., ¢,] bod intervalu J; poloime d; = g,(c),
g =I[cy ... ¢ dy, ..., d,] a piedpoklidejme, Ze funkce
(40) Fyzy oo ®py Y1, -0 ¥s) (=1,...,8)
maji v bod& g parcidlni diferencidl fddu n + 1 vzhledem k Ty, oens Ty
Yu .- Yy Existuje tedy ¢ > 0 tak, ze funkce (40) maji parcidlni
diferencidl ¥idu n-tého v kazdém bodé { = [z, ..., %, Ci1s -+ Crr
Y1 -+ Ys], Pro né&jz je®)

|tm —Cm] <e m=1,...,9), [ys—djl<e G=1,...,8);
& volme tak malé, aby kazdy takovy bod ¢ leZel v intervalu J X K.

*) liky =lgﬁg [Benl -

¢) Uv&domte si, %e jde o totdlnf diferencidly funkef F;(x;, ..., %4, Coi1s ++ s Cpy
Yo -0 Ys)-
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Déle existuje ¢, > 0 (¢, < &) s touto vlastnosti: je-li

(41) m — | <&y (m=1,...,9),
je
(42) Pi(Z1s +ees Zgy Caigy oo €7) — By < €.

Tedy: plati-li (41), maji funkce (40) parcidlni diferencidl ¥4du n-tého
v bods

(43) [xly coes Ty Coi1s +vey Cy,y wl(xv ceos Tgs Caipy oo o c') [
ceey ?’n(xx, ey 0,-)]

a podle tvrzeni II (s hodnotou n) maji funkce ¢,(z,, ..., z,) v bod®
[%15 ...y Xy, €g4qy.0-+, €] parcidlni diferencidl n-tého fddu (vzhledem
k z,,...,x,) a jejich parcidlni derivace (7) maji tvar (8). Jde jetd
o to, Ze kaZ?d4 z t&chto parcidlnich derivaci (7) mé v bod® ¢ = [cy, ...
.+ C,] jest& parcidlni diferencidl 1. ¥4du a Ze jeji parcidlni derivace
1. fadu podle z,, ..., , v bodé ¢ maji Zddany tvar. Podle v&t o dife-
rencialech a derivacich soutu, soudinu a podilu (viz kap. VII, § 5,
piikl. 2) stadi dokazati totéz pro funkei (9). V této funkei kladu oviem
Zgs1 = Cqits ++0s Ty = Cpy Y5 = @4(Ty, «. ., Tgy Cqyys -+ -5 C), takie jde o to-
talni diferencidl této funkce proménnych z,, ..., z, v bod8 [¢,, ..., ¢ ):

(44) OF (T, ooy Xy Catgs v ees Cr Pr(Zas oo ey Ty oty ovvrCp)y ooy Pul@y, o0y €4))
ol ... gl Oy ... Oy

(0 <l < n). Jeito funkce @ (xy, ..., T4 Coiys - C;) Maji totélni di-
ferenciél?) v bod& [c,, ..., ¢,], jeZto @;(c) = d; a jezto funkces®)
O (21, ooy Ty Cotps ovvs Cry Y1s oo 0y Ys)
oz ... ozl oyyr ... oy
mé totalni diferencidl v bodé& [c,, ..., ¢, dy, ..., d,], mé funkoe (44)
vskutku totdlni diferencidl v bodé& [c,, ..., ¢,] a jeji parcidlni derivace
podle z,, (1 <m < q) v tomto bodé jest

o'+1F (g) s OFy(g)  dpulc)
o} ... 0xl oYY ... OYY Oxy, T OFP ... OYY Oy, O,

(45)

7) Rédu n-tého, a tedy té% fddu prvniho.
8) Promé&nnych ,, ..., Zg Yy, «vv) Yse
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(1 <l4+1Z n+4 1) Jeito %:Ld se sklddé pfedepsanym zpiisobem?®)

z funkci (9) pro ! = 1, mé vyraz (45) Z4dany tvar. Tim je tvrzeni II
dokézano té% pro ¥4d n + 1 a tedy plati pro kazdé n. Tim je véta 211
ipln® dokézina.

Methoda, kterou jsme dokézali tvrzeni I wéty 211, se podstatns
lisi od methody, uZité v DI (viz dikaz v&ty 179 v DI) pro r = s = 1.19)

Nae nyn&jsi methoda spoéivd v tomto postupu: Mam Fesiti rovnice
(486) Ys=0ixy) (G=1,...,9).

Jeito pro z = a je y = b fefenim t&chto rovnic, bude asi pro body z
blizké bodu a bod b aspoii pfibliZznym fefenim téchto rovnic. Dosadim

proto do pravych stran rovnic (46) y = y° = b a uréim dal¥f p¥ibliZenf
y' = [y1, ..., Y] rovnicemi

y} = G!(z, ?/o) ’
dalif ptiblizeni y2 = [3, ..., ;] uréim pak z rovnic

y? = Gy(z, y*)

atd. Zjistili jsme pak vskutku, Ze opakovinim (iterovdnim) tohoto
postupu dostdvame vskutku postupné ,,pfibliZnd* (aproximativnf)
feSeni ¥, y!, 2, ..., konvergujici k pfesnému ¥eSeni ¥ rovnic (46):
Proto se této methodé, jeZ hraje v analyse (zvlasté v Fefeni rovmic
vieho druhu) zna¢nou tlohu, ¥ikd methoda steraci nebo methoda
postupnyjch aproximact. Tato methoda se hodi dasto téZ k nume-
rickému vypoétu feSeni Y. Vypodet aproximaciy?,y? ... se redukuje
na postupné dosazovin{ do funkeci G;, nerovnost (26) pak ddvd odhad
pro chybu:

oY, y") = oy(y", ) + oy (y* L, ynth) + .. =
S A(2-"-2 4 2-n-3 4 )= 2-""1 4,

K praktickym vypoétim je oviem tfeba methodu upravit. Pozname-
nejme jesté, Ze tspéch naSeho dikazu spotival predeviim na nerov-
nosti (23), kterou lze nézorné&ji pfepsati takto: oznadim-li znakem

) Tvar t&chto derivaci jsme ostatn® ~xplicitng uréili v (39).
10) K této method¥ viz cvid. 6.
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G(z,y) bod [G4(z,¥), ..., Gz, ¥)], 1ze (23) psiti ve tvaru o,(G(z, y),
G(z, 2)) < }o,(y, 2). Jinak Teeno: zménim-li y, zméni se obecnd téZ
G(z, y), ale ménég; zhruba fedeno: G(z,y) se méni aspoii dvakrite
pomaleji nez y. Kdybychom byli volili &islo 6 mensi, byli bychom
mohli v (23) nahraditi } éislem mensim a dosdhnouti tak rychlejsi
konvergence — ov3em v men§im intervalu J.

Pozniamka 7. V praxi se poditaji parcidlni derivace ,,implicitnich
funkei ¢y, ..., p, tak, jak to v nejjednoduddim piipadé r = s =1
bylo ukdzino v DI, kap. XIV, § 1, pozn. 4. Provedme to napfed pro
s = 1, t. j. pro piipad jediné rovnice F(z,, ..., z,, y) = 0 (pro zkriceni
pisi F, y, ¢ misto Fy, ¥, ¢,). Jest

F(xy, ...z, ¢, ...,2,)) =0

v jistém okoli bodu [ay, ..., a,], tedy i viechny parcidlni derivace levé
strany jsou v tomto okoli rovny nule. Pokud existuji totélni diferen-
cidly funkce F(zy, ..., Z,, y) piisluiného ¥ddu, mohu potitati tyto
derivace podle pravidel o derivovéni sloZenych funkei.!!) Pigi-li kratce

Y, 322 , ... misto ¢(z,, ..., z,), (G PR)) , ..., dostdviam postupné
xk 3xk
(47) F(xly ceey Ty ?/) =0,
oF  OF oy
(48) oz, @E_O k=12,...7),
aF *F oy *F oy *F oy oy
W) Zam T Gty om, | Gx oy, T o om, 0m,
oF oy
a—y‘m— 0 (k,i=12,..,,71)
atd. Z rovnic (48) vypoctu derivace 1. ¥adu % , Z Tovnic (49) potom
k
derivace 2. fidu atd.
0x;, 0x;

Podobné postupujeme v obecném piipadé (t. j. pro libovolné s).

11) Pokud existuji pouze parcidlni diferencialy vzhledemkz,,..., z,, ¥, smim
tohoto postupu uZiti na ony derivace, v nichZ se nederivuje podle z,,,, .., Zs
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a<pi(x1: 2oy xf)

- oY; . .

- By me g e t
Pisi-li kritce y;, oz, misto @,(z,, ..., z,), e seeny jOSE
(50) jv:i(xl’ ey Xy Y1y ooy ya) =0 pI‘Oj =1,..,s;
odtud

oF, oF; oy, . D
(51) k+zé>y,5k—0 proj=1,...,8 k=1,...,r.
Pri pevném k£ dostavam pro j =1, ..., s celkem s linedrnich rovnic
pro s neznimych a% o gz—’; odtud lze tyto neznimé poditati,
Ty k

jeito determinant soustavy je (13). Po vypodteni derivaci 1. ¥idu
3‘/‘ pocité.m derivace 2. ¥4du takto: z (51) plyne
&F; Z( &F; oy, &F, %)_{_
0%y, 0%, =1 \0xy 0y, 0z, o), 0y, 0%y

: PF; oY 0Ym $ é& Ay

L1 OY, OYm Oy Oy ' (T4 Oy, O Ox,
proj=1,...,8k=1,...,mnh=1,...,r Pfipevnych k, h dostavame
pro j =1, ..., s celkem s linearnich rovnic s determinantem (13) pro

Y, Y,
ox, ox,’ "7 ox, 0z,
vys§ich fadi. Zaménnost parcidlnich derivaci ndm dovoluje zkraceni
nékterych vypodéti.

Misto parcidlnich derivaci funkei @, bychom ovSem mohli poditat
také totalni diferencidly téchto funkei; propoététe si cvideni 3, 4, 5.
Vzorce s diferencidly jsou struénéjsi nez vzorce s parcialnimi deriva-
cemi, a proto se jich dasto uziva.

(52)

s neznamych

. Podobné poéitdme postupné derivace

Poznamka 8. Funkeim ¢, ..., ¢, z véty 210 nebo 211 se fikava
,,implicitni funkce‘‘. Ndzev ne zcela vhodny, jezto se netyka charakteru
téchto funkei, nybrz pouze toho, jak byly definoviany. Vhodné&jsi by
tedy bylo fikati: funkce definované implicitng (rovnicemi (1)). Téz
funkce miZe byt definovdna ,explicitné“ i ,implicitn&‘‘; na pt.
rovnice y = 2? (definujici y ,,explicitné‘‘) znamena totéz jako (y* —
—2%)% =0, t. j. y® — 2y%® + 212 = 0. Véty tohoto paragrafu jsou
velmi dulezitym zdkladem, na kterém spodivaji mnohé dvahy dalsi
(na pf. zbytek této kapitoly, cels kap. IX, § 3 v kap. X).
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Cviéeni

1. Existuji § > 0, 4 > 0 tak, %Ze ke kaidému bodu [z, y] intervalu J =
=(1—-6,14+68) X (—1—24, — 1+ §) existuje jedno a jen jedno z = ¢(z, y)
v intervalu (1 — 4, 1 4 4), jeZ spliiuje rovnici

22ty 4 (22 Y%t —2=0;

oz
pii tom mé ¢ spojité parc. derivace vSech fadu v intervalu J; vypottéte =

o2 o
. é pomoci z, y, z; pro kontrolu zjistéte, Ze v bod& [1, — 1] jest ——z— =
ox
2 0z 1 9% 38 9% 94 0% 208
=T 3w 9 81 awoy 243 oy 129

2. Existuji 6 > 0, 4 > 0 tak, %e ke kaZdému z e (1 — §, 1 4+ 8) existuje
jedna a jen jedna dvojice &isely = @(z),z = p(z)tak,Ze |y — 1| < 4, |z — 1] <
< Aa Ze plati rovnice z3(y + 2) + y* + 24 — 4 =0, 2(y —2) + y*+ 28— 2 =
= 0; funkce ¢, y maji derivace vSech iadi v (1 — &, 1 4 d); vypoitéte ¢’, y’,
¢”, ¥” (pomoci z, y, z); pro kontrolu zjist&te, %Ze ¢’(1) = 24, y’(1) = — 30,
@"(1) = — 35916, y”(1) = 38640.

V cvid. 3, 4 predpokldadéam, Ze jsou splndny piedpoklady véty 211 pro g =7,
takZe jde o totalni diferencidly; kdyby bylo 0 < g < r, platily by nésledujici
uvahy rovné%, ale symboly dF, dy a pod. by znadily piislusné parcidlni dife-
rencidly.

3. V tomto cviéeni jest s = 1, takZe jde o jedinou rovnici F(z,, ..., z,,y) = 0.
Z rovnice F(z,, ..., &,, ¢(T}, ..., z,)) = 0 (nebo kratleji F(z,, ..., z,, y) = 0) lze

misto parcidlnich derivaci aﬂ atd. poéitati téZ totélni diferencialy dy atd.
Ty

takto:12) Z hotejsi rovnice plyne, Ze totdlni diferencialy radu 1, 2, ... levé strany

jsou rovny nule; tedy predevsim

(53) iaFd:c + Fd 0;
“_161: y=

odtud ihned vypodtete dy jakozto linedrni formu v dz,, ..., dz,. Poloim nyni
druhy diferencidl roven nule:

1 4 r o
o*F o*F 2F oF
(54) > —— drgdry+ 2 > dz, dy + — dy? y = 0;
a1 0%, oxg a1 0x, Oy oy* oy
uvaiite-li, Ze dy je linedrni forma v dxz,, ..., dz, (za kterou bychom mohli do-

13) Pfi tom ov8em dy, d%y, ... znadi dg(z,, ..., x,), d?p(z,, ..., Z,), ...
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saditi feSeni rovnice (53)), dostanete z (54) ihned d?y jako kvadratickou formu
v dx,, ..., dr,.2?) Podobnd déile pro vyssi diferencidly.

4. Podobny, pouze trochu sloZit®jsi je postup pro & rovnic Fy(z,, ..., Z,, Y1, - -+
cen ) =0( =1,...,8). Zde dostavam piedevSim s rovnic

r

oF; . oF,
(55) 2 dz, + ldy, =0 (G=1,...,9),
azl oz, ¢ AZI 0Yx ,

z nichZ vypoétu dy,, ..., dy, jakoZto linedrni formy v dz,, ..., dx,. Dile dostanu
z (55) s rovnic

r . i 4 8
9*F; otF;
2 d.’l:a dxﬂ + 2 z 2 dxa dyk +
,p-la‘rzaxﬂ G-l k-laxz ayk
S oFy < oF;
— dy, dy; + —d%, =0 (j=1...,98).
ka1 0y, 6y, ko L-Zl Yy *
Uvézite-li, Zo dy,, ..., dy, jsou linedrni formy v dz,, ..., dz,, obdrZite feSenim
8 rovnic (56) diferencidly d?y,, ..., d?y, jakoito kvadratické formy v dz,, ...
..., dz,. Podobné pro vyssi diferencialy.

«

(66)

5. Podle navodu cvié. 3 vypocététe piimo de(z, y), d?p(z, y) z evid. 1.

6. Tvrzeni I v&ty 211 lze pro ¢ = 1 dokazati za predpokladi obecndjsich:
Budiz F(z,,...,z,,y) funkce, je se rovnd nule v bod$ « = [ay,...,a,, b].
V jistém okolf Q(x, g) budiZ F spojitou funkei proménnych z,, ..., z, pfi pevném
y a spojitou ryze monotonni funkef proménné y p¥i pevnych z,, ..., z,. BudiZ
4, > 0. UkaZte: potom plati tvrzenf I véty 211.1%)

) )
7. Je-li f(ay,...,a,) =0, jsou-li —I—, . —,- spojité v okoli bodu a =
oxy or,
= [a,, ..., a,] & je-li v bodé a aspori jedna z téchto derivaci razni od nuly, na

of(a)

Py
om,.

ménnou z; (ve smyslu véty 210):

pt.

=+ 0, lze v okoli bodu a vypodisti z rovnice f(z,, ..., z,) = 0 pro-

(67) ;= @(Tyy ee0s Ty_gs Tjrs eoes Ty) o

Teéna nadrovina ke grafu funkce ¢ (ve smyslu kap. VII, § 2, pozn. 9) v bod$
a 1%) je pak ddna rovnici

(68) a.’(a) (x, —ay) + ... + A (z, —a,) =0.
ar, axr

13) Uvddomte si, Ze (54) plati pro vSechny hodnoty dz,, ..., dz,.
4) PFi dikazu ufijte methody z dikazu véty 179 v DI.

18) Ve smyslu citované pozn. 9 v kap. VII, § 2 bych m3l vlastnd mluvit
o bodu [a,,...,a6;.,,6; ;, -.., 6, 6;].
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9f(a)

Jeito tato rovnice nezavisi na tom, jak jsem zvolil j (a% na podminku o +
i
% 0), miZeme nadrovinu (58) nazvati teénou nadrovinou (v bods a) k ,,nad-

ploSe** f(x) = 0. Tato v8c ovSem patti vlastnd do diferencidlni geometrie a
k uspokojivému vykladu by bylo tfeba zaujmout vice geometrické stanovisko
(invariantnost viéi afinni transformaci soufadnic); viz k tomu evié. 8.

8. Do funkce f(z,, ..., z,) dosadte

r
(59) x.-=21y,-,5,+ﬂi =107,
’-

kde 7y, B; isou konstanty a determinant &isel y,; je razny od nuly; tim dostanete
z f novou funkei F(&,, ..., §,). Budte splnény predpoklady cvié. 7; bodu a =
= [a,, ..., a,] necht rovnicemi (59) odpovid4 bod &« = [«y, ..., %,] (rovnice (59),
definujici t. zv. afinni transformaci, lze Fesit podle &, ..., &,). Rovnice f(z) = 0
znamend totéi jako F(&) = 0 (kde stdle body z, & si jsou navzéjem prifazeny

aF(E) < of)
¢ =2

rovnicemi (59)). Je%to

—— ¥.j» zjistite ihned, Ze aspoii jedna
i i-1 0x;

., 0F(x)

z derivaci

je razné od nuly. Mohu tedy sestrojiti ,,te¢nou nadrovinu
J
k nadploSe F = 0 v bod& «*‘ ve smyslu cvié. T:

oF () . 0F(a)
3, (&, o) + ..o+ o,
Zjistéte, Ze rovnice (60) plati tehdy a jen tehdy, plati-li rovnice (58). To je
ona invariantnost, o niZ jsme se zminili v cvié. 7: JestliZe transformaci (59) pte-
chézi funkce f(z) ve funkci F(§) a bod a v bod « (kde f(a) = 0), pfechazi touz
transformaci teéna nadrovina v bod$é a k nadploSe f(x) = 0 v teénou nad-
rovinu v bodé « k nadplose F'(§) = 0.

(60)

(5, — x,) =0.

§ 2. Regulirni zobrazeni. Budiz dano néjaké zobrazeni F z E, do
E,; to znadi, Ze kazdému bodu z = [z,, ..., z,] jisté mnoZiny 4 CE,
je piifazen jisty bod y = [y, ..., ¥,] = F(x) prostoru E,. Jeho sou-
fadnice jsou tedy dédny rovnicemi (fy, ..., f, jsou reidlné funkce)

(61) =@, x,), cn Yr = filay, .. 2,) .
Budeme fikati, Ze toto zobrazeni F' je regulirni v mnozing¢ M C E,,
jestlize plati:

1. M je oteviena.

2. Funkce f,, ..., f, maji parcidlni derivace prvniho ¥adu, spojité
v M.
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3. -—D—Ul—’—fi 4+ 0 v kaZzdém bodé z « M.
D(=z,, ..., z,)

Poznimka 1. Je-li F regularni v M a je-li N ¢ M, N oteviend, je
F té% regularni v N. To je ziejmé.

Véta 212. Zobrazeni F oteviené mnoZiny M C E,, dané rovnicems (61),
budiZ reguldrni v mnoiné M. Potom plati:

I. Ke kazdému bodu a ¢ M existuje okolt N ¢ M bodu a tak, Ze parcidlnt
zobrazent F y je prosté.

I1. Je-li A c M, A oteviend, je téZ F(A) oteviend.

II1. Je-li F prosté, je inversnt zobrazeni @ reguldrnim zobrazenim
mnoziny F(M) na M.

Dukaz. Budiz a ¢« M; polozme b = F(a). Rovnice (61) jsou tedy
splnény pro x; = a;, y; = b;. Piseme-li tedy tyto rovnice ve tvaru
fil@y, .., 2,) —y; =0 (j =1, ..., 7), muZeme vzhledem k podmince 3
pouziti véty 210, vyménime-li roli bodi z a y (a klademe s = r). Exis-
tuji tedy oteviené intervaly J, ¢ M, J, (a e J,, b € J,) tak, Ze ke kai-
dému y € J, existuje v J, jeden a jen jeden bod z, pro néjz plati rovnice
(61). Soufadnice tohoto bodu ozna¢me

(62) Zy = Q1Y ce0s Yr)s oo T = @Y1 - Y1) 5
pii tom funkce @; jsou spojité v J, a maji tam spojité parcidlni derivace
1. Fadu.

Zobrazeni = ®,(y), definované v oboru J, rovnicemi (62), zobra-
zuje ziejmé interval J, prosté na jistou mnoZinu P, obsaZenou v J,
(a obsahujici bod a, jeito b = F(a) a tedy a = @,(b)), a zobrazeni @,
je zfejmé inversni k parcidlnimu zobrazeni Fp. MnoZina P je zfejmé
mnozina onéch bodl z J,, jejichz obrazy padnou do J,, neboli P =
= Jy. F_4(J,). Ale F je spojité v M, takie podle véty 145 je F_,(J,)
oteviend v M a tedy oteviend v E, (jeito M je oteviend v E,, viz
pozn. 22 v kap. VI, § 5). Tedy také P je oteviena. Je to tedy okoli
bodu a, jez se zobrazuje na F(P) = J,, coz je okoli bodu &. A ziejmé
je F prosté v P, éimz je dokazano tvrzeni I. Zaroven je vidét, Ze
F(P) = J, je okolim bodu b, tedy & je vnitinim bodem mnozZiny
F(M). A to plati pro kazdy bod b ¢ F(M), nebof kaidy takovy bod b
lze pséati ve tvaru b = F(a) pfi vhodné zvoleném a ¢ M. Tedy F(M)
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jest otevieni. Aplikuji-li tento vysledek na parcidlni zobrazeni F,
(A oteviena, A C M), dostavam tvrzeni II.

Konedné: Je-li F prosté, existuje inversni zobrazeni @, jehoZ oborem
je oteviena mnozina F(M). Zvolim-li libovolny bod b ¢ F(M), a =
= &(b), je b = F(a) a vzhledem k tomu, Ze zobrazeni je prosté (t. j.
jde o vzijemné jednoznalné piifazeni bodd mnozin M, F(M)), je
zobrazeni @ nutné dino rovnicemi (62), vySetiovanymi vyse. Tedy
maji funkce ¢, ..., ¢, (definujici zobrazeni @) v jistém okoli bodu
b (libovolného to bodu mnoZiny F(M)) spojité parcialni derivace 1. Fa-
du. Tedy bude dokdzano i tvrzeni ITI, jakmile dokiZeme, Ze

D(‘Pl!'“» ¢r) 7dé
(63) m + 0 v kaZdém bodé y e F(M) .

Ale to je snadné. BudiZ y € F(M) a oznadme x = P(y), takie y = F(z),
t. j. plati rovnice (61), (62). Podle pfikl. 2 v kap. VII, § 3 je soudin
D(‘pl’ **° ‘Pr) ‘D(fll Mt fr)

64 .
( ) 'D(yll ey ?/r) D(xla ceey z1')
funkénim determinantem funkei sloZenych, jez dostaneme, kdyZ do

@iy - .., y,) dosadime za y,, ..., y, podle rovnic (61). Ale &(F(z)) = =z,
t. ). gi(fu(x), ..., f(x)) =25 (j =1, ..., 7), tak¥e soudin (64) se rovni

funkénimu determinantuM'—) = 1; nutnd tedy plati (63).
D(=z,, ..., z,)

Poznamka 2. Ziroveli mame tento vysledek: Definuji-li rovnice

(61) prosté regulirni zobrazeni mnoziny M a rovnice (62) zobrazeni
inversni, jest

D(y,, ..., y,) D(zy, ... z,)
(65) D(zy, ...,z,) DYy, ..., ¥,) 1
Pii tom z je libovolny bod z M, prvni &initel znamena funkéni deter-
minant funkei f; v bod& z, a druhy é&initel znaéi funkéni determinant
funkei ¢, v pfisluiném bodé y (t. j. y = F(z) neboli x = D(y)).

vy

Pozndmka 3. V piitim paragrafu budeme studovati zobrazeni
z E, do E,. Zde jsme se omezili na pfipad r = s, a to na regularni zob-
razeni. Probral jsem tento piipad zvlaité¢ — jednak proto, Ze je
jednoduchy, jednak proto, Ze ptipousti dilezitou geometrickou inter-
pretaci. VSimnéme si toho kratce.
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Budiz M né&jakd mnoZina v E, a budiz F prosté zobrazeni M do E,,
dané rovnicemi

(61) Y= [1(@y, oo s )5 ooy Yp = [r(@yy o ens Z4)

Timto zobrazenim je tedy kaZdému bodu z e M piifazen jediny bod
y e N (pisi N = F(M)) a naopak. Je snad dobfe oziviti véc tim, Ze ji
trochu pfibliZzime nézoru. Je-li ddno celé &islo j (1 < j < r) a ¢islo 4,
nazveme mnozinu bodd z ¢ M, vyhovujicich rovnici f;(z,, ..., 2,) = 4,
,nadplochou j-té soustavy, pfislu$nou k parametru 1‘“1¢) a oznaé¢ime
ji P;(2) (je to tedy mnozina on&ch bodd z ¢ M, k nim#% pfislusné y; se
rovnd dané konstanté 1).

To, %e F je prosté zobrazeni M na F(M), lze popsati takto: Kazdym
bodem z ¢ M prochizi pravé jedna nadplocha kaZdé soustavy, totiZ
nadplochy P,(v,), ..., P.(y,), kde bod y = [y;, ..., y,] e F(M) je dan
rovnicemi (61). Naopak, je-li dén bod y e F(M), maji nadplochy
Py(vy), ---» P.(y,) v M jediny spoledny bod z; je to pravé onen bod z,
pro né&jZ plati (61). Misto abychom uréili bod z pf¥imo jeho ,,pravo-
dhlymi‘‘ soufadnicemi z,, ..., z,, miZeme jej urditi také &isly y,, ..., y,,
jimZ se také fika proto ,kiivodaré soutadnice bodu z“, a stanoviti
potom z z rovnice z = ®(y) (kde P znadi zobrazeni inversni k F),
t. j. z r rovnic tvaru z;, = @,(y), 1 = 1, ..., r. )

Alkoliv obsah tohoto paragrafu je po theoretické strince dosti
chudy, doporuéuji jej pozornosti étenafové. Jde o véci, se kterymi se
neustdle budeme setkdvati. Doporuéuji naléhavé &tendfi, aby si
obsah tohoto paragrafu peélivé procviéil na ndsledujicich cvidenich.

Cviéenf

V nésledujicich cvienich se oviem nedr#fm vidy pismen z,, ..., Z,; Yy, «++» Ype

I. Zobrazeni F, dané rovnicemi

u
(66) z=uv, Yy=—
v
ma pro v $= 0 funkéni determinant
D(x,y) %
D(u, v) v’

16) Mame tedy celkem r soustav (proj = 1,2,...,7).
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Je to tedy zobrazeni regulédrni v mnoZin$ M, ktera vznikne z roviny odstrang-
nim os soufadnicovych v = 0, v = 0. Za piedpokladu « = 0, v & 0 je patrno,
Ze xy = u? > 0.

Omezme se napied na prvni kvadrant (v > 0, » > 0). Potom z (66) plyne
téZ x > 0, y > 0, a naopak plyne z (66) pro dané > 0, ¥y > 0 jediné kladné
Fefeni:

— z
67) = , =/—.
( u ny v l/y

NaSe zobrazeni zobrazuje tedy prostd kvadrant « > 0, v > 0 na kvadrant
z > 0,y > 0. Divame-li se na u, v jako na pravoihlé a na z, y jako na kfivoéaré
soufadnice, jsou parametrické kfivky (misto nadplochy fikém zde oviem kiivky)
prvni soustavy v&tve hyperbol wv = konst (¥ > 0,v > 0), a parametrické
kfivky druhé soustavy jsou poloptimky v = konst . % (v > 0, v > 0). Podobné
pom&ry jsou v ,,roviné [z, y], t. j. charakterisuji-li bod o pravouhlych soufad-
nicich z, y , kiivodarymi soufadnicemi‘‘ u, v. VySetfuji-li zobrazeni F v celé
mno%ind M, je toto zobrazeni ,,jedno — dvojzna&né‘‘: rovnice (66) maji pro kazdé
z, ¥y (xy > 0) dvd Fefeni:

— z — z
'u=vf€y. v=l/—; u=—v:cy, v=—l/; proz>0, y>0;

y

z — z
—l/—; u=—ny, v=l/; pro x <0, y<O.
y

Tedy: vidy pravé dva body [u, v] z M se zobrazuji do téhoZ bodu [z, y]. Vy-
Setfujeme-li viak body u = 0, v % 0,17) vidime, Ze vSechny tyto body se zob-
razujf do jediného bodu [0, 0].

2. Rovnice x = }(u + v), ¥ = uw jsou, jak vime, splndny tehdy a jen tehdy,
jsou-li u, v kofeny rovnice a? — 2xx +y =0, t. j. je-li u =z 4 V:c' -y,
v=2x — V:t* — ¥ nebo naopak (vyménim u 8 v). Z toho je vidét, Ze toto zobra-
zenf zobrazuje rovinu na mnoZinu ondch bodu [z, y], pro né% je y < z?; pfimka

u = v se zobrazuje na parabolu y = z2. MnoZina M = € (u > v) se zobrazuje
[u,0]
prostd a reguldrnd na mnofinu N = € (y < 22?). Omezime-li se na mnoZiny
[z,9]
M, N a divame-li se na %, v jako na pravouhlé a na z, ¥ jako na kfivoaré

soufadnice, jsou parametrické kfivky jednak polopiimky: u + v = konst,
u > v, jednak &asti hyperbol: wv = konst, ¥ > v. Divédme-li se naopak na z, y
jako na pravouhlé souiadnice a na u, v jako na kfivodaré soufadnice, jsou para-
metrické kiivky obou soustav polopfimkami. VySetiete jejich vztah k parabole
y =2z

I

u=y:;:y—, v

17) Které ovSem nepatii do M.
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3. Rovnice x = vw, y = wu, z = uv zobrazuji prost§ a reguldrnd prvni
oktant (¥ > 0,7 > 0, w > 0) na prvni oktant (zx > 0,y > 0,z > 0). Na rovi-
néch soufadnicovych (4 = 0 nebo v = 0 nebo w = 0) je funkéni determinant
roven nule. Omezime-li se vesmé&s na prvni oktanty, je feSeni horejsich rovnic

v zz 2y
u=|/—, v=||—, w=}|—.
x y z
Prostudujte parametrické plochy. Pfipoustite-li libovolné (ne pouze kladné)
u, v, w, plestane zobrazeni byt prosté. Prostudujte to!

4. Zobrazeni reguldrni v oteviené mnoZin$ M zobrazuje M na otevienou
mnoZinu (podle véty 212). Naproti tomu zobrazenl x = v + w?,y = (v 4 w?)?
zobrazuje celou rovinu na parabolu y = z2. Funkénf determinant je v kazdém
bod$ [u, w] roven nule. O takovych a sloZit§jsich pfipadech pojedndme v piis-
tim paragrafu.

Nésledujici cvideni obsahuji zvldstd duleZitd zobrazeni, jednoduché i slo-
Zit&j8. Jde vesm&s o prostd zobrazeni F oteviené mnoZiny M na otevienou
mnoZinu F(M). Toto zobrazeni lze popsati rovnicemi

(68) v; = f;(x) (t=1,..71),
které jsou spln&ny tehdy a jen tehdy, kdyZ
(69) z; = @y(v) t=1,..7r),

pfi éemZ rovnice (69) vyjadiuji inversni zobrazent D (x = D(v)). Uvaite toto:
Maji-li funkce f; spojité parcidlni derivace 1. ¥4du v M a funkce ¢@; spojité
parcialni derivace 1. fadu v F(M), je podle véty o funkénim determinantu
sloZenych funkef (kap. VII, § 3, piikl. 2)
D(fyy s fy)  D(@ys-ees @) _ 'D(vy, «ues v,)
D(z,, ..., z,) D(vy,...,v,) D(vy, .y v,)

takZe zobrazeni F' (a rovnéZ @) je uZ eo ipso regulérni.1®)

=1,

V dal$im budeme v rovnicich (68) vpravo uZivat vidy pismen z,, ..., z,
nebo z, y, 2; vlevo budeme misto v; uZfvat i jinych znaku. Vidy budeme miti na
mysli zobrazeni (68), i kdyZ je ve v&tSing pfipadi popiSeme z polatku ekviva-
lentnimi rovnicemi (69), t. j. pomoci inversniho zobrazeni ®. Pti geometrické
interpretaci budeme vidy «,, ..., z, resp. , y, z povaZovati za pravoihlé sou-
fadnice, takZe parametrické nadplochy j-té soustavy jsou ddny rovnici f;(z) =
= konst. (V cvié. 1—3 jsme naproti tomu vySetfovali véc vidy s obou stran.)

5. (Ototeni os soufadnicovych.) BudiZ déno é&islo «; bodu [z, y] € E, pfifadim
bod [&, n] € Eyrovnicemiz = £cos « — 7 8in &,y = £ 8in & + 7 cos «, tim dosta-
nu prosté zobrazeni E, na E, (zde jsem napied napsal rovnice (69), na co¥ jsem ji%

18) Ob&irnéji se k véci vratim v cvié. 11.
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upozornil). ,,Nadplochy‘ P;(4), P,(2) (t. j. £ = 4, po pfip. n = A) jsou zde ptim-
ky, svirajici s pfimkou y = 0 (s osou ) tihel §x 4 «, po piip. «.

6. (Polarni soufadnice v rovind.) x = gcos &, ¥y = pgsin« (9 = 0). Zde neni
ptifazeni dvojic [z, y], [@, ] vzdjemnd jednoznalné: proz =y =0 je ¢ =0,
« libovolné; pro jiné body |z, y] je « urdeno pouze aZ na nisobek é&fsla 2rx.
Abychom tuto zavadu odstranili, vedme v roviné z, y ,,fez‘* pedél zdporné osy
z, t. j. odstrarime z E; body, pro n&% z < 0, y = 0;189) zbytek roviny je jiZ
prostd zobrazen na pf. na interval o > 0, — Tt < & < . ReSeni nadich rovnic

je pak o =Vx" + y?, x = sign y . arccos (signy = + 1,0, — 1 pro

V:vs + 9
y >0, =0, < 0). Cary « = konst. jsou polopiimky, vychézejici z po¥atku,
&ary o = konst. jsou kruZnice.!?)

<

2z [xy.2]

Obr. 11.

7. (Polarni soufadnice v prostoru.) x= gcos pcosd, y = gsinpcosd, z =
= ps8in # (¢ = 0). Odstranime-li z E; tfeba polorovinuz < 0,y = 0 (zlibovolné),
méme prosté zobrazeni na interval ¢ >0, —r<g<®, — ix <& < §n.
Plochy ¢ = konst., ¢ = konst., # = konst. jsou koule, poloroviny (prochézejfc{
osou z), rotaéni kuZele (8 osou z & s vrcholem v poédtku). Viz obr. 11.

8. Obecndji kladme v E, (n > 2)

Z, = Q COS @, CO8S @3 CO8 @3 ... CO8 Pp_y
z, =  8in @, cos @, COS @; ... CO8 Pp_,
Ty = @ sin @; CO8 @5 ... COB @, _,

(70) z, = @sin @, ... CO8 Pp_,
Ty = @ 8in @,_; cO8 @, _,
Ty = esing, -

180) Casto byva vhodngjsi jiny ,,fez*, vychazejici z poSatku.
1) Bod [— o, 0] jest nutno oviem vynechati; takové mali€kosti nebudu déle
uvadsti.
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Omezime-li se pro jednoduchost na ,prvni kvadrant z; >0, z, >0, ...
<. Xy, > 0, mame prosté zobrazeni na interval ¢ > 0,0 < ¢, <3n(k =1, ...

<.y — 1). PiSeme-li pro zkraceni g, = V:cf + ... + 2, je FeSeni rovnic (70):
(71) @ = 0> P = 8rccos (0 : Qe+1) (k=1,...,n—1).
9. (Eliptické soufadnice v rovind.) Budi f kladné &islo. VSechny elipsy, po
piip. viechny hyperboly v roving o ohniscich [— f, 0], [f, 0] maji rovnice
23 ¥

p s =1 (a > f;elipsy);

x! yﬂ
@ f—a
PiSeme-li 4 misto a®, dostdvame jednotny vzorec
yl
u—f
Je patrno: kazdym bodem 1. kvadrantu prochézi jedna a jen jedna z nasich
elips & jedna a jen jedna z naSich hyperbol; naopak, kaZdé z naSich elips a kaZzdéd
z naSich hyperbol se protinaji v jednom a jen jednom bod? 1. kvadrantu. Jinymi
slovy: pfifadime-li kazdému bodu [z, y] (x > 0,y > 0) ony dv& hodnoty u = u4,,
B = iy, Pro nd% rovnice (72) je splndna (4, < u,), je tim prvni kvadrant prosté
zobrazen na interval 0 < u;, < f%, uy > f%. Pro v&tsf symetrii poloZme u = ¢, +
3 y!
+
G+ 4 g+ 2
tak¥e 0 < ¢, < ¢,. Piislu$né hodnoty A, = u; — ¢,, 4, = p; — ¢, (kterym se
téZ Fikad eliptické souiadnice bodu [z, y]) pak vyhovuji nerovnostem — ¢, <
< A4 < — ¢g < A,. Aritmetické dukazy tvrzeni tohoto cvideni budou obecngji
(v E,) podény v cvié. 10.

=1 (0 < a < f; hyperboly) .

= 1 (elipsa pro x4 > f2, hyperbola pro 0 < u < f3) .

zl
(72) —+
o

+ 4, ¢y =c¢, — f3, tak¥e (72) ma tvar = 1; volme ¢, > f3,

10. Déna jsou &isla ¢; > ¢, > ... > ¢, > 0. Budi¥ M mnoZina vSech bodu
z =[xy ..., x,] takovych, %e x, > 0, ...,z, > 0. KaZdému bodu r ¢ M pfi-
fadim funkei

z? z2
73 F() = —2 r_ 1.
(73) (2) clJr)_+ +c'+)_

Rovnice F(A) = 0 m4 r kofenu (je to v podstatd rovnice r-tého stupnd, odstra-
nim-li jmenovatele). Jezto F(1) mé v bod$ + co limitu — 1 a v kaZdém bod$§
— ¢; limitu zprava + o, zleva — oo, le%f kofeny 4,, ..., 4, rovnice F(1) = 0
v téchto intervalech:

(74) —g <A< —CG<h<.<lh, < —c<Ai.

Tvrdim naopak: jsou-li 4,,..., 4, libovolné &fsla, pro nd% plati (74), existuje
v M jeden a jen jeden bod [, ..., z,] tak, Ze pfisluiné rovnice F(1) = 0 m4 prévé
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koteny 4,, ..., 4,. Ditkaz: hledém a3 > 0, ..., 2} > 0 tak, aby bylo identicky v 4%°)

z3 2 (A—2)...(A—4,)
75 T 1= .
( ) 61+}. +cr+l (Gl-f—l)(C,—}-).)
Nésobim-li ¢; + 4 a pfejdu k limit§ A - — ¢;, obdrZim
(= ¢
(76) 22 = — —— 2,
! g'(— ¢

kde f(d) = (A — 4)... (A — 4;), g(A) = (¢, + 4) ... (¢, + A). Vskutku tedy
existuje nejvyse jeden takovy systém z,, ..., z, v M, pro néjZ plati (75). Dosadi-
me-li pak do (75) z rovnic (76),308) dostaneme po vynésobeni jmenovatelem
g(A) vpravo i vlevo mnohoélen stupn® r — 1 (8len — AT se zrusf) a prava i leva
strana se sob® rovnaji pro r hodnot A = — ¢; *!) (tak byly sestrojeny rovnice
(76)). Tedy plati identita (75). Vskutku tedy je mnoZina M prostd zobrazena
na mnoZinu on&ch bodu [4,, ..., 4,], pro n&Z plati (74). Vypodet é&fsel z,, ..., z,
pomoci 4y, ..., A, se snadno provede z (76).22) Cisla 4,, ..., 4, jsou t. zv. eliptické
soufadnice bodu [z, ..., z,].

11. Vratme se k textu pfed cvié. 5; budi¥ (68) prosté zobrazeni F' oteviené
mnoZiny M na otevienou mnoZinu N = F(M), budiZ (69) inversni zobrazeni

/)
@; pfedpoklddejme, Ze funkce a,(z;, ..., T,) = -a—f’- jsou spojité v M a %e funkce-
Tk
o,
bix(vys o0y vy) = ?‘0’2 jsou spojité v F(M). Pravidlo o derivovani sloZenych
k
funkef déva
r
(1) 2 anbu = Oy
-]

kde d;; = 1, 6;;, = 0 pro § % k. Obdobn& obdr¥ime

r
(78) 2 butn = O,
-1
a koneéné
D(fyy ..o D(@y, «+ -
(79) PQ—1, kdep = 2Uvnfd \ Dign - er)
D(z, ..., T,) D(vy, s v,)
(takZe vskutku P % 0 = @). Z rovnic (77), (78) plyne feSenim
(80) Q“m = ﬁmi’ ijm = CGypj»
20) Samoziejmé nutno vylouditi hodnoty 4 = — ¢;.

%0a) Podle (74) vyjde prava strana v (76) kladn4, takie piisluiné z, existuje.

1) Tyto hodnoty oviem po vynisobeni jmenovatelem g(4) ji¥ netfeba vy-
ludovati.

33) Odtud je také patrno, Ze x; maji spojité parcialni derivace podle 4,, ..., 4,
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kde ajx, po piip. By jsou dopliiky prvka aj,, po pHp. b;; v determinantu P,
po ptip. Q.

12. Zachovejme pfedpoklady a oznadeni z cvic. 11. Jestlize pro kaZdé & e M
je

r
(81) JapE)ay@ =0proj+k 1<j<r, 1<k<r),
i=1

Fikame, Ze zobrazeni F' jest orthogondint (v M),;*?) mluvime téZ o orthogondlni
.substituci nebo transformaci. Podle pravidla o nésobeni determinanti plyne
pak P? = h?... k2, kde

r
82) M=k
l=1
jeZto P % 0, je h? > 0; za h; vezmu kladnou odmocninu. ReSenim z (81), (82)
dostdvém Pa;, = hla,,, takie podle (80) plyne
(83) A = hz,.b,,,,-
& rovnice (81), (82) davaji
’
(84) Zbub”c =0 pro j+Ek,
=1
r

(85) Db = hy2.
]

Naopak se obdobnd snadno presvédéite, Ze z (84) plyne (81), (82). K charakte-
risovani orthogondlnich zobrazeni muZeme uZiti tedy budto rovnic (81), (82)
nebo rovnic (84).233)

13. DokaiZte, Ze zobrazeni z cvié. 5, 6, 7 jsou orthogondlni (jeZto zde jsou
napsany rovnice (69), verifikujeme rovnice (84)).

14. DokaZte, Ze také zobrazeni z cvié. 8 je orthogonélni, a to dvéma zpusoby:
1. uZijte rovnic (70) a verifikujte rovnice (84); 2. uZijte rovnic (71) a verifikujte
rovnice (81), (82).

) Aby byl jasny geometricky puvod tohoto ndzvu, poznamenejme: Se-
strojme nadplochu §-té soustavy, prochazejici bodem &; ta je ddna rovnici
fi(x) — 2 = 0 (kde tedy 4 = f;(§))- Jejf tetnd nadrovma. v bod$ ¢ je pak (viz
cvit. 7k § 1 a kap. VII, § 2, pozn. 9) déna rovmciz a,,(f)(:cl — &) = 0. Po-
dobné tedné na.drovma. (v bods &) k nadploSe k-té soustavy (prochézejicf bodem
£) je déna rovnici Z a,1(&)(x; — &) = 0. Tyto dv¥ nadroviny jsou kolmé (ve

=1
smyslu r-rozm¥rné analytické geometrie) tehdy a jen tehdy, plati-li (81).
r

13) P¥i rovnicich (82) jde jen o to, zjistit, ¥e X aj; % 0; podobnd u rovnic (85).

=1
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15. Doka¥te, ¥e té% zobrazeni z cvié. 10 jest orthogonAlni. Z rovnice (76)
plyne, dosadime-li za f, g jejich hodnoty,

ox 1 —¢c;) i 1 x
(86) 2%af=—%—%.£—éfthﬁ=?q;M.
Proj +k jo
1 & x? _ 1 é( x? _ z? )
4 F Ao+ A M —A) S\t A o+ k)

soudet vpravo je podle (73) roven F(i;) — F(4,)'= 0, tak¥e rovnice (84) jsou
" splndny. Spodt&me jestd (viz (75))

r 2
1 x5

1 1 f'(4;)
45 (cp + 45

11;1/(1)
_—I 5) =

8 h:7?2 = .
(87) i 1 903

§ 3. Zobrazeni z E, do E,. Funkce ,,z4vislé“ a ,,nezévislé". Budte

(88) 2 C 7T 7 TN X ( N |
funkce, majici v oteviené mnoZin& E cC E, spojité parcidlni derivace
oh o
ox,’ """ oz,
®
O o
ox,’ " ox,

nicemi _
(90) Y= fl(xb cees Eg)y ouey Y, = fs(x!.’ ces Tp) s
obdrzime zobrazeni mnoziny E do E,, které budeme studovati.
Véta 213. Budte (88) funkce, majici spojité derivace (89) v otevfené
mnoziné E C E,. Definujeme zobrazent F mnofiny E do E, takto: je-li

z =[x, ..., 2, ¢ E, definujemebod y = [y,, ..., y,] rovnicemi (90) a kla-
deme F(x) = y. Potom plati:

I. Je-li hodnost matice (89) v kafdém bodé oteviené mnofiny M C K
rovna éislu s,24) je obraz F(M) oteviend mnoZina.

) To muZe nastati jen tehdy, je-lir 2> s.
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11. Je-li hodnost matice (89) v bodé a = [a,, ..., a,] € E rovna &slu
8, obsahuje obraz kaZdého okolt bodu a jisté okolt bodu b (pfi tom vidy
klademe b = F(a), t. j.

(91) b; = fi(ay, ....a,) (=1,...,8)).

II1. Je-li hodnost matice (89) v jistém okolt bodu a € E rovna nule,

jsou funkce f,, ..., f, konstanint v jistém okolt bodu a.

IV. BudiZa € E,0 < h < 8; necht existuje okolt bodu a tak, Ze hodnost
matice (89) je rovna &islu b v kaZdém bod€ tohoto okolf. Aspori jeden
h-fadovy determinant matice (89) je rizny od nuly v bodé a a tedy té
v jistém okoli bodu a; budif to tFeba determinant

D(fls cc e fh)
(92) D(z,, ..., za)

Potom existuji ¢isla 6 > 0, 4 > 0 a funkce
(93) Dpyr(Yrr oo s Yn)s oos DPu¥Yry -o s Ya)
8 témito vlastnostma:
«) Je-li x = [z,, ..., z,] libovolny bod tntervalu
Iy —a < (=1,..,7),%)
je
fra1(®@) = DPpa(fi(2), - .., (),

........................

fs(@) = Dy(fr(2), ..., }a(2)) -
B) Funkce (93) maji v tntervalu
K: e — bl <4 (k=1,...,h)
spojité parcidlni derivace 1. Fdadu.
y) Obraz F(J) intervalu J je mnoZina fidkd (v E, );

Pozniamka 1. Pripometime vétu 138: Budiz 4 c P; potom A4 je
Fidka v P tehdy a jen tehdy, jestlize kazd4 mnoZina G + @, oteviena
v P, obsahuje mnozinu G, * @, otevienou v P, pro kterou AG, = 0.
(Specidlné tedy mnozina fidkd v P nemuZe obsahovati Zidnou v P

(94)

3%) To znadf oviem: J je mnoZina ondch bodu [z, ..., Z,], pro n&%

463



otevienou mnozinu G = 9, ponévadz potom by neexistovala p¥isluina
mnozina G,. Odtud je také vidét (viz IV y), Ze v piipadé IV neobsa-
huje mnozina F(J) — na rozdil od ptipadu II — Zadnou neprazdnou
otevienou mnozinu.)

Poznamka 2. V kazdém bodé z ¢« £ mé matice (89) jistou hodnost
Mz) (0 < h(x) < 8); z véty 213 je vidét vyznam této hodnosti. Je-li
a € B, mohou nastati tyto dva piipady:

A) Existuje okoli U bodu a tak, Ze pro vSechna x € U je h(z) = h(a);
takovy bod a nazvu kritce reguldrnim.2¢) Je ziejmo, Ze potom vSechny
body z U jsou také reguldrni, takZe mnozina R vSech reguldrnich
bodi je oteviend. Specidlné je regularni kazdy bod a ¢ E, pro ktery
je h(a) = s; nebof potom existuje s-fadovy determinant matice (89),
ktery je rizny od nuly v bodé a a tedy (spojitost!) i v jistém okoli U
bodu a, takZe h(x) = sprox e U.

B) Nebo existuje v kazdém okoli bodu a bod z tak, Ze h(x) + k(a);
takovy bod a nazvu singuldrnim. Budiz S mnozina vSech singularnich
bodl, tedy S = E — R. Tvrzeni II, III, IV se tykaji regularnich
bodi; v okoli singuldrnich bodi mohou nastati slozitéj§i pfipady (viz
cvi¢. 3). DokaZeme jestd, Ze singuldrni body jsou v jistém smyslu
., Vyjimeéné‘‘: dokdZeme, ze S je Fidkd (v E,). BudiZ tedy G + ¢ mno-
Zina oteviena. Podle pozn. 1 staéi sestrojiti otevienou Gy + 0 tak, Ze
G, C @G, 8G, = 9. Je-li GE = ¢, stadi vziti G, = G. Budiz tedy G, =
= GE + 0; to je oteviend mnozina. Funkce k(z) nabyvé v G, jen ko-
neéného poétu hodnot. Mezi nimi je tedy jedna nejvétsi; necht a « G,
je néjaky bod, ve kterém A(x) nabyva této nejvétsi hodnoty. Je-li
h(a) = 0, je k(x) = 0 pro z e G, takze viechny body z G, jsou regu-
larni, tedy SG, = 9, a stadi poloziti G, = G,. Je-li h(a) > 0, je jisty
h(a)-fadovy determinant razny od nuly v bodé a a tedy i v jistém
jeho okoli @, jeZz volime tak malé, Ze G, C @,. V kazdém bodé z € G,
je tedy h(xz) = h(a) a soudasné oviem h(z) < h(a), tedy h(z) = h(a),
takze vechny body z G, jsou regularni, t. j. ;S = 0. Tim je dukaz
hotov.

V&imnéme si jesté jednoho rozdilu mezi tvrzenimi II, IV. V p¥ipadé

26) Né4zvy reguldrni — singuldrni zavéddim jen pro struénost vyjadiovéni;
nejsou nikterak obvyklé.
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IV jsou hodnoty, jichz funkce f,, ..., f, nabyvaji v intervalu J, na
sobé ,z4avislé“ v tomto smyslu: hodnoty funkei fj,4, - .-, f, jSOu podle
rovnic (94) jednoznaénd stanoveny hodnotami funkei fy, ..., fa. Na-
proti tomu jsou v ptipadé II hodnoty, jichZ funkce f,, ..., f, nabyvajf
v jakémkoliv (sebemensim) okoli bodu a, na sob& ,,nezavislé*“ v tomto
smyslu: Je-li U okoli bodu a, obsahuje F(U) jistou kouli (b, p). Zvo-
lim-li tedy zcela libovolné& hodnoty ¥, ..., y, tak, aby vzdalenost
bodu y od bodu b byla men3i nez p, existuje jisté v U bod z, v némz
funkee f,, ..., f, nabyvaji hodnot y, ..., ¥,.27)

Poznédmka 3. Tvrzeni II plyne z tvrzeni I. Dukaz: je-li A(a) = s,
je jisty s-fadovy determinant v bodg a a tedy i v jistém okoli U bodu a
rizny od nuly. Je-li N libovolné okoli bodu a, je téZ U . N okoli
bodu a; podle tvrzeni I je F(UN) oteviend mneZina, obsahujicf oviem
bod b = F(a). Tedy: F(N) obsahuje okoli F(UN) bodu b.2¢)

Poznamka 4. Piipad III (vechny derivace (89) jsou rovny nule
v jistém intervalu |z; — a;] < 8, § = 1, ..., ) plyne ihned z véty 184.

Poznédmka 5. UkaZme, Ze v tvrzeni IV stadi dokazati prvni dvé
dasti. Pfedpoklddejme tedy, Ze plati IVx, IVB a dokazme IVy. Zvolme
6, tak, Ze 0 < §, < 6 a Ze uzavieny interval

J,: le; —a] <6, (G=1,...,7)
je tasti mnoZiny E. Ze spojitosti zobrazeni plyne (véta 169 a 156),
Ze F(J,) je uzaviend mnoZina. Tvrdim piedné, Ze F(J,) neobsahuje
Zidnou neprdzdnou otevienou (v E,) mnoZinu. Predpoklidejme, Ze
G #+ ¢ je oteviend, @ C F(J,); z toho odvodime spor. Jezto J, c J, kde
J je interval z tvrzeni IVx, musi kazdy bod y = [y, ..., ¥,] 2 F(J,)
(a tedy i kazdy bod z @) vyhovovati rovnicim

(95) Yri1 = PonraWns e Un)s oo Ys = Po(Y1s -+ s Ya)
Ale to neni mozno z tohoto diivodu: Existuje bod y € G a existuje déle

%) y znamené bod [y,, .-, ¥s]- N8jakd podminka toho druhu, ¥kajicf, Ze bod
y musi byti blizko bodu b, je nutné, je-li U dosti malé, je¥to funkee f,, ..., f,
jsou spojité v E.

18) Podobnd ov¥em také I plyne z II. Nebof v piipad® I'lze pouXiti tvrzenf
II na ka¥dy bod a ¢ M, t. j. na kaZdy bod b = F(a) mnoZiny F(M) a vychazi
(.jeét: M jg okolim bodu a), %e F(M) obsahuje jisté okolf bodu b, tak¥e F(M)
je otevienA.
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e >0 tak malé, Ze téZ bod ¥y = [Y1, .-» Un» Ynsr + & Ynizs ---> Ys)
lezi v G. Neni vSak mozno, aby platilo (95) a soudasné y,., + & =
=®D,1 Y1, ..., ys). Tim je dikaz proveden. Tvrdim nyni, Ze F(J,)
je fidkd (v E;). Budiz tedy G %+ 0 oteviena. Podle toho, co jsme do-
kazali, existuje bod y e G — F(J,). Jeito F(J,) je uzaviend mnozina,
existuje okoli @, bodu y (jez volime tak malé, ze G, C @) tak, Ze
G F(J,) = 9. Tim je podle pozn. 1 dokazano, ze F(J,) je tidka v E,.
Nahradim-li tedy v tvrzeni IV véty 213 &islo § (mensim) éislem o,
(a tedy interval J vnitfkem intervalu, oznafeného pted chvili J,),
zustanou tvrzeni IVx, IV v platnosti a bude platiti téZ tvrzeni IVy
(kazdé &ast mnoziny Fidké v E, je opét fidka v E, — véta 135 — ostatné
je to vidét z pozn. 1). Podle pozn. 3, 4, 5 stadi tedy, dokdzeme-li
z véty 213 tvrzeni I, IVw, IVS.

Dikaz tvrzeni I. Budiz b = [b,,...,b,] e F(M); to tedy znadi,
Ze existuje bod a = [ay, ..., a,] ¢ M tak, Ze plati b = F(a), t. j. (91).
Mam dokazati, Ze bod b je vnitinim bodem mnoziny F(M). Jeito je
M oteviend, existuje 4, > 0 tak, Ze interval

J,: ;i —a;l <4y 1=j=71)
je dasti mnoziny M. V bodé a je néktery s-fadovy determinant matice
(89) ruzny od nuly; budiz t¥eba

D(fl’ i) fs)
(96) (m)[a,,...,a,] o

(kdyby to byl jiny determinant, pfelisluji proménné z,, ..., z,). Na
rovnice (90) mohu nyni uziti véty 210, kladu-li

F’(zp eoey Ty Y15 000 ys) = fi(xl’ ceey xr) —Y; (7 = 1’ M 8) >
véta 210 davé pak tento vysledek:?®) Existuji ¢isla 6 >0, 4 > 0
(0 < 4y, 4 < 4,) tak, ze ke kazdému bodu [¥y, -+ Yss Tss1s -+ +» Tr)
_intervalu

Jg = b| <6, jm—a|<dé (=1,...,8k=s+1,..7)
existuje v intervalu
Iy gy —a)l <4 (I=1,...,9)
jeden a jen jeden bod [z, ..., z,] tak, Ze plati (90).

) Ulohu prom¥nnych y,, ..., y, z véty 210 piebiraji zde proménné z,, ...,z .
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Je-li nyni y = [¥,, ..., ¥s] libovolny bod intervalu
J lys — bl <6 G=1,...,8),

zvolme tfeba #,,; = @4y, ..., , = @,, Nadez existuje bod [z,, ..., z,]
intervalu J, tak, Ze plati (90); pisi-li tedy z = [z, ..., x,] = [z, ...
ies Ty Agyyy +- -, Br), JESE Yy = F(x), soudasné viak x € J, (jeito 4 < 4,),
tedy « « M. Tedy y « F(M); jeito y byl libovolny bod intervalu J,
jest bod b vskutku vnitinim bodem mnoZiny F(M).

Dukaz tvrzeni IV, f. Podle pfedpokladu existuje ¢&islo 4, > 0
tak, Ze interval

(97) ,x,' -_ ajl < Al (j = l, ceey T)

je &asti mnoziny E a Ze v kazdém bodé tohoto intervalu je determi-
nant (92) rizny od nuly, kdezto vSechny (% + 1)-fadové determinanty
matice (89) jsou rovny nule (pokud » > k). Z véty 210, aplikované na
rovnice

(98) h@y oo @) —91=Coos a(@1 - ) — Y =0

Plyne:3°) existuji &isla 6, 4, (0 < 6, < 45, 0 < 4, < 4,) tak, Ze ke
kazdému bodu [y, ..., Ys Tai1s ---» Z,] intervalu

(99) |y —be] <0 (k=1,...,B), o, —a| <8 GF=h+1,..,7)
existuje v intervalu
(100) |2, —a)| <4, (I=1,...,h)

jeden a jen jeden bod [z, ..., z,] tak, Ze plati rovnice (98).%!) Soufad-
nice tohoto bodu oznadme32)

(101) Ty = @Y1 -+ Yn Thyrs «v o z,) (=1,..,h);

30) Ulohu prom&nnych y;, ..., y, z vty 210 piebiraji zde prom¥nné z,, ..., z;.

31) Zékladnf myslenka dalffho prib&hu dukazu: z (98) vypodtu z,, ...,z
jako funkce prom&nnych ¥y, --, Yp» Zh.1s---> Tr; Vysledek dosadim do rovnic
Ynor = Jns1(Tiy cees Tp)s a5 Ys = fs(%y, ..+, 2,); tim se pravé strany tdchto rovnic
stanou funkcemi prom&nnych yy, ..., Ya, Zp41, ---> Zr; ukéFeme, Ze tyto funkee
nez&visi na z,,, oo Tp3 tim dostaneme Y.y, ---, Y5 Vyjadieny ve tvaru y; =
= Di(Yp»--s¥p) ( =h + 1,...,8).

o¥;

32) Pro h = r odpadajf Zjy, --., &y & oviem téZ nésledujici uvaha o Pz,
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jest oviem
(102) q’l(bp ey b)n Apt1s oo ar) =aq (l = l: ERRS] h‘)
a funkce ¢, maji v intervalu (99) spojité parcidlni derivace 1. ¥adu.
V intervalu (99) jest tedy prol =1,..., A
(103) F(@1(¥1s o os Yns Tasas -0 Z4)s -
LRRY] q’h(yh '“:’yh: xh-&-l’ LR x,), zh+1’ ey 2:r) - yl =0.
Pro j=*h+1,...,8 poloime
(104) Tj(yn ceey yhr Lhi1s oo xr) =
= f!(¢1(y1’ AR xr)’ seey %(?/1’ ey Z.,), Zhy1s oees 2:,) .

Také funkce ¥; maji v intervalu (99) spojité parcidlni derivace 1.
f4du. Pro j=h+1,...,8 k=h 4+ 1,...,7 jest podle (104), (103)

[, | o | o, oy of; o
T, Ty Tmm T
ohoy Show o Ohom
{105) 1 0z, = Oxy 0x;, ' 0z, 0xy ’

.................................

ot ofr 09, 3fh opa
1 om T om am T om, o

Tedy jest
_ o o oy
ox, = 0x,’ 0z, 7 oz,
Oh oh Oh
(106) o, ox, ' oz, | =0,

...............

oh o oh

ox,’ o0z, """ oz,

nebof podle (105) je prvni sloupec tohoto determinantu linedrni kom-
binaci ostatnich. Determinant v (106) se v8ak d4 rozloZiti:

_ 8 Dy nh) | Dlfnhueen) _ g
0z, D(xy, ..., z,) ' D(zy, 2, ..., Tp) :
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Zde je prvni funkéni determinant riizny od nuly, druhy (k + 1)-fa-
dovy roven nule; tedy jest v intervalu (99)

(107) a_gp,___o prok=h+4+1,...755=h+1,...,8.

0z,
Podle véty 184 plati: Vezmu-li za y,, ..., y, libovoln4 &isla intervalu
(108) |y" - bkl < 62 (k =1.., h) ’

jest funkce ¥i(yy, .-+ Yns ZTasrs --+» Z,) (proménnych z,,,, ..., z,) kon-
stantni v intervalu
lz; —a;| <6y (G=k+1,...,7),
takZe v intervalu (99) jest na pf.
(109) Wj(yl’ coes Yns Thyrs oo s xr) = Wi(yn ceors Y Castas ooy a'r)
G=h+1,...,8);
oznadime-li pravou stranu této rovnice @,(y,, ..., ¥s), ma funkce P,
oviem spojité parcidlni derivace 1. ¥4du v intervalu (108).33) Zvolme
nyni J tak, Ze 0 < 6 < Min (4,, 4,) a Ze pro
(110) [z; —a;]<d (G=1,...,7)
je
Ifk(:z:l, ceay x,) - bkl < 62 (k = 1, ..-,3) .
Je-li x = [x,, ..., z,] libovolny bod intervalu (110), oznaéme f,(x,, ..
wuZ) =1y (=1,..., k). Potom jsou splnény rovnice (98) a téZ ne-
rovnosti (99), takZe plati (101); pro j =k + 1, ..., 8 jest tedy podle
(104)
f:'(xh evey Z,,) = Wi(yp coos Yny Thyps oo Z') )
t. j.
1i(@) = Di(yy, -+ Yn) = Pi(fi(@), ..., fal2)) ,

&m% dikaz proveden.

Poznamka 6. Methoda dikazu tvrzeni IV ddvé ziroveii navod,
jak lze v jednoduchych piipadech funkce @,,,, ..., €, skutetné sta-

noviti; struénd je to vyjédteno v pozn.’!). Timto zplsobem feste
cvié. 1, 2.

1) Pro h = r klademe oviem prostd P;(¥y, «-«> ¥a) = Yi(Y1s oo, ¥n)-
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Cviéeni

I. Mezi funkcemi f(x,y,z) =z+y+2+ 1, 9(1_9:1‘/’2) =T —y+z4+1,
h(z,y,2) = 2% — y® + 22 + 22z + 62 + by + 5z + 6jevztahh = F(f, g), plat-
ny pro vSechna z, y, z. Najdste F (F(f,g9) = 4f — g + fg + 2).

2. Obdobna uloha pro funkce f =z ~y+z+ % =T —y+z+ u,
5z — y + 5z + 5u 2f + 3¢
= . (Jest kb =
5z + y + 5z 4+ 5u 3f 4- 2¢g

3. Vezmdme zobrazeni y = 22 prostoru E; do E;. Matice (89) se sklad4 z je-
diného &isla 2z; jediny singuldrni bod je x = 0. Okoli (— d, d) (6 > 0) se zobra-
zuje na mnoZinu <0, §2), jeZ ani neni fidka, ani neobsahuje okoli bodu F(0) = 0.

, pokud 5z + y + 5z - 5u =+ 0.)

§ 4. Pozndmky o s-rozmé&rnych plochdch v r-rozmé&rném prostoru.
Uzili jsme jiZz nékolikrate slov jako ,,nadplocha® a pod., aniz jsme je
precisovali. Jakékoliv obecnéjsi pojednani o téchto vécech by pfesa-
hovalo rdmec této knihy. Omezim se proto na nékolik poznimek,
které se bezprostfedné pfipmnaji k§ 1 a§ 3.

Budizr > 1,1 <k <7 (k, r celd). Budiz M + 0 mnoZina oteviena
v E,_;; budiZ f redlnd funkce r — 1 proménnych, kterd ma v M spo-
jité parcialni derivace 1. fadu. Budiz N mnoZina onéch bodd z =

= [z, ..., z,] € E,, které vyhovuji podminkdm
(111) [Zyy ooy Troyy Thgry ooy T ] €M,
T = f(yy + ey Tp_yy Tigyy - os &) -

Mnozing N tohoto druhu budeme fikati ,,hladky kus (r — 1)-rozmérné
plochy v E. “.

Poznidmka 1. N je tedy charakterisovana zhruba tak, Ze k-té
soufadnice je funkei ostatnich; slovo ,,hladky‘ poukazuje k existenci
spojitych derivaci; slovo ,,kus‘‘ upozoriiuje na to, Ze ani nejjednodussf
plochy nelze vidy takto vyjadfit. Na pf. kruznici 3 4+ 23 =1 v E,
nelze takto vyjadtit (kazdému z, € (— 1, 1) odpovidaji dvé hodnoty
Z,, kaZdému z, e (— 1, 1) odpovidaji dvé hodnoty =z,); kruZnici je
nutno slozit z nékolika takovych , kusa‘.

Obecnéji: Budiz 0 < 8 < 7 (r, s celd). Budiz M #+ @ oteviend mno-
zina v E,. Budte f,, ..., f,_, redlné funkce s proménnych, jez maji
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v M spojité parcidlni derivace 1. fddu. Rozdélme é&isla 1, 2, 3,..., 7
do dvou skupin:

Tys Ugy vees g3 Kys Koy evey Koy -
BudiZ N mnoZina onéch boda z = [z, ..., z,] € E,, které vyhovuji
podminkim ‘
(112&) [x“, ooy :tt'] eM N
(112b) T, = [r@ip o0 &)y ooy Th,_, = fres(@is ooy 2g) -

MnoZinu N budeme nazyvati ,hladkym kusem s-rozmérné plochy
v E,“. Slovo plocha nahrazujeme pro s =1 &asto slovem kiivka,
pro s = r — 1 slovem nadplocha.

V diferencidlni geometrii se takové ,,hladké kusy ploch* vyjadiuji
jesté jinak neZ vztahy typu (112a, b). Probereme dva nejobvyklejsi
zpusoby.

I. Budiz dédno r — s redlnych funkei
(113) Fyz) = Fyxq, ..., z,) (t=1,..,7—23),
které maji spojité parcialni derivace 1. fadu v jisté oteviené mnozimé
A CE,. BudiZa € 4 bod, ktery vyhovuje rovnicim Fy(a) =0(t = 1, ...,
r — 8). Predpokladejme (to bude dulezité!), Ze matice

a?l y seey a—x;
(114) .

aFr—s aFf-u
axl 9 seey

mé v bodé a hodnost r — s. Tedy néktery jeji (r — s)-fadovy deter-
minant, na pf.
D(F,, ..., F,,)

(115) D(Zytqy ..., Z,)

je razny od nuly v bodé a a tedy i v jistém jeho okcli. Podle véty 210
existuji tedy éisla 6 > 0, 4 > 0 tak, Ze plati toto: Ke kazdému bodu
[%y, ..., Z,] intervalu

J: |z —a; ] <é (G=1,...,8)
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existuje v intervalu

Jy lxk_a’k|<A (k=8+1,...,r)
jeden a jen jeden bod [z,,,, ..., z,] — piSme i€
(116) Ty = h(®y, ..0h ), o0y 2, = fraly, ..., z,)
— tak, Ze je
(117) Fyzy...,2,) =0pros =1,...,r — s;

pfi tom funkee f,, ..., f,_, maji v J spojité parcidlni derivace 1. ¥adu.
T. j. mnoZina N vSech bodi z = [%y, ... Z,], Pro n&Z plati vztah

(118) [Zl, ...,x,.]EJX Jl

a rovnice (117), je pravé mnozina onéch bodu z, pro n&% plati [z,, ...
...s &,) € J a rovnice (116). T. j. N je ,hladky kus s-rozmérné plochy
v E,“. T. j. rovnice (117) spolu s podminkou (118) definuji hladky kus
s-rozmérné plochy.

Poznédmka 2. Lze tedy ¥ici, Zze (za pfedpokladu o hodnosti matice
(114)) systém r — s rovnic (117) ,,lokaln&* (t. j. ve spojeni s podminkou
(118)) definuje hladky kus s-rozmérné plochy.3¢) JeZto potom nutn&
kazdy fidek matice (114) m4 hodnost 1, plyne odtud, Ze kazda jed-
notlivd z rovnic (117) definuje (oviem zase jen lokéln&) hladky kus
nadplochy (t. j. (r — 1)-rozmérné plochy). Proto se o systému rovnic
(117) ¥ik4va, Ze definuje s-rozmérnou plochu jako prinik r — s nad-
ploch — pfesny smysl je patrny z piedeslého textu.

II. Druhy zpisob, jak se ¢asto definuji s-rozmérné plochy v E,, je
tento:

V oteviené neprazdné mnozing P C E, budiZ ddno r redlnych funkei
8 proménnych

(119) Prs ee0r Pr s

které maji v P spojité parcidlni derivace 1. ¥ddu. Definujme zobrazeni
z = ¢(4) mnoziny P do E, rovnicemi

(120) Ty = @rAes eeor &), wees T = Po(Agy +oer Ae) 3

34) S druhé strany ovSem je patrno, Ze rovnice typu (112b) jsou specidlnim
piipadem rovnic (117).
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budiZ « néjaky bod z P takovy, Ze matice

o9y opy
oA, > """ aa,
ey ...
9.  Op,

mé v bodé « hodnost s, takZe néktery s-fadovy determinant, na pk.
D(py, ..., ps)
D@y, ..., 4,)
Poloime a = ¢(x), t. j. a = [ay, ..., a,], a; = @;(«). Potom prvnich:
8 rovnic (120), t. j.

(122) Ty = @Ay ceos Ag)y ooy Ty = @Ay, ooy Ay)

zobrazuje podle vty 212 jisté okoli 2 bodu & = [«y, ..., «,] prosté
na jisté okoli M (v prostoru E,) bodu [a,, ..., a,]. Rovnice (122) jsou
pak pro [z,, ..., z,] ¢ M splnény tehdy a jen tehdy, kdyZ plati rovnice

, je rizny od nuly v bodé « a $edy i v jistém jeho okoli.

A=y, ooy Ty)s eaes Ay = Yoy, ooy Ty)

které definuji zobrazeni inversni k (122). Aby bylo jest& splnéno
i poslednich r — 8 rovnic (120), k tomu je nutno a staéi, aby bylo

(123) Top1 = f],(xp ceey 2:,), ey Ty = /r—a(xb LER}) xa) ’

kde klademe

(124)  ful@y, ooy Ty) = @uii(Ws(Trs onvs Ty)y woes Pu(@yy oo s Ts))

Podle véty o derivovani sloZenych funkeci je patrno, Ze f,, ..., f,_,

maji v M spojité derivace 1. fadu.

Rovnice (120) zobrazuji tedy 2 prosté na mnoZinu N onéch bodi
[z, ..., z,], pro néZ plati [x,, ..., 2,] ¢ M a rovnice (123). MnoZina N
takto definovand je tedy hladkym kusem s-rozmérné plochy v E,,
o kterém se iikdvi, Ze je parametricky definovin rovnicemi (120)
a podminkou [4,,..., 4] € 2. Speciilné: U hladkého kusu kiivky
(s = 1) je toto vyjadieni tvaru z, = ¢,(4), ..., Z, = @.(4) s jedinym
parametrem A.

Cely tento paragraf md ¢isté lokdlni charakter: naSe dvahy maji
cenu jen tehdy, omezime-li se na dosti malé okoli jistého bodu a
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(resp. &), v ném% matice (114) (resp. (121)) mé hodnost » — s (resp. s).
Ale takovéto lokalni ivahy se ¢asto vyskytuji v diferencialni geometrii.

Cviéeni

I. Necht funkece F;(zy,...,x,) (j =1,...,7 — 8) vyhovuji piedpokladim
bodu I. Dosadme do funkei F; za x; linedrni funkce

r
Ty =lz Yy + By (k=1,...,7) (piSme z = y(y)),
1

kde determinant &isel y;; je ruzny od nuly, takZe existuje inversni zobrazeni
y = I'(x). Tim prejdou F; ve funkce G;(yy, ..., ¥,). Z cvié. 1 v kap. VII, § 3
plyne, Ze kaidy (r — s)-fadovy determinant matice (114) v bod® a je linearnf
kombinaci (r — s)-fadovych determinanti matice

3G, 3G,

(125) e eeeeeeeaan
oG, _, 8G,_,
oy, 7 oy,

mé-li tedy (114) hodnost r — 8 v bod& @, mé (125) hodnost r — 8 v bodé I'(a).
Tedy v tomto pfipads definujf i rovnice G;(y) = 0 v okoli bodu I'(a) kus hladké
plochy. Tato ,invariantnost vuéi afinnim transformacim‘‘ dod4va teprve
naSim pozndmkam geometricky charakter.
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