Eukleidovy Zaklady, jejich vydani a preklady

Fourteenth book

In: Martina Be¢varova (author): Eukleidovy Zaklady, jejich vydéni a preklady. (English). Praha:
Prometheus, 2002. pp. 246-257.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/401825

Terms of use:

© Beévarova, Martina

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/401825
http://dml.cz

246

Kniha &trnacta.

A o télesech ¢&tvrta.

Nékteri maji sice za to, ze téz tuto knihu napsal Euklid, jini v8ak, jsouce pravdé
blizsi, nazvali ji:

Hypsikla Alexandrinského? .o péti télesech® kniha prva.

Basilides Tyrsky, Protarcha, kdyZz do Alexandrie priSel, a otci naSemu za
spolecnika ve védach mathematickych odporucen byl, béhem ¢asu mnoho
a dlouho s nim se cvi¢il. Rozvazivse oba, co Apollonius byl napsal o porovnani
dvaceti- a dvanactisténu v touz kouli vepsanych, v jakém poméru totiz obé
télesa ta k sobé jsou, nabyli pfesvédceni, ze Apollonius vzajemnost tu dobie
nevylozil. Za tou pfic¢inou opravu toho, jak otec muj fikdval, pro pamét sepsali.
Ja pak uhodil jsem pozdéji na jinou knihu od Apollonia sepsanou, ktera
obsahovala téze véci vyklad spravny; z provedeni ulohy této mél jsem zajisté
pot&seni nemalé. Co Apollonius o tom sepsal, kazdému znamo, ponévadz to
prichazi z ruky do ruky, a ¢im jsme my k tomu pficinili nejvétsi — jak dodati
dluZno - pilnosti i pfi svétle, tobé timto vénovat jsme se odhodlali, abys u své
vzacné védomosti o vSech mathematickych védach, zejmena vSak méfictvi,
moudfe posoudil, co Fici jsme hodlali. Pro pratelstvi, jaké jsi k otci choval,
jakoz i pro naklonnost jakou jsi nas oblazoval, pojednani to laskavé pfijmiz. Uz
na ¢ase, abychom polozili konec uvodu a prikrocili k véci.

Véta 1.

Spustime-li ze stfedu kruhu kolmici na stranu vepsaného pétithelniku stejno-
stranného, jest tato polovice souctu strany stejnostranného Sestithelniku
a desetithelniku vepsaného v tyz kruh. (Obr. 467.).

A

o

F
Obr. 467.
2 Hypsikles zil 200 let pozd&ji nezli Euklid. Uvod nasledujici jest nepochybnd od téhoz.
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V dany kruh, jehoZ stfed budiz O, vnesme stranu stejnostranného pétithelniku
o stejnych thlech AB, spustme OC 1 AB a prodluzme tuto do D; tvrdi se: OC
rovna se polovici sou¢tu strany Sesti- a desetithelnika v tyZz kruh vepsaného.

Vedme OB, BD, odméime CE = CD a spojme BE.

Ponévadz se cely obvod kruhu rovna 5 obl. ADB, a DBF jest obvodu polovice,
pak obl. BD jest polovice obl. ADB, jest pil obvodu DBF = 5 obl. BD, ¢ili obl.
BF = 4 obl. BD. A m4 se

obl. BF : obl. = 4 BOF : £ BOD (VI. 33.), a proto
£ BOF =4 £ BOD.

Vuéjsi £ BOF = 2 £ BDF (II1.20), procez £ BDF = 2 £ BOE. Avsak £ BDC
= £ BEC, tedy £ BEC = 2 £ BOC, z ¢ehoz jde, ze OE = BE (1.6.32.), a BD
= BE, pro¢ez BD = EQ. Ponévadz se (dle sestroj.) CE = CD, jest

OC = CD + BD, pfidame-li k obéma strandm OC, bude
2 0C = OD + BD, a proto
OC = 1/2(0OD + BD).

OD jest strana Sestithelniku, BD strana desetitihelniku v tyZ kruh vepsaného,
tedy atd. j. b. t.

Dusledek.

Uk&azéano uz, ze pfimka vedend ze stfedu kruhu kolmo na stranu stejnostranného
trojuhelniku v kruh vepsaného, rovna se polovici poloméru (XIII.12.).

Véta 2.

TyZ kruh zaujima pétighelnik dvanéctisténu a trojihelnik dvacetisténu, kte-
rd télesa vepsana jsou v touze kouli.

To bylo sepsano od Aristaea v knize ,,0 porovnani péti téles“®, a od Apollonia
v druhém vydéni knihy ,0 porovnani dvandctisténu s dvacetisténem“: nebot
Jjako se m4 povrch dvanéactisténu k povrchu dvacetisténu, mé se tyz dvandctistén
k témuz dvacetisténu, ponévadz kolmice vedena ze stfedu koule na pétithelnik
dvandctisténu jest totozné s kolmici vedenou na trojihelnik dvacetisténu. Prvé
vSak nezli ukdzeme, 7e tyZz kruh objima i pétithelnik dvandctisténu i trojihelnik
dvacetisténu v touze kouli vepsanych, pfedesilame tolik:

3 Aristaea pé&t knih 767wy cepe@r uvadi Pappus v pfedmluvé knihy VII.



248
Privéti.
Vepise-li se v kruh stejnostranny pétithelnik, rovnd se ¢tverec jeho strany spolu

se ¢tvercem primky, kterd dvé strany pétithelniku podpind, pétindsobnému
¢tverci poloméru kruhu.* (Obr. 468.)

Obr. 468.
At 1B
C
/\ J
E F H K
N
(N + {M
Obr. 469.

4 Polomdr = 78 &mé T ekTd KEVTPS KUKAS.
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V daném kruhu budiz strana pétithelniku AB, stfed O a OC 1 AB, kterd na
obé strany byvse prodlouzena sbiha se s kruhem v bodech D, E; spojme A s E;
tvrdi se: AB? + AE? = 5 OD2.

Vedme AD, ktera jest strana desetitihelniku.
Ponévadz se DE = 2 DB, jest DE? = 4 DO? (VI1.20.dusl.),
DE? = AD? + AE?, tedy
AD? + AE? = 4 DO?, nebo
AD? + AE? + DO? = 5 DO?.
Aviak AD? + DO? = AB? (XIIIL.10.), procez
AE? + AB? = 5 DO? j. b. t.

Na zakladé toho ukazati lze, Ze tyz kruh objima pétithelnik dvanécti- a troj-
thelnik dvacetisténu v touz kouli vepsanych (Obr. 469.).

Budiz dana koule a jeji primér AB; vepiSme do ni dvandcti- a dvacetistén,
a budiz dvanictisténu pétithelnik CDEFG a dvacetisténu trojihelnik HJK;
tvrdi se: tyz kruh obsahuje pétinhelnik CDEFG a trojuhelnik HJK. Vedme
DG a tato jest strana krychle (XIIL.8.17.). Vysadme pfimku LM, tak aby AB?
= 5 LM?; aviak ¢tverec priiméru koule rovnd se téz pétindsobnému poloméru
kruhu, ktery opsati lze kolem péti hran (pétitthelniku) dvacetisténu. Seceme-
li LM v poméru vnéjsim a stfednim, jest vétsi ¢ast LN strana desetiuhelniku
(VI1.30.). A ponévadz

AB? = 5 LM? = 3 DG? (XIIL.5.9.),
mé se 3DG?: 5 LM? = 3 CG? : 5 LN? (XIIL8. XIV.7.),
z ¢ehoz jde, Ze se 3 CG? = 5LN?

Aviak JK? = 5 LM? + 5 LN? (IX.5. XIIL.10.), nebo

5 JK
5 JK? = 3 DG* + 3 CG>.
V piedchézejicim piivéti ukdzano, ze DG? + CG? = pétindsobnému ¢tverci
poloméru kruhu, v némz jest pétitthelnik CDEFG vepsan, a proto se

3 DG? + 3 CG? = 15 ¢étverciim téhoz poloméru Eili

5 JK2? = 15 étverciim téhoZ poloméru.

A znamo téz (XIIL.12.), ze se JK? = 3 ¢tverciim poloméru kruhu opsaného
kolem Aku HJK, tedy 5 JK? = 15 ¢étverciim tohoto poloméru.

Porovnanim dostaneme, Ze se

15 ¢tvercl poloméru kruhu, ktery opisuje CDEFG = 15 ¢tvercim poloméru

kruhu, ktery opisuje A HJK, z ¢ehoz jde, Ze se onen polomér rovnéd tomuto,
¢ili primér Ze se rovna priméru. A proto obsahuje tyz kruh dvanactisténu
pétidhelnik a dvacetisténu trojuhelnik, jsou-li obé télesa tu v touze kouli
vepsana j. b. t.
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Véta 3.

Opiseme-li_kruh kolem pétithelniku stejnostranného a o stejnych uhlech,
a spustime-li na jeho stranu ze stfedu kolmici, rovnd se tficet obdélnikd
sestrojenych z této kolmice a ze strany pétithelniki povrchu dvandctisténu.
(Obr. 470.).

A A
B E
o
B C
F \\D/
C~~—_~—D
Obr. 470. Obr. 471.

Budiz ABCDE pétitihelnik stejnostranny o stejnych ahlech, stfed kruhu kolem
ného opsaného budiz O, a OF 1 CD; tvrdi se: tficet obdélnikti z CD, OF rovna
se povrchu dvanactisténu.

Vedme OC, OD. Ponévadz obd. z CD, OF = 2 A COD, rovna se pét takovych
obdélnikli deseti trojihelnikiim; deset téchto trojihelniki rovnd se dvéma
pétidhelnikim a proto 60 trojahelniki nebo 30 obdélniki z CD, OF = 12
pétithelnikim ¢&ili povrchu dvanéctisténu j. b. t.

Podobné se ukaze totéZz o povrchu dvacetisténu z trojihelniku ABC, jemuZ
opsan jest kruh se sttedem Q. Vedeme-li OD 1L BC, pak OB, OC; tvrdi se:
tricet obdélniki z BC, OC = povrchu dvacetisténu (Obr. 471.).

Nebot obd. z BC, OC rovné se dvéma AA OBC, a ze t¥i takovych trojihelnikt
sklada se A ABC,

protez 3 obd.z BC,OC =6 A OBC =2 A ABC, nebo

30 obd. z BC, OC = 20 A ABC, které omezuji dvacetistén j. b. t.

Ma se tedy povrch dvanactisténu k povrchu dvacetisténu jako obd. z CD, OF
k obdélniku z BC, OD.

Dusledek.

Z toho patrno, Ze se ma povrch dvanactisténu k povrchu dvacetisténu, jako
obdélnik ze strany pétitihelniku a z kolmice spusténé ze stiedu kruhu jemu
opsaného k obdélniku ze strany trojihelniku a z kolmice z tého? stiedu na ni
spudténé; pfedpoklada se, Ze dvanacti- a dvacetistén v touZ kouli byl vepsan.
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Véta 4.

Na zikladé toho se ukazuje, Ze se ma povrch dvandctisténu k povrchu dva-
cetisténu jako hrana krychle k hrané dvacetisténu. (Obr. 472.).

-
N

K

Obr. 472.

V dany kruh jehoz stfed jest O vepiSme pétithelnik dvanacti- a trojahelnik
dvacetisténu; strana stejnostranného Aku budiz AB a pétidhelniku BC; ze
stfedu O vedme OD L AB a OE 1 BC; protahnéme OE do bodu F, spojme B,
F, a vysadme hranu krychle K; tvrdi se: povrch dvanactisténu ma se k povrchu
dvacetisténu jako K : AB.

Rozdélime-li totiz OF + BF v poméru vnéjSim a stfednim, bude vétsi ¢asti
pfimka OF (XIIL9.), a pak-li OF + BF piilime, bude polovice OE (XIV.1.);
a polovice poloméru OF jest OD (XIV.1. dusl.), profez rozdélime-li OE
v poméru vnéj$im a stfednim, bude vét3i ¢asti OD. AvSak rozdélime-li hranu
krychle K v poméru vnéjsim a stfednim, bude jeji vétsi ¢ast rovnati se BC
(XIIL.17.), tedy

ma se téz

=

: AB = obd. z BC, OF : obd. z AB, OD (VIL.16.), t

hrana krychle k hrané dvanactisténu ma se jako povrch dvandctisténu k povrchu
dvacetisténu (XIV.3.dusl.) j. b. t.
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Jinak.

Ze se ma povrch dvanictisténu k povrchu dvacetisténu jako hrana krychle
k hrané dvacetisténu dokaze se na zdkladé nasledujiciho:

Privéti.

Budiz dan kruh a v ném strany vepsaného pétidhelniku AB, AC; vedme BC,
az bodu A primér AD; polovice poloméru OD budiz OE, a CF necht se rovna
3 CG; tvrdi se: obdélnik z AE, BG = pétithelniku.

A
B F } C
G
O
tE
\L/

D
Obr. 473.

Vedme BO. Ponévadz se AQ = 2 OE, jest AE = 1/2 OE, a dle sestrojeni se
FC = 3 CG, tedy FG = 2 CG, procez FC =1 1/2 CG, z ehoz
AE : AO = CF : FG, nebo
obd. z AE, FG = obd. z AQ, CF; a CF = BF, protez
obd. z AE, FG = obd. z AQ, BF.
AvSak obd. z AQ, BF = 2 A ABO, tedy obd. z AE, FG = 2 A ABOQ, nebo
5 obd. z AE, FG = 10 A ABO,
a jelikoz 10 A ABO = 2 pétithelniklim, jest
5 obd. z AE, FG = 2 pétithelnikim.
Jest vSak FG = 2 CG, tedy
5 obd. z AE, FG =10 obd. z AE, CG = 2 pétithelnikim, ¢ili
5 obd. z AE, CG = pétituhelniku.
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= 5 CG, a proto obd. z AE, BG = 5 obd. z AE, C

= pétithelniku j. b. t.

Toto pifedpokladajice, vepisme v dany kruh pétitthelnik dvanactisténu a troju-
helnik dvacetisténu, ktera télesa vepsana jsou v touze kouli (Obr. 474.).

A
B F C.; C
1O
H : K
N 4
\_/

D

Obr. 474.

Budtez AB, AC strany pétithelniku, spojme B s C, vedme primér AD, udé-
lejme CF = 3 CG, a polomér OD piilme v bodu E. Vedeme-li timto bodem HK
L AD, jest HK strana trojihelniku AHK v tyz kruh vepsaného (XIV.1.disl.).
Ponévadz se obd. z AE, BG = pétitihelniku (pfivéti pfedchazejici), a obd. z AE,
HE = A AHK,

mé se obd. z AE, BG : obd. z AE, HE = pétithelnik : trojihelniku.

Aviak ma se obd. z AE, BG : obd. z AE, HE = BG : HE (VI.1.), z ¢ehoz
porovnanim
BG : HE = pétithelnik : trojihelniku, nebo

12 BG : 20 HE = 12 pétith. : 20 trojah. ¢ili

= povrch dvanécti- : povrchu dvacetisténu.
Ponévadz se BG = 5 CG, a BC = 6 CG, jest 12 BG = 10 BC, a ponévadz se
HK = 2 HE, jest 20 HE = 10 HK, dosazenim pak dostaneme
10 BC : 10 HK ¢ili BC : HK = povrch dvandcti- : povrchu dvacetisténu.

BC jest hrana krychle a HK hrana dvacetisténu (XIIL.8.17.), protez ma
se povrch dvandcti- k povrchu dvacetisténu jako hrana krychle k hrané
dvacetisténu j. b. t.
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Véta 5.

Rozdé&lime-li_dovolnou pfimku v poméru vnéjdim a stfednim, mé se pfim-
ka, jejiz Ctverec se rovnd souétu &tverce celé oné piimky a Etverce Casti jeji

vétsi k primce, jejiz Ctverec se rovnd souétu C&tverce téze celé primky

a Ctverce ¢asti jeji mensi, jako se mad hrana krychle k hrané dvacetisténu
(Obr. 475.).

6

m

Obr. 475.

Budiz dan kruh dovolného priméru, a v ném budiz vepsin pétitihelnik
dvanéctisténu, trojuhelnik dvacetisténu, a obé tato télesa necht jsou vepsina
v touze kouli; stfed kruhu budiz O, polomér AQ, a tento rozdélme v bodu
B v poméru vnéjsim a stfednim, OB necht jest ¢ast vétsi, a pak jest taz
zajisté strana desetithelniku v tyz kruh vepsaného (XIIL.5.9.). Budiz C hrana
dvaceti-, D dvanactisténu a E hrana krychle; jest tedy C strana stejnostranného
trojuhelniku, D strana stejnostranného pétiahelniku v tyz kruh vepsaného, a D
jest vétsi nezli vétsi ¢ast pfimky E rozdélené v poméru vnéj$im a stiednim
(XII1.18.17.dusl.).
Je-li v8ak C strana stejnostranného trojihelniku jest jeji ¢tverec roven trojné-
sobnému &tverci poloméru AQ (XIII1.12.), tedy C? = 3 AOQ?, a téz
(AOQ + AB)? = 3 BO? (XIIL4.), tedy
C?: (AQ + AB)? = AQ? : BO?, avsak
AQ? : BO? = E? : D? (XIV.7.), porovnanim
C?: (AO + AB)? = E? : D?, nebo vyménou
E?: C* = D?: (AQ + AB)?.
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Ctverec strany pétithelniku rovna se v3ak souétu &tvercti poloméru a strany
desetitihelniku, procez D? = AO? + BO?, coz dosazeno da
E? : C* = (AQ® + BO?) : (AQ + AB)2.

Aviak m4 se viibec (AQ? + BO?) : (AO + AB)? jako soucet ¢tverce dovolné
pfimky seCené v poméru vnéjsim a stfednim a étverce ¢asti jeji vétsi k souctu
¢tverce téze celé primky a Etverce &asti jeji mensi (XIV.7.), a proto

E? : C? = ¢&tverec dovolné piimky sefené v poméru
vnéjSim a stfednim + Ctverec Casti jeji vétsi k ¢tverci téze celé piimky + &tv.
¢asti jeji mensi. E jest hrana krychle, C hrana dvacetisténu a proto atd. j. b. t.

Véta 6.

Necht se dovodi, Ze se md hrana krychle k hrané dvacetisténu jako dva-
nactistén k dvacetisténu.

Ponévadz kruhy sobé rovné zaujimaji pétitihelnik dvanactisténu a trojihelnik
dvacetisténu, jsou-li obé télesa v touze kouli vepsana, a v této stejné kruhy
vibec stejné jsou daleko od jejiho stfedu, jelikoz kolmice spusténé z tohoto na
ony jsou si rovny (XIV.2.): budou tedy i ony kolmice sobé rovny, které ze stfedu
koule spustime do stfedu sobé rovnych kruht, z nichZz v jednom vepsan jest
pétithelnik dvandcti- a v druhém trojihelnik dvacetisténu. A rovnéz i jehlany
vepsané v touze kouli, z nichZ jeden ma za pudici pétitihelnik onoho dvanacti-
a druhy trojuhelnik dvacetisténu budou miti stejné vysky. Jehlany o stejnych
vySkdch maji se v8ak k sobé jako jejich pudice (XIL.5.6.), procez v téze kouli
m4i se

onen pétithelnik : trojihelniku = jehlan s pidici pétithelnikem : jehlanu
s pudici trojiahelnikem, maji-li spoleény vrchol ve stfedu koule. A proto se ma
téz 12 pétithelniki : 20 trojihelnikiim = 12 jehlant s ptidicemi pétidhelniky :
20 jehlantim s pudicemi trojiahelniky. Av8ak 12 pétithelnikd rovné se povrchu
dvanéctisténu a 20 trojihelnik povrchu dvacetisténu, a proto se ma
povrch dvanécti- : povrchu dvacetisténu = 12 jehland majicich za pidice
pétidhelniky : 20 jehlantim majicich za pidice trojihelniky.

Dvanéct jehlant majicich spoleény vrchol v stiedu koule a za piidice pétithel-
niky pravidelné a sobé rovné tvori dvanéctistén, a dvacet jelilani majicich tyz
spoleény vrchol a za piidice pravidelné a sobé rovné trojihelniky tvoii dvace-
tistén, procez ma se

povrch dvanécti- : povrchu dvacetisténu = dvanécti- : dvacetisténu.

Aviak povrch dvandcti- : povrchu dvacetisténu = hrana krychle k hrané
dvacetisténu (XIV.4.), tedy atd. j. b. t.
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Véta 7.

Rozdélime-li dvé pfimky v poméru vnéjdim a stfednim maji se pfimky ty
k sobé jako jejich éasti. (Obr. 476.).

At } 1 B
C
D! —E
Obr. 476.

Rozdélme AB v bodu C, a DE v bodu F v pomé&ru vnéj$im a stfednim, vétsi
¢ast prvni budiz AC, a druhé DF; tvrdi se:

AB: AC = DE: DF.

Nebot obd. z AB, BC
b

AC? a
obd. z DE, EF = DF? (VL17.), tedy
obd. z AB, BC : AC? = obd. z DE, EF : DF?, nebo (V.15.)

4 0bd. z AB, BC : AC? = 4 obd. z DE, EF : DFZ?, soucet 1. a 2. ¢lenu

A
z

k 2. atd
(4 obd. z AB, BC + AC?) : AC? = (4 obd. z DE, EF + DF?) : DF?, z &ehoz
(AB + BC)? : AC? = (DE + EF)? : DF? (I1.8.), nebo pouhé

primky

BC) : AC = (DE + EF) : DF (V1.22.), sou¢tem
(AB + BC + AC) : AC = (DE + EF + DF) : DF ¢ili

2 AB: AC = 2 DE : DF, z ¢ehoz téz
j. b. t.

Db D

os}
>
I

=3
oy

Dusledek.

Dosud tedy viibec bylo ukdzano: se€e-li se kterakoli pfimka v poméru vnéjsim
a stfednim, m4 se ¢tverec celé pfimky a Casti vétsi k tverci celé piimky a &asti
mensi jako hrana krychle k hrané dvacetisténu (XIV.5.); strana krychle m4 se
k hrané dvacetisténu jako povrch dvanactisténu k povrchu dvacetisténu, jsou-li
obé télesa v touz kouli vepsana (XIV.5.); dale pak: povrch dvanéctisténu ma se
k povrchu dvacetisténu, jako dvanictistén k dvacetisténu, pak-li pétithelnik
onoho a trojuhelnik tohoto v tyz kruh vepsdny byly (XIV.6.). Z toho jde:
dvanictistén md se k dvacetisténu v touZ kouli vepsanému jako se ma &tverec
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celé piimky a Casti vétsi k Ctverci celé pfimky a Césti mensi, je-li pfimka
ta rozdélena v poméru vnéj$im a stfednim. A ponévadz se ma dvanactistén
k dvacetisténu jako povrch onoho k povrchu tohoto, ¢ili jako hrana krychle
k hrané dvacetisténu, avSak hrana krychle ma se k hrané dvacetisténu jako
étverec celé primky a jeji casti vétsi k Ctverci téze primky a asti mensi, je-li
celd pfimka rozdélena v poméru vnéjsim a stfednim: proto ma se dvanactistén
k dvacetisténu v touze kouli vepsanému, jako se ma ¢tverec celé primky a ¢asti
vétsi k Ctverci téze pfimky a ¢asti mensi, je-li pfimka ta rozdélena v poméru
vnéjsim a stfednim.’

5 Soudi se vibec, 7e dasledek tento, atkoli se naléza ve v3ech rukopisech feckych, se
vynechati miize. Pafizské vydani z r. 1598 nemd ani véty V., VI. a VIL
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