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VYPOCTY HODNOT GONIOMETRICKYCH FUNKCI

ZDENEK HALAS

Abstrakt

V tomto ¢lanku se vénujeme nékterym historicky nejvyznamnéjsim postu-
pum pro vypocet hodnot goniometrickych funkci a délek tétiv, které jim pied-
chézely. Zaméfujeme se piitom zejména na vypocty Ptolemaiovy, Arjabhatovy
a odhady arabskych ucencti Ab’l-Wafa’ a al-Kasiho. Zminény jsou také Rhae-
ticovy tabulky a vypoc¢ty MikuldSe Kopernika. Na zavér je uveden algoritmus
CORDIC.

Mezopotamie a Egypt

Jiz ze starovéké Mezopotamie mame dochovany rizné tabulky. Jedné se
napiiklad o tabulky druhych a tfetich mocnin, nasobeni, prevracenych hodnot,
a dalsi. Takové tabulky jsou odrazem lidské snahy po usnadnéni stale se
opakujicich vypoctha tim, Ze se provedou jednou provzdy a vysledky se peclivé
zaznamenaji.

Ze starovékého Egypta se nam také dochovaly rtzné tabulky, zajimavé jsou
zejména ty, které obsahuji rozklady zlomkii na souéet kmennych zlomki.! Vice
informaci o nich lze nalézt napiiklad v [Be].

Nejvyznamnéjsim matematickym textem, ktery se nam z Egypta dochoval,
je Rhindtv papyrus. Nachézeji se na ném mimo jiné fesené tilohy? na vipocet
sklonu pyramidy, tzv. seged. Geometricky rozumime pyramidou pravidelny
Ctyiboky jehlan. Sklon pyramidy seqed je pak pomér poloviny délky jeho
podstavné hrany a a vysky v, coz odpovida dnesni kotangenté thlu ¢, ktery
svira podstava a boc¢ni sténa, tedy

seqed = cotgp =

SN

Diky témto tloham se u egyptské matematiky nékdy hovoti o tzv. protogonio-
metrii.

Nas v8ak budou nejvice zajimat texty, v nichz se objevuji pocatky goniome-
trickych funkci v natolik rozvinuté formé, zZe jsou systematicky pocitany jejich
hodnoty.

Recké tétivy a Ptolemaios

Nejranéjsi doklady uzivani goniometrickych funkci sahaji do starovékého
Recka. Rekové pouzivali misto nagich goniometrickych funkci délku tétivy
kruznice o poloméru R danou stfedovym thlem o velikosti . V tomto textu

L Tj. zlomki s jednickou v éitateli.
2 Jedna se o tilohy R56-R60. Jejich pieklad s komentatem je uveden v [Vy].
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ji budeme znacit crd . NasS sin « je vlastné polovina délky tétivy prislusejici
dvojnésobnému thlu vydélend polomérem R, plati tedy vztah

crd oo = 2R sin %.

Délky tétiv hraly dilezitou roli zejména v astronomii. Jako prvni sestavil jejich
tabulky vyznamny fecky astronom HIPPARCHOS (asi 180-125 pt. Kr.). Jeho dilo
se nam dochovalo ve zlomcich,? a tak jsme odkazani jen na pozdé&jsi svédectvi.

Na Hipparchovo dilo védomé navazal zejména KLAUDIOS PTOLEMAIOS
(asi 90-165 po Kr.), ktery Hipparcha nékolikrat zminuje. Z Ptolemaiova dila
muzeme alespon z¢asti usuzovat, ze Hipparchos tabulky hodnot crd o opravdu
potfeboval a pouzival je naptiklad pfi studiu pohybu Mésice.

Idea tétivy pochazi nejspise pravé od Hipparcha. Délky tétiv byly pozdéji
nahrazeny polovi¢nimi délkami, coz odpovidalo nasemu sinu. Poprvé to mame
dolozeno u indického matematika ARJABHATY (476-550 po Kr.), jemuz se
budeme vénovat pozdéji.

Nejvyznamnéjsim helénistickym autorem, jehoz astronomické dilo méame
dochovano, je bezpochyby Klaudios Ptolemaios.

Klaudios Ptolemaios

O Klaudiovi Ptolemaiovi toho vime pomérné malo. Zil pfiblizné nékdy mezi
lety 90 a 165, jak lze vysledovat z pozorovani popisovanych v Almagestu,
a ptsobil v Alexandrii. Podrobnéji se lze o ném doéist napiiklad v [St]. Byl
to velmi plodny autor, jak je patrné ze struéného prehledu jeho dila.

o Almagest.

e Kanopskd poznamka — predbézné shrnuti parametrii Ptolemaiovy sou-
stavy; cca 9 stran.

e Tetrabiblos — astrologicka pfirucka, zajistilo mu proslulost ve stfedo-
véku.

e Geografie — rozséhlé dilo, obsahuje topograficky popis a 27 map; (Sudéta
oré: Gesko-némecké pomezi, Ebiron: asi oblast jizné od Brna).

e Optika.

e Planetarni hypotézy — o vzdalenostech planet.

e Priruc¢ni tabulky — pro vypocet poloh kosmickych téles; obsahuje
katalog 180 hvézd.

e Faze nehybnjch hvézd.

vz

Dnes je asi nejznaméjsi jeho monumentalni astronomické kompendium
Almagest, jehoz vydéni [He] ¢itd 1154 stran. Toto dilo mélo pro astronomii
podobny vyznam, jako pro geometrii Eukleidovy Zdklady. Cel4 astronomie je
zde budovana na zakladé geocentrické soustavy.

Puvodni fecky ndzev celého dila byl Mathématikés syntaxeds biblia 18 (TFi-
néct knih matematického pojednéani, Madnuatixfic cuvtdewe BiBhaty). Pozdéji

3 V tplnosti se dochoval pouze Hipparchtiv kriticky komentai k Aratové astronomické
basni Fainomena.
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v8ak bylo také nazyvano Megalé syntaxis (Velké pojednani, Meydhn oclvtalic).
Arabsti prekladatelé tento nazev zménili na Megisté syntaxis (Nejvétsi pojed-
nani, Meyiotn oUviadic), coz moznd udinili z Gcty k tomuto ohromnému dilu.
Prepisem do arabstiny a opatfenim ¢lenem ‘al pak vzniklo ‘al-mdZstj, coz dale
preslo do latiny jako Almagest.

Pro zajimavost uvadime zestru¢nély obsah prvni ze tfinacti knih Almagestu.

1) Pfedmluva.

) O fazeni vét.

) Ze se nebe pohybuje po sféie.

) Ze i Zems jako celek je kulata.

) Ze Zemé je stfedem nebe.

) Ze Zemé je vii¢i vesmiru jako bod.

) Ze se Zemé& nepohybuje.

8) Ze na nebi jsou dva druhy priméarnich pohybii.
) O postupné vystavbé.

) O délce tétiv v kruzmici.

) Tabulka tétiv v kruznici.

) O oblouku mezi slunovraty.

) Uvod pro sférické diikazy.

) O obloucich mezi rovnikem a ekliptikou.

Z obsahu prvni knihy je patrné, ze Ptolemaios vypracoval tabulky délek
tétiv. Jsou to nejstarsi dochované tabulky tohoto typu. V nasledujicich dvanacti
knihach je pak pouzivad v riznych astronomickych vypoctech. Ptolemaios
neuvadi pouze tabulku, ale také podrobny navod na jeji sestaveni.

Ptolemaiova goniometrie

V prvni knize Almagestu je vybudovdna rovinna goniometrie, a to véetné
peclivych dikazu. Slouzi zde jako pomocny aparat pro astronomické vypocty
v prubéhu celé knihy. Jak uz bylo zminéno, Ptolemaios pracuje s délkami tétiv
na rozdil od naSich sinti. Dale Ptolemaios pouziva babylonské déleni kruznice
na 360° a pocita dokonce v Sedesitkové soustavé.* Primér déli na 120 stejné
dlouhych dilé, bere tedy kruznici o poloméru R = 60 jednotek. Jelikoz ma
strana pravidelného Sestitithelnika stejnou délku jako polomér kruznice opsané,
dostavame zakladni poznatek, z néhoz Ptolemaios vychazi:

crd 60° = 60.

Za téchto pfedpokladt odvozuje n€kolik vét, které jsou teoretickym zakladem
vypoctu tabulky délek tétiv prislusnych stiedovym thlim o velikostech od 0°

4 Spole¢né s ptilivem astronomickych poznatkii z Babylénie se do Recka dostalo pouzivani
Sedesatkové soustavy. V Recku se jeji naznaky objevily poprvé nékdy v poloviné tfetiho
stoleti v geografickém dile ERATOSTHENA z KYRENY (276-194 pf. Kr.). Toto dilo se nam
nedochovalo, k dispozici mame pouze nékolik uryvki zejména u Strabdna.
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do 180° s krokem %O. Tato tabulka je také soucasti Almagestu, ukizka z ni je
na nasledujicim obrazku.

swiaay Snnosiiy

hs |ze (o |x
hea |z [Ae |xd
bat |ae ¥ |xr

W |as [ s
heslzws |ua |B }
Wr |22 [Bp |ub | ur

1 f}

o O O] O O O

Ukéazka z Ptolemaiovy tabulky, vydéni [Gr| z roku 1538.

Teoreticky aparat, z néhoz postup tvorby tabulek tétiv vychazi, je rozdélen
do Sesti krokid. Vsechny véty, na nichz jsou jednotlivé kroky zalozeny, Ptole-
maios peclivé dokazuje.

(1) Uréi se hodnoty crd 72° a crd 36°: na zakladé geometrické konstrukce
pravidelného pétithelniku a desetitthelniku a uzitim Pythagorovy véty
dostaneme®

crd 72° =170 32 3 crd 36° = 37 4 55.

(2) Ptolemaiova vétaS — zaklad pro odvozeni sou¢tového vzorce.
Pro libovolny tétivovy étyfthelnik ABC D plati

|AB| - |CD| + |AD| - |BC| = [AC| - [BD],

neboli ac+ bd = ef, kde a, b, ¢, d jsou postupné délky stran tétivového
¢tyfuhelnika a e, f jsou délky jeho thlopricek.

5 Zde zachoviavame Ptolemaitv pozi¢ni Sedesitkovy zapis, napiiklad 70 32 3 znamend
70 + % + %. Vzdy se jednad o trojici ¢isel oddélenych mezerou, nemize tak dojit
k zddnému nedorozuméni. V pfipadé, ze by na nékteré pozici méla byt nula, pise Ptolemaios
maly krouzek, ktery je patrny i na prilozené ukazce. Tento krouzek vsSak nelze povazovat
za pravoplatného predchidce nuly, nebot slouzi vyhradné k oznaceni ,prazdné“ pozice
v Sedesatkovém zapisu.

6 Jeji formulaci a dikaz nachazime poprvé pravé v Almagestu.
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(3) Vztah pro crd (o — ) — lze tedy odvodit crd 12° = crd (72° — 60°).
(4) Vztah pro crd § — odtud se odvodi crd 6°, crd 3°, crd %o a crd %o.
(5) Odhad pro crd 1°, odtud pak crd %O:

o

1
crd1°=1250 crd§ =0 31 25.

(6) Sestaveni tabulky s krokem %o s pomoci odvozenych vztaht.

Té&tiva odpovidajici jednomu stupni

Nalezeni odhadu pro crd1° je z hlediska historie matematiky velmi vy-
znamné, podame tedy pfesnéjsi popis tohoto postupu. Vidéli jsme, Ze z od-
vozené hodnoty crd 12° lze pomoci formule pro crd 5 ziskat crd %o a crd %O,
ne vSak crd 1°. Bylo by potieba provést trisekci thlu, a tak musi Ptolemaios
hledat dostate¢né dobrou aproximaci.

Zakladem hledani dolniho a horniho odhadu je nerovnost (kterd plati pro
0° < a < 8 < 180°)
cedda  «@

wdB B

kterd byla v té dobé znama, pouzivali ji napfiklad Aristarchos, Eukleidés ¢i
Archimédés. Lze ji prepsat ve tvaru

a<fp=

crd o - crd 3
a B

a<fB=

. 1)

Nerovnost (1) je pomérné nazornd; ¥iké, ze se vétsi oblouk od pfislusné tétivy
lisi vice, nez je tomu u mensiho oblouku.

S pouzitim (1) dostaneme

Dosadime-li do této nerovnosti hodnoty crd %O =13415 a crd %O =0478
vypocitané ve ¢tvrtém kroku Ptolemaiova postupu, obdrzime

2 1° 4
13415 2 <94 g urg. 4
3 3

d1° 2

1250 < & <12503,

kde je rozdil mezi hornim a dolnim odhadem crd 1° tak maly, Ze pfi zvolené
presnosti na dvé Sedesatinna mista ihned dostdvame crd 1° =1 2 50.7

T1250=1+4 & + 5205 = 1,047222 ..., pficemz crd 1° = 2- 60 - sin 3° = 1,047184. ..
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Posledni sloupec v Ptolemaiové tabulce
V Ptolemaiovych tabulkich je uveden jesté jeden (tfeti) sloupec, ktery

obsahuje interpola¢ni tidaje, konkrétné hodnoty

crd (o + %o) —crda
30 '

Rozdily délek tétiv sousedicich v tabulce jsou vydéleny 30, pricemz tyto
sousedni tétivy prisluseji thltm lisicim se velikosti o ptl stupné; jedna tficetina
tedy odpovidd nasi jedné minuté. Pro zajimavost poznamenejme, Ze déleni
tficeti je v Sedesatkové soustavé jednoduché; provede se vynasobenim dvéma
a posunutim tfadové ¢arky o jedno misto doleva.

Tento interpolacni tdaj tedy umoziuje rozsirit tabulky alespon piibliznymi
hodnotami pocitanymi s krokem 1 minuta. Potfebujeme-li napiiklad hodnotu
crd 7° 42', nalezneme v tabulkdch crd 7° 30" a interpolacni tdaj, coz je jedna
t¥icetina rozdilu crd 8° —crd 7° 30’. Tento idaj vynasobime dvandcti a pfic¢teme
jej k crd 7° 30’, ¢imz dostaneme pomoci linedrni interpolace pfibliznou hodnotu
crd 7° 42’

Indické tabulky sinti a Arjabhata

V Indii lze zdjem o astronomii s jistotou vysledovat uz v prvnim tisicileti
pfed Kristem, mozné i o néco dfive. Vyrazné propracovanéjsi a presnéjsi se
indicka astronomie stala nékdy kolem 5. stol. pf. Kr., kdy se pfedpokladé priliv
poznatki z Babylénie. Pfiblizné ve 3. a 4. stol. po Kr. se zacaly objevovat
také fecké vlivy. K diivéjsim babylénskym aritmetickym schémattim se tehdy
zacinaji pridavat fecké postupy zalozené na geometrii. Indic¢ti astronomové
postupné zacali fesit prakticky vsechny tlohy jako Rekové, zejména uréovani
polohy Slunce, Mésice a planet, predpovédi zatmeéni, nalezeni délky stinu
gnémonu a dalsi. Vypocty tohoto druhu mame zachovany uz v nejstarsich
dochovanych astronomickych dilech Arjabhatija a Pancasiddhdntikd z pfelomu
5. a 6. stoleti. Tyto vypocty vyzadovaly hodnoty goniometrickych funkci, neni
tedy divu, ze prakticky kazdé astronomické pojednéni obsahovalo v néjaké
podobé goniometrické tabulky.

Vyraznou zménou oproti Recku je, Ze indi¢ti matematici zacali pouzivat
polovinu délky tétivy, coz odpovidalo nasim sintim. Zadny komentaf se k této
zméné nedochoval, presto vSak neni nijak obtizné odhadnout, Ze k ni vedla
nutnost nasobeni a déleni dvéma pii pocitani s celymi tétivami, coz se
objevovalo v nékterych typech vypocta.

Pro indickou védu je typické, ze mnohé vysledky byly shrnovany do stru¢nych
formuli, které usnadiiovaly zapamatovani. V této formé mame napiiklad
dochovanu celou gramatiku sanskrtu, kterda obsahovala 3976 gramatickych
pravidel. Tato struc¢na pravidla nejsou bézné srozumitelnd, je potieba predem
védét, jak jsou v nich pfislusné informace ,zakédovany“.

Do této skupiny textti patii také jiz zminéna matematicko-astronomicka
béasett Arjabhatija, kterou ve svych 23 letech sestavil v§znamnjy a hojné
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komentovany matematik ARJABHATA (476-550 po Kr.). Zde také nachézime
snad prvni dochovanou tabulku hodnot sinii.® Cel4 tabulka je na malé plose
pouhych dvou versd. Zde postupné uvadime jejich zapis slabiénym pismem
dévanagari,® piepis do latinky a pfeklad.

A 77 oY 9fE ol 7% M arsr wofe former eufs forea |
elfer fohar gag afes forg T 51 5T o7 @ & © HeGAT: 1201

makhi bhakhi phakhi dhakhi nakhi nakhi
nakhi hasdzha skaki kisga sghaki kighva |

ghlaki kigra hakya dhaki kica sga
dzhasa nva kla pta pha cha kalddhedzjah ||

25+200 244200 22+4-200 19+200 15+200 104200
5+200 100+90+9 90414100 100+-80+3 70+4+100 100+4+60 |
4+50+100 100+3+40 100+1+30 19+100 100+6 90+3
7049 5460 1450 21416 22 7, coz je polovina t&tivy. ||
(Arjabhatija 1,10)

Zvoleny prepis naznacuje strukturu jednotlivych ,slov*: pomoci pfidanych
znamének plus jsou pro nazornost oddélena jednotliva ¢isla reprezentovana
slabikami v ramci jednoho slova.

Cisla, ktera nachazime v téchto dvou versich, jsou diference polovin délek
tétiv. Arjabhata si bere za zaklad kruznici, jejiz obvod rozdélil na 21600
stejnych dilka (tj. 60-360), jeden dilek tak odpovida nasi jedné minuté. Polomér
této kruznice je pak pfiblizné 3 438 dilk.

Diky tomu, Ze se berou jen poloviny délek tétiv, staci uvadét hodnoty pouze
pro prvni kvadrant. Tabulka obsahuje 24 ¢isel; rozdélime-li tedy prvni kvadrant
na 24 stejnych ¢asti, zjistime, ze jsou v Arjabhatové tabulce pocitany hodnoty
s krokem 3°45', ¢emuz odpovidad 225 Arjabhatovych dilki (vSimnéme si, Ze
21600 = 225 -4 - 24).

Abychom dostali Arjabhattiv sinus napiiklad 15°, musime seéist prvni étyfi
Cisla, tj. 225 + 224 4 222 + 219 = 890. Piepocet na nas sinus ziskdme, kdyz
vydélime tuto hodnotu délkou poloméru, tj.

890
in15° = ——_ =, 25887.
St 3438

Nize uvadime kompletni tabulku vytvofenou na zakladé Arjabhatovjch versi.
Jednotlivé Arjabhatovy hodnoty jsou pro piehlednost oéislovany. U kazdého
poradi je uvedena velikost pfislusného thlu ve stupnich, nasleduje samotna

8 Arjabhattiv postup jejich vipoétu neni pfesné znam, existuje pouze nékolik rekonstrukci.

9 Slabi¢né pismo dévanigari se ¢te zleva doprava. Tyto verse uzivaji notace, kdy kazdé
slabice je pfifazeno ¢islo, ¢imZ vznikd moznost zapisu cisel, kterd vypadaji jako slova. Ta
vSak v sanskrtu obecné nemaji zddny bézny vyznam. Napiiklad slabice ma odpovida cislo
25, slabice khi ¢islo 200, slovo makhi tedy oznacuje ¢islo 225.
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Arjabhatova hodnota diference. Tyto diference jsou v dalsim sloupci postupné
séitany, ¢imz je ziskan Arjabhattv sinus, tj. hodnota 3 438 -sin o. Tyto hodnoty
jsou v dalsim sloupci vydeéleny 3438, ¢imz se ziska hodnota, kterd uz v podstaté
odpovidad nasemu sinu. V poslednim sloupci jsou pak pro srovnani dnesni
hodnoty funkce sinus.

Arjabhatova tabulka diferenci sinii

Poradi Stupné Diference Soucet Soucet / 3438 sinus

1 3° 45 225 225 0,0654450 0,0654031
2 7° 30 224 449 0,1305992 0,1305262
3 11°1% 222 671 0,1951716 0,1950903
4 15° 219 890 0,2588714 0,2588190
5 18°45 215 1105 0,3214078 0,3214395
6 22°30 210 1315 0,3824898 0,3826834
7 26°15 205 1520 0,4421175 0,4422887
8 30° 199 1719 0,5 0,5

9 33°45% 191 1910 0,5555556 0,5555702
10 37°30 183 2093 0,6087842 0,6087614
11 41°1¥5 174 2267 0,6593950 0,6593458
12 45° 164 2431 0,7070971 0,7071068
13 48°45 154 2585 0,7518906 0,7518398
14 52°30 143 2728 0,7934846 0,7933533
15 56°15 131 2859 0,8315881 0,8314696
16 60° 119 2978 0,8662013 0,8660254
17 63°45 106 3084 0,8970332 0,8968727
18  67°30 93 3177 0,9240838 0,9238795
19 71°15 79 3256 0,9470622 0,9469301
20 75° 65 3321 0,9659686 0,9659258
21 78°45 51 3372 0,9808028 0,9807853
22 82°30 37 3409 0,9915649 0,9914449
23 86°15 22 3431 0,9979639 0,9978589
24 90° 7 3438 11

Arjabhata patfil mezi velmi v§znamné indické uéence. Uréil napiiklad obvod
Zemé s udivujici presnosti — jeho tdaj je jen o priblizné 100 km mensi nez
soucasna hodnota. Uvadi také hodnotu m = 3,1416. Védél, Ze to neni pfesna
hodnota (zmitiuje, Ze se ,,blizi*); Gasto se mu tak pfipisuje, Ze védél o iracionalité
7, coz vSak neni v kontextu indické védy zcela korektni. Arjabhatu dale
cituji vyznacni arabsti matematikové, napriklad al-Chwarizmi, ktery jeho dilo
Arjabhatija pielozil kolem roku 820 do arabstiny, coz také sehralo dilezitou
ulohu na cesté arabskych ¢islic do Evropy.

Nazvy goniometrickych funkci

Arjabhata nazyva polovinu tétivy ardha-dZja (nebo zkracené dzja), coz zna-
mena ,polovina tétivy luku“. Tento standardni termin staré indické matema-
tiky pak arabsti matematikové prepsali pfi prekladu indickych dél do arabstiny
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jako dziba (pséno bez samohlasek dzb), coZ vSak nemd v arabstiné zadny vy-
znam. Pozd€jsi autofi jej tedy zacali n€kdy v 9. stoleti nahrazovat slovem dZaib
(,zaliv, zatoka“). Kdyz pak ve 12. stol. prekladali ROBERTUS CASTRENSIS!®
roku 1145 a GHERARDO Z CREMONY (1114-1187) roku 1175 tyto spisy do la-
tiny, nahradili arabské dZaib doslovné latinskym ekvivalentem sinus (,,zéhyb,
oblouk, zaliv“).

Nézev pro kosinus (vlastné zkratka pro latinské complementi sinu) zavedl
spolu s ndzvem kotangens roku 1620 anglicky astronom a matematik EDMUND
GUNTER (1581-1626).

Dnes pomérné opomijeny kotangens se objevil dfive nez tangens, v arabské
matematice jej zavedl v 9. stol. AL-BATTANI (asi 858-929). V Evropé jej
znovuobjevil anglicky matematik THOMAS BRADWARDIN (1290-1349).

Arabsti ucenci

Arabsti matematici znali velmi dobfe Almagest a néktera dila indickych
matematiki. Také jim byla dobfe zndma vyhoda pouzivani sinu misto délky
celé tétivy. Goniometrie byla v ranych arabskych dilech péstovana prakticky
vyhradné kvuli astronomii, takze zakladni goniometrické vysledky nachéazime
vesmés v uvodnich kapitoldch astronomickych pojednéni. Arabové pozvedli
rovinnou i sférickou goniometrii na troven opravdové matematické discipliny,
napiiklad v prepracovaném vydani Ptolemaiova Almagestu z doby kolem roku
920 od AL-BATTANIHO (asi 858-929).

Astronomické vypocty se provadély v Sedesatkové soustavé, proto byla
také nejcastéji pouzivana varianta sinu, kdy se nebrala za zdklad kruznice
jednotkova, ale o poloméru 60. Tuto variantu sinu budeme znacit Sin. Plati
pro néj ziejmy vztah

crd o

Sina = =60 - sin a,

kde crd o bereme v uzsim smyslu jako délku tétivy kruznice o poloméru 60
odpovidajici stfedovému dhlu a.

Prvni tabulky sint, které se nam od Arabi dochovaly (ovSem jen v po-
zd&j$im prepracovéani), sestavil ve svém astronomickém dile Zid# al-Sindhind**
MUHAMMAD IBN MUSA AL-CHWARIZMI (780-850). Obsahovaly Sedesatkové
tabulky sint s intervalem 1° s pfesnosti na 3 Sedesatinnd mista. Al-Chwérizmi
zde také implicitné pouzivd kotangens a tangens pri feSeni tiloh na zjistovani
vysek pomoci gnémonu a stinu.

Zpresnovani vypoétu u Arabu

V Ptolemaiové postupu vypocétu hodnot délek tétiv je presnost omezena
presnosti odhadu crd 1°, ktery je proveden na dvé Sedesatinna mista. ZlepSenim
tohoto odhadu se lispésné zabyvali arabsti ucenci.

10 Psan také jako Robert z Chesteru. Jeho piesna zivotni data nejsou znama, lze je
odhadovat pouze na zikladé doby sepsani jeho dila.

11 Toto dilo bylo zaloZeno na stejnojmenné diivéjsi praci, ktera byla pirekladem sanskrt-
ského astronomického textu.
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Nejstarsi znamé zpfesnéni odhadu pro Sin 1° provedl egyptsky astronom IBN
JI’JNUS (asi 950 1009). Pro nalezeni pfesnéjsiho odhadu bere zndmé hodnoty
Sin 99 a Sin 18 16 » ze kterych ziskdvd pomoci linedrni interpolace hodnotu Sin 1°
S presnostl na 3 Sedesitinnd mista (tj. 6 desetinnych mist). S touto pfesnosti
pak také pocita tabulky sint s krokem 10 minut.

Jesté vétsi pfesnosti nez Ibn Junus dosdhl v urcéovani odhadu hodnoty
Sin 1° baghdddsky astronom ABU’L-WAFA’ AL-BUZJANT (940-998). Jako jeden
z prvnich se zabyval podrobné a systematicky goniometrickymi vzorci. Ve svém
dile Almagest!'? pouzival jak délku tétivy, tak i sinus. Mnoho vét, které uvadi,
se zabyva vztahy mezi nimi.

7 /’ /. o v z v Ve s . (o] v/ v
Ab®’l-Wafa’ navrhl novy zpiisob uréeni piesnéjsiho odhadu pro Sln% , ¢lmz
N ’ v / v v wevs / v . o
opét ziskal moznost vypoctu mnohem presnéjsich tabulek. Pro vypocet Sln%
také pouziva interpolacni metodu, pricemz predem vypocte

. 12° . 15° . 18°
Slnﬁ , Slng—2 , Slng—2 ,
kde 30° 36°
12°=72° - 60°, 15°= — 18° = — .
7 60°, 15 5 8 5

Horni hranici pro Sin%O ziskd z hodnoty na primce, kterd prochazi body

e} o . o v , . . Ve vz
[% 7Sln } a {% ,Sln% ] Podobné pro dolni hranici pouzije ptfimku

prochézejici body [32 7Sln } a [32 ,Sln— } jak je naznaceno na obrazku.

Ziskané hranice pro Sin%o jsou pfiblizné Sestkrat uzsi nez Ptolemaiovy.
Ab®Wl-Wafd’ tak nakonec dostéavd hodnotu Sin%o = 0;31,24, 55,54, |55, kde
jsou svislou ¢arou oddélena platnd Sedesdtinna mista; po pfevodu pak dosta-

vame presnost na 7 desetinnych mist.

12 Dilo stejného nazvu jako Ptolemaitiv Almagest.
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ABU’L-RAJCHAN AL-BIRUNI (973-1048) patfil mezi nejvétsi arabské ucence.
Napsal ohromné mnoZstvi praci o astronomii (zejména Qdnin al-Mas“idi),
matematice, geografii, indické literatufe a mnoha dalSich tématech. Goniometrii
se vénoval v dile Kniha o odvozeni tétiv v kruznici.

V tabulkach sini, které uvadi v Qdnun al-Mas‘udi, bral kruznici s jednot-
kovym polomérem; jeho sinus tak presné odpovida nasemu. To vSak tehdy pti-
naselo jen malé vyhody, protoze se astronomické vypocty stale jesté provadély
v Sedesatkové soustavé. Pirechod k jednotkové kruznici zacal byt nevyhnutelny
az tehdy, kdyz se zacalo upoustét od Sedesatkové soustavy a vypocty se prova-
dély v soustaveé desitkové. Uzivani jednotkové kruznice pak znamenalo vyhnout
se neustalému nasobeni a déleni Sedesati. V Evropé€ se sinus, jak jej zname dnes,
definitivné prosadil az zasluhou LEONHARDA EULERA (1707-1783).

Originalnim zpisobem se postavil k problému s aproximaci Sin 1° matematik
AL-SAMAW’AL IBN JACHJA AL-MAGHRIBI (asi 1130-1180) ve své praci Odha-
leni chyb astronomu. Zde mimo jiné poukazuje na to, ze astronomové spoléhaji
na tétivu prislusnou jednomu stupni, pritom vsak nikdo nezna ptesné jeji délku.
Odhalil, ze kofenem tohoto problému je rozdéleni kruznice na 360 dili. Hned
také navrhuje feseni: rozdélit kruznici na 240 nebo na 480 dilt. Pfi rozdéleni na
480 dilt totiz odpovidé strana pravidelného vepsaného pétithelnika 96 dilim
a Sestithelnika 80 dilim. Odtud se pak snadno ur¢i délka tétivy odpovidajici
96 — 80 = 16 dilim. Postupnym pilenim pak uz snadno dostaneme délku tétivy
odpovidajici pravé jednomu dilu.

Al-Kasi
V Samarkandu byla ve 20. letech 15. stol. zfizena observatof vybavend
nejlepsimi pristroji té doby. Tam byly také sestaveny velmi pfesné astronomické

tabulky ZidZ Guragdni, které obsahovaly tabulky sind (s krokem 1 minuty)
a tangent, oboji s pfesnosti na 5 Sedesatinnych mist.

DzZaMSID AL-KAST (asi 1380-1429) popisuje v dopise Risalat al-watar wa-
I-DZajb (Dopis o tétivé a sinu, kolem roku 1400), jak ziskat jinym zptisobem
nez Ptolemaios hodnotu Sin 1°. Ptolemaituv postup pomoci odhadu Ize totiz
zpresniovat jen obtizné. Jedna se tedy o uUplné€ jiny pfistup, nez ktery navrhl
Ab®l-Wafd’, ktery jesté navazoval na Ptolemaia.

Ptvodni al-Kasiho prace je sice ztracena, jeho postup vsak mame zazna-
menan napiiklad v komentari k astronomickym tabulkdm Pravidla operaci
a oprava tabulek, ktery sepsal MARJAM CELEBI (kol. r. 1500). V jednom z ru-
kopisti je vyslovné feceno, ze tento uvedeny postup vypoctu Sin 1° pochazi od
al-Kasiho. Celebiho dédecek byl astronom a matematik QADI ZADA AL-RUMi
(1364-1436), ktery pracoval v Samarkandu podobné jako al-K4si. Sepsal Trak-
tat o urcent sinu jednoho stupné, v némz je vylozen al-Kasiho zptisob vypoctu.

Al-Kasiho postup
V dobé al-K&siho byla velmi dobfe zndma hodnota (v Sedesétkové soustave)

Sin3° = 3;8, 24, 33,59, 34, 28, 15,
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coz odpovida (po pfevedeni do desitkové soustavy a po pfepo¢tu na nas sinus)
hodnoté
sin3° = 0,052 335 956 242 94/4.

Tuto hodnotu Ize ziskat standardnim Ptolemaiovym postupem. Pro prehlednost
budeme cely postup modernizovat a budeme pouzivat naseho sinu.

Al-K&si vychézi z tehdy zndmého vzorce
sin3a = 3 sina — 4 sin® a,

kde za « dosazuje 1°. Pfitom sin 1° bere jako ,véc“, kterd neni znama, ¢imz
cely problém prevede na feseni kubické rovnice

sin 3° = 3z — 423,

kde hledd x = sin1°. Toto preformulovani problému trisekce thlu na rovnici
tfetiho stupné se podafilo uz v 11. stoleti. Celou rovnici pak al-Kasi pise ve
tvaru
3z = 42 +sin 3°,
coz je po upraveé
423 + sin 3°
T3

zékladem iterac¢niho predpisu

423 + sin 3° 1
—, o= —.
3 60

Tp+1 =
Presnéji feceno, al-Kasi hledal nezndmou ve formé souc¢tu

T =ap+ay+az+---+ao,

kde jednotliva a; reprezentuji jednotlivé cifry v Sedesdtkové soustavé vydélené
prislusnou mocninou Sedesati. V al-Kasiho postupu je pak napfiklad

4(ap + a1)® + Sin 3°
3

ay = — (ap + a1) =~ 0;0,49.
Po deviti takovych iteracich tedy obdrzel hodnotu
Sin1° =1;2,49,43,11,14,44, 16, |19, 16,

kde je spravnych sedm Sedesatinnych mist (posledni dvé Sedesatinnd mista by
méla byt 26, 18). Tato hodnota odpovidd nasemu

sin1° = 0,017 452406 437 28|2 8,

¢imz dosahl velké presnosti. Cely postup méa oproti predchozim pfistupim
zalozenym na omezovani hodnoty pomoci linedrni interpolace tu velikou
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vyhodu, ze staci znat dostatecné pfesné hodnotu Sin 3°, a poté dostaneme po
nékolika mélo iteracich pohodlné Sin 1° s pozadovanou presnosti.

Georg Joachim Rhaeticus

GEORG JOACHIM RHAETICUS (1514-1574) byl ptvodné profesorem arit-
metiky a geometrie. Poté, co musel opustit Lipsko, odesel do Prahy studovat
medicinu. Usadil se v Krakové, kde se vénoval mediciné a astronomii.

G. J. Rhaeticus je zpravidla spojovan s osobou astronoma, pravnika a lékare
MIKULASE KOPERNIKA (1473-1543), nebof v roce 1539 M. Kopernika navstivil
a podpoftil jej v publikovani jeho objevii. Bez ného by patrné Kopernikovo dilo
tplné zapadlo.

V roce 1551 vydal spisek Canon doctrinae triangulorum, ktery obsahoval
tabulky vSech Sesti tehdy pouzivanych goniometrickych funkci (sin, cos, tg,
cotg, sec, cosec). G. J. Rhaeticus v tomto spisku uéinil velmi vyznamny krok:
opustil kruhové oblouky a tétivy a zavedl goniometrické funkce pomoci vztahi
mezi thly a stranami v pravoihlém trojthelniku, tj. zptisobem, kterym se ke
goniometrickym funkcim pfistupuje dnes na zakladni Skole.

V Krakové se kromé mediciny vénoval také astronomii, zvlasté sestavovani
ohromnych tabulek goniometrickych funkci Opus Palatinum de triangulis. Toto
dilo ¢itd pres 1400 stran. Obsahuje také teoretickou cast, kterd zahrnuje
prakticky celou rovinnou i sférickou trigonometrii.

Necely rok pfed svou smrti k sobé G. J. Rhaeticus pfijal mladého studenta
jménem Lucrus VALENTINUS OTHO (asi 1550-1603), ktery se pozdéji stal
profesorem v Heidelbergu. Do teoretické Gasti tabulek pfispél 340strankovym
pojednanim o sférickych trojuhelnicich. Po Rhaeticové smrti se L. V. Otho
postaral o dokonceni celého dila, které vyslo roku 1596, prace mu tedy zabrala
asi dvacet let.

Mikulas Kopernik

Upravy Ptolemaiova Almagestu a komentaie k nému ziistaly az do doby Ko-
pernikovy zakladem veskeré evropské astronomie. Sam Mikulas Kopernik kon-
cipoval své hlavni dilo De revolutionibus orbium coelestium (Obéhy nebeskych
sfér) podle Almagestu. Toto jeho dilo mélo byt jakymsi novym Almagestem
vychéazejicim vSak z heliocentrického nazoru.

Pro zajimavost a pro srovnani s Ptolemaiovym Almagestem uvedeme obsah
celé prvni knihy.

Uvod.

(1) O tom, ze svét je kulaty.

(2) O tom, Ze také Zemé je kulata.

(3) O tom, jak Zemé s vodou tvoii jedinou kouli.

(4) O tom, ze pohyb nebeskych téles je rovnomérny, kruhovy, nepfetrzity
anebo slozeny z kruhovych pohybi.

(5) O tom, zda se Zemé pohybuje kruhovym pohybem, a o jejim misté.
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(6) O nesmirné velikosti nebe vzhledem k velikosti Zemé.
(7) Pro¢ se stafi domnivali, Ze Zemé lezi nehybné ve stfedu svéta jako jeho
centrum.

)
) Zda je mozné Zemi pFisoudit vice pohybt a o stfedu svéta.
) O poradi nebeskych sfér.
1) Dikaz o trojndsobném pohybu Zemé.
) O primkéch, které jsou tétivami kruhu.
) O stranach a thlech pfimostrannych rovinnych trojuhelniki.
) O sférickych trojthelnicich.

Kapitoly 12 az 14 prvni knihy mély ptvodné tvofit samostatnou druhou
knihu, kterda by obsahovala pomocny matematicky aparat. Tato cast vysla
oddélené pod Kopernikovym jménem jesté pred publikaci celého dila roku 1542
pod nazvem De lateribus et angulis triangulorum, tum planorum rectilineorum,
tum sphaericorum (O strandch a thlech rovinnych pfimostrannych a sférickych
trojuhelniki) ve Wittenbergu. O vydéni se postaral G. J. Rhaeticus.

Pro nas je nejzajimavéjsi 12. kapitola, v niz Kopernik uvadi Ptolemaitiv
postup vypoctu a tabulky. Samotny vyklad s dikazy je veden pro tétivy. Potom
vSak poznamenava, ze bude v tabulce uvadét jen poloviny tétiv dvojndsobného
oblouku. Diky tomu vystac¢i pouze s kvadrantem a nemusi brat cely pulkruh.
Navic jsou ve vypoctech a v dukazech uzitec¢néjsi poloviny nez celé délky tétiv.
Své tabulky uvadi s krokem Sestiny stupné, tj. 10 minut.

O volbé priiméru kruznice Kopernik pige:13

Kruh jsme v obecné shodé s matematiky rozdélili na 360 stuprnid. Stari autori
brali priameér jako 120 dili; pozdéjsi autori, aby se vyhnuli spleti malych cisel
pri nasobeni a délent téchto car, které jsou nesouméritelné v délkdch, ale spise
v mocnindch, odkdy se ustdlilo pouzivdni indickych cislic, urcili prumér na
dvandctkrat sto tisic, dalsi na dvacetkrdt sto tisic, jini urcili raciondlni prumeér
néjak jinak. Tento zpisob ciselného oznacdent je dokonalejsi nez ktergkoli jiny, at
u? Tecky nebo latinsky, protoe se dd neobycejné pohotové pouZit na vipocty.t*
Proto jsme i my prijali 200000 dili pruméru jako dostacugicich, aby zabrdnily
vydeélitelné chybé.® To, co navzdjem neni v poméru jako ¢islo k ¢islu, je mozné
vyjadrit tim, co stoji nejblize.'® Ndsledujice z velké ¢dsti Ptolemaia, vysvétlime
to v Sesti teorémech a v jednée tloze.

Téchto Sest vét skutecné odpovida Sesti kroktim, ve kterych odvozuje celou
teorii Ptolemaios. Pro srovnani si Kopernikovy véty stru¢né a bez dikazi
shrneme.

(1) Pro dany pramér kruhu je déna i strana pravidelného vepsaného troj-,

13 Viz [Ko], str. 85-86. Ze slovenstiny prevedeno autorem tohoto ¢lanku.

14 Vv Kopernikové dobé se uz poéita v desitkové soustavé, proto uz neni vyhodné volit
polomér 60, jak ¢ini Ptolemaios, ale radéji néjakou mocninu deseti.

15 Kopernikova tabulka tedy obsahuje pouze cela ¢&isla a pii jejim pouzivani tak neni
potieba pocitat s ¢isly desetinnymi. Nachézeji se v ni hodnoty nasich sinti vynasobené 100 000,
coz odpovida nasim tabulkdm vypracovanym s pfesnosti na pét desetinnych mist.

16 Zde se hovoii o zaokrouhlovani na celd éisla.
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Ctyf-, Sesti-, péti- a desetithelnika.
(2) Vepise-li se do kruhu ¢tyfuhelnik, rovnd se obdélnik sestrojeny z thlo-
pricek tém rovnobézniktm, které jsou sestrojeny z protilehlych stran.

(Ptolemaiova véta)
Odtud lze ziskat vztah pro crd (o — f3).
Odvozeni vztahu pro crd 5.

(3)
(4)
(5) Odvozeni vztahu pro crd (« —i— B).
(6) Dikaz nerovnosti o < 8 :> > g;gi
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Ukéazka autografu Kopernikovych Obéhd, folio 15 verso.!”

17 Vlevo nahofe na irokém okraji prosvita z predchozi stranky ilustrace k Sesté vété.
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Cely teoreticky aparat je podle Ptolemaia vybudovan pro tétivy. Pred
uvedenim samotnych tabulek podava Kopernik jesté struény komentar, jak
lze tabulky na zékladé dokézanych vét vytvorit. Zde uz hovofi o poloviné
délky tétivy. K urceni poloviny délky tétivy prislusné jednomu stupni, ktera
je zékladem tabulek, poznamenava, ze kdyZ vezmeme oblouk AB rovny 1 1/2°
a oblouk AC je velky 3/4°, bude tétiva AB téch 2618 dili a tétiva AC 1309
dili, a tak must byt vétsi nez polovina tétivy AB; nelze vSak pozorovat, Ze by se
od ni lisila, ale pomér oblouki a tetiv uzZ vypadad jakoby stejny. KdyzZ jsme tedy
dosli az tam, kde je rozdil primky a oblouku nepostrehnutelny, jako by byli touz
carou, nepochybujeme o tom, Ze se tétivy, prdvé tak jako tétiva 3/4°, kterd je
1309 dilii, stejné prizplisobuji k jednomu stupni a k ostatnim jeho édstem.'®

Mikulas Kopernik zde naznacuje, ze polovinu délky tétivy prislusné 1° ziskal
linedrni interpolaci z hodnot 1309 pro 3/4° a 2618 pro 1 1/2°. Dostal tak

boduotu’® 2618 — 1309
1309 + o = 1745,

Na vyse uvedeném obrazku?® je ukéazka z autografu Kopernikovych Obéhii,
na které je zacatek jeho tabulky sind. V prvnich dvou sloupcich jsou uvedeny
stupné a minuty (v ptvodnim rukopise psany ¢ervené), druhy sloupec obsahuje
»poloviéni tétivy dvojnasobnych oblouku“, tj. ¢isla, ktera jsou po posunu fadové
¢arky o pét mist doleva presné rovna nasSim sinim. Vsimnéme si napfiklad
hodnoty 1745 u jednoho stupné.

Mocninné fady, fetézové zlomky

Objev diferenciadlniho a integralnitho poctu pfinesl Uplné nové moznosti
vypoctu hodnot goniometrickych funkci. Konkrétni rozvoje nékterych funkei
byly zndmy dokonce jesté o néco drive, diferencidlni pocet vSak prinesl
moznost celkového utiidéni téchto dilé¢ich poznatkii a zacala se také zkoumat
konvergence téchto rad.

Taylorovy rozvoje funkci do mocninné fady jsou znamy velmi dobfe.
Napriklad méame

R

51nx:x—§+a—ﬁ+~-~

Tato fada konverguje velmi rychle pro x blizkd nule. Nepfekvapi tedy, ze
Taylorovy (pfipadné Laurentovy) rozvoje nachézeji uplatnéni v praxi. Pro
zajisténi dostatecné rychlosti konvergence na celém zakladnim intervalu se
tento interval rozdéli na nékolik podintervaltt a pro kazdy z nich je v paméti
uloZen specialni rozvoj vhodny pro prislusny podinterval.

Rozvoje do mocninnjch fad se tedy pro praktické vypocty vesmés hodi.
Napsat Taylortv rozvoj pro funkci tangens je vsak nepomérné slozitéjsi, nez

18 Viz [Ko], str. 91-92. Ze slovenstiny pfevedeno autorem tohoto ¢lanku.

19 Pro srovnani: sin1° = 0,017452. ..

20 Obréazek byl pievzat z digitalizované verze volné dostupné na strankach Jagellonské
univerzity v Krakové, viz [W1].
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pro funkce sinus a kosinus. Jinak je tomu s fetézovym zlomkem, ktery lze pro
funkci tangens napsat pomérné snadno:2!

. T
gr =
1 o
3 o
22
5 _
7_
Tento zapis se Casto piSe v Gspornéjsi forme:
z? 2?2 22

top = %
8T =1"3 " 7 -

Rozvoje do fetézovych zlomkt maji jesté jednu nezanedbatelnou vyhodu: jsou

¢asto numericky vyhodnéjsi nez rozvoje do mocninnych rad, fetézové zlomky

totiz v mnoha pfipadech konverguji rychleji.

V praxi se pouzivaji i jiné aproximace zadané funkce, a to polynomem ¢i
racionalni funkci, napiiklad aproximace CebySevova nebo Padého, piipadné
interpolac¢ni vzorce.?? Ve viech téchto piipadech vsak vypodet obsahuje mnoho
nasobeni a déleni, coz dfive byvalo naro¢né na c¢as i na misto na papife,
respektive v paméti pocitace. V dobach pocatkl vypocetni techniky se tedy
musel hledat vhodnéjsi zptusob vypocétu goniometrickych funkci, ktery by
vyhovoval moznostem tehdejsi vypocetni techniky.

CORDIC

V zafi roku 1959 vyvinul JACK E. VOLDER v oddéleni letecké elektroniky
v Convair specialni algoritmus pro vypocet hodnot funkce tangens. Tehdy
bylo potieba nahradit analogovy resi¢ v naviga¢nim pocitaci bombardéru B-58.
Novy algoritmus dostal nazev CORDIC, tj. Coordinate Rotation on a Digital
Computer. Sviij vysledek publikoval v ¢lanku [Vo).

Tento algoritmus byl navrzen s ohledem na omezené moznosti tehdejsi
vypocetni techniky. Potfeboval prakticky pouze scitani, odc¢itdni a posun
desetinné carky, coz jsou operace, které lze provadét velmi snadno a rychle.
Pokud tedy procesor neméa zabudovano hardwarové nasobeni, tak je CORDIC
obecné rychlejsi nez jiné algoritmy. Jinak jsou vsak mocninné rady a metody
zalozené na nacitani z tabulky a néasledné interpolaci rychlejsi.

JOHN STEPHEN WALTHER z Hewlett—Packardu tento algoritmus pozdéji
zobecnil?? tak, Ze jej bylo mozno pouzit nejen na vypocet funkénich hodnot
goniometrickych a hyperbolickych funkci, ale také funkci exponencialnich,
druhé odmocniny, logaritmt a nasobeni i déleni.

21 Vig [Pr], str. 91-92.
22 Podrobnéji viz [AS].
23 Viz [Wa).
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CORDIC byl ptuvodné vytvoren pro dvojkovou soustavu, v sedmdeséatych
letech se pak objevila modifikace pro soustavu desitkovou — vétSina kapesnich
kalkulatori totiz byla konstruovana tak, ze ve dvojkové soustave reprezentovala
dekadické &fslice (tzv. BCD, binary coded decimal).

Podstata algoritmu

Algoritmus CORDIC je zalozen na pouziti sou¢tového vzorce pro funkci

tangens. Chceme-li pro dané « vypocitat tga, je postup nasledujici.

1. V paméti méame ulozena jednou provzdy ¢isla o takova, ze tga; = 1077, tj.

1 1
tgaozla tgO[1:77 tga2:m7

10

2. Zadané « vyjadiime jako soucet téchto «;:

Dostaneme tak

3. S pouzitim sou¢tového vzorce

 tg(an) + tg (o)
tg (i +aj) = 1—tg (o) - tg(ay)

dostaneme vysledek. Konkrétné, ozna¢me

!

Y Y
tgB ==, tg(ﬂ+al):7/7
T x

dostaneme )
%thgai _ytztga Y

t i) = - =
g(8+ai) 1-%.tga; x—ytga;

odkud obdrzime
Yy =y+tatga;, 2 =z-ytga,.
Nasobeni tga; je realizovano pouhym posunem desetinné ¢arky, nebot méme

tga; = 1077, Zde je skryta podstata a tc¢innost tohoto algoritmu. Uplné na
zavér celého vypoctu je pak potfeba provést jediné déleni.

CORDIC — program v C

Funkci tohoto algoritmu lze snadno simulovat na pocitac¢i. Na zavér tohoto
textu priklddadme jednoduchy program napsany v C, ktery je urcen pro vlastni
experimentovani s algoritmem CORDIC.
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1 #include<stdio.h>

2

3 main()

4 {

5 double x=1, y=0, t=10, a=0; int i=0;

6

7 double alfal9];

8 alfa[0] = 0.7853981633974483096156608; //arctg(1)

9 alfa[1] = 0.09966865249116202737844612; //arctg(1/10)
10 alfa[2] = 0.009999666686665238206340116; //arctg(1/100)
11 alfa[3] = 0.0009999996666668666665238096;

12 alfa[4] = 0.00009999999966666666866666665;

13 alfa[5] = 0.000009999999999666666666686667 ;

14 alfa[6] = 0.0000009999999999996666666666669;

15 alfa[7] = 0.00000009999999999999966666666667 ;

16 alfa[8] = 0.000000009999999999999999666666667 ;

17

18 printf ("Pocitame tangens; velikost uhlu (v rad): ");

19 scanf ("%1f", &a); double uhel=a;

20

21 for (i=0; i<9; i++)

22 {

23 t=t/10;

24

25 while (a >= alfalil)

26 {

27 a = a - alfal[il;

28 X = X - txy;

29 y =y + tk(x+txy); //vlastné y = y + t*x;

30 }

31 }

32 //tisk vysledku:

33 printf("\ntg %g = \t %.12g \n", uhel, y/x);

34 }
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