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[1.cast

CHRISTIAN HUYGENS:
De ratiociniis in ludo alee

I1/1 Komentar

1 Uvod ke II. &asti

V této Casti nasi prace je podin pomérné podrobny komentir k uvedenému
Huygensovu spisu. Jedna se vlastné o podrobné rozvedeni kapitoly 1.3.3, takze
nékteré formulace z uvedené kapitoly se zde mohou vyskytnout znovu; nejsou
zde ale znovu uvadéna vSeobecnad historicka fakta, obecné souvislosti a souhrnné
hodnoceni.

Jak uz bylo fefeno v kap.l.3.2, Huygensiv spis podrobné komentoval uz
Jakob Bernoulli. Ta mista v Bernoulliové komentari, kterd se nam jevi z his-
torického hlediska jako zajimava !, uvadime i v naem komentaii, ktery se tak
na nékterych mistech vlastné stava  komentarem ke komentari“.

Jak uZ rovnéz bylo feceno v kap.1.3.2, vychézime zde z textu Huygensova
spisu uvetejnéného v [8]. Prvni dvé strany spisu obsahuji Huygenstv dopis
F. Schootenovi; tento dopisu zde ponechdme stranou, protoze z obecného hle-
diska uz o ném byla fe¢ v kap.1.3.2 a lze si ho precist v pfipojeném prekladu.
Vlastni prace za¢iné stru¢nou, nijak nenadepsanou tvodni ¢asti; pak nasleduje
hlavni text pojednéni ¢lenény do étrnacti témat (nazyvanych Propositio), kterd
lze podle obsahu rozdélit do t¥i skupin, a cely spis je uzavien péti nefeSenymi
ulohami. Tohoto ¢lenéni se pfidrzime i zde; uvedeme jednak volny preklad Ctyt
Propositiones, kterd lze z dne$niho hlediska povazovat za definice (Proposi-
tiones I - III) nebo vétu (Propositio IX), jednak volny pieklad zadani vSech
prikladd obsazenych v Huygensové préci (at uz jsou uvedeny jako samostatné
Propositio nebo jen na doplnéni jiného textu), a to vse doplnime komentafem.
Latinsky text Huygensova pojednani a jeho (pokud mozno) presny pieklad je
uveden v ¢asti I1/2.

Pravé v uvedenych ¢&tyfech Propositiones lze spatfovat podstatny rozdil
mezi spisem Huygensovym na strané jedné a korespondenci Pascala s Fermatem
na strané druhé; zatimco Pascal s Fermatem pouze Fesili ilohy, u Huygense jsou
uz zavadény obecné pojmy a postupy.

1Vychazime pFitom z némeckého piekladu knihy [7].
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2 Huygensovy Propositiones

2.1  Propositiones I - I

ProrosiTio 1. Ocekdvam-li c¢dstku a nebo cdstku b, které obé mohu ziskat
stejné snadno, pak hodnota mého ocekdvani je

a+b
5

ProrosiTio II. Oc¢ekdvam-li ¢astky a, b nebo ¢, z nichZ kaZdou mohu ziskat
stejné snadno, pak hodnota mého odekavani je

at+b+ec
3 .

Prorositio III. Je-li pocet pripadi, v nichZ obdrzim cdastku a, roven p,
a pocet pripadid, v nichZ obdrzim cdstku b, roven q, a jestliZe predpokladam,
Ze vSechny pFipady se mohou vyskytnout stejné€ snadno, pak mé ocekdvani bude
mit hodnotu
pa + gb
ptaq’

Témito definicemi je vlastné poprvé v historii matematiky zavedena stfedni
hodnota diskrétni ndhodné veli¢iny, tento termin se ale u Huygense nevysky-
tuje. Vechny jeho tlohy se vztahuji ke hrdm o néjakou ¢astku (sézku) a pii-
slugny pojem se proto nazyva bud ezpectatio nebo sors; v této praci budeme
v dalsim vétSinou uZivat terminu ,ocekdvand vyhra“. Zavedeni stfedni hod-
noty lze povazovat za hlavni Huygenstuv vklad do teorie pravdépodobnosti; silu
tohoto pojmu demonstruje Huygens tim, Ze vSechny Glohy ve svém spisu fesi
pouze pomoci uvedenych tii definic, a to i v pfipadech, kdy bychom se dnes
priklonili k jednodussi avaze kombinatorické.

Huygensovy Propositiones I - III jsou zajimavé i z hlediska vzniku tzv. kla-
sické definice pravdépodobnosti, jejimZ vychozim pojmem jsou stejné mozné
(tj. v jakémsi intuitivnim smyslu stejné pravdépodobné) elementarni ndhodné
jevy. Huygens pojem ,pravdépodobnost” vibec nezavadi, sta¢i mu pojem ,o0-
¢ekavand vyhra“, ale s problémem stejné moznych elementarnich jevi se néjak
vyporadat musi, coz ¢ini formulaci, Zze o¢ekavané vysledky mtze ziskat ,stejné
snadno® 2.

Uvedme na zavér pro zajimavost, Ze Bernoulli jako komentar k Huygensovu
Propositio III uvadi nasledujici priklad: smisime-li 3 dzbany vina po 13 zlatych
se dvéma dzbéany vina po 8 zlatych, pak jeden dzban smichaného vina bude mit

cenu
cena vSeho vina  3.13 + 2.8

podet dzbant 5

=11 zlatych.

2V originalu zni nap¥. Propositio I takto: ,Si a vel b expectem, quorum utrumuvis equé
facilé mihi obtingere possit, expectatio mea dicenda est valere 9——2+—b,“.
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2.2 Propositiones IV - IX

V této ¢asti spisu je FeSena uloha o rozdéleni sazky, o které uz byla fe¢ v prvni
¢asti této prace. Huygens nejprve tedi nasledujici piipady pro dva hrade:

a/m =1,n =2 (vysledek 3 : 1);

b/ m=1,n = 3 (vysledek 7 : 1);

¢/ m=1,n=4 (vysledek 15 : 1);

d/ m=2,n =3 (vysledek 11 : 5);

e/ m=2,n =4 (vysledek 13 : 3).

Ulohy a/, b/, d/ se vyskytuji uz v (prvnim zachovaném) dopisu Pascala Fer-
matovi z 29. VII. 1654.

Huygensovu metodu feseni téchto loh lze stru¢éné demonstrovat na tloze a/.
Bude-li se v sérii her pokracovat, pak v prvni hi‘e pii pokracovani jsou mozné
dva ,stejné snadné“ (viz Propositio I) vysledky: bud vyhraje jeden hrac celou
sézku, nebo vznikne situace, ve které jsou na tom oba hradi stejné (obéma chybi
do celkového vitézstvi po jedné hie), coz znamend, Ze piti déleni sazky by kazdy
dostal polovinu. Jestlize se tedy nebude v sérii her pokracovat a sazka bude
rozdélena, pak hraci, kterému pfi preruSeni chybi k celkovému vitézstvi uz jen
jedna hra, prislusi dle Propositio I ¢astka

C
c+¢
2

a druhému prislusi zbytek.

Ulohy b/ - e/ lze feit postupné zcela analogicky vzdy s vyuzitim ptredeslé
Glohy.

Pak Huygens prechazi k feseni ulohy o rozdéleni sazky pro tii ,stejné dobré®
hrace; metoda reseni je zcela analogickd metodé pouzité pro dva hrace. Nejprve
resi pripad, kdy dvéma hracim chybi po jedné hie a tfetimu chybi dvé hry
(vysledkem je déleni v poméru 4 : 4 : 1); pak formuluje (i kdyz dle naseho nazoru
ne pravé nejjasndji) svou metodu zcela obecné pro feseni tlohy o rozdéleni sazky
pro libovolny pocet ,stejné dobrych® hract: )

ProprosITIO IX. Abychom mohli vypocitat podil kazdého hrdce pri libovolné
mmnoha hracich, z nichZ nékterému chybi vice a jinému méné her, je tieba zjistit,
co ndlei hrdci, jehoz podil ma byt zjistén, kdyz on sdm nebo néjaky jinyg hrdic
vyhraje ndsledujici hru. Sectou-li se takto ziskané cdsti dohromady a déli-li se
tento soucet poctem hrdci, obdrzi se hledany podil dotycného hrdce.

Jedn4 se vlastné o rekurentni postup, ktery je ilustrovén na prikladu hry
t¥i hract, z nichz jednomu chybi jedna hra a dvéma chybi po dvou hrach 3
(vysledkem je déleni v poméru 17 : 5 : 5). Celé Propositio je uzavieno tabulkou,
ve které jsou uvedeny poméry pro rozdéleni sazky v sedmnécti situacich, které
mohou nastat ve hite t¥i hraca.

Porovname-li Huygenstv postup s postupem Pascalovym (viz kap.[.2.2.3.b),
vidime hned, Ze zakladni my$lenka je Gplné stejnd; rozdil mezi Pascalem a Huy-
gensem spodiva v tom, Ze Pascal v korespondenci s Fermatem pouze fesi pii-

3Tento piiklad se rovnéZ vyskytuje v Pascalové korespondenci s Fermatem.
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klady, zatimco Huygens zformuloval obecnou metodu feSeni, a to dokonce pro

Z %0

n stejné dobrych hraca.

2.3 Vyklad o hie v kostky

Mezi tabulkou uzavirajici Propositio IX a nasledujicim Propositio X je text (cca
1 stranka), ktery se uz netyka tlohy o rozdéleni sézky, ale predstavuje vlastné
jakysi iivod k nékolika nasledujicim Propositiones. Tato ¢ast nemé zadny nad-
pis, ale prvni pismeno textu * je napsano pres dva fadky; tento typ pisma se
jinak objevuje pouze na zaCatku jednotlivych Propositiones a Bernoulli tuto
¢ast opatril nadpisem De tesseris; povazoval ji tedy za samostatnou ¢ast Huy-
gensova pojednani.

Z matematického hlediska neni tato ¢ast zajimava. Obsahuje nejprve od-
povéd na otazku, kolika rtznymi zplisoby mohou padnout 1, 2, 3 a 4 kostky,
a potom je stanoveno, kolika zplisoby miZe pfi hodu dvéma kostkami padnout
soucet rovny 2, 3, ..., 12 a kolika zptisoby miiZe pti hodu tfemi kostkami pad-
nout soucet rovny 3, 4, ..., 18. Tuto Glohu ale zajimavym zplisobem zobecnil
Bernoulli a proto se ji budeme chvili vénovat.

Bernoulli fesi ilohu: hazime n kostkami; kolika zptisoby miize padnout sou-
Cet rovny k, n < k < 6n 7 Na zakladé postupného rozboru situaci pii hazeni
jednou, dvéma, ... kostkami, které zapisuje do vhodné usporddané tabulky (viz
dale), dospiva Bernoulli k rekurentnimu postupu feSeni tlohy, ktery bychom
mohli zapsat takto:

Oznatme Z(n, k) polet zpusobt, kterymi pfi hodu n kostkami mize pad-
nout souéet rovny k, pfi¢emz Z(n,k) = 0 pro k < n nebo k > 6n. Pak

6
Z(n, k) = ZZ(n -1,k —1).
i=1

Zakladni myS$lenka tohoto vzorce je jednoducha: ma-li na n kostkdch padnout
soucet k, musi na n — 1 kostkach padnout soucet mensi o 1 nebo o 2 nebo ...
nebo o 6 a kazda z chybg&jicich hodnot 1, 2, ... , 6 na posledni kostce muze
padnout pouze jednim zptusobem.

Postupny vypoéet hodnot Z(n, k) lze snadno provést v nasledujici tabulce,
kterd predstavuje zjednodusenou tabulku Bernoulliovu. V hlavi¢ce tabulky je
uveden soucet k, v legendé tabulky je uveden pocet kostek n a v polickach
tabulky jsou uvedeny pfislu$né hodnoty Z(n, k).

47Zakatek této Casti zni: Quod ad tesseras attinet, ... (Pokud se kostek tyce, ... ).
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k
n [T]2]3]4[5[6 [ 7891011 ]12]13]..
Ti[t1[t[1]1]1
2 1[2]3[4[5 (654|321
3 1361015 21|25 27 | 27 | 25 | 21
4 1410 [20(35[56| 80 | 104 | 125 | 140
5 1[5 [15 (35|70 [ 126 | 205 | 305 | 420
6 1| 6 | 21|56 | 126 252 | 456 | 756

Vytvoteni tabulky je jednoduché.

1/ Prvni fadek tabulky je zfejmy, protoZe pfi hézeni jednou kostkou mize
padnout kazda z hodnot 1, 2, ... , 6 pravé jednim zptsobem.

11/ Znédme-li (n — 1)-ni radek tabulky, pak n-ty fadek ziskame takto: ¢islo
v k-tém sloupci n-tého fadku je rovno souctu ¢isel v Sesti sloupcich vlevo od
k-tého sloupce v (n — 1)-nim fadku, pficemz prazdné sloupce nebo neexistujici
sloupce vlevo od prvniho sloupce bereme jako nuly.

Uvedeny postup fedeni je (jako kazdy rekurentni postup) pro vyssi hodnoty
n pracny a zdlouhavy, ale je univerzalni a po formdlni strance natolik jed-
noduchy, ze jednodussi postup feseni dané tlohy asi nelze nalézt; proto jsme
povazovali za vhodné vénovat mu zde pozornost.

2.4 Propositiones X - XI1I

Dalsi ¢ast Huygensovy prace obsahuje nejprve dvé @lohy, které se v podstaté
vyskytuji uz v Pascalové korespondenci s Fermatem; fec¢eno dneSni terminolo-
gii, v Propositio X se potitaji pravdépodobnosti padnuti alespon jedné Sestky
pii jednom a% Sesti hodech jednou kostkou, v Propositio XI se pocitaji prav-
dépodobnosti alespon jednoho padnuti dvou Sestek soucasné pii jednom, dvou
a ¢tyfech hodech dvéma kostkami. Propositio XI pokracuje Gvahou (ne vypo-
¢tem) o 8 a 24 hodech dvéma kostkami a kon¢i tvrzenim (v dnesni terminologii),
7e pro 24 hodi je zkoumand pravdépodobnost pofad jesté mensi nez 1/2, ale
pro 25 hod# je uz vétsi nez 1/2, coz je znamy problém rytife de Méré z prvniho
dopisu Pascala Fermatovi (viz kap.1.2.2.1).

V Propositio XII je poloZena otdzka (v dnedni terminologii), kolika kostkami
musime hazet, aby pravdépodobnost padnuti aspon dvou Sestek v prvnim hodu
byla vétsi nez 1/2. Zakladni myslenka feSeni spociva v tom, Ze pravdépodobnost
padnuti dvou Sestek v jednom hodu n kostkami je stejnd, jako pravdépodobnost
padnuti dvou Sestek pii n hodech jednou kostkou. Huygens provadi vypocet pro
dvé a tii kostky, pak uz jen konstatuje, Ze postupnym vypoctem by se nakonec
doslo k odpovédi na danou otdzku: musime hézet aspon deseti kostkami.

Jakob Bernoulli v Ars conjectandi tuto tlohu zobecnil a hledal (v dne$nf
terminologii) pravdépodobnost toho, Ze néjaky jev 5 nastane v n hodech kost-

= P -
5Jevem se rozumi napf. ,padne 1“, ,padne 2 nebo 5“ atd.
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kou aspon k-krat. P¥i feeni této lohy Bernoulli zavedl (v dne$ni terminologii)
binomicky zadkon rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny, nebot jeho vy-
sledek lze v dnesni terminologii zapsat takto:

Pravdépodobnost, Ze pfi n hodech kostkou nastane né&jaky jev A pravé k-
krét, je rovna

p) = ()t -p,

kde p je pravdépdobnost ¢ jevu A.

Svij komentai Bernoulli uzavira feSenim Huygensovy ulohy, pfi¢emz fak-
ticky pocitd pravdépodobnost dopliikového jevu; tento termin ale nezavadi,
prosté pocitd ,Sanci soupere*. Huygensova tloha je tak prevedena na feSeni
nerovnice:

Pravdépodobnost, zZe pri hodu n kostkami padne nejvyse jedna Sestka =

-GG GO 6 <

coz lze upravit do tvaru
6 n
104+2n < 5 (g)

a tuto nerovnici Bernoulli fesi jednak postupnym dosazovanim, jednak gra-
ficky 7.

2.5 Propositiones XIII - XIV

V Propositio XIII, které dle naseho ndzoru neni zajimavé ani z hlediska histo-
rického, ani metodického, je feSena nasledujici tloha:

Hrac¢i A a B spolu hraji o néjakou sazku tak, Ze jeden z nich jednou hodi
dvéma kostkami; padne-li sedm bodi, vyhravd A, padne-li deset bodi, vyhrdvd
B, pri kaZdém jiném poctu bodi bude sdzka rozdélena mezi oba hrace rovnym
dilem. Jakd je ocekdvand vyhra kazdého hrice?

Reseni tlohy je jednoduché; protoze pfi hazeni dvéma kostkami muze 7
bodi padnout Sesti zptisoby a 10 bodt tfemi zpiisoby, zbyva 27 moznych situaci
(z celkového poctu 36 moznych situaci pfi hdzeni dvéma kostkami), p¥i nichz
se sazka bude délit napil. Oznacime-li celkovou sazku jako C, pak ocekavana
vyhra hrace A dle Propositio III bude

6.C +27-S 39
36 T2

6Bernoulli oviem neuZiva terminu ,pravdépodobnost®, ale pouZivad zlomku, ktery ma
v Citateli pocet pripadd odpovidajicich danému jevu a ve jmenovateli polet viech moZnych
pripadi.

7Znovu piipomindme, e Bernoulli neu#iva pojmu pravd&podobnost, takze jeho vypotet
je ponékud odlisny od naSeho.

c
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vysledek je tedy 13/24 sazky pro hrace A, zbytek pro hrace B.

Nésledujici Propositio XIV lze charakterizovat jako tivod k tiloham, které
jsou nefeSené umistény v dodatku; je zajimavé tim, 7e k feseni llohy Huygens
sestavuje soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych. Zadani je nasledujici:

Hrdci A a B spolu hraji o néjakou sdzku tak, Ze stridavé hdzi dvéma kost-
kami a hrd¢ A hdzi jako pruni; A wyhraje, hodi-li jako pruni Sest bodi, B
vyhraje, hodi-li jako pruni sedm bodi. Jaky je pomér ocekdvangch vijher obou
hrdcu?

(Vysledek je 30 : 31.)

‘uto tlohu Huygens sdélil dopisem Robervalovi a od ného se tiloha dostala
k Fermatovi a Pascalovi; ti Huygensovi na oplatku prostfednictvim Carcavyho
poslali jiné tlohy, které se pak objevily v dodatku k Huygensovu spisu (po-
drobnéji o této korespondenci viz [6]).

Huygenstv postup feSeni lze struéné zapsat takto:

Ozna¢me = ocekavanou vyhru hracée B pied hodem hrace A, y olekava-
nou vyhru hrace B pred vlastnim hodem. Protoze 6 bod muize padnout péti
zpusoby a 7 bodi miize padnout Sesti zpusoby, dle Propositio III plati

- 5.0+ 31y

86
_6.0+30.x

y - 36 b]

a TeSenim této soustavy dostaneme x = %%C, z CehoZ plyne hledany pomér
30 : 31.

Jakob Bernoulli v Ars conjectandi podal zcela odlisnou metodu feSeni této
(a podobnych) tloh; vylozime ji zde pomoci dnesni terminologie, protoze ji-
nak bychom museli pfipojit obsahlé predbézné tivahy. Zakladni myslenka této
metody spo&iva v pouziti souétu geometrické rady 8.

Uvazujme nejprve nekonecnou posloupnost hracd, z nichz postupné kazdy
sehraje jednu hru a celd série her koné¢i ve chvili, kdy méktery hrac¢ svoji hru
vyhraje. Hr4ci s lichymi pofadovymi ¢isly maji pravdépodobnost vyhry ve své
hie (pokud na né ovem vibec dojde fada) rovnu p, hraci se sudymi porado-
vymi &isly maji pravdépodobnost vyhry ve své hi'e rovnu ¢; pfitom p+¢ < 1,
protoZe jsou mozné i hry ,nerozhodné“, ve kterych nevyhrdva zZadny hrac¢ a hra
pokracuje. Nyni nahradime v8echny hrace s lichymi pofadovymi ¢isly hracem
A, véechny hrace se sudymi pofadovymi ¢isly hracem B a dostdvame nasledu-
jici tabulku, ve které jsou pravdépodobnosti vyher jednotlivych hraca v dané
posloupnosti her:

8V této souvislosti povaZujeme za zajimavy fakt, Ze k Ars conjectandi je pfipojeno po-
jedndni o fadach (viz téz kap.IV.1.2).
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Cislo hrade | Hra¢ | Pravdépodobnost vyhry
1 A p
2 B (1-p)g
3 A (1-p)(1—-qp
4 B (1-p)*(1-q)q
5 A (1-p)?(1-9)°p
6 B (1-p)°(1-9)q
7 A (1-p?(1-q°p
8 B (1-p)*(1-9)°q

Z toho je ziejmé, ze pravdépodobnost vyhry hrace A v celé sérii her je rovna

p+(1-p)(1=qgp+(1-p*1L-q)’p+(1-p>Q—-qP’p+- -

a lze ji tedy vyjadiit jako soucet geometrické fady s prvnim ¢lenem p a kvoci-
entem (1—p)(1—q); analogickd ivaha plati i pro pravdépodobnost vyhry hrice
B. Po dosazeni p = 5/36, ¢ = 6/36 dostavame tfeSeni Huygensova Propositio
X1V.

Bernoulli zde vlastné vyuziva metody tplné indukce, za jejihoz objevitele je
povazovan Pascal (viz [3], II, str. 749); protoze ale Bernoulli zfejmé Pascaliv
spis Traité du triangle arithmétique neznal (viz kap.1.4.2), lze Fici, Ze metodu
uplné indukce objevil znovu nezavisle na Pascalovi.

3 Huygensova Problemata

3.1  Problema I.

Prvni uloha, kterou zadal Huygensovi Fermat prostrednictvim Carcavyho, zni
takto:

A a B hraji se dvéma kostkami tak, Ze A vyhraje, kdyZ hodi jako pruni Sest
bodi, a B vyhraje, kdyZ hodi jako pruni sedm bodi. A zacind hru jednim hodem,
pak hdzi B dvakrdt za sebou, pak md A dva hody a tak ddle, dokud jeden z nich
nevyhraje. Jaky je pomér ocekdvanych vyher obou hracu?

Odpovéd: 10355 : 12276.

3.1.1 Reseni Huygensovou metodou

Huygens sdm postup feSeni této Glohy nepublikoval, ale z feSeni uvedeného
v Propositio XIV lze jeho postup snadno rekonstruovat (coz ostatné udélal uz
Bernoulli (viz [7])).

Oznaclme
t = ocekavand vyhra hriace A pred zacatkem hry,
z = oCekdvand vyhra hriace A pfed prvnim hodem hréice B,
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= oCekdvand vyhra hrac¢e A pred druhym hodem hrace B,
= ofekdvand vyhra hrace A po druhém hodu hrace B.
Plati (dle Propositio II)

™

_ 5.C+31l.a
- 36

6.0+ 30y
T
_6.0+30.2
Yy = T35
5.C + 31t
36
a mame soustavu ¢tyf rovnic o ¢tyfech nezndmych, z nichz lze vypocitat

t

z

10355
-2263ICL

ocekavané vyhry hra¢d A, B jsou v poméru t : (1 —t).

3.1.2 Spinozovo reSeni

V r. 1687 byla v Haagu vyddna anonymni prace obsahujici jednak pojednani
o duze, jednak pojednani o teorii pravdépodobnosti. V tomto ,pravdépodob-
nostnim* pojednani je uvedeno vsech pét tloh z Huygensova dodatku a prvni
z nich je feSena. V soucasné dobé se povazuje za jisté, ze autorem této préce
byl znamy nizozemsky filozof Benedikt Spinoza; svéd¢i to o aktivnim Spino-
zové pristupu k aktualnim problémim matematické teorie pravdépodobnosti
oné doby Y. Z matematického hlediska je Spinozovo FeSeni variantou FeSeni
Huygensova, svédéi ale o tom, Ze Spinoza Huygensovu metodu dobfe zvladnul.

Zékladni mySlenkou Spinozova postupu je rozdéleni tlohy do dvou ¢&ésti.
Nejprve fesi pomocnou tlohu:

A a B hraji se dvéma kostkami tak, zZe A vyhraje, kdyz hodi jako pruni est
bodi, a B vyhraje, kdyz hodi jako pruni sedm bodi. KaZdy z hracd md dva hody
za sebou, B hdzi jako pruni. Jaky je pomér ocekdvanych vyher obou hricu?

Postup feSeni je ,huygensovsky“. Ozna¢me
u = ofekavand vyhra hrade A pied prvnim hodem hrace B,

v = odekavana vyhra hrace A pfed prvnim vlastnim hodem.

Plati (dle Propositio III)

6.0+30.v
u:6o+30@7g~)
36 ’

5.C + 31.(2CLy)
V=
36 '
9Podrobnosti lze najit v &lanku DUTKA, J.: Spinoza and the Theory of Probability. Scripta
mathematica 19 (1953), 1, 24-33.
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feSenim této soustavy dostaneme

8375
22631

Pak Spinoza prechazi k feSeni ptivodni Huygensovy tlohy a s vyuzitim vy-
sledku pomocné tlohy zjisti, Zze ofekdvand vyhra hrace A pii ni je rovna

5.C +31.(22.0)

36 ’

z Cehoz plyne Huygenstiv vysledek.

3.1.3 Bernoulliovo resSeni

Jak uz bylo fefeno u Propositio XIV, Bernoulli pfiSel s myslenkou na feSeni
pravdépodobnostnich loh pomoci souctu geometrické fad a této myslenky po-
uzil 1 pfi feSeni této tlohy. Jeho postup, rozebrany podrobné u Propositio XIV,
Ize pro feSeni této ulohy preformulovat takto:

Uvazujme nejprve nekoneénou posloupnost hraca, z nichz postupné kazdy
sehraje jednu hru, pfi¢emz hradi ¢. 2, 3, 6, 7, 10, 11, atd. maji pravdépodobnost
vyhry ve své hie rovnou g, zbyvajici hraéi (tj. hraci ¢. 1, 4, 5, 8, 9, atd.) maji
pravdépodobnost vyhry ve své hi'e rovnou p. Nyni vSechny hrace s pravdépo-
dobnosti vyhry rovnou p nahradime hracem A, vSechny hrace s pravdépodob-
nosti vyhry rovnou ¢ nahradime hri¢em B a dostavame néasledujici tabulku,
v niz jsou pravdépodobnosti vyhry jednotlivych hrac¢a v dané posloupnosti her:

Cislo hrace | Hra¢ | Pravdépodobnost vyhry

P
(1-p)g
(1-p)(1-q)g
(1-p(-q)3°p

(1 —p)2(1 —q)°p
(1-p>°(1 -9
(1-p)P(1-9)3q
(1-p31—-gq)?p
(1-p)*Q1 —0)4

© 00~ O ULk W
sy >ty

Z toho je ziejmé, ze pravdépodobnost vyhry hrace A v celé sérii her je rovna
p+(1=p)(1=)’p+(1-p)*(1-0)’p+(1-p)’1—a)'p+(1-p)'1-q)'p+

a lze ji tedy vyjadfit jako soucet dvou geometrickych fad (séitdme ,ob jeden
¢len“), pfidemZ obé tyto fady maji stejny kvocient rovny (1 — p)%(1 — ¢)?%;
analogickd uvaha plati i pro pravdépodobnost vyhry hrac¢e B. Po dosazeni
p=5/36, ¢ = 6/36 dostavame feSeni Huygensovy alohy.
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3.1.4 Bernoulliovo zobecnéni tlohy

Aby ukézal silu své metody, uvadi Bernoulli ¢ty¥i zobecnéni Huygensovy tlohy,
jejichZ reSeni pomoci fad nevede ke s¢itani geometrické fady, ale alternujici rady.
Zadani téchto zobecnéni je nasledujici:

Dva hra¢i A, B hézeji dvéma kostkami a vyhrava ten, ktery jako prvni
hodi 7 bodd; jako prvni hazi hra¢ A. Poéty hodi jednotlivych hraci ale nejsou
konstantni; vSechny ¢tyii varianty tlohy lze popsat nasledujici tabulkou, ve
které je uvedeno, kolikrat za sebou hézi kazdy hra¢ v kazdé sérii hodt:

Cislo || Var.1 Var.2 Var.3 || Var4 [

série A]B A]B A|B A]B
1 1111111 1] 2
2 211112221 3]4
3 311 113113131 51]6
4 4 11 1 (4144|718

Stejné jako pri reseni Huygensovy ulohy vyjadii Bernoulli pravdépodob-
nost vyhry hrace A (resp. B) pomoci nekoneéné rady; oznacime-li symbolem ¢
pravdépodobnost, Ze hazejici hra¢ nevyhraje '°, pak napiiklad pro 1. variantu
dostava Bernoulli pro pravdépodobnosti vyhry hract A, B fady

PA) =1-q+¢ "+ - +¢" =" +q" — "+,
P(B)=1-P(A)=q— ¢+

Po vypsani deseti prvnich ¢lend v8ech osmi fad pro pravdépodobnosti vyher
hra¢d A, B ve viech &tyfech variantach Bernoulli konstatuje, Ze tyto rady nelze
secist, ale snadno lze vypocitat priblizné hodnoty souct s libovolnou pozado-
vanou presnosti a uvadi pravdépodobnosti vyhry hrace A ve vSech Ctyfech
variantach s piesnosti £1075:

Var.1: 0,71931; Var.2: 0,40058; Var.3: 0,59679; Var.4: 0,52392.

7 vlastnosti alternujicich fad plyne, ze k dosazeni pozadované presnosti
musime se¢ist viechny ¢leny nasi fady az do ¢*, kde k je uréeno podminkou
q* < 1075, Uvéazime-li, Ze v nasem pripadu je ¢ = 5/6, dostavame k = 64
a secitat viechny ¢leny danych fad az do 64. mocniny se ndm nejevi jako snadny
vypodet; Bernoulli bohuzel nefikd ani slovo o tom, jak ke svym numerickym
vysledkim dospél.

3.2 Problema II

Formulace tlohy je nasledujici:
TF hrici A, B a C maji dvandct kamend, z nichZ ctyri jsou bile a osm
je cernych, a hraji spolu tak, Ze zvitézi ten z nich, ktery jako pruni naslepo

10y nagem ptikladu je tedy ¢ = 30/36, protoZe je pravé 6 moznosti, jak na dvou kostkach
miize padnout 7 bodd.
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vytdhne bily kamen, jako pruni tahne A, pak B, poté C, pak zase A a tak ddle.
Jaky je pomér ocekdvanych vijher vsech t¥i hricu?

U této tlohy Huygens neuved! vysledek. Jakob Bernoulli [7] upozornil na
to, ze zadani tlohy neni jednoznacné; neni jasné, zda kazdy hra¢ ma svych
dvanact kamenti nebo zda vSichni t¥i hradi tahaji z jedné hromady, a neni ani
jasné, zda se vytazeny kdmen vraci nebo nevraci zpét. Z Huygensovy korespon-
dence s van Huddem ! uskutetnéné v r. 1665 (viz [6]) plyne, ze Huygens mél
na mysli variantu s vracenim; pak nezalezi na tom, kolik hromadek kament
je a tlohu lze pomérné snadno fesit ,huygensovsky* (vysledek je 9 : 6 : 4);
Van Hudde fe#il ilohu bez vraceni pii spolené hromadce kament (pak je vy-
sledek 77 : 53 : 35). Bernoulli podal feSeni vSech t¥i variant, pfi¢emz prvni
dvé varianty fesil jednak ,klasicky“, jednak pomoci fad; tlohu bez vraceni
pfi individualnich hroméadkach kament Fesil pouze ,klasicky“ a naSel vysledek
6476548 : 4231370 : 2768457. Uvedme zde postupné zdkladni myslenky vsech
t¥i Bernoulliovych ,klasickych* fegeni.

a/ Varianta s vracenim.

Oznac¢me
x = pravdépodobnost vyhry hrace A pred vlastnim tahem,;
y = pravdépodobnost vyhry hrace B pred tahem hrace A;
z = pravdépodobnost vyhry hrace C pred tahem hrace A.

Hr4¢ A hru za¢ing; bud vyhraje (s pravdépodobnosti 1/3) nebo prohraje
(s pravdépodobnosti 2/3) a prohrou klesne na posledni misto ve fronté na
tahani, takze bude mit stejnou pravdépodobnost vyhry jako hra¢ C na zacatku;

plati tedy
1 2

T=-+=>-2
3 3
Jestlize hra¢ A vyhraje, tak hrad¢ B prohral. Jestlize hrd¢ A prohraje, po-
stoupi hra¢ B na prvni misto ve fronté na tahani a bude tedy mit stejnou
pravdépodobnost vyhry jako hra¢ A na zacatku; z toho plyne
1 2
=--0+--2
¥=3 3
Jestlize hra¢ A vyhraje, tak hra¢ C prohral. Jestlize hra¢ A prohraje, po-
stoupi hra¢ C na druhé misto ve fronté na tahani a bude tedy mit stejnou
pravdépodobnost vyhry jako hra¢ B na zaCatku; z toho plyne
1 2
=-.042=.
#73 3V
Jedna se tedy o typicky ,huygensovsky“ pristup; reSenim soustavy uvede-
nych t¥{ rovnic ziskdme jiZ uvedeny vysledek z :y: 2z =9:6:4.

11Johan van Waweren Hudde (nékteré prameny uvadé&ji jméno ve tvaru Hudden) (1628 -
1704) byl 30 let starostou Amsterodamu; zabyval se matematikou (viz (3], II, str. 801, 919),
vypoé&ty rent (viz 3], III, str. 48) a dal3{mi problémy.
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b/ Varianta bez vraceni pfi spoleéné hromadé kament.

Bernoulli fesi Glohu rekurentnim postupem, jehoz zékladni myslenku lze
obecné formulovat takto:

Oznacme Py (L,n) pravdépodobnost vyhry hra¢e H, je-li na tahu hrac¢ L
(proménné H, L mohou nabyvat hodnot 4, B, C) a v hromadé je n ¢ernych
kameni (navic tam jsou pochopitelné viechny ¢étyii bilé kameny, jinak by se
nehralo). Hledané pravdépodobnosti Ize popsat rekurentnimi rovnicemi

4 8

Pa(A,8) = ﬁ*‘” TR Pa(B,7)

8
12
8
12
k jejichz feSeni bychom v dalsim kroku potiebovali pravdépodobnosti Py (C, 6),
v dalsim kroku Pp(A,5), atd., az bychom zjistili (stejné jako Bernoulli), Ze
ulohu musime zacit fesit vypoctem pravdépodobnosti Py (B, 1). Cely Bernoul-
litiv vypocet lze zapsat do nasledujici tabulky:

Pg(A,8) = - Pp(B,7) ,

Po(A8) = = - Po(B.T)

Pocet Hrac Pravdépodobnost vyhry hréace
Cernych | na tahu A B C
1 B 0 3 i
2 A 5 s is
3 C : 3 :
4 B 7 % 1
5 A o i 6
6 C 5 7 3
7 B 5 16 %
8 A 5 o5 5

Z posledniho radku tabulky plyne pomér oéekavanych vyher hra¢a 77 : 53 : 35.
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c/ Varianta bez vraceni pfi individudlnich hromadéach kament

Bernoulli fesi tlohu opét rekurentné. Predpoklddejme, Ze kazdy hra¢ ma
ve své hromadé m bilych kament a n ¢ernych kament a vSichni tfi hradi vy-
tahnou po jednom kameni. Vzniklé situace lze popsat nésledujici tabulkou, ve
které b znamena vytazeni bilého kamene, ¢ znamena vytazeni ¢erného kamene,
N =m+n.

Tah hrace | Vyhrava | Pravdépodobnost
A|B|C hrag situace
blb|b| A m
b|b|ec A m.n
blcl|b A mn
blc]|ec A ﬂN—?i
¢c|b|b B mn
c|b|c B T—”ﬁ%’i
clc|b C men”
clcec|c Hox —"1\735

Symbol ** v poslednim fadku tabulky znamen4, Ze v tomto p¥ipadu nevyhrava
zadny hrac, ale hra pokracuje, pfi¢emz kazdy z hra¢d mé ve své hromadé uz
jen n — 1 Cernych kament.

Oznalme Py (n) pravdépodobnost vyhry hra¢e H, mé-li kazdy z hraca ve

své hromadé n Cernych kament. Z uvedené tabulky plyne, Ze

m3 +2.m2n+mmn? +n3.Ps(n - 1)

Py(n) = N :
m2n+mmn?+n3 Pg(n -1
Pa(n) = L
m.n?+nd.Po(n—1

Protoze P4(0) = 1, Pg(0) = Pc(0) = 0, miZe byt proveden postupny vypo-
Cet pro dané m = 4 od n = 0 aZ do hledaného n = 8. ProtoZe nadm nejde
o pravdépodobnosti, ale pouze o pomér pravdépodobnosti, lze vypodet poné-
kud zjednodusit (sta¢i poéitat Citatele zlomki), ale i pak je pomérné zdlouhavy.
V nésledujici tabulce je shrnut Bernoullitiv vypodet.
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n il Pa(n) : Pp(n) : Po(n)
0 1 : 0 : 0

1 101 20 4

2 2351 : 770 . 254
3 26851 : 11270 : 4754
4 || 198351 : 97020 : 47629
5 || 120823 : 65660 : 35781
6 || 532423 : 312620 : 183957
7 || 1984423 : 1236620 : 771957
8 || 6476548 : 4231370 : 2768457

3.3  Problemata I - IV

Z dnesniho hlediska se jedna o jednoduché kombinatorické Glohy. Bernoulli resi
v prvni ¢asti svého spisu treti Glohu opét rekurentné, u ¢tvrté pouze odkazuje
na treti ¢ast svého spisu, kde tieti i ¢tvrtou ilohu fesi kombinatoricky.

PROBLEMA 111. A vyhraje nad B, kdyZ ze ctyficeti hracich karet, z nichz
vzdy deset md stejnou barvu, vytdhne ¢tyri karty riznych barev, jinak vyhrava
B. Jaky je pomér ocekdvanych vyher obou hraci?

Odpoved: 1000 : 8139.

Stejné jako tlohu prvni, i tuto zadal Huygensovi Fermat prostiednictvim
Carcavyho. Kombinatorické fe$eni je elementarni; vSech moznych ¢tvefic vyta-
zenych karet je (%), viech riznobarevnych &tvefic je 10, takze pomér ofeka-
vanych vyher obou hracu je

10 : <<440> - 104) =10%:81390 .

PROBLEMA IV. Hrdci A a B maji opét dvandct kamend, ctyri bilé a osm
cernyjch, a hrd¢ A vyhraje nad B, kdyz naslepo vytdihne sedm kamend, mezi
nimiz se budou nalézat t¥i bilé; jinak vyhrava B. Jaky je pomér ocekdvanych
vyher obou hrdcéu?

Huygens u této tlohy neuvedl odpovéd, ale fesil ji v jiz zminéné korespon-
denci s van Huddem (vysledek je 35 : 64); van Hudde Tesil i variantu této tlohy,
pfi které A vyhraje, vytadhne-li nejméné tii bilé; pak je vysledek 14 : 19.

Jedna se opét o jednoduchou kombinatorickou tlohu. VSech moznych sedmic
vytazenych kament je (172) a viech pripadd pfiznivych hraci A v ptvodni Hu-
ygensové tloze (kde je formulace minéna jako ... (prdvé) tii bilé...) je (i) . (;),
pfi varianté¢ van Huddeho je pocet vSech pfipadi priznivych hra¢i A roven

(&) - (3) + () - (3); z toho plynou uvedené vysledky.
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3.4 Problema V

PROBLEMA V. A a B maji po dvandcti mincich a hraji spolu tremi kostkams
tak, Ze padne-li jedendct bodid, pak A dd B jednu minci, padne-li ale ¢trndct
bodi, obdrzi A od B jednu minci. Hru vyhrdvd ten hrdc, ktery jako pruni ziskd
véechny mince. Jaky je pomér ocekdvanych vijher obou hracd?

Odpovéd: 244 140 625 : 282 429 536 481.

Ulohu zadal Huygensovi Pascal prostfednictvim Carcavyho; jako tzv. tloha
o ruinovani hrace se objevuje v riznych variantach v uéebnicich i dnes '? a proto
se jejim historickym aspektiim budeme vénovat ponékud podrobnéji.

Bernoulli navrhuje fe$it tuto Glohu indukci podle poétu minci, neukazal ale,
jak si provedeni indukce predstavuje. V [7], str. 71 a nasl. fesi Glohu v pfipadech,
kdy hri¢i maji na zac¢dtku po jedné, dvou a tfech mincich; tyto tlohy fesi
obecné: pismenem b oznacuje pocet pripadl pfiznivych hraci A (tj. v feSeném
problému V pocet zplisobd, jimiZz miZze pfi hazeni tfemi kostkami padnout 14
bodi (takZe b = 15)), pismenem c oznaduje pocet pfipadl pfiznivych hrac¢i B
(tj. v feSeném problému V podet zptsobt, jimiz mize pii hazeni tfemi kostkami
padnout 11 bodi (takZe ¢ = 27)). Po vyfeeni téchto t¥i pfipadi uzavird obecny
rozbor ulohy slovy ([7], str. 74):

»ProtoZe jsme nyni nalezli, Ze nadéje A a B se k sobé maji jako ¢isla b a c,
ma-li kazZdy hrdcé jednu minci, jako cétverce téchto cisel, md-li kaZdy hrac dvé
mince, a jako tieti mocniny, md-li kaZdy hrdc tri mince, pak zjistujeme pomoci
indukce, Ze pri libovolné mnoha mincich jsou nadéje vZdy v poméru mocnin
Gisel b a ¢, jejichZ exponenty jsou rovny poctu minci, které md kaZdy hrdc¢ na
zacatku. “

Bernoulli bohuzel neukazuje, jak tuto indukci provést, a z jeho vypoctl pro
jednu, dvé a t¥i mince to neni jasné; zd4 se proto, Ze Bernoulli se zde nechal vést
intuici (ostatné spravnou) a dikaz indukci uz neprovadél. Poznamenejme jesté,
7e na zavér této tlohy Bernoulli podal (bez diikazu) i jeji feSeni v pfipadu, Ze
hracdi nemaji na zacatku stejny pocet minci.

Tyto skuteénosti néas inspirovaly ke snaze pokusit se zrekonstruovat Huygen-
siiv postup fefeni této tlohy; vychazime pfitom z postupi feSeni iloh uvede-
nych v Propositiones I. - XIV., ale terminologii pouzivame dnesni. Toto ,quasi-
huygensovské* feSeni tedy mohlo dle naseho nazoru vypadat takto:

Oznadme

pi, 1 =0,1,...,24 pravdépodobnost vyhry hrace A, mé-li v daném okamziku ¢
minci;

q;,1=0,1,...,24 pravdépodobnost vyhry hrafe B, mé-li v daném okamziku 4
mincf;

P pravdépodobnost vyhry hracée A v jednotlivé hre;
Q@ pravdépodobnost vyhry hra¢e B v jednotlivé hre.
Pro tyto pravdépodobnosti plati soustavy rovnic (z nichZ se pii feSeni pro-

12Viz napt. FELLER, W.: Vvedenije v teoriju verojatnostej i jejo priloZenija. (P¥eklad z an-
gli¢tiny). Mir, Moskva 1967, str. 336 a nasl.
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blému ruinovani hrace vychazi i dnes:

Po = q = 0,
pi = Ppii+Q.pioq pro i =1,...,23,
¢ = Q.qiy1+Pqgiy pro i =1,...,23,
Pa = (aa = 1.

Jak uz bylo ukazano, Huygens takovychto rovnic pro feseni pravdépodobnost-
nich problémi pouzival a neni diivod domnivat se, Ze by jich nepouzil i zde.
Jeho cilem ovSem nebylo fesit uvedené soustavy, ale najit pomér py2/qi2. Lze
proto predpokladat, Ze si pfi zkoumdani pomért p;/g; povsimnul toho, Ze plati

pi _ Q pimt
g P g
pro ¢ = 2,...,24. K tomuto poznatku lze dojit postupnym vypocétem poméru

pi/qi pro i = 2,...,24 a vidéli jsme uz, Ze praveé takovymito postupnymi vypo-
¢ty Huygens resil ilohu o rozdéleni sazky; obecné lze tento tento vztah dokazat
indukci podle i. Z uvedeného vztahu pak plyne

pi _ (9) P
i P q’

protoze pag = o4 = 1, je podle predeslého

0 (P_)zz
N Q

a 7 toho plyne pro hledany pomér

Pz _ (£>12
q12 Q ’

coz je obecny vysledek Bernoullitv a po dosazeni hodnot z problému V dosta-
vame Huygenstv vysledek.

I kdy% pochopitelné nemiizeme dokazat, Ze Huygens fesil danou ilohu prave
takto, domnivame se, ze predlozeny postup je plné v souladu se zptsobem,
kterym Huygens Fesil jiné lohy; navic je uré¢ité jednodussi nez zptisob navrzeny
Bernoullim. PovaZovali jsme proto za vhodné zde tento pokus o rekonstrukci
Huygensova reseni uvést.

4 ZAavérecna poznamka: Huygens a Caramuel
Jakob Bernoulli nebyl prvnim matematikem, ktery pietiskl a komentoval Huy-
genstv spis De ratiociniis in ludo alee. Jiz v r. 1670 vySel mohutny spis (cca

1800 stranek formatu (zhruba) A4) Jana Caramuela z Lobkovic Mathesis bi-
ceps, Vetus et Nova, ve kterém je Huygenstv spis rovnéz otistén a strucné

39



komentovan 13. O této pravdépodobnostni ¢4sti Caramuelova spisu je pojed-
néno napf. v [1], str. 44 - 45 a nebudeme se ji zde zabyvat, upozornime pouze
na dva zajimavé fakty.

Prvni spoc¢iva v tom, Ze Caramuel uvadi jako autora citovaného spisu ni-
koli Huygense, ale ddnského astronoma Christiana Severina Longomontana '#;
neni jasné, jak k tomuto Caramuelovu omylu mohlo dojit, protoze musel mit
k dispozici celou Huygensovu praci (jinak by ji nemohl otisknout).

Druhy zajimavy fakt souvisi s pronikdnim idei poc¢tu pravdépodobnosti do
feskych zemi. Jeden exemplaf uvedeného Caramuelova spisu je ulozen v Né&-
rodni knihovné Ceské republiky v Praze pod signaturou 49 A 42; tento exem-
plaf ma zajimavou provenienci. Podle rukopisné pozndmky na zadni strané
titulniho listu patfil do knihovny hrabéte Ignice Karla Sternberka, podle ru-
kopisné poznadmky na daldi strané patiil do knihovny hybernského ® kl4stera
u sv. Ambroze v Praze. Domnivame se proto, Ze se tato kniha nalézala v Praze
uz pied smrti hrabéte Sternberka, tj. pred rokem 1700 a je to (pokud je nam
v tuto chvili zndmo) asi nejstarsi vyskyt Huygensova pravdépodobnostniho
pojednéni (i kdyZz v pondkud zamaskované podobé) v éeskych zemich. Do hy-
bernské knihovny piesel tento spis nejspis po smrti hrabéte Sternberka 6.

Neni jasné, zda si Huygensova pojednani (zabirajiciho v Caramuelové knize
necelych 10 stranek z jiz zminéného celkového poc¢tu cca 1800 stranek) vibec
nékdo v Praze vSiml; stejné tak neni znadmé 7adnd prace vznikld v Ceskych
zemich, kterd by reagovala na Bernoullitiv spis Ars conjectandi, nalézajici se
v knihovné prazského Klementina uz od r. 1721 17. Zd4 se, ze pocet pravdépo-
dobnosti matematiky piisobici v éeskych zemich nijak nezaujal a zacal se u nas
nesméle rozvijet az koncem 19. stoleti.

Y%

1374kladni informace o Janu Caramuelovi z Lobkovic (1606 - 1682) lze nalézt napfiklad
v knize SOUSEDIK, S.: Filosofie v ceskyjch zemich mezi stiedovékem a osvicenstvim. VySehrad,
Praha 1997. Neni to oviem pojednani o Caramuelovi jako matematikovi; zda se, Ze o Cara-
muelovu matematickém dilu u nas vysla pouze prace SMOL{K, J.: Jan Caramuel z Lobkovic
a jeho dilo: ,Mathesis biceps, vetus et nova®. Sesta (sedma) vyroéni zprava o obecnim gym-
nasium realnim v Praze, podana koncem $kolniho roku 1872 (1873).

14podle [1], str. 45 Zil v letech 1562 - 1647; struéné informace o ném je napf. v (3], II,
str. 712.

15Hyberni (podle Ottova slovniku nau&ného: hiberridci) byli irsti frantiskani, ktefi byli
koncem XVI. stoleti vyhnani z Irska kralovnou Alzb&tou a okolo r. 1630 se usadili v Praze
v byvalém frantiskdnském klastefe na Novém Mésté v ulici, kterd pozdéji byla podle nich
nazvana Hybernskou. V dob& josefinskych reforem byl tento klaster zrusen a v jeho budové
byla pozdé&ji umist&na hlavni celnice, podle které se budové zacalo fikat Novy Ungelt.

167 tohoto hlediska je oviem tfeba upozornit na idaj v knize WURZBACH, K.: Biographi-
sches Lexikon des Kaiserthums Oesterreich. B.38, Wien 1879, kde se uvadi, Ze po smrti
hrabéte pfesla knihovna do karolinského kolegia.

17 Jedna se o exemplaf uloZeny v Narodni knihovng CR pod signaturou 14 F 43.
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