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Cena jednoho prikladu
JIRI VESELY

Pokud nékdy oteviete skripta [7] na str. 316, najdete tam kratkou po-
znamku o neabsolutné konvergentnich fadach. Vztahuje se mimo jiné
k jedné takové fadé pouzité jako ilustrativni ptiklad. Zalistuje-li étenar
ve své pameéti a pokusi se vybavit si pfiklad neabsolutné konvergentni
fady, je velika pravdépodobnost, zZe to bude rovnés fada
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Pokusim se ukéazat, ze je to do jisté miry pfirozené a popsat, odkud se
v ucebnicich podobné piiklady berou. , Opisovani“ je zavrzenihodna véc,
avSak kazdé pravidlo miva jisté vyjimky.

Hlasim se vzdy s pychou a tuctou k uciteli, ktery vychoval néko-
lik generaci nasich matematikd, k VoOJTECHU JARNIKOVI (1897-1970).
Oteviete-li jeho popularni ,Dé dvojku* [2], naleznete tento ptiklad v Kap.
III za §2 Prerovndvani tad ve cvifeni 5. Tento paragraf obsahuje (jak
jinak) 1 dikaz tzv. Riemannovy véty. Ta pochazi z r. 1854, ale byla pu-
blikovana az po Riemannové smrti. BERNHARD RIEMANN (1826-1866)
totiz dokazal, ze kaZdou neabsolutné konvergentni radu s redlnymsi cleny
lze prerovnat tak, aby prerovnand tada méla libovolny predem urceny
soucet. Dnes se v této souvislosti dokazuje vice, napf. moznost takového
prerovnani, ze pferovnana rada ma soucet 400 nebo —oco apod., ale to
jsou jiz jen ,kosmetické” tpravy.

Nabizi se tedy myslenka, ze jsem piiklad pievzal z [2]; neni to tak
daleko od pravdy, nebotf jsem se s timto prikladem piti cetbé [2] poprvé
seznamil, aniz bych tusil, jaka je jeho historie a jak je dilezity. Jarnik na-
stoupil po ro¢nim pobytu v Brné do Prahy jako asistent KARLA PETRA
(1868-1950) a tak neni na skodu nahlédnout do Petrovy ucebnice [6].
Tam tentyz piiklad najdeme v odst. 48 Rady alternujici a v odstavcich
nasledujicich. Petr napsal nejprve ucebnici integralniho poc¢tu jako po-
kracovani ucebnice [8], kterou pozdéji nahradila ucebnice [6]. Nahledem
do [8] zjistime, ze tam je fada (1) vySetfovana v odst.23 Premistént
élenti Tady konvergugici. Poznamenejme, ze jsme se dostali jiz o sto let
zpét, ucebnice 8] vysla v r. 1902.
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Proc¢ se objevuje stéile stejny priklad jiz alespon sto let? A je to
Spatné, nevadi to, nebo je to vlastné dobfe? Vypilijéme si citat z pro-
jevu ANDRE WEILA (1906-1998), ktery v referatu na Mezinarodnim
matematickém kongresu v Helsinkach (1978) Historie matematiky: proé
a jak uzil stejnou metodu argumentace jako ja a uchylil se také k citatu
klasika. Cituje vyrok GOTTFRIEDA W. LEIBNIZE (1646-1716), ktery
o historii matematiky fekl: Jeji uZitecnost netkvi jen v tom, Ze odhaluje
zdsluhy jednotlivcti a motivuje ostatni k ziskdni takového ocenéni, ale 1
v tom, Ze uméni objevovat a pozndvat jeho metody lze rozvijet vystiz-
nymi priklady. A af jiz chapeme tento vyrok v $irSim ¢ uz$im smyslu,
vystihuje na historii matematiky patrné to nejpodstatnéjsi.

Teorii konvergence fad rozvinul v dostate¢né hloubce jiz AUGUSTIN
L. CAucHY (1789-1857). Ten také jako prvni popsal r. 1833 fakt, ze fada
zménou potadi clent miZe zménit soucet. Dalsi takové piiklady publi-
kovali PIERRE G. L. DIRICHLET (1805-1859) r. 1837 a MARTIN OHM
(1792-1872) r. 1839; viz [5]. Ten také jiz, patrné jako prvni, prozkoumal
podrobnéji chovani specidlnich pferovnani fady (1). K priblizeni jeho
vysledku vSak zvolime dnes béznou cestu, vedouci jistou oklikou.

Divergenci harmonické fady lze dokdzat snadno mnoha zptsoby. Pri-
pomenime, Ze pii ,klasickém seskupeni“ dostaneme pro Castecné soucty
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Ten nam poskytne pesimisticky odhad, zarucujici, e sectenim 2'® prv-
nich ¢leni dostaneme ¢astecény soucet > 10. Jiny analogicky trik dava
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Odtud snadno zjistime, Ze sta¢i secist ,jen“ 10'? ¢lenti, ¢imz jsme sice
dostali snad trochu piehlednéjsi vysledek, ale moc si nepomohli. Po-
dobné trik JACOBA BERNOULLI (1654-1705), popsany napt. v (7], Pii-
klad 2.2.16, dava stejny kvalitativni vysledek (divergenci fady) a srov-
natelny kvantitativni vysledek.

Na ponékud vyssi drovni lze téZ odhadnout ,rychlost divergence®
harmonické fady. Také nasledujici ivahy jsou velmi staré (z r. 1740)
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a jsou spojeny s LEONHARDEM EULEREM (1707-1783). Jednoduchou
aplikaci Lagrangeovy véty o pfirtstku funkce dostaneme

1
1 — _—
T < log(n + 1) — log(n) < - (3)

JestliZze nyni oznacime

1 1 1 1 1
an=1+§+---+m—logn, bn=:1+§++;_—l+g~logn,

dostaneme vyuzitim nerovnosti (3) snadno

1 n+1 1 n+1

Ony1 — ap = — — 1 >0, bpy1 —bp = —1 <0.
n+1 — dn n og " y On+41 L og "

Protoze déle plati b, — a,, = 1/n, mlizeme napf. uplatnit princip vloze-

nych intervall a definovat

1 1 =
= li -4 —— =1 = .
v = lim <1+ 5 +- 4 —3 ogn> nC\l[an,bn] (4)

Cislo 7 se nazyva Eulerova konstanta. Uvédomime-li si geometricky vy-
znam integralu, lze tuto konstantu i krasné zviditelnit; viz Obr. 1. Kon-
stanta v dava soucet obsahti ,kfivocarych trojuhelnika“ A, B,C, D, . ...
Snadno pak nahlédneme, ze plati v € [1/2,1]. Skutecné, piesnéjsi vypo-

cet dava v = 0,5772156649. . ..

Obr. 1.
Vsimnéme si jesté rozdilu

n

k=1
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ktery si lze znazornit jako soucet obsaht kone¢né mnoha ,k¥ivoéarych
trojihelnickd“, které pfi vhodném umisténi vypliuji ¢ast jednotkového
¢tverce. I zaci stiedni Skoly budou ochotni patrné akceptovat myslenku,
7e se vzrustajicim n se cisla 7, udavajici velikost téchto obsahti blizi
k néjakému ¢&islu v. Obrazek méa v tomto pfipadé znacnou ilustracni
hodnotu.

Trocha experiment s poc¢itacem da predstavu, jak rychle se ke kon-
stanté -y priblizujeme. Snadno zjistime, Ze aby CasteCny soudet s, byl
vétsi nez 10, staci vzit n > 12367. Za zminku stoji, Ze dodnes nevime,
zda je to Cislo racionalni nebo iracionalni.

Vime tedy, Ze n-ty Castecny soulet harmonické fady ,roste jako
To zdanlivé nesouvisi s pfikladem, ktery chceme bliZze prozkoumat, ale
ve skutefnosti ndm to podstatnym zptsobem pomiiZe. Vratme se nyni
zpét ke zkoumanému prikladu.

Chceme-li pouze demonstrovat zavislost sou¢tu ¢lent fady (1) na je-
jich poradi, uzijeme opét dnes jiz standardni trik: fada (1) je napf. podle
Leibnizova kritéria konvergentni; ozna¢me jeji soucet s; vzhledem k moz-
nosti odhadu s libovolnymi dvéma po sobé nésledujicimi ¢astec¢nymi
soulty fady plati s € [1/2,1]. Dale je (pouzijeme opét schematicky z4-
pis)

=
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Ptipomerime, Ze vlozeni nulovych ¢leni neovlivni konvergenci ani soucet
fady. Z predchoziho vyplyva sectenim obou konvergentnich fad ¢len po

¢lenu
35/2:1+1—£+l+1—1+
3 2 5 7 4
Vzhledem k tomu, Ze je s # 0, zménil se ,pfeskupenim c¢lenii* (ne-
absolutné konvergentni) rady jeji soucet. Poznamenejme, Ze postup lze

modifikovat. Tak napf. ve Weyrové ucebnici [8] je vySetfovana fada

a je tam také dokdzano, ze konverguje pii zavedeném oznaceni k hod-
noté s/2.

Zkoumejme nyni konvergenci rady, kterda vznikne z (1) nasleduji-
cim prerovnanim: jsou-li p, ¢ ptirozena ¢isla, secteme nejprve prvnich p
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kladngych ¢lent, potom prvnich q zdpornyjch ¢lenti, pak néasledujicich p
kladnych a nasledujicich q zdpornych, atd. Takto vzniklou fadu ozna¢me
> re; ak a ureme jeji soucet.

S ohledem na (4) pro ¢astecné souéty harmonické fady H, plati

1 1 1
H,=1+-4+-4+ -+ —-—=logn+v+ ay,,
2 3 n
kde a, — 0. Je tedy
1+1+1+ +1 H, 1l +1 +l
— —_ - P _— — = — n - —p -
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Snadno nahlédneme, Ze plati
1 1 1 1
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1 1
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kde opét 3, — 0. Sectenim celkem m kladnych a m zapornych skupin
dostaneme:

(1+1+ T ) (1+1+ + 1)— (8)
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kde také 4,, — 0. Odtud dostaneme pravou a limitnim pfechodem

Zak :log‘/——.
k=1 1

Pozor, uvédomte si, Ze jsme dokazali pouze konvergenci vybrané posloup-
nosti {tm} = {sn,, }°°_; z posloupnosti vSech ¢astecnych souctu {sy}
prerovnané fady. Plati t,;, = 8p,(p4q), m € N. Lze vSak odhadnout zby-
tek: Oznac¢ime-li soucet pirerovnané fady s, je pro vSechna n > m(p+ q)

D n q
mp+1  2mg+2

{Sn"‘s|§|8m(p+q)_’s|g2 — 0 pro m — o0,
z Gehoz dostavame vysledek, tj. je s, — s.

Snadno nahlédneme, Ze jiz vSechna takova velmi ,pravidelnd“ pre-
rovnani fady (1) (tj. s pfirozenymi p, q) davaji jako soucty cisla, kterd
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tvofi hustou podmnozZinu R. Z tohoto pohledu jiZ neni na zadatku uve-
dena Riemannova véta tak pfekvapujici. MiZeme vSak jiz jen hadat, zda
to byl pravé Ohmuv vysledek, ktery Riemanna k vété o pferovnavani do-
vedl. Pokud jako autor mohu vydat svédectvi o skuteéném ,inspira¢nim
zdroji“, ktery mne dovedl k rozhodnuti tento ptiklad do textu (7] zafa-
dit, byla jim krasné knizka [3]. Je to ale, jak jsem se snazil ukdzat, malo
zajimavé svédectvi: stejny piiklad naleznete témét v kazdé (podrobnéjsi)
ucebnici matematické analyzy.

Na zacatku jsme pfi naSem ,stopovani“ ptvodu uziti fady (1)dospéli
o 100 let zpét. Chceme-li ziskat dalsi informace, lze se obratit ke kla-
sické monografii (4], dodnes patrné jedné z nejlepsich z téch, které o fa-
dach existuji. Tak napf. zde nalezneme i vySe uvedeny piiklad na pre-
rovnani (s 3s/2) spolu s informaci, ze pochazi z Dirichletovy prace
z r. 1837. Ohmuv vysledek lze jesté trochu zobecnit; plati nasledujici tvr-
zeni, které dokazal r. 1873 OSCAR XAVIER SCHLOMILCH (1823-1901):
Pokud posloupnost {ax} nezdpornych ¢isel konverguje monotonné k 0,
Z?;l(—l)kak = s a existuje-li vlastni limg_,o, kay, pak pokud tuto fadu
prerovndme ,ohmovskym zpisobem® (striddime vidy p nezdpornych a q
zdpornych éleni), bude soucet s’ takto prerovnané fady ddn vzorcem

1
s’ =s+ = lim kak-logg.
2k—»oo q

Je jiz patrné méné podstatné vystopovat, kdo dalsi a ¢im k vySetio-
vani riznych pferovnani fady (1) pfispél. Podstatné je to, Ze pfispéla
od samého zacatku vySetfovani konvergence fad k jejimu hlubSimu po-
znani. Proto by tento piiklad nemél v kazdé trochu ,hlubsi“ ucebnici
chybét!. Bylo by viak krajné nevhodné nefici alespoii par poznamek
o Martinu Ohmovi, ktery v tomto sméru vykonal nemaly kus priikop-
nické prace. Narodil se rodi¢im, ktefi neméli formalné vyssi vzdélani:
jeho otec JOHANN WOLFGANG OHM (1753-1822) byl zdmecnik, jeho
matka pochazela z rodiny krejéiho. Otec se vSak vzdélaval z knih a
svoje syny GEORGA SIMONA OHMA (1789-1854) a MARTINA OHMA
(1792-1872) naucil zakladim vyssiho vzdélani v piirodnich védach. Ze
zbyvajicich 5 sourozencii se pouze jedna sestra (Elizabeth) dozila vyssiho
véku. Georga Simona proslavil objev tzv. Ohmova zdkona. Martin byl
19 let soukromym docentem matematiky v Erlangen. K. 1824 byl jme-
novan v Berliné mimofadnym profesorem a r. 1839 radnym profesorem
matematiky. K nejznaméjsim z jeho zaka pattili Heinrich Heine, Lazarus

'Jinym zévaznym piikladem je tzv. Leibnizova fada. Ta se také ¢asto uvadi v sou-
vislosti s Leibnizovyn konvergencénim kritériem (1714).
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Fuchs, Rudolf Lipschitz a Friedrich Prym. Méné se vi, Zze u néj studo-
val i Werner von Siemens. Martin Ohm byl ¢lenem anglické Kralovské
védecké spolecnosti a ¢lenem Akademie v Turiné, Mnichové a Berliné.

Vratme se vSak zpét k matematice a k Riemannové vété, kterd patrné
inspirovala dalsi vyzkum. Tak napf. EMILE BOREL (1871-1956) vySet-
foval obecnéjsi pferovnani, kterd nevedou ke zméné souctu neabsolutné
konvergentni fady. Jarnika Riemanntv vysledek inspiroval k vysSetfovani
neabsolutné konvergentnich fad kompleznich ¢isel. Vysledek publikoval
r. 1927: soucty vsech prerovnani konvergentni rady komplexnich disel
tvort v C jednobodovou mnozZinu, nebo vyplni primku nebo celou kom-
plexni rovinu. Vysledek lze mozna uhadnout, ale rozhodné je ve srovnani
s ditkazem Riemannovy véty podstatné obtiznéjsi ho dokazat. Pokud ho
zname, neni slozité uhadnout analogicky vysledek napt. pro fady v R™.
Pfi dal$im zobecnovani vsak musime byt opatrni: napt. prechod k obec-
nému metrickému linedrnimu prostoru prinasi mnoho novych problém,
to vsak je jiz Gplné jina historie.
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