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HISTORICKE POCATKY TEORIE HER

MAGDALENA HYKSOVA

1. Uvod

John von Neumann, ktery je zpravidla pokladan za zakladatele teorie
her, formuloval ve svém pojednani [36] z roku 1928 zakladni problém této
teorie slovy:

n hrdci, S, S, ...,Sn, hraje danou spoledenskou hru B. Jak musi
libovolny z téchto hrdci, S,,, hrdt, aby dosdhl co nejlepsiho vysledku?

( [36], str. 295)

Zdiraznil pfitom, Ze hlavni potiZz nastava v pripadech, kdy vysledek
ovliviiuji alespon dva hraci, z nichz kazdy je veden svymi vlastnimi so-
beckymi zadjmy. Nasledujici citat ilustruje $ifi von Neumannova pojeti
spolecenské hry (Gesellschaftsspiele):

Pod toto oznaceni spadd velmi mnoho véci, cokoli od rulety po Sach,
od bakaratu po bridz. A nakonec kaidd uddlost - jsou-li ddny wvnéjsi
podminky a tucastnici situace (a ti se chovaji dle svobodné wvile) — muze
byt povazovdna za spoledenskou hru, jestlize sledujeme tucinek, jaky md
na tcastniky. ( [36], str. 295)

Kazdy z nas pak muize k uvedenému citatu pridat neomezené mnoz-
stvi situaci, které pod dany pojem spadaji; hrac¢i mohou byt obchodni
spoleCnosti, vojenské jednotky, stihacky, ponorky, iéastnici souboje, na-
rody, politici, politické strany, samci v fiji, geny, motoristé, uzivatelé po-
¢itacové sité, majitelé téhoZ pozemku, ctitelé téze damy, vétitelé zbankro-
tovaného dluznika, ...

Aby bylo mo?né uvedeny pojem matematizovat, je tieba jej poné-
kud z07it. Jednim z modelt stfedni obecnosti, ktery zahrnuje dostatecné
mnozsvi redlnych situaci, zadroveii vSak umoziuje vybudovani solidni ma-
tematické teorie, je tzv. hra v normdlnim tvaru; nez se budeme vénovat
historickému vyvoji teorie her, pfipometime si zékladni definici a vlast-
nosti tohoto pojmu.

DEFINICE 1. Necht je dana kone¢nd neprazdnd n-prvkova mnozina

Q=1{12,...,n}
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a dale n mnoZin Sy, Ss,...,S, a n redlnych funkci uy, us, .. ., u, defino-
vanych na kartézském soucinu S; xSy X - - - X Sp. Hra n hrdét v normdlnim
tvaru je definovana jako usporadana (2n + 1)-tice

(Qv 317527"'7511; u1(31,32,'--75n)7-- -,Un(Sl,SQ,-- ')Sn))- (1)

Mnozina @ se nazyvd mnozZina hrd¢i, mnozina S; se nazyva prostor
strategii hrdce i, prvek s; € S; se nazyva strategie hrdce ¢ a funkce
u;i(s1,82,-..,8n) se nazyva vyplatni funkce hrdce i. Je-li hodnota vy-
platni funkce pro daného hrace kladna, hovofime o zisku, je-li zaporna,
hovotime o ztrdté. Jsou-li mnoziny Si,S3,...,S, konecné, nazyva se
hra (1) konecnd.

DEFINICE 2. Uspofddand n-tice strategii s* = (s},s3,...,s;) se na-
zyva rovnovdingm bodem hry (1), pravé kdyz pro kazdé i € {1,2,...,n}
a vSechna s; € S; plati:

Ui( STy s 811, Sy Siq1r--rSm) S Ui(STy -3 8i—1,50,Siq1r--->5n). (2)

Strategie s} se nazyva rovnovdzind strategie hrdce 1.

DEFINICE 3. Uvazujme kone¢nou hru n hraéd v norméalnim tvaru. Pocet
prvkl prostoru strategii S; libovolného hrace ¢ ozna¢me symbolem m;.
Smisenou strategii hrace i se rozumi vektor pravdépodobnosti

p =%, ph ..., Pk, (3)
. m
kde p}>0 proviechna 1<j<m;, Zp; -1
=1

SmiSena strategie je tedy pro kazdého hrace vektor, jehoz j-ta slozka
udava pravdépodobnost, s niz hraé voli j-tou strategii ze svého prostoru
strategii. Prvky prostoru strategii S; se pro odliSeni nazyvaji ryzi stra-
tegie.

VETA 1 (J. NAsH). Ve smiSengch strategiich md kaZdd koneénd hra
v normdlnim tvaru alespori jeden rovnovding bod.

2. Prehistorie

Ackoli je teorie her jako samostatna védni disciplina velmi mlada, jeji
kotfeny sahaji do daleké minulosti a jeji zdkladni myslenky se formovaly
po tisicileti. Od pocdatku své existence ¢lovék jako inteligentni bytost
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fe$i den co den problémy, jejichz vysledky zaviseji nejen na jeho vlast-
nim rozhodnuti a chovani, popf. na dal$ich vice ¢i méné predvidatelnych
jevech nezévislych na rozhodnuti kohokoli jiného, ale také na rozhodnu-
tich dalSich inteligentnich bytosti. A i kdyZ k tomu nepouzivad zZadnou
teorii, pfece jen musi za rozli¢nych okolnosti analyzovat situaci, v niz
se ocitl, a strategie, které ma k dispozici, stejné jako mozZné strategie
protivnika ¢i protivnikii, a ze vSech strategii se musi rozhodnout pro co
nejvhodnéjsi. Uvahy, které k tomu pouZiva, se nakonec staly zakladnim
pilifem teorie her.

Z celé ,prehistorie* uvedme jen nékolik nejzajimavéjsich prikladd,
kdy feSeni jistého problému odpovida dnesnimu feSeni prostiedky teorie
her.

2.1. Talmud

Pfipomenime, Ze jednim ze zaklada Zidovské kultury, prava a nabo-
zenstvi je Misna (opakovdni, ucéent). Jeji autor, RABI JEHUDA HA-NASI
(135-217) z galilejského mésta USa v ni shrnul do té doby pFevazné
ustné tradované pobiblické naboZenské pravo v ucelenou sbirku. Misna
se pak stala pfedmétem studia dalSich generaci ucenci; vysledkem je-
jich ¢innosti bylo vytvofeni Gemary (doplnént), rozsahlého komentéte
obsahujiciho diskuse a polemiky jednotlivych udenci, jejich zaka a Skol.
Tyto Gemary vznikly dvé: na izraelské ptadé a v Babylonii. Soubor Misny
a Gemary se nazyva Talmud a podle mista vzniku se rozliSuje Talmud
jeruzalémsky ¢i palestinsky, ktery byl dokoncen v poloviné ¢tvrtého sto-
leti,! a Talmud babylonsky, jehoz koneénou redakci provedl RABI AS1
(1427) a jeho Zéci.?

Misna se ¢leni do Sesti oddil, z nichZ pro naSe potfeby je nejzajima-
v&jsi oddil tfeti zvany Ndsim (Zeny), ktery je tvofen sedmi traktaty;
druhy z nich se nazyva K’tubot(Svatebni tupisy) a fesi kromé jiného
otazky spojené se svatebni smlouvou véetné obnosu, kterym se muz zené
zavazuje pro pripad rozvodu nebo své smrti. V traktatu Nasim lze nalézt
mimofadné zajimavé feSeni nasledujiciho problému:3

Zemre muz, ktery po sobé zanechd tfi vdovy, z nichz kazda méla ve

!Svata zemé se v té dobé ocitla pod vladou kiestanskjch byzantskych cisait
a hlavni centrum Zidovského Zivota se pfesouvalo do Babylonie; jeruzalémsky Tal-
mud se proto nezachoval v takové tplnosti jako dale zminény Talmud babylonsky.

2Talmud babylonsky vznikal v pfiznivéjsich podminkéch; Zidovské obce v Babylonii
byly obdafeny znac¢nou autonomii a t&Sily se plnym pravam.

Podrobnéjsi informace lze nalézt napiiklad v monografii [43].
3Viz [39), str. 400.
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svatebni smlouvé stanovenou ¢astku, kterou dostane v pripadé manze-
lova Gmrti: prvni Zena ma dostat 100, druhd 200 a tfeti 300 penéznich
jednotek zuz. Jak mezi vdovy rozdélit pozistalost, predstavuje-li pouze
100, 200 nebo 300 zuz?

ReSeni uvedené v traktatu lze shrnout do tabulky:

Zavazek

100 200 300

al 1 1
100 333 333 333
Pozustalost 200 50 75 75
300 50 100 150

Posledni fadek tabulky predstavuje proporcionalni rozdéleni, které
odpovida tomu, co by bez dlouhych tivah pravdépodobné zvolila vét-
Sina z nas. Rovné rozdéleni v prvnim radku, kdy pozistalost neprevysi
hodnotu nejnizsiho zavazku, ma také jesté své logické opodstatnéni. Pro-
stiedni fadek se viak dlouho jevil jako tvrdy orfisek. Ctyfi rtizna zdtivod-
néni celé tabulky podali R. J. Aumann a M. Maschler v pojednani [1]
z roku 1985. Jedno je zaloZeno na dne$ni teorii her: vSechny tfi pfipady
uvedené v tabulce presné odpovidaji nukleolim pfislusné kooperativni
hry. T¥i dalsi zdivodnéni jsou zaloZena pouze na principech obsaZenych
v Talmudu a jisté stoji alespoii za kratkou zminku.

Autori studuji obecnéjsi problém bankrotu, kdy ma byt zbyla ¢astka

E rozdélena mezi n véfiteld s naroky di,d2,...,d,, kde
di1<deg<---<dp, di+dat+---+d,=D. (4)
Resenim problému bankrotu se rozumi n-tice (z,z,...,z,) € R",

kde z; znadi ¢astku pridélenou vétiteli ¢, z1 +z92 + --- +x, = E.
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1. zduivodnéni: konzistentnost

V druhém traktatu Bava m’cija (Prostredni brdna) ¢tvrtého oddilu
Misny zvaného N’zikin (Skody) je uvedeno nasledujici pravidlo.

B0oJ 0 oDEV: Dva [u soudu] dri odév ... jeden Fikd: ,cely je mij!“

A druhy ¥ikd: ,md je polovina!® ... Potom pruvni dostane tFi cturtiny
a druhy jednu étvrtinu. ( [39], str. 528-529)

Jeden mozny vyklad uvedeného pravidla podal RABI RASI (11105)
v 11. stoleti: druhy priznava prvnimu jednu polovinu, jde tedy jen o zby-
vajici polovinu a ta je rozdélena rovnym dilem.*

Prenese-li se tento princip na problém bankrotu se dvéma véfiteli,
pak véfitel 7 pfizna véfiteli j éastku (E —d;)+ = max(FE —d;, 0) a zbytek
se rozdéli rovnym dilem; vétitel 7 tedy obdrzi

oo E-(E—di)s — (B~ da)y
L 2

+ (B~ dj)y - (5)

Reseni problému bankrotu (4) se nazyvéa konzistentni, je-li pro kazdé
i # j déleni Castky z; -+ x; predepsané vztahem (5) pro d;,d; rovno
(w5, ;).

Snadno lze ukdzat, Ze tabulka s hodnotami uvedenymi v Talmudu je
konzistentni. Aumann a Maschler navic dokazali, ze kazdy problém ban-
krotu ma pravé jedno konzistentni feseni, které lze popsat nasledujicim
zpiisobem. Uvazujme rostouci hodnotu ¢astky E. Pro 0 < E < nd,/2
je konzistentnim feSenim rovné rozdéleni, kdy kazdy dostane castku
E/n. Jakmile prvni vétitel obdrzi d;/2, pfestane se jeho Castka zvy-
Sovat a s rostouci hodnotou FE se ¢astka, kterd je navic, rozdéli mezi
véfitele 2,3,...,n, a to aZ do okamZiku, kdy druhy obdrzi do/2. P¥i
dalsim zvySovani ¢astky E se pak bude vSe, co je navic, délit mezi véri-
tele 3,4,...,n, atd., az kazdy obdrzi pravé polovinu svého pozadavku.
Pro E > D/2 probiha proces zrcadlové, jen se misto ,zisku“ z; uvazuje
ztrata d; — x;.

2. zdivodnéni: socidlni spravedlnost

Druhé zdtivodnéni je zaloZeno na jiném talmudickém principu, ktery
je obsazen v ¢éasti Arachin (Odhady): Obecné ten, kdo pujéi, ma au-
tomaticky reten¢ni pravo na nemovité jméni dluznika. Je-li vSak cena
nemovitosti mensi nez polovina hodnoty ptijcky, dluznik s ni mize v ur-
¢itych pripadech volné disponovat.

4Jiné zdtvodnéni by mohlo znit takto: celkovy pozadavek je 1%, zatimco cena
odévu je jen 1; ztrata je sdilena rovnym dilem.
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Na prvni pohled se ndm tento princip mize zdat paradoxni, ma vSak
svij hlubsi eticky a psychologicky zaklad. Je-li totiz cena nemovitosti
vétsi neZ polovina hodnoty pijcky, je retencni pravo dulezité a véritel
diky nému ziska vétsinu poskytnutych penéz zpét. Je-li vsak cena nemo-
vitosti mensi nez polovina plijcky, pravo na ni stejné nehraje velkou roli;
ptjcka byla pravdépodobné poskytnuta na zdkladé diavéry a bylo by ne-
moralni pfevzit do vlastnictvi nemovitost od ¢lovéka, ktery ptijal pajcku
v dobré vife. Princip zaroven ilustruje myslenku, kterd je pro Talmud
typicka a kterou lze zjednodusené zformulovat takto: ,Vice nez polovina
je jako vse, meéné neZ polovina je jako mic.“ Polovina zde ptfedstavuje
vyznamny meznik: mame-li dostat vice nez jednu polovinu dluhu, zamé-
fime se na celou ¢astku a starame se o velikost ztraty; mame-li dostat
méné nez polovinu, v duchu dluh odepiSeme tuplné a jsme pak vdécéni za
cokoli, co nakonec dostaneme — soustfedime se na ,odménu“. Bylo by
tedy socialné nespravedlivé, kdyby byli rizni véfitelé na riznych stra-
nach tohoto predéluy, tj. aby jeden dostal vétSinu svého naroku, zatimco
jiny by vétsinu ztratil. Pro E < D/2 jsou proto zisky opét déleny rov-
nym dilem, jakmile vSak u nékterého véritele pridélena Castka preséhne
jednu polovinu jeho pozadavku, dostane pouze tuto polovinu a vse, co
je navic, se rozdéli mezi ostatni; pro £ > D/2 se pii dodrZeni stejnych
podminek déli rovnym dilem ztraty.

3. zduvodnéni: tvorba koalic

Tteti zdivodnéni vychazi z komentafe uvedeného v Jeruzalémském
Talmudu:

Samuel 7ikd, Ze Misna vychdzi z toho, Ze se vdovy navzdjem posiluji,
konkrétné, treti se spoji s druhou p7i jednani s pruni. Mohou ji Ticu:
, Tty poZadavek je 100, ze? Vezmi si 50 a jdi.“ ( [1], str. 3)

Druhé dvé zZeny tak vytvoii koalici proti prvni; po vyplaceni 50 jed-
notek si zbytek rozdéli na zakladé principu (5). Pro E' = 200 tak ziskdme
rozdéleni (50, 75,75), pro £ = 300 obdrzime (50, 100, 150). Tento prin-
cip ovéem funguje jen pro 150 < F < 450, nebot pro E < 150 by nebylo
zachovano uspofadani a pro £ > 450 by prvni Zena nesla vétsi ztratu
ne# druhé dvé.5 Konzistentni feSeni pak vypadd takto: Pro 0 < E <
3d1/2 se pozistalost déli na rovné dily, pro 3d;/2 < E < D — 3d;/2
probiha rozdéleni na zdkladé vySe uvedeného koali¢niho principu, pro
D —3d,/2 < E < D se déli ztraty na rovné dily. Tento postup lze in-
dukci zobecnit na n véfiteli a lze dokazat, Ze koaliéni proces vede ke
konzistentnimu feseni pro vSechny problémy bankrotu.

*Naptiklad pro E = 100 bychom obdrzeli (50,25,25), pro E = 500 by vyslo
(50,175,275).
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4. zduvodnéni: teorie kooperativnich her

Posledni zdivodnéni je zaloZeno na soucasné teorii kooperativnich
her a je zajimavé tim, Ze ukazuje, Ze dnesni matematické reseni vede ke
stejnému vysledku jako vy$e naznacené filozofické ¢i etické tvahy zalo-
zené na talmudickych principech. Zakladem je sestrojeni matematického
modelu kooperativni hry, tzv. hry ve tvaru s charakteristickou funkci,’
a nalezeni nukleolu této hry, ktery predstavuje jeden z moznych pojmu
feeni.” Aumann a Maschler dokézali, ze kazdé rozdéleni uvedené v Tal-
mudu se presné shoduje s nukleolem pfislusné kooperativni hry.

2.2. Korespondence Blaise Pascala a Pierre de Fermata

Jak je patrné z tvodu, jednim z pilift teorie her je pojem smiSend
strategie (viz definici 3 a nasledujici vétu 1) zaloZzeny na pojmu pravdé-
podobnost, bez néhoz by se teorie her nemohla dostat k téméf zadnym
zajimavym vysledkiim. O skutec¢né prehistorii teorie her lze proto ho-
vofit az v souvislosti se vznikem poctu pravdépodobnosti, za ktery je
zpravidla poklddana korespondence, kterou spolu vedli BLAISE PASCAL
(1623-1662) a PIERRE DE FERMAT (1607-1665) v roce 1654.8

2.3. Le Her — prvni vyskyt smiSenych strategii

Prvni vyskyt feSeni hry ve smisenych strategiich je spojen s karetni
hrou le Her a se jménem JAMESE WALDEGRAVA (1684-1741).

PovSimnéme si nejprve samotné hry. Le Her hraji dva hraci — ozna¢me
je Petr a Pavel. Petr drzi obvykly balicek 52 karet s hodnotami A, 2,
3, ...,10, J, Q, K a ndhodné rozda jednu kartu Pavlovi a jednu sobé.

SPfipomeiime, Ze tento model sestdva z mnoziny hract Q = {1,2,...,n} a tav.
charakteristické funkce, tj. redlné funkce v definované na mnoziné vsech koalic, neboli
vSech podmnoZin mnoziny @, spliiujici podminky 1.-3. ze strany 91.

V naSem pripadé je charakteristickd funkce pro libovolnou koalici K C @ dana
vztahem: vga(K) = (E —d(Q \ K))+ , kde d(Q \ K) znagi celkovy pozadavek ¢lentt
koalice Q \ K.

"Necht @ = (a1,as2,-..,an) je libovolna imputace (viz str. 91), K C Q libo-
volnd koalice. Cislo e(K,a) = v(K) — Y, x ai se nazyva exces koalice K vzhle-
dem k imputaci a. Oznaéme symbolem e(a) vektor o 2V — 1 slozkach, ktery je
tvofen excesy vSech koalic vzhledem k a. Uspofddejme jeho slozky sestupné podle
velikosti a takto vznikly vektor oznaéme jako f(a). Kazdé imputaci a timto zpt-
sobem pfifadme vektor f(a) a na mnoziné {f(a); a je imputace} uvazujme lexiko-
grafické uspotradani. Nukleolem hry se nazyva takova imputace x, pro kterou plati:
f(x) <gex) f(a) pro viechny imputace a. Podrobnéji viz napt. [27].

8Pocatky poétu pravdépodobnosti jsou podrobné popsany v knizce [23] K. Magaka.
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Cilem hry je mit vy$si kartu nez protivnik. Pravidla hry jsou néasledu-
jici. Je-li Pavel nespokojen, smi piimét Petra k tomu, aby si s nim kartu
vyménil; ma-li vSak Petr krale, ménit nemusi a vyhrava. Je-li nasledné
Petr nespokojen, smi si vymeénit nahodné z balicku; pokud by vsak no-
vou kartou byl kral, musi si ponechat kartu pivodni a tedy prohrava.
Maji-li oba stejné karty, vyhrava Petr.

Pavlovy strategie lze znazornit jako usporadanou 13-tici, jejiz i-ta
slozka udava, zda si mé kartu o hodnoté i ponechat, ¢i ji vyménit, na-
priklad:

(M,D,M,D,D,D,D,M,M,D,D, M, M),

kde M zna¢i ménit a D drZet. Teoreticky méa Pavel celkem 2'3 ryzich
strategil; samozfejmeé jen nékteré si zasluhuji vétsi pozornost.

Byl-li Petr donucen Pavlem k vyméné, vi pfesné, jaké karty jsou roz-
dany a jeho rozhodovani je jasné: ziskal-li vyménou vyssi kartu, ponecha
si ji a zvitézi, ziskal-li kartu nizsi, vyméni ji za novou z balicku. Jedina
situace, kdy se Petr musi rozhodovat, zda ménit ¢i nikoli, proto nastava
v pfipadé, Ze Pavel si kartu, kter4 mu byla rozdana, ponechava. V tomto
okamziku méa stejné jako Pavel na vybér celkem 213 ryzich strategii.

Ohodnofme vitézstvi éislem 1 a prohru éislem 0. Dostaneme tak hru
dvou hragt, kterou lze znazornit matici typu 23 x 2!3, jejiz prvky pro
kazdou dvojici strategii Pavla a Petra udavaji pravdépodobnost vyhry
jednoho z nich, naptiklad Pavla. Pro ilustraci uvazujme dvojici strategii

Pavel: (M,M,M,M,M,M,D,D,D,D,D,D,D),
Petr:  (M,M,M,M,M,M,M,D,D,D,D,D,D).

Odpovidajici prvek matice, neboli o¢ekdvanou hodnotu Pavlovy vyhry
(v tomto pfipadé zaroven pravdépodobnost Pavlovy vyhry), ziskdme né-
sledujicim zpusobem. Pro kazdé ze 169 moznych rozdani karet lze urcit
pravdépodobnost, s niz v dané situaci Pavel zvitézi, a tyto pravdépo-
dobnosti Ize uspofadat do matice:?

9Uvédomme si, Ze napfiklad na pozici (5,3) je v matici &islo 0, nebot Pavel na
zakladé své strategie kartu o hodnoté 5 vymeéni s Petrem za kartu o hodnoté 3; Petr
po vyméné vi, ze drzi vyssi kartu, ponecha si ji a zvitézi. Podobné pro dvojici (10,9) :
oba si podle svych strategii kartu ponechaji a Pavel s vyssi kartou zvitézi. Hodnotu na
pozici (2, 6) lze nalézt takto: Pavel bude ménit s Petrem, ktery vyménou ziskd kartu
niz$i nez protivnik a nasledné bude ménit z balicku; pravdépodobnost, Ze vylosuje
kartu niz$i nez 6 nebo krale, kterého si nesmi vzit, je rovna 23/50 = 0,46. Podobné
lze postupovat v ostatnich pfipadech.
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Petr

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 J Q K

1| 0 014 022 030 0,38 046 0,54 0,62 0,70 0,78 0,86 094 0
2| 0 0 022030 0,38 046 0,54 0,62 0,70 0,78 0,86 0,94 0
31 0 0 0 030038 046 054 0,62 0,70 0,78 0,86 094 0
41 0 0 0 0 038 046 0,54 0,62 0,70 0,78 0,86 0,94 0
51 0 0 0 0 0 046 054 0,62 0,70 0,78 0,86 0,94 0
6| 0 0 O O 0 0 054 062 0,70 0,78 0,86 0,94 0
Pavel 7 | 054 0,54 054 0,54 054 054 048 0 0 0 0O 0 0
8 | 062 062 062 062 062 062 062 0 0 0 0 0 0
9 | 0,70 0,70 0,70 0,70 0,70 0,70 0,70 1 0 0 0 0 0
10 | 0,78 0,78 0,78 0,78 0,78 0,78 0,78 1 1 0 0 0 0O
J | 086 086 0,86 086 08 08 08 1 1 1 0 0 0

0,94 0,94 0,94 0,94 094 0,94 0,94 1 1 1 1 0 0

Vynasobime-li kazdy prvek a;; uvedené matice pravdépodobnosti,

s niz bude dana dvojice (i, j) rozdana, a tyto hodnoty seceteme, obdr-

zime o¢ekavanou hodnotu Pavlovy vyhry pfi vySe uvedenych strategiich,
2628 10

a to 5555 -

Lze dokazat, Ze kazda ryzi strategie kazdého z hraca je dominovana
jistou strategii tvaru (M, M,... ,M,D,D, ..., D), a viechny tyto strate-
gie jsou dominovany jednou ze dvou strategii: pro Pavla ,drZ 7 a vyssi“

nebo ,mén 7 a nizsi“, pro Petra ,dr? 8 a vyssi“ nebo ,mén 8 a nizsi“.!!

Piivodni matice 213 x 213 se tak zredukuje na matici 2 x 2 :

%Pro ¢ = j je pravd&podobnost, Ze budou rozdany karty (i, j), rovna 545 : %—; pro
i # j je ptislusna pravdépodobnost rovna &5 - 77.

"Ptipometime, Ze o strategii s; prvniho hrace se fekne, e dominuje strategii s;,
je-li pro kazdou strategii ¢t protivnika u1(s:,t) > ui(s;,t), kde u; je vyplatni funkce

prvniho hrace. Analogicky pro druhého hréce.
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Petr
,drz 8 a vyssi“ ,MET 8 a nizsi“
drz 7 a vyssi“ M 2—8§
» v 5525 5525
Pavel
. it 2834 2828
»MEN 7 a niZsi — —_—
5525 5525

Oznacime-li symbolem p pravdépodobnost, Ze Pavel zvoli strategii
X7

,ArZ 7 a vyssi“, a symbolem q pravdépodobnost, Ze Petr zvoli strategii
,drZ 8 a vyssi“, pak ofekdvand hodnota m(p, q) Pavlovy vyhry je

2828pq + 2838p(1 — q) + 2834(1 — p)q + 2828(1 — p)(1 — q)

5525 (6)

Prostfedky teorie her se snadno odvodi, Ze rovnovazné smiSené stra-
tegie jsou (3/8,5/8) pro Pavla a (5/8,3/8) pro Petra.!?

Hrou le Her se ve své vzajemné korespondenci z roku 1713 zabyvali
PIERRE-REMOND DE MONTMORT (1678-1719) a MIKULAS BERNOULLI
(1687-1759). Védéli, ze Pavel ma ménit kazdou kartu nizsi nez sedm
a drZzet kazdou kartu vys$si nez sedm a Petr m& ménit kazdou kartu
nizsi nez osm a drzet kazdou kartu vyssi neZ osm. Nebylo v8ak jasné,
jak se hraci maji zachovat v meznich pripadech. Bernoulli se domnival,
Ze by oba hraci méli ménit, Montmort tvrdil, Ze neni mozné urcit zadné
pravidlo.!3 Montmort rovnéz dospél k predpisu pro oéekavanou hodnotu
vyhry, ktery odpovida vyrazu (6), kde p = %5, ¢ = ;{5 :

2828ac + 2834bc + 2838ad + 2828bd
13-17-25(a + b)(c+ d)

(7)

Dne 13. listopadu 1713 popsal de Montmort v dopise Mikulasi Ber-
noullimu feSeni, které pravé obdrzel v listu od JAMESE WALDEGRAVA
(1684-1741):

2831

. proa =3 ab =75 je Pavlova [ofekdvana| vihra vidy 5025+%2_%7<‘4»
bez ohledu na to, jakych hodnot nabyvaji ¢ a d. Jeho vijhra je tedy vidy

gggé + e ,525X4, at uz Petr zvoli jakoukoli strategii, dostane-li 8 — zda bude

2Staci si naptiklad uvédomit, ze maji-li (p,1—p) a (g, 1 —q) byt rovnovazné smiSené
strategie, musi byt 7(p,1) = m(p,0) a m(1,9) = 7 (0, q).
13Viz [13], str. 15-17.
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vidy ménit nebo vidy driet, anebo rozhodnuti ponechd na vylosovdni
jednoho ze stiipki zastoupengch se stejnou nebo rozdilnou cetnosti.

Pavlova vijhra je proto alespori %g—}) + 55235><4’ nebot k tomu potrebuje

jen vzit t¥i bilé stripky a pét éernych a nechat se vést losem ...

. i 2831 3
Petr volbou ¢ = 5 a d = 3 omezi Pavlovu nadéji na 5555 + s535xas

zatimco Pavel si stejnou vijhru zajisti tim, Ze poloZia =3 a b=>5.

( [19], str. 7-9)

Receno dne$nimi slovy, Waldegrave poprvé v historii popsal a pouzil
pojem smisengch rovnovdingch & minimaznich strategii:** pro kazdého
hrace hledal strategii, kterd mu zaruéi co nejvyssi o¢ekdvanou vyhru
bez ohledu na volbu protivnika, a dospél k zavéru, Zze Pavel ma zvolit
strategii ,drZ 7 a vyssi“ s pravdépodobnosti 3/8 a strategii ,mén 7
a niz§1“ s pravdépodobnosti 5/8, Petr ma zvolit strategii ,,drz 8 a vyssi“
s pravdépodobnosti 5/8 a strategii ,mén 8 a nizZsi“ s pravdépodobnosti
3/8. Bohuzel, Waldegrave uvedeny postup nikterak nezobecnil, ani jej
nepouzil k feseni zadné jiné hry.

De Montmort sice zminénou korespondenci véetné dopisu s Walde-
gravovym FeSenim zvefejnil jako dodatek k druhému vydani knihy [26],
Waldegravovo feseni viak ztistalo velmi dlouho téméf bez povsimnuti.!s
Jedinou znamou vyjimkou je Isaac Todhunter, ktery je popsal v mono-
grafii [44] (str. 106-110); tato kniha vS8ak byla pravdépodobné daleko
vice zndma a citovana neZ skutecné ¢tena a Waldegravovym smiSenym
strategiim se nedostalo pozornosti ani jejim prostfednictvim. Slovy Ro-
berta a Mary Ann Dimandovych:

Kdyby byl Todhunter temperamentnéjsim spisovatelem, odbornici na
teorit pravdépodobnosti by moind o minimazxnich reSenich strategickych
her a o teorii voleb uvazovali jiZ ke konci devatendctého stoleti.

( [13], str. 18)

2.4. Daniel Bernoulli a pocéatky teorie uzitku

Nedilnou soudasti teorie her je teorie uZitku, ktera je nezbytna k za-
vedeni vyplatni funkce, neboli k ohodnoceni vysledkt riznych situaci,
které v dané hie mohou nastat. Prvni praci, jiz lze oznacit za studii te-
orie uzitku, je esej DANIELA BERNOULLIHO (1700-1782):16 Viyklad nové

'Viz definici 2 a poznamku 26.

Tento dodatek pfitom proslul dopisem od Mikul4dse Bernoulliho, v ném# byl zfor-
mulovéan tzv. petrohradsky paradoz.

'$Daniel Bernoulli byl bratranec Mikulase Bernoulliho, o némz se hovofilo v pred-
chozi &asti.
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teorie ohodnocend risku [4], ktera byla publikovana v roce 1838.17
Jednou z pozoruhodnych a ve své dobé novych myslenek byla ta, ze
risk by nemél byt hodnocen podle stfedni hodnoty finan¢niho zisku (coz
ostatné ani vzdy nelze), ale spiSe podle stfedni hodnoty uZitku, ktery
tento zisk pfinese. Pro ilustraci Bernoulli uvadi nasledujici priklad:

Velmi chudy clovék néjakym zpiusobem ziskd los, ktery se stejnou
pravdépodobnosti prinese vyhru dvaceti tisic dukdti nebo nic. Oceni
tento muZ svou Sanci na vitézstvi na deset tisic dukdtu? Neprodd ne-
uvdZené tento los za devét tisic dukdti? Mné osobné se zdd, Ze odpovéd
je zdpornd. Na druhou stranu mdm sklon vévit, Ze bohaty muZ koups to-
hoto losu za devét tisic dukdtu neuvdZené odmitne. Pokud se nemylym,
pak je jasné, Ze pti hodnoceni hry nemohou vsichni lidé pouZivat stejné
pravidlo. ... Neni pochyb, Ze zisk tisice dukdti je mnohem vyznamnéjsi
pro Zebrdka neZ pro bohatého clovéka, i kdyz oba ziskaji stejnou cdstku.

( [4], v pretisku str. 15-16)

Bernoulli vyjadiil uZitek jako funkei u(z) udavajici pocet jednotek
uzitku z vlastnictvi penézni ¢astky x. Predpokladal, Ze pfi zvétSeni
Castky z na x + dz je pFirtstek uzitku du(z) pfimo Gmérny pfirtstku dz
a nepiimo umérny Castce z,

_ bdzx

du(z) — kde b> 0 je jista konstanta Gmérnosti,

a ziskal FeSeni

u(z) = bln z , (8)

«a
kde « je hodnota poéateéniho majetku.!®

Takto zavedenou funkci uzitku Bernoulli pouzil k objasnéni tzv. Pe-
trohradského paradozu, jehoz podstatu lze popsat takto:

Petr hdzi minct a pokracuje v tom tak dlouho, dokud nepadne ,hlava®.
Souhlast s tim, Ze dd Pavlovi jeden dukdt, padne-li hlava v prunim hodu,
dva dukdty, padne-li v druhém, étyfi, padne-li ve tietim, osm, padne-li ve
Cturtém, a tak ddle, takZe s kazdym dalsim hodem se podet dukdtu, které
must zaplatit, zdvojndsobi. Predpoklddejme, Ze se snazime urcit hodnotu

17Esej byla vytvofena b&hem Bernoulliho pobytu v Petrohradé v letech 1725-1733.
'8Mira. pfesnosti byla ponechéna beze zmény. Dnes bychom s vyuZitim limitniho
pfechodu sestavili a vyfesili diferencialni rovnici

du) _ b b>0
dx z’ ’
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Pavlova ocekdvdni ... Rozumny clovék by s velkym potésenim prodal
svou ucast ve hie za dvacet dukdtd. ( [4], v ptetisku str. 23)

Stfedni hodnota vyhry je pfitom

2 n
1 1 1 1 1 1
i B coogon-lo (2 e =S4 4 D4 =00,
2+2 <2> + + (2> + 2+2+ 2+ 00 (9)

Paradox spociva v tom, Ze ¢lovék da pfednost pomérné skromné ¢astce,
i kdyz ocekavana hodnota jeho vyhry je nekoneéna.
Bernoulli vysel z predpokladu, Ze se lidé nerozhoduji podle stfedni

hodnoty penézni vyhry, ale podle stfedni hodnoty uZitku, ktery jim tato
vyhra pfinese:

1 a+l 1 a+2 1 a+ 2!
=bln[(a+1)F(a+2)i - (a+2" )7 ...]—blna. (10)

Castka D, jejiz pfidani k po¢ateénimu majetku ptinese stejny uZitek, se
snadno urci ze vztahu

a+D

I ™

bln =bln[(a+1)2(a+2)% - (a+2"" 1 ...] —blna,
odkud

D=[(a+1)3a+2)i-(a+2" V). .]—a. (11)

S timto vyrazem pak Bernoulli pracoval jako s ocekdavanou hodnotou
uzitku ze hry. Pro nulové pocateéni jméni je tato hodnota rovna dvéma

dukatiim:
D=vY1-V2.-V4.¥/8...=2.

Bernoulliho funkce uzitku (8) méa samoziejmé fadu nedostatkd. Pfed-
né je definovana jen pro kladné hodnoty ¢astky x, zatimco ve skuteénosti
se Casto jednd i o ztraty; u riznych lidi je navic funkce uzitku z penéznich
castek riiznd a neodviji se jen z majetkovych poméri. Jednd se vSak
o dulezity podnét, od néhoz se mohl odrazit dalsi vyvoj.

V zavéru svého pojednani [4] Daniel Bernoulli upozortiuje na dopis,
ktery jiz v roce 1728 zaslal GABRIEL CRAMER (1704-1752) Mikulasi
Bernoullimu, kde jsou v souvislosti s petrohradskym paradoxem popsany
velice podobné — avSak nezavislé — ivahy, a uvadi citat z tohoto dopisu.
Cramer, stejné jakou Daniel Bernoulli, vySel z myslenky, Ze lidé hodnoti
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financéni ¢astky podle uzitku, ktery jim pfinesou. Dale pfedpokladal (bez
blizstho vysvétleni), Ze jakdkoli ¢astka prevysujici 224 dukatt ¢lovéku

piipada stejna jako ¢astka 224, Ocekavana hodnota zisku je pak

1 1 1 1 o4 1 o4 1 o4

5-1+Z'2+§-4+“'+‘2—M‘-2 +ﬁ'2 +276'2 4=
1 1 1 1 1
=—+4+-—4-+-+-4+=-+4+---=124+1=13. 12
sttt tgtgt + (12)

Cramer piSe:

M¢é mordlni odekdvdni je proto redukovdno na hodnotu 18 dukdtu
a ekvivalentni ¢dstka, kterd mi ma byt vyplacena, je redukovdna podobné
— to je vysledek, ktery se zdd byt mnohem rozumnéjsi neZ uvaZovdni této
¢dstky rovné nekonecnu. ( [4], v pretisku str. 25)

2.5. Hledani rovnovahy — Cournotav model duopolu

V roce 1838 publikoval ANTOINE AUGUSTIN COURNOT (1801-1877)
monografii Recherches sur les principes mathématiques de la théorie des
richesses [10], v niz kromé jiného diskutoval specidlni pfipad duopolu;
v této souvislosti popsal pojem, ktery odpovida Nashovu rovnovdZnému
bodu zavedenému o vice nez sto let pozdéji.

V paté kapitole knihy [10] Cournot podal podrobnou analyzu mo-
nopolu. Zavedl pojem ndkladovd funkce a matematicky odvodil, jak ma
vyrobce zvolit mnozstvi produkce, aby maximalizoval svij zisk. V néa-
sledujici kapitole vySetfoval vliv rtiznych forem dani a dalsich poplatkt
a sledoval jejich vliv na pfijem vyrobce a zdkazniki. V kapitole sedmé
pak predstavil dnes slavny model duopolu, ktery lze popsat nasledujicim
zpusobem.

Uvazujme dva vyrobce téhoz produktu, z nichZz kazdy pfispiva ne-
zanedbatelnou ¢asti k celkovému mnozstvi vyrobkd na trhu. Predpo-
kladejme, Ze poptavkova rovnice udévajici vztah mezi cenou a celkovym
mnozstvim vyrobkd, jez je mozné pii této cené prodat, ma nejjednodussi
mozny tvar:

p+q=M, M >> ¢, (13)

kde p je cena vyrobku, q je poptavka na trhu po tomto vyrobku pfi
cené p, c jsou naklady na vyrobu jednoho kusu, M je konstanta radové
mnohem vétsi nez c. Duopolisté se soucasné a nezavisle jeden na druhém
rozhoduji o tom, jakd mnozstvi produkt maji vyrabét.



HISTORICKE POCATKY TEORIE HER 83

Vyrébi-li dany produkt jediny vyrobce - monopolista, je situace jed-
noducha. Monopolista vi, Ze vyrobi-li ¢ vyrobki, pak nejvyssi cena, za
kterou mize prodavat jeden kus, aby celou produkci vyprodal, je ddna
rovnici (13). ProtoZe nikdo jiny celkové vyrobené mnozstvi neovlivni,
stoji monopolista pfed tlohou pouhé maximalizace zisku, tj. nalezeni
maxima funkce

u(q) =pg—cq=(M—-q)q—cq=(M—-q—c)q. (14)
Maximum lze snadno uréit pomoci diferencidlniho poétu:

Gmon = 5(M — c) (15)

Odpovidajici maximalni zisk a pfislusna cena jsou potom dany vztahem:

Unon = Whon) = [FM =)]" ) Phon=3(M +c).  (16)

Problém monopolisty spocival v nalezeni maxima jednoduché kvad-
ratické funkce. U duopolu se jiz jedna o hru, nebot kazdy z duopolisti
ovliviiuje jen ¢ast celkového vyrobeného mnozstvi. Cena, kterou za své
vyrobky utrzi, tedy zavisi nejen na jeho vlastnim rozhodnuti, ale také
na rozhodnuti konkurenta. Duopolisté se v tomto modelu rozhoduji sou-
Casné a nezavisle jeden na druhém.

Cournot hledal optimalni mnoZstvi, kterd maji jednotlivi duopolisté
vyrabét, aby ani pro jednoho nebylo vyhodné se od tohoto mnozstvi
odchylit.

Ozna¢me jako ¢, go mnoZstvi vyrdbéna prvnim a druhym duopo-
listou. Maximalni cena, za kterou se vyrobky prodaji, je opét urcena
poptavkovou rovnici (13):

p=M-q —q (17)

Zisky duopolistl jsou nyni funkcemi dvou proménnych:

u(q,@)=@P-cgn=M-c—q —q)q, (18)

u(q,2) =pP—-c)ge=M—c—q — q)q.

Prvni duopolista hleda funkci, ktera kazdé strategii soupere, to zna-
men4 kazdému mnozstvi gq, prifadi takové mnozstvi 1 = Ri(qz), které
je na ¢y nejlepsi odpovédi v tom smyslu, Ze hodnota funkce ui(qi,q2)
je pro toto gz maximalni. Jinymi slovy, pro kazdé pevné ga € S hleda
prvni duopolista maximum funkce w1 (q1,2) :

ou )
5(1_11: —c—q2—201 =0, tj. q=Ri(q)=3M-c—q). (19)
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Podobné druhy duopolista hleda pro kazdou strategii ¢; nejlepsi odpovéd
g2 = Ra(q1), tj. takové mnozstvi, které pro dané g1 maximalizuje jeho
zisk u2(q1,q2) :
Oug
0ga
Funkce Ri1(q2) a R2(q1) se dnes nazjvaji reakcéni kiivky; lze je znazornit
graficky:

=M-c—q1-2¢2=0, tj. q2=Ra(qn)=3(M—-c—q). (20)

q2

M —-c 4

*
Gmon

1 _x .
39mon +------ T

Ra2(q2)

;l al q1

(0,0)

é‘q:nnn Q:non = %(M - C) M-c

Reseni Cournot ur¢il jako priisecik reakénich ktivek, tj. jako bod, pro
ktery je Ri(q3) = Ra(q7) :

(45, 3) = (5(M =), 3(M —c)) . (21)

Prislusné zisky duopolisti a cena, za kterou budou duopolisté pro-
davat, jsou dany vztahy:
* 2
ui(a, g3) = ua(ai, @3) = [3(M ~¢)]",  p=3M+3c.  (22)

Cournotovo feSeni presné odpovida pojmu rovnovdzny bod hry s ne-
konstantnim souctem, ktery v roce 1950 zavedl John Nash.

Cournot dale ukazal, jak s rostoucim poctem vyrobcii roste mnozstvi
produkce a klesa cena.!® V nasledujici kapitole potom studoval neome-

9 Analogicky s ptipadem duopolu lze uréit zisky jednotlivich oligopolisti:

wi(q1,q2, - qn) = (p—c)gi=(M —c—q1 —q2 — - = qn )i, 1=1,2,...,n.
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zenou soutéz, kde se na celkové produkci podili velké mnozstvi malych
firem (n — 00), které samy o sobé celkové vyrabéné mnozstvi neovlivni.
Toto mnozstvi je nyni M — ¢; cena, za niz se vyrobky budou prodavat,
je rovna pfimo vyrobnim nakladim c a zisk jednotlivych firem je roven
nule.

Cournotovy vysledky lze shrnout do nasledujici tabulky:

Celkové Cena za kus Celkovy zisk
mnozstvi ¢* p* u*
Monopol +(M —¢) sM + e (M —c)?
Duopol 2(M - IM+ 2c 2(M —c)?
Oligopol 25(M —¢) TaM 4 | gy (M - e)?
Dokonala (M —c¢) c 0
soutéz

Ve vycétu jednotlivych piikladi, které lze zahrnout do prehistorie
teorie her, bychom mohli pokracovat jesté pomérné dlouho.?? Ptistupme
vak jiz ke ,skute¢nym® pocatkiam teorie her.

3. Pocatky teorie her

3.1. Emile Borel

EMILE BOREL (1871-1956) publikoval v letech 1921 az 1927, kdy
byl jiZz uzndvanou autoritou v oblasti teorie pravdépodobnosti, sérii fran-
couzsky psanych poznamek [6]- [8] vénovanych symetrickym antagonis-
tickym hram dvou hra¢d s koneénym pocétem n moznych strategii.?! Bo-
rel se jako prvni pokusil o matematizaci pojmu strategicka hra (i kdyz

7 podminek

8ui
e M-c—qi—ga— - =2¢ = ~gn=0
aqi
se pak uré¢i rovnovazny bod: M
* * * — C
9y =42 = =(n = ntl

20ptehled téchto piikladi lze nalézt napriklad v pojednani [13] nebo na internetové
adrese http://william-king. www. drezel.edu/top/class /histf. html.

2V definici 1 je tedy Sy = S = S = {s1,...,8.}; wi(si,8;) = —u2(s;,s;) =
uz(sj, s;) pro kazdé s;, s; € S. Hru je mozné popsat pomoci matice (ai;) udavajici hod-
noty vyplatni funkce prvniho hrace pro vechny dvojice strategii, tj. ai; = ui1(si, s;),
siys; € S.
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v uvedeném specidlnim p¥ipadé) a zavedl pojem metoda hry odpovidajici
dnes$nimu pojmu ryzi strategie. Borel vySetfoval pravdépodobnosti vyhry
jednotlivych hraci, které jsou pii volbé strategii (s;, s;) dany vztahy:

m1(siy 85) = 3 + Qij, ma(si, 85) = 3 + aji, (23)
kde Qi + gy =0, a; =0, Qij, O € (—%,%)

Borel predpokladal, ze kazdy hrac se snazi maximalizovat pravdépo-
dobnost své vyhry, a snazil se nalézt nejlepsi metodu hry. Vzhledem k
symetrii pfitom staci sledovat jen strategie prvniho hrace. Jako Spatnou
Borel eliminoval kazdou strategii s;, pro kterou existuje takova strategie
Sk, 7€

a;j < ok pro véechna j=1,2,...,n. (24)

Za nejlepsi Borel povazoval strategii s;, pro kterou
ai; > 0 pro viechna j=1,2,...,n. (25)

Takova strategie vS8ak nemusi vzdy existovat; proto Borel uvazoval rov-
néz smisené strategie p = (p1,02,---,Pn), 4 = (q1,92, - - -, qn) udavajici
rozlozeni pravdépodobnosti, s nimiz hraci voli své ryzi strategie (viz de-
finici 3). Pravdépodobnost vyhry prvniho hrace je nyni

n on
7r1(P»q)=%+a, kde a:ZZaUp'LqJ
i=1 j=1

Pro n = 3 Borel dokazal, 7e existuje takova smiSena strategie p
prvniho hrace, ze pro kazdou smisenou strategii q protivnika je a = 0;
podobné pro druhého hrace. Pozdéji, pri hledani protiptikladu, totéz
dokazal i pro n = 5, stale se vSak domnival, Ze pro libovolné n > 7
strategie s uvedenymi vlastnostmi neni mozné nalézt.?? V pojednéni [8]
z roku 1927 sice problém formuloval pozitivné, diikaz vSak nepodal.

Kdyz pak v roce 1928, podle svych slov nezavisle na Borelovych pra-
cich, existenci reseni libovolné antagonistické hry dvou hract s konec-
nymi prostory strategii dokazal John von Neumann, Borel se tématem
piestal zabyvat; v praci [9] pak studoval hry se spojitymi prostory stra-
tegii.

Borelovy prace o strategickych hrach ztstaly mimo Francii dlouho
téméf neznamé. Teprve poté, co tii z nich, [6]- [8], vysly roku 1953
v anglickém prekladu v ¢asopise Econometrica spolu s predmluvou M.

22y piipadé n = 7 se domnival, Ze tyto strategie vzdy existuji.
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Frécheta, zacalo se o nich diskutovat. Pfedmétem diskusi a sport se stala
i otdzka prvenstvi: kdo by mél byt povaZovan za zakladatele matema-
tické teorie her? Emile Borel, ktery na jedné strané jako prvni studoval
pojem strategickd hra v obecnéjsSim smyslu, na strané druhé vsak nedo-
spél k zdkladnimu vysledku o feSitelnosti a jeho prace neovlivnily dalsi
vyvoj teorie, anebo John von Neumann, jehoz prvni prace sice byla pu-
blikovana o nékolik let pozdéji, zato se vSak diky své ucelené podobé,
presné vymezenym pojmum a dikazu tzv. zdkladni véty maticovych her
stala skuteCnym stimulem pro dalsi vyvoj teorie? Vétsina odborniki se
shodne na jménu Johna von Neumanna, ktery navic posléze polozil za-
klady teorie her jako samostatné matematické discipliny a zaslouzil se
o rozsifeni jejich aplikaci do dalsich obori.

3.2. John von Neumann

Jak bylo zminéno vySe, za skuteCny meznik ve vyvoji teorie her je vse-
obecné povazovan ¢lanek Zur Theorie der Gesellschaftsspiele [36] JOHNA
VON NEUMANNA (1903-1957), ktery byl publikovan v Mathematische
Annalen v roce 1928. Kratce predtim von Neumann predlozil sdéleni
obsahujici hlavni vysledky ¢lanku Borelovi, ktery je prezentoval v pa-
fizské Akademii; sdéleni [35] bylo otisténo v Comptes Rendus v kvétnu
roku 1928.23 O svych vysledcich von Neumann rovnéz prednéasel v Got-
tingenské matematické spolecnosti v roce 1926.

Hlavni pfinosy von Neumannovy préace [36] jsou dva: matematizace
strategickych her a dikaz zdkladni véty maticovych her.

Clanek jsme zacinali citatem ilustrujicim §ifi von Neumannova po-
jetl hry. Za zminku stoji i kvalitativni popis tohoto pojmu ztZeného na
kone¢nou hru s nulovym souctem:

Hra se sklddd z urcité tady uddlosti, z nichz kazdd mize mit koneény
pocet vysledku. V nékterych pripadech vysledek zavisi na ndhodé, tj. jsou
zndmy pravdépodobnosti, s nimiz kazdy z moznych vysledku nastane, ale
zZddny z hracu je nemuze ovlivnit. Vsechny ostatni uddlosti zdviseji jen
na svobodném rozhodnuti hraci Sy, S, ..., S,. Jingmi slovy, pro kazdou
z téchto udalosti je znamo, ktery hrac¢ S,, uréuje jeji vysledek a jaky je
stav jeho informovanosti o vysledcich jingch uddlosti v dobé, kdy cini
své rozhodnuti. Poté, co jsou znamy vysledky vsech udalosti, je mozné

Y poznamce pod ¢arou zde von Neumann uvadi, Ze svou teorii vytvofil nezavisle
na Borelovych pracich, na néz byl upozornén az tésné pfed odevzdanim pojedndni [36]
k publikaci.
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urcit podle pevného pravidla, jakou vyplatu si musi hrdci Sy, Sa2,...,Sn
navzdjem vyplatit. ( [36], str. 296)

John von Neumann nejprve sestrojil matematicky model popisujici
vySe vymezenou hru, v némz se vyskytuje velké mnozstvi proménnych,
z nichz nékteré predstavuji nahodné velidiny, jiné jsou kontrolovany né-
kterym z hrac. Prvnim krokem, ktery umoznil model podstatné zjed-
nodusit, bylo zavedeni pojmu strategie hrdice Sp, jako uplného planu,
podle néhoz se hra¢ bude chovat v jakékoli myslitelné budouci situaci ve
hfe; hrac¢ S,, ma konecny pocet strategii 1,2,...,%,,. Nadhodné udalosti
pak von Neumann eliminoval tak, Zze presné hodnoty vyplat nahradil
hodnotami ocekdvanymi. Tak postupné dospél k definici, kterd presné
odpovida dnesni definici hry n hrdéi v normdinim tvaru s koneénymi
prostory strategii a s nulovym souctem:

Kazdy z hrdéu Sy, S, ..., Sp voli ¢islo bez jakékoli informace o vol-
bdch ostatnich. Sy, vybird z éisel 1,2, ..., %,. Poté, co hrdci zvoli x1, x3,
ce Ty, kde T, € {1,2,...,5,,}, obdrit édstky

91($1,$2y~-~>37n), 92($1,$2,-~~»$n)7 DEEE} gn(mlvva"'yx’n),

kde g1 + g2+ -+ gn=0. ( [36], str. 301-302)

Dalsi teorii von Neumann odvodil jen pro specialni pfipad, kdy ve
hie vystupuji dva hrac¢i, Si1,Se. Prvni hrad¢ nyni voli &islo (strategii)
z € {1,2,...,%}, druhy voli y € {1,2,...,%2}; po skoneni hry pak
obdr#i g(z,y), —g(z,y).

Uveédomme si, Ze situaci lze zndzornit pomoci matice udavajici vyhry
prvniho hréce:

(J(l’l) 9(172) (](1722)
9(E1,1) ¢g(%1,2) -+ g(E1,%0)

7 toho dtivodu se v tomto piipadé hovoii o tzv. maticovych hrdch.
Zékladni myslenka, na niz je zalozeno hledani optimalnich strategii,
je nasleduyjici: pri vybéru své strategie prvni hra¢ vzdy pocita s tim,
Ze protivnik zvoli pro néj tu nejhorsi strategii, a snazi se maximalizovat
svou zarucenou vyhru. V kazdém radku tedy uvazuje nejmensi hodnotu,
minyg(z, y), ktera pro danou strategii udava minimalni zarucenou vy-
hru, a pak vybere fadek, v némz je tato minimélni hodnota nejvétsi, tj.
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nalezne max, miny g(z,y). Podobné druhy hra¢ hledd miny max; g(z,y).
Existuje-li dvojice strategii (xo, yo), pro néz je

g(z0, 1) = maxming(z,y) = minmaxg(z,y),  (27)
z Yy

pak (zo, yo) predstavuje 7esent hry.2* Bohuzel, jak znamo, uvedena dvo-
jice strategii nemusi vzdy existovat.?> Obecné je

max min g(z,y) < minmax g(z,y). (28)
T y Y T
Tento problém von Neumann odstranil zavedenim smiSenych strategii

p=(pl7p2)"'7pzl)’ q=(‘]h‘12,---,QE2)
ve smyslu definice 3 a uvazovanim ocekavané vyhry:

X X

h(p, @)= 90i,i)pig; . (29)

i=1 j=1
Analogicky s pfedchozim postupem pak lze uréit minimalni o¢ekavanou
hodnotu vyhry prvniho hrace,
max min h(p, q);
P q
druhy hra¢ miize zaroven drzet vyplatu prvniho hraée tak, aby nepfe-

sahla

min max h(p, q).
a P

véty, kterd byva oznacovana jako zdkladni véta teorie maticovych her
¢l véta o minimazu:

24Ptipomeiime, Ze g(To,yo) se v tomto piipadé nazjva sedlovy prvek matice; na-

priklad:
5 4 5
-4 5 3 9
7 8 -1 8

25Napfiklad pro matici

1 - .
( ) ! ) je — 1= maxming(z,y) # minmaxg(z,y) = 1.
— 1 T y Yy z
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VETA 2 (VON NEUMANN). Pro kaZdou maticovou hru existuji smisené
strategie (pg, qq),2 pro které je

h(py, 99) = maxminh(p, q) = mqinm:,x h(p,q) =M. (30)
P q

Symetrické hry dvou hract, které studoval Borel, jsou zfejmé spe-
cidlnim pripadem her vySetfovanjch von Neumannem, kde ¥; = Xo;
h(p, g) = —h(q, p). Snadno se ukaze, %e ve vztahu (30) je nyni M = 0;%7
hry s touto vlastnosti von Neumann nazyval spravedlivgms.

V roce 1932 John von Neumann pfednasel na seminéfi v Princetonu
o matematickém modelu ekonomiky, kterd roste s neménnou struktu-
rou; na podnét Karla Mengera své vysledky publikoval v ¢lanku [37]
otisténém roku 1937.

4. Teorie her jako matematicka disciplina

4.1. John von Neumann a Oskar Morgenstern

Dal$im vyznamnym meznikem ve vyvoji teorie her bylo vydani roz-
sahlé monografie Theory of Games and Economic Behavior [38] z roku
1944, jez byla vysledkem plodné spolupréice Johna von Neumanna s eko-
nomem OSKAREM MORGENSTERNEM (1902-1976) a kterd znamenala
zrod teorie her jako samostatné matematické discipliny. Autofi zde kromé
obsahlého teoretického vykladu jasné ukdzali mozZnost vyuziti herné-
teoretickych modelt v oblasti modelovani ekonomickych rozhodovacich
situaci a tim podnitili mimotradné Siroké rozsiteni teorie her do ekonomie,
kde také postupné zakotvila a stala se jeji nedilnou soucasti.

Uvodni kapitola monografie je vénovana zevrubné formulaci ekono-
mického problému a jejim hlavnim cilem je pravdépodobné presvédcit
Ctenafe z fad Sirsi vefejnosti o vyznamu a pouzitelnosti predlozené teo-
rie. Soucésti této kapitoly je i axiomaticky vyklad teorie uzitku: autoii
uvazuji mnozinu U = {u,v,w,...}, na niz je dana relace ” >" a pro
libovolné redlné ¢islo o, 0 < o < 1, je déna operace au + (1 — a)v = w.
O prvcich mnoziny U se fekne, ze vyjadiuji uzitek, jsou-li pro vSechna
u,v,w € U a vSechna «, (3,7 € R splnény nasledujici axiomy:

(A) 7 >7” je Gplné uspotadani na mnoziné U;

26Tyto strategie zfejmé spliiuji podminku (2) z definice 2 pro rovnovazné strategie;
vzhledem k (30) se také ¢asto nazyvaji minimazni.
*"Zfejmé plati: —M = — max, ming h(p, ¢) = min, max,(—h(p, q)) =

= min, max, h(q, p) = ming max, h(p, q) = M.
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(B) je-li u < v,?® resp. u > v,
pak u < au+ (1 — a)v, resp. u > au + (1 — a)v;
je-li u < w < v pak existuje § € R, pro které je du+ (1 —8)v < w;
je-li u > w > v pak existuje 6 € R, pro které je du+ (1 —d)v > w;

(C) au+ (1 — a)v=(1 - a)v + au;
a(fu+(1-pF)v)+(1—a)v=9u+(1—7)v,kde v = af.

V nasledujici kapitole se von Neumann a Morgenstern vénuji obec-
nému formalnimu popisu strategické hry. Potom podavaji vyklad teorie
nekooperativnich her dvou hraéd s nulovym souétem a koneénymi pro-
story strategii, ktery dopliiuji fadou ptikladd.

V dalsim prechéazeji k hram vice hrac¢l s nulovym souctem, které
chapou v kooperativnim smyslu: hra¢i mohou tvofit koalice, jejichz ¢le-
nové navzajem spolupracuji a v zavéru si mohou pferozdélit vyhru. Uva-
zujme opét mnozinu hradt Q = {1,2,...,n}. Koalici se rozumi libo-
volna podmnoZina K C Q. Autofi zavadéji pojem imputace jako vektor
a = (a1,asy,...,a,), jehoz i-ta slozka udava ¢astku, kterou po skonceni
hry obdrzi hra¢ i, a pojem charakteristické funkce, kterd pro kazdou
koalici K C @ udava hodnotu, jiz jsou pro sebe ¢lenové koalice K spo-
leéné schopni zajistit bez spoluprace s hraci z mnoziny @ \ K. Pfesnéji,
charakteristicka funkce je zavedena jako redlna funkce v definovana na
mnozin& viech koalic, ktera spliiuje nasledujici podminky: 2

1. v(0) =0;
2. pro kazdé K C Q je v(K) +v(Q\ K) =v(Q) (komplementarita);

3. pro kazdé K,L C Q, KNL = 0, je v(K)+v(L) < v(KUL)
(superaditivita).

Na imputace jsou pak kladeny podminky:
n
a; > v{i} pro viechna i€ Q; Zai =v(Q). (31)
i=1

O imputaci a se fekne, Ze dominuje imputaci b, existuje-li neprazdné

%8 Tento zapis znamena v > u.

Tyto podminky se objevily jiz ve von Neumannové pojednani [36]; charakteris-
ticka funkce v podstaté udava ,silu jednotlivych koalic.

Pro hru s nulovym soudtem je samoziejmé v(Q) = 0; protoZe se viak se von
Neumann a Morgenstern pozdé&ji dotkli i her s nekonstantnim sou¢tem, uvadime zde
pfimo obecnéjsi znéni.
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mnozina S C @Q, pro kterou plati:3?

a; > f; pro viechna i€ S a zaroven Zai <wv(S). (32)
€S
Resenim dané kooperativni hry von Neumann a Morgenstern nazjvaji
takovou mnozinu imputaci A, kterd ma nasledujici vlastnosti:

(i) zadna imputace b € A neni dominovana jinou imputaci a € A,
(i1) kazda imputace b ¢ A je dominovana néjakou imputaci a € A.

Toto reSeni se dnes nazyva feSenim von Neumannovym-Morgensterno-
vym. PrestoZe je intuitivné velmi dobre pochopitelné, ma jisté nepri-
jemné vlastnosti: neni jednoznacné, jeho explicitni popis miize byt prak-
ticky nemozny a jak bylo pozdéji ukazano, nemusi vibec existovat.

V monografii jsou detailné studovany specidlni pfipady kooperativ-
nich her s nulovym souctem tii a ¢tyf hracl, autofi se dotykaji i her
s nekonstantnim souc¢tem a dalsich témat.

Jak jiz bylo zminéno, vydani knihy [38] zptsobilo mohutny rozvoj
teorie her a podnitilo jeji aplikace do ekonomie, pozdéji nasledované
fadou dalsich obor. John von Neumann a Oskar Morgenstern podali
ucelenou teorii her dvou hra¢iu s nulovym souétem, jejichZ , minimaxni“
FeSeni zarucuje vyse uvedend von Neumannova véta, a dale pak studovali
piredevsim kooperativni hry s nulovym souc¢tem a pfenosnou vyhrou. An-
tagonistické hry vSak tvofi jen malou, dokonce nepfili§ vyznamnou ¢ast
rozhodovacich situaci. Stejné tak ucastnici konflikti vice hra¢h nemaji
vzdy moznost spolupracovat ¢i pferozdélovat vyhry. Dal$im podstatnym
krokem je proto feseni nekooperativnich her s nekonstantnim souctem3!
a s libovolnym poctem hraca a dale pak feSeni kooperativnich her s ne-
pfenosnou vyhrou. Z tohoto divodu si zvlastni pozornost zaslouzi prace
Johna F. Nashe.

30Jinymi slovy, existuje alespoii jedna koalice, kter davé pfednost imputaci a pied
imputaci b a mize si ¢astku, ktera na ni pii vyplaté podle a pripada, skutecné zajistit.
31Pro ilustraci uvazujme antagonistickou hru danou matici
( ; >

0 1

Réameckem je oznacen sedlovy prvek, ktery v tomto pripadé existuje a pfedstavuje
yminimaxni* feSeni ve smyslu vztahu (27). Je-li soucet vyplat obou hra¢t nenulovy,
ale konstantni, ze strategického hlediska se na situaci nic nezméni a minimaxni feseni
ma stéle stejny vyznam (napf. v dalsim dvojmatice vlevo). Pro hru s nekonstant-
nim souétem je ovSem obdoba minimaxniho feSeni zbytené pesimistickd — ve hfe
s dvojmatici vpravo je pro oba hra¢e vyhodnéjsi zvolit druhou strategii; bod (4,5)
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4.2. John Forbes Nash

Jméno JOHNA FORBESE NASHE (*1928) je dnes neodlucitelné spjato
s pojmem rovnovdiného bodu, ktery se zadhy stal Gstiednim pojmem te-
orie nekooperativnich her. Nash jej poprvé definoval ve stru¢ném pri-
spévku [29] z roku 1950; podrobné jej studoval ve své diserta¢ni praci
[31], jejiz hlavni vysledky byly publikoviny o rok pozdé&ji v pojednéni
[32]. Uvedené t¥i prace obsahuji rovnéz tii riizné dikazy existence rov-
novazného bodu ve smyslu véty 1.

Druhy pojem, s nim?Z je spojeno Nashovo jméno, je tzv. Nashovo Te-
Seni problému vyjedndvdni dvou hrdci, tj. feSeni kooperativni hry dvou
hracd s prostory strategii S = {s1,s2,...,8m}, T = {t1,t2,...,tn}, vy-
platnimi funkcemi u3,us a nepfenosnou vyhrou. Nash se timto problé-
mem zabyval v pojednanich [30] a [33]. Navrhl systém axiom, které by
racionalni feSeni mélo spliiovat, dokazal existenci tohoto feseni a popsal
jeho konstrukei.

Nash zavedl pojem tzv. spolecné strategie jako libovolné matice P =
(pij) typu m x n s nezdpornymi prvky, kde 3", >0, pi; = 1; prvek
pi; tedy udava pravdépodobnost, s niZz bude zvolena dvojice strategii

(si,t;). Hodnoty vyplatnich funkei jednotlivych hraci jsou pro spole¢nou
strategii P dany vztahem:

ul(P) = Zzpijul(sivtj)’ UQ(P) = ZZpiqu(si,tj). (33)

i=1 j=1 i=1 j=1

Oznaéme K = {(u(P),v(P)); P je spolecnd strategie}.>?> Hra nyni spo-
¢iva v tom, Ze jeji ucastnici uzaviraji zdvaznou dohodu o volbé spolecné
strategie.

V ¢lanku [33] Nash uvazoval nasledujici axiomy:

(I) Pro kazou hru existuje pravé jedno feSeni (v1,vg), které lezi v K.

(I1) Je-li (u1,u2) € K, g > v1, ug > v, pak (ur,uz) = (v1,v2), tj.
feSeni neni dominovano jinym bodem v K kromé sebe samého.

ma vlastnost rovnovdiného bodu z definice 2:

(3,3) |(24) (3,3) |(24)

0,6) (1,5 0,2) (45

32Mnozina K se dnes nazyva kooperativni vyplatni oblast.
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(IIT) ReSeni se neméni pii linearnich transformacich zachovavajicich
usporadani.
(IV) Reseni nezéavisi na tom, ktery hra¢ je oznacen jako prvni.

(V) Zméni-li se hra omezenim mnoziny K na jeji podmnozinu K’ a fe-
Seni ptivodni hry le#i v mnoziné K', pak stejny bod bude fe$enim
nové hry.

(VI) Omezeni prostoru strategii nékterého z hracd nezvysi hodnotu,
kterou tento hrac ve hie ziska.

(VII) Je moZné omezit strategie obou hracd na jedinou dvojici strategii,
aniz by se pro nékterého z nich zvysila hodnota, kterou obdrzi.

Pfi studiu kooperativnich her Nash vyuzival jejich redukci na hry ne-
kooperativni; v této souvislosti se dnes také hovoii o Nashové programu.

Dodejme, Ze v roce 1994 ziskal John F. Nash spolu s Johnem C.
Harsanyim a Reinhardem Seltenem Nobelovu cenu za ekonomii za pri-
kopnickou analyjzu rovnovdhy v teorii nekooperativnich her.

V druhé poloviné dvacatého stoleti doslo k ohromnému rozvoji teorie
her do hloubky i do sifky, podrobny popis tohoto vyvoje vSak pfesahuje
moznosti jednoho ¢lanku. V zavéru proto jiz jen naznacme, do kterych
oblasti teorie her svymi prostiedky zasahla.

5. Rozvoj aplikaci teorie her

Nejznaméjsimi aplikacnimi oblastmi teorie her jsou pravdépodobné
ekonomie a vojenstvi. Teorie her vS8ak nachéazi uplatnéni i takovych obo-
rech, jako je politologie, sociologie, psychologie, teorie dopravy, teleko-
munikaci a pocitatovych systému, pravo ¢ dokonce biologie. Pro ilu-
straci zde uvedme kratkou zminku o prvnim a poslednim z uvedenych
obori.

5.1. Politologie

V politologii se teorie her pouziva k modelovani situaci souvisejicich
s volbami, fungovanim zakonodarnych sborti, politikou zajmovych sku-
pin, lobbismem, mezinirodnimi vztahy, vyjednavanim aj. Rada moder-
nich politologickych monografii povazuje teorii her za nedilnou soucast
politologie, za nastroj poskytujici pfesnou terminologii a metody (coz
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je u spolecenskych véd vzdy ponékud problematické). I kdyZ jsou mo-
dely teorie her ¢asto zjednodusené, umozni lépe nez cokoli jiného popsat
a pochopit zakladni principy. Teorie her samoziejmé neni vS§emocnd a ne
vzdy mize poskytnout optimalni feseni daného problému. V kazdém pii-
padé je vSak silnym nastrojem pro analyzu situace a rozhodovatel, ktery
ji pouziva, tak mtze byt doveden k raciondlnimu uvazovani bez emoci -
jiz tim lze nékdy pfispét k nalezeni obecné prijatelného feseni. Vyklad
politologie zaloZeny na teorii her mtize ¢tenai nalézt naptiklad v publi-
kacich [28] a [40].

Z historického pohledu je tfeba zminit prace K. Arrowa ( [2], 1951),
L. Shapleyho a M. Shubika ( [42], 1954), R. D. Luceho a A. A. Rogowa (

[22],1956) a W. H. Rikera ( [41}, 1962), které pfedstavuji jedny z prvnich
politologickych aplikaci teorie her.

5.2. Biologie

e/

Na prvni pohled snad prekvapivé, o to vSak pozoruhodnéjsi jsou
aplikace biologické. Prvni pokusy byly ucinény jiz v Sedesatych letech
dvacéatého stoleti v pracich R. C. Lewontina [21] a W. D. Hamiltona
([14], [15]). Nicméné teprve poté, co v roce 1973 publikovali J. Maynard
Smith a G. R. Price svou praci [24], doslo doslova k expanzi biologic-
kych aplikaci teorie her, konkrétné v oblasti evolucéni biologie. Vysledky
dosazené v pribéhu prvniho desetileti tohoto vyvoje jsou shrnuty ve
Smithové knize [25]. Ackoli se to na prvni pohled mozna zd& paradoxni
(mize byt napiiklad kudlanka hracem ve strategické hie?), postupem
Casu se ukazalo, Ze nejslibnéjsi aplikace teorie her jsou pravé v biologii.
Modely teorie her dokonce funguji tim 1épe, ¢im méné vyvinutd je schop-
nost organismu premyslet. Zatimco ve spoleenskych védach je predpo-
klad racionalnosti rozhodovateli ¢asto zna¢né problematicky, v evoluéni
biologii potiZze s emocemi ¢i iracionalitou odpadaji.

Staci totiz uvazovat néasledujici model: hrdci ve strategické hie nejsou
sledovani jedinci, ale geny, které voli pro své nositele strategie v konkrét-
nich situacich. Strategii je behavioralni fenotyp, tj. chovani ,pfedprogra-
mované“ geny, neboli specifikace toho, co bude jedinec délat v jakékoli
situaci, v niz se miZe ocitnout. Konecné vyplatni funkci je tzv. repro-
dukéni zdatnost, tedy schopnost genu zachovat se a §ifit v genotypu po-
pulace.?3 Ustiednim pojmem pii feSeni evoluénich modeld je evolucné

33Ptipomeiime, Ze genotypem se rozumi soubor véech genti, které ma organismus
k dispozici pro zajisténi svych biochemickych, fyziologickych a morfologickych vlast-
nosti a znaki; fenotyp je soubor viech pozorovatelnych vlastnosti a znaki organismu.
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stabilni strategie, kterd je obvykle definovana takto: pouzivaji-li v§ichni
¢lenové populace tuto strategii, pak Zadny mutant, tj. jedinec pouzivajici
jinou strategii, nemize populaci napadnout ve smyslu pfirodniho vybéru
~ je méné uspésny v reprodukci.

ZjednoduSené feceno, generaci za generaci se Zivé organismy rizené
geny utkavaji ve vzajemnych soutézich; geny, které svym nositeliim zvo-
lily nejlepsi strategii a umoznily jim pfeziti a rozmnozovani, se dale Siri
a postupné tak dochazi k jejich ,ueni“. Vysledkem je, Ze se jejich nosi-
telé chovaji tak, jako by védomé hledali optimalni strategie, jeZ by jim
predepsala teorie her; misto vypoctu vSak geny k rovnovazné strategii
dospély postupnym pfizptisobovanim se a pfirodnim vybérem.

Dnes je teorie her nedilnou soucasti evolu¢ni teorie v biologii a na-
opak, pojem evolu¢né stabilni strategie se stal soucasti nekooperativni
teorie her. Zoologické aplikace zahrnuji boj, kooperaci a komunikaci zi-
vocCichd, zpisoby pafeni, konflikty mezi pohlavimi, pocet a pomér po-
hlavi potomkd, rozdéleni jedincti v jejich vyskytisti, zdanlivy a reciproky
altruismus a mnoho dal$ich problémi, botanické aplikace se dotykaji
otazek rozptyleni a kli¢eni semen rostlin, konkurence koreni, produkce
nektaru, velikosti kvéti, aj. Piispévek zakonceme pozvankou k ¢etbé do-
slova dobrodruznych knih zoologa R. Dawkinse [11] a [12] vénovanych
samotné podstaté nasi existence.
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