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APXIMHA

Archimédés ze Syrakus (asi 287-212 pf.n.l.)



HUYGENSOVO VYLEPSENI1
ARCHIMEDOVY METODY

JAROMIR SiM3A

1. Uvod. Archimédés ze Syrdkis (asi 287-212 pf.n.l.), jeden z nej-
vétsich uenct antického Recka, popsal ve svém dile O méreni kruhu
historicky prvni teoreticky podloZeny vypocet délky kruznice o daném
poloméru. Nejprve vSak (pomoci déleni kruhu na malé vysece) Archi-
médés odvodil, Ze mezi obsahem S a obvodem o kruhu o poloméru R
plati zavislost

o-R
S=— 1
. 1)
Z ,rozmérovych® divodi je zfejmé, Ze obvod kruhu o je pfimo imérny
jeho poloméru R, zatimco jeho obsah S je pfimo imérny veli¢iné R?:

o=k -R a S=ky R%. (2)

Platnost vzorce (1) je proto ekvivalentni s tvrzenim, ze mezi koeficienty
k1, k2 tmérnosti (2) plati vztah

k1 = 2k,.

Teprve 2000 let po Archimédové dile se matematikové sjednotili v na-
zoru, kterd z takto geometricky vyznamnych konstant k;, ko si zaslouzi
vlastni oznaceni a jméno. Vlivem praci Leonharda Eulera (1707-1783),
jenz se v tomto ohledu inspiroval nékterymi anglickymi matematiky
17. stoleti, definitivné zvitézila konstanta k2, pro kterou se vzilo oznaceni
feckym pismenem . Vzorce (2) se od té doby zapisuji v dobfe znamé
podobé

o=2rR a S§=nR% (2")

Vidime, Ze tlohy o vypoctu obvodu nebo obsahu kruhu (s danym polo-
mérem) jsou ekvivalentni s ilohou o vypoctu ¢isla 7, kterému se u nas
i jinde v Evropé fika téz ,Ludolfovo ¢islo“. Pfipomindme si tim ho-
landského matematika Ludolpha van Ceulena (1540-1610), ktery hod-
notu ¢isla 7 stanovil na 32 desetinnych mist. Dosahl toho mnohaletymi
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(Gdajné celozivotnimi) vytrvalymi numerickymi vypo&ty podle piivod-
niho Archimédova postupu, jehoZ podstatu popiSeme v nasledujicim od-
dile. V hlavni ¢asti ¢lanku pak ukdzeme, Zze dimyslnymi vahami, které
rozvinul dalsi holandsky matematik a fyzik Christian Huygens (1629-
1695), aniz pfitom prekro€il hranice elementarni geometrie, lze Archi-
médliv postup déle vylepsit a tim podstatné zkratit délku vypoctl ¢isla
7 nutnych k dosazeni pozadované presnosti.

Dodejme, Ze od 18. stoleti hledaji matematikové presnéjsi hodnoty
¢isla 7 (které dnes zname jiz na desitky miliard desetinnych mist) zcela
jinymi , negeometrickymi* prostiedky, jez prinesla nova matematicka
disciplina zvana diferencidlni a integrdlni pocet. Miizete se (nejen o tom)
docist v knizce [1] a ¢lancich [4], [6].

2. Archiméduav postup — teorie. Co je vlastné délka kruznice? Od-
povédét na tuto otdzku s dostateénou matematickou presnosti neni jed-
noduché. Novodobé teoretické pojeti délek kiivych car je zaloZeno na
myslence, kterou poprvé vyjadiil Archimédés, kdyz uvazoval, jak délku
kruznice prakticky odhadnout:

Pokud do dané kruznice vepiseme libovolny mnohotihelnik, pak jeho
obvod bude mensi nez obvod kruZnice; pokud naopak kolem kruZnice
mnohotihelnik opiSeme, bude jeho obvod vétsi nez obvod kruznice.

Archimédés spravné usoudil, Ze rozdil mezi obvodem opsaného a ve-
psaného mnohothelniku bude tim mensi, ¢im 1épe se budou jejich hra-
nice pfiblizovat dané kruZznici, tedy ¢im krat$i budou jejich jednotlivé
strany. Vypoéty téchto obvodi budou ziejmé nejjednodussi, omezime-
li se na pravidelné mnohothelniky. Ozna¢me proto pn(R) (resp. gn(R))
obvod pravidelného n-tithelniku, ktery je vepsan (resp. opsan) kruZnici
o poloméru R.

Pn(R) < 2mR < qu(R)
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Kdybychom byli dnes postaveni pfed tkol vypoéitat p,(R), gn(R)
pro rizné hodnoty n, jisté bychom vyuzili vzorce s goniometrickymi
funkcemi

pn(R) = 2nRsin% a qn(R)=2nRtg % (3)

Jak bychom si vSak poradili bez tabulek ¢i kalkuldtori? Dokazali bychom
(vybaveni pouze tuzkou a papirem) dosti pfesné vypo¢itat hodnoty p,(R),
gn(R) pro né&ktera n (rizna od 3, 4, 6)? Kdyby tento ,ztiZeny“ kol bra-
vurné nevyiesil Archimédés (zpisobem, ktery nyni vyloZime), nemély
by jeho Gvahy o vepsanych a opsanych mnohothelnicich v tehdejsi dobé
valny prakticky vyznam. Pokud byste totiz chtéli hodnoty pn(R), gn(R)
ziskdvat méfenim, museli byste pravidelné n-thelniky rysovat nadmiru
presné, abyste ziskali ,,hrubé* odhady 3,1 < 7 < 3,2.

Archimédés objevil, Ze ze zndmych hodnot obvodt p,(R) a gn(R)
lze (pomoci aritmetickych operaci a operace uréeni druhé odmocniny)
vypocitat obvody pan(R) a gon(R) (tedy obvody pravidelnych mnoho-
uhelnikd, které maji oproti ptivodnim mnohothelnikim dvojnasobny
podet stran). Odvozeni ptisluinych vzorci (5) provedeme podle obr. 2,
na kterém je bod O stiedem uvaZované kruZnice, jeji tétiva AB (o stfedu
K a velikosti 2s) je stranou vepsaného n-thelniku, tétivy AL, BL (veli-
kosti 25") jsou sousednimi stranami vepsaného 2n-tihelniku, te¢na usecka
CD (o stfedu L a velikosti 2t) je stranou opsaného n-thelniku a kone¢né
tecné tsetky AM, ML (délky t’) jsou polovinami sousednich stran opsa-
ného 2n-tihelniku (v8echny zminéné mnohothelniky jsou pravidelné).

c M4t L t D

ML

A s K/ s B

0]
Obr. 2

Z podobnosti pravothlych trojihelnikt AMAC ~ AOLC ~ AOKA
s prihlédnutim k rovnosti |[AO| = |LO| plynou vztahy

' |AM| _ |LO| _ |AO| _|AK| s
t—t |MC| |oc| |oc|  |CL] t




10 JAROMIR SiM3A

Z rovnosti obou krajnich zlomkt snadno vypoéteme t' pomoci s a t:

, st
s+t

(42)

Podle véty o obvodovém a isekovém thlu jsou ithly ABL a LAM shodné,
takZze rovnoramenné trojihelniky ABL a ALM jsou podobné, tudiz pro
poméry jejich stran plati rovnost

2s' |AL| _|AM| ¢

2s |AB|  |AL|  2s"
odkud vyjadiime s’ pomoci s a t':

st/

L —_—
s = 5

(4b)
Dosazenim do zfejmych rovnosti
pn(R) = 2ns, qn(R) = 2nt, pan(R) = 4ns’, qon(R) = 4nt’

dostaneme jiz slibené Archimédovy vzorce, které umoziuji ,,aritmeticky“
vypocet obvodi opsaného a vepsaného 2n-thelniku pomoci obvod opsa-
ného a vepsaného n-uhelniku:

_ 2pp(R)gn(R)
= R+ )

Ziskané vzorce jsou pozoruhodné tim, Ze maji tvar znamych vyrazi, kte-
rym Fikdme harmonické a geometrické priméry. Pfipomenme, ze har-
monickym priimérem H(a,b) a geometrickym priumérem G(a,b) dvou
kladnych ¢isel a, b nazyvame hodnoty vyrazi

2ab a~l 4+ b1\
H(a,b) = =
(a,) a+b ( 2 ) ’
G(a,b) = Vab

pan(R) = V/pu(R)qan(R) (n 23). (5)

a 7ze v pripadé a # b jsou tyto priméry spolu s aritmetickym primérem
Cisel a, b usporadany takto:

min{a, b} < H(a,b) < G(a,b) < GTH < max{a, b}. (6)

Jaky pocetni vyznam vzorce (5) maji? Zname-li pro nékteré k hod-
noty px(R) a qx(R) (jak je tomu napf. pro k = 4 ¢ k = 6), mizZeme podle
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vzorcl (5) postupné poéitat hodnoty ¢lenti tzv. Archimédovy rekurentni
posloupnosti

Qk(R)a pk(R)’ Q2k(R)) p2k(R)a q4k(R)7 P4k(R), qSk(R)r pSk(R)’ s (7)

Pravidlo, podle kterého je posloupnost (7) sestavena, lze slovné vyjadfit
takto:
Kazdy ¢len posloupnosti (7) (poéinaje tfetim) je st¥idavé harmonic-
kym ¢&i geometrickym primérem predchazejicich dvou &lenti.
Vysvétlime nyni, pro¢ (pfesné hodnoty) ¢lenti posloupnosti (7) po-
mérné rychle konverguji. Z nerovnosti p,(R) < ¢n(R), rekurentnich
vzorcl (5) a odhadi (6) plynou pfedné odhady

Pn(R) + gn(R)

Pn(R) < gan(R) < 2

< (In(R):
jez 1ze s odhady pn(R) < pan(R) < g2n(R) spojit do Fetézce nerovnosti

pu(R) < pon(R) < a(B) < 2B oy )

Odtud potom plyne, Ze interval (pa,(R), g2n(R)) je vliozen do intervalu
(pn(R), gn(R)) a pro jejich délky plati

en(B) — pro(B) < PR 5 )
(na obr. 3 vidite na ¢iselné ose prvni tfi z téchto intervali pro poca-
teéni index k£ = 6 a polomér R = 1/2). Posledni nerovnosti znamenaji,
7e kazda posloupnost (7) (bez ohledu na volbu poc¢ate¢niho indexu k)
konverguje. Jak vime z geometrického vyznamu veli¢in p,(R) a gn(R),
limitou kazdé posloupnosti (7) je hledana délka 27 R.

W —x

3,1 3,2 3,3 34 3,5‘
D12 P24 24 q12 d6

=
(=

Obr. 3

3. Archiméduv postup — pocetni praxe. Zabyvejme se nyni otazkou
vypocti ¢lenit Archimédovy rekurentni posloupnosti (7). V celém dalsim
textu budeme uvazovat obvody p,(R) a ¢,(R) pro hodnotu poloméru
R = 1/2, nebot tehdy je délka kruznice 2w R rovna piimo ¢islu 7. Pro
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struc¢nost zapisi oznafime p, = pn(1/2), gn = ¢.(1/2) a vzorce (5)
piepiSeme do tvaru

QPon = ——— a P2n = \V/PnQ2n (TL g 3)- (5,)

Archimédiv vypocet Cisla 7 1ze vystihnout nasledujici vétou.
Archimédés se zabyval uréenim hodnot ¢lentd posloupnosti &isel

g6, D6, 412, P12, q24, P24, 448, P48, 496, P96 (9)

a jako vysledek ziskal bboustrannjr odhad disla 7 ve tvaru

22 22
3,14084~--:7—13<7r<7:3,14285... (10)

Toto stru¢né hodnoceni v nas patrné€ nevyvola zvlastni obdiv k pocet-
nimu vykonu antického uéence, dokud si neuvédomime, jaké prostiedky
vypocti mél Archimédés k dispozici. Pfedev§im mu chybélo to zédkladni,
bez ¢eho se dnes pfi manipulaci s ¢iselnymi tdaji neobejdeme, totiz
zapisovdani cisel v poziéni soustavé. Nase obvykld pozi¢ni soustava méa
za zdklad cislo 10; ¢isla zapsand v desitkové soustavé miZeme podle
dobfe znamych algoritmid pisemné séitat, odc¢itat, nasobit a délit na
zadany pocet platnych éislic, staci mit jen trpélivost a peclivé hlidat,
abychom se v nékterém fadu nespletli. Néktefi starsi ¢tenafi si ze Skoly
mozna pamatuji i algoritmus pisemného vypocétu druhé odmocniny, po-
tfebny pii uplatnéni druhého z rekurentnich vzorcit (5'). Archimédés
mohl zapisovat (ponékud komplikovanym systémem) pouze ¢isla pfiro-
zend, ostatni (neceld) ¢isla musel vyjadiovat poméry pfirozenych cisel,
tedy jako zlomky.

Ocenit musime i exaktni zptsob, jakym se Archimédés vyporadal
s vlivem odchylek, které pfi pfibliznych vypoctech vznikaji. Jeho ci-
lem nebylo pouze ziskat ,néjaké* priblizeni hledaného ¢isla, ale stanovit
konkrétni meze, ve kterych toto neznamé &islo zarucené lezi. Podle Ar-
chimédovy koncepce jsou pro Eislo 7 takové ,teoretické” meze vyjadieny
nerovnostmi p, < 7 < ¢p; tyto meze jsou tim ,sevienéjsi“, ¢im je index
n vétsi. Po pribliznych vypoctech ¢lent posloupnosti (9) budou tedy vy-
slednymi mezemi pro ¢islo 7 tyto dvé hodnoty: dolni odhad déisla pgg a
horni odhad ¢&isla qgg. Archimédés zpiisobem, ktery podrobnéji popiseme
za chvili, dosdhl odhad

966 _ 96153
qo17l Y TS 73l

D96 >
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(nasobeni v ¢itatelich jsme pouze naznagili a ve jmenovatelich jsme pone-
chali smiSena cisla, abychom zachovali autenti¢nost zlomk# z Archimé-
dovy préace). Protoze takové zlomky piipadly Archimédovi pochopitelné
nepraktické, nahradil je blizkymi (ve spravném ,sméru*) zlomky 223/71
a 22/7, které maji mensi Citatele a jmenovatele. MiiZzeme jen spekulo-
vat o tom, jak takové vhodné ,ndhradniky“ Archimédés objevil; jedno
z moznych vysvétleni, které uvedeme, spo¢iva na rozkladech realnych
Cisel do tzv. retézovych zlomki (viz [7]), jez hleddme pomoci Eukleidova
algoritmu pro vypocet nejvétsiho spole¢ného délitele dvou éisel:

9666 25344 1137 1
P> 017I ~ 8069 ° 8069 ° ' 8069
1137
1 1
=3+ —3+ >
110 1
7+m 7+——37
10+1—1—0
SR )
1 o
7+'1—0
96153 _ 29376 1335 1
W6 < Yersl 9347 o 9347 O gmar
1335
1 2
=3+ 5 <3+-7-=—7—-
7+I§§g

Postupme v ,antichronologickém® sledovani Archimédovych vypocth
déale a vysvétleme, pro¢ k ziskani dolniho odhadu ¢isla pgs a horniho
odhadu éisla qg potfeboval ,oboustranné (tedy dolni i horni) odhady
obou piedchozich ¢lentl psg a qqs. Vyplyne to samoziejmé z vlastnosti
rekurentnich vzorcti (5'), které ted posoudime pro obecné n. Protoze
harmonicky préimér H(a,b) je stejné jako geometricky primér G(a,b)
v kazdé z kladngch proménnych a, b rostouct funkce, lze ze vzorci (5)
ziskat odhady

2D(pn)D(gn) _ 2H(pn)H(qn)
D) = 563+ D@y’ TPV T Hpw + H@) ()

D(an) =V D(pn)D((Dn)y H(p2n> =/ H(pn)H((hn)a
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kde symbolem D(r) (resp. H(r)) znacime libovolny kladny dolni (resp.
horni) odhad kladného ¢isla r, tedy libovolna é&isla s vlastnosti 0 <
D(r) < r < H(r). Téchto zékonitosti si byl védom i Archimédés (i kdyz
je pochopitelné nezapisoval podobnymi symbolickymi vzorci), takze pro
Cleny p4s a qug (stejné jako pro vSechny predchozi ¢leny rekurentni po-
sloupnosti (9)) peclivé stanovoval , jemné“ oboustranné odhady. I kdy#
do vétsich podrobnosti Archimédovych vypoctt neptijdeme (najdete je
v ¢lanku [3]), upozornéme, Ze i vzorce (11) maji spise teoreticky raz, ne-
bot hodnoty pravych stran (11) (pro dana D(py,), H(pn), D(qn), H(qn))
nejsme schopni vétsinou presné vycislit, ale pouze odhadnout (pozado-
vanym smérem).

Nezminili jsme se dosud o vyznamném stavebnim prvku, bez kterého
by Archimédés nemohl celou pyramidu vypoétil viibec sestavit. Jsou jim
vypocty druhych odmocnin, presnéji odhadovani jejich hodnot pomoci
vhodnych zlomki. V prvni etapé vypoc¢td musel Archimédés odhad-
nout ¢islo /3, nebot obvody pravidelnych Sestithelnikt jsou dany vzorci
s = 3, g6 = 2v/3 (pFipominame, ze R = 1/2). Archimédés jisté chapal,
ze malo presné odhady ¢lenu ¢g budou v prubéhu vypodéta vice a vice
prispivat ke ztraté kvality vysledkd, proto mistrovsky vybral ,,jemné“ a
pfitom pomérné jednoduché odhady

2 1351
65<\/?—)< 3

153 780
o jejichz presnosti svédéi rovnost
1351 265 1

780 153 39780

Nikdy asi pfesné nezjistime, jakym postupem Archimédés nalezl tyto a
podobné odhady odmocnin (potfebné v dalsich etapach vypoéti):

591% < V349450,

30132— > V9082321, 1172% < \/13739,43126,
9 1 1
1838ﬁ > V3380929, QBBQZ < 4/5472 132—1—6,

1 / 1
1009% > /1018405, 20171 > 4069284%.

Ve vypoctech &sla m nasel Archimédés fadu nasledovniki, ktefi ne-
tinavné rozsirovali posloupnost (9) hledanim pfibliznych hodnot dalsich



HUYGENSOVO VYLEPSEN{ ARCHIMEDOVY METODY 15

jejich ¢lent. Prohlédnéte si tabulku 1 pfibliznych hodnot &isel p,,, ¢, pro
nékolik prvnich indext tvaru n = 3 - 2F; arou jsou podtrzeny skupiny
Cislic, ve kterych se vypsané hodnoty shoduji s hledanym ¢islem .

n Pn In
2,598076211353 | 5,196152422706
3,000000000000 | 3,464101615137

12 3,105828541230 | 3,215390309173
24 3,132628613281 | 3,159659942097
48 3,139350203046 | 3,146086215131
96 3,141031950890 | 3,142714599645
192 | 3,141452472285 | 3,141873049979
384 | 3,141557607911 | 3,141662747056

3.217 | 3141592653556 | 3,141592653656

TABULKA 1

V poslednim fadku tabulky jsme uvedli hodnoty, které roku 1593 vy-
pocetl zndmy francouzsky matematik Francois Viéte (1540-1603). Jiz
zminény Ludolph van Ceulen vysel z poéateéni hodnoty k = 4 (tedy
z obvodi vepsaného a opsaného &tverce) a po 60 (sic!) uzitich rekurentni
dvojice vzorcl (5') dospél pisemnymi vypoéty k nasledujicim odhadim
(jez uvefejnila jeho Zena aZ po van Ceulenové smrti v r. 1615):

Pos2 > 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 39541
gos2 < 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 46831.

Jaky to piiklad nezmé&rné lidské vytrvalosti a pile!

4. Snellovy hypotézy. Néktefi z matematiki, ktefi se v 16. a 17. sto-
leti zabyvali vypo¢tem ¢isla m, premysleli o otazce, do jaké miry by
bylo mozno upfesnit, ve kterjch ¢astech intervali (pn, gn) hledané ¢islo
7 lezi. Znali totiz v tomto sméru prvni nadéjny vysledek, ktery plyne
z dokézanych nerovnosti (8):

Pro kazdén = 3 je ¢islo w bliZe &islu p,, nez ¢islu qyn, lezi tedy ,,v prvnf
poloviné“ intervalu (pn, qn)-
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Obr.4

Tvrzeni je ilustrovdno na obr. 4. Archimédovi nasledovnici mohli
s pomérem délek téchto dvou dilt (g, — 7) : (7 — p,) numericky expe-
rimentovat, nebot uz znali pfiblizné hodnoty p, a ¢, pro desitky riz-
nych indext n. Holandan Willebrord Snell (1580-1626), kterého zname
spiSe z historie fyziky jako jednoho z objevitelt zdkona lomu svétla, vy-
stavil podobnym experimentim nejen pomér (¢ — 7) : (7 — py), ale
také pomér (m — pp) : (7 — p2n). Tento novy pomér (délek usekil zné-
zornénych na obr. 5) vlastné vyjadfuje, kolikrat se zkrati rozdil mezi
obvodem kruZznice a obvodem vepsaného pravidelného mnohoiihelniku,
zdvojnasobime-li pocet jeho stran.

Dn P2n T

Obr. 5

Zaokrouhlené hodnoty obou zminénych pomeért jsou vypsany v ta-
bulce 2 a pisobi velice vymluvné. W. Snell proto nabyl presvédéeni, ze
pro kazdé n 2 3 plati nerovnosti

Qn""r>2 a ™ — Pn
T — Pn T — P2n

< 4,

které po ,vyfeSeni vzhledem k neznamé 7“ vedou k odhadim

4 1 2 1
§p2n - gpn < < gT)n + 5(171 (TL i 3) (12)

Tyto odhady Snell uvefejnil roku 1621 ve své knize Cyclometricus, oviem
bez presvédcivych dikaz zalozenych na dedukei, tedy jako ,pouhé®
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(zdvazné a velmi pravdépodobné) hypotézy.

n ) (gn—m)/(m—pp) | (7 —pn)/(T —p2n)
3,780124407 3,838592105
2,277723832 3,959070818

12 2,063455534 3,989731318

24 2,015529592 3,997430550

48 2,003862049 3,999357495

96 2,000964248 3,999839364

192 2,000240983 3,999959840
384 2,000060240 3,999989960
768 2,000015059 3,999997504
1536 2,000003775 3,999999415
3072 2,000000984 3,999999843

TABULKA 2

O platnosti odhadt (12) patrné nikdo ze zainteresovanych osob teh-
dejsi doby nepochyboval. Od vydani Snellovy knihy vSak uplynulo 33 let,
nez Christian Huygens v praci De circuli magnitude inventa z roku 1654
podal prvni ,eukleidovsky“ pfesny, tudiz nezpochybnitelny dikaz ne-
rovnosti (12). Nez se s nim v nésledujicim oddile sezndmime, ukazme,
kolik ¢asu mohly oboustranné odhady (12) usetfit Vietovi, van Ceulenovi
i vem ostatnim ,m-poctaitim* predchozich desetileti a staleti. Hodnoty

odhadt A ) 5 )
§p2n - gpn a H(m)= '?;pn + ‘?;Qn

jsou uvedeny v tabulce 3; porovnejte jejich jemnost s ptivodnimi odhady
D(r) = p, a H(w) = g, z tabulky 1. Plisobivé je téz grafické porovnani
obou druhid odhadt na obr. 6.

D(r) =

§p12 = ;13176
3 | 12 3,5

Ps P12 (]
T §p12 + ;l,,lhz

Obr. 6

Dodejme jesté, ze — diky odhadim (12) — k urceni ¢isla 7 s presnosti
Ludolpha van Ceulena (tedy na 35 desetinnych mist) staci urcit ¢isla pp,
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qn s touto piesnosti pro index n = 23! zatimco van Ceulen dosel aZ
k indexu n = 22, Mo#n4 by toto konstatovani neznélo tak kruté, kdyby
prace van Ceulena a Huygense oddélovaly stovky let, a nikoliv pouha

Ctyti desetileti 17. stoleti.

n ADon — $pn 2pn + a0,
3,1339745062155 | 3,4641016151377
3,1411047216403 | 3,1547005383792

12 | 3,1415619706315 | 3,1423491305446

24 | 3,1415907329687 | 3,1416390562199

48 | 3,1415925335050 | 3,1415955404083

96 | 3,1415926460837 | 3,1415928338087

192 | 3,1415926531206 | 3,1415926648502
384 | 3,1415926535604 | 3,1415926542935
768 | 3,1415926535879 | 3,1415926536337
1536 | 3,1415026535806 | 3,1415926535925

TABULKA 3

4. Huygensovy dukazy. V tomto oddile podrobné popiSeme postup,
jakym Huygens dokdzal nerovnosti (12). Abychom uéinili vyklad pfe-
hlednéjsi, zformulujeme nejdiive klicovy poznatek, od néhoz vede ke
kyzenému cili (12) pomérné obvykla cesta rutinnich avah skolské plani-
metrie. Je jim vztah mezi obsahem kruhové tsece a obsahy dvou rovno-
ramennych trojihelnik, z nichZ jeden je Gseci vepsan a druhy je Gseci
opsan. Upfesnime to podle obr. 7, na némz vidime tfi exemplaie téze
kruhové vysece ohrani¢ené tiseCkou AB a obloukem [ = AB nékteré kruz-
nice, kterému odpovida stfedovy hel libovolné velikosti mensi nez 180°.
Vrchol C vepsaného trojihelniku ABC je stied oblouku [, vrchol K opsa-
ného trojuhelniku ABK je prusecéik tecen, které se dotykaji oblouku [
v krajnich bodech A a B.

K
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Huygensovou diimyslnou metodou vysvétlime, pro¢ mezi obsahem S
useCe a obsahy Sapc a Sapk obou trojuhelnikf plati nerovnosti

4 2
§SABC <§S< §SABK- (13)

K dikazu levé nerovnosti (13) vyuZijeme obr. 8, na kterém je oblouk !
c¢asti kruznice se stfedem O; bod D znadi stied tétivy AB a bod G stied
rovnobézné tétivy EF, jejiz krajni body E, F jsou stiedy obloukt AC),
BC; konecné bod C; znaci bod soumérné sdruzeny s bodem C podle
stfedu O.

Podle trojihelnikovych nerovnosti plati

|AB| < |AC| + |BC| = |EF| + |EF| = 2|EF|,
|AC| < |AE| + |CE| = 2|CE].

Umocnime-li druhou z téchto nerovnosti, pak s pfihlédnutim k Euklei-
dové vété o odvésné (pro pravothlé trojihelniky CAC; a CECY) dosta-
neme

|CD|-|CCy| = |AC|? < 4|CE|? = 4|CG| - |CCh],

odkud po kraceni obdrzime nerovnost |CD| < 4|CG|. Ta spolu s diive
odvozenou nerovnosti |AB| < 2|EF| umoziiuje porovnat obsahy troju-
helniki ABC a EFC:

|AB|-|CD| _2|EF|-4|CG]
Sapc = 5 < 5

= 8Sgrc. (14)
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Trojihelnik FFC je vSak shodny s kazdym z obou trojihelniki ACE
a CBF, které jsou vepsany do kruhovyjch seci nad tétivami AC a CB
stejnym zpisobem, jako je trojuhelnik ABC vepsan do pluvodni tseCe
nad tétivou AB. Proto miZeme ke kazdé ze dvou novych useéi zopa-
kovat celou konstrukci, tim ziskat Ctyfi nové tsece, k nim opét zopa-
kovat konstrukci atd. (obr. 9). Vysledkem celé procedury bude rozklad
puvodni tseCe na spoCetnou mnozinu trojihelniki, slozenou ze skupin
1,2,4,8,... shodnych trojihelniki.

Obr.9

Oznacime-li Sy = Sapc, S1 = Sace = Scpr a obecné Si obsah
kazdého ze skupiny 2% shodngch vepsanych trojuhelniki, pak podle (14)
plati nejen Sy < 854, ale obecné Sy < 85,41 pro kazdé k = 0. Obsah S
puvodni vysece je roven souctu fady cisel

SZS()+2S1+4SQ+8S3+"'+2kSk+..,,

ve které odhadneme vSechny scitance kromé prvniho, a to pravé podle
odvozenych nerovnosti Siy; > %Sk:

S=28y+28 +2285 + 2895+ -+ 285, + - >
2 S 3 Sy

S() k Sk_l
Zooh e g g e g 8

1 , 1
=SO+Z(SO+251+2252+2"53+~-+2’“Sk+...) =So+7-5

Z nerovnosti S > So+1S plyne § > %So a leva ¢ast (13) je tak dokazana.

K ditkazu pravé nerovnosti (13) sestrojime pricku LM opsaného troj-
Uhelniku ABK, kterd je rovnobézna se zakladnou AB a dotyka se ob-
louku AB ve vrcholu C vepsaného trojihelniku ABC (obr. 10). Trojiu-
helnik LM K nazveme pripsanym k dané useci nad tétivou AB.
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K

A D B
Obr. 10

Ze soumérnosti te¢en LA a LC plyne rovnost |AL| = |LC|, z pra-
vothlého trojihelniku K LC zase nerovnost |K'L| > |LC|. Plati tudiz
|[KL| > |AL|, neboli 2|KL| > |AK]|, takze pro obsahy stejnolehljch
trojuhelniki ABK a LMK plati nerovnost 4Sppmx > Sapk. Z ne-
rovnosti |AL| < |LK| ovSem plyne i nerovnost |CD| < |CK|, neboli
|KD| > 2|CD|, coZ je nerovnost pro vysky trojuhelnikit ABK a ABC
se spole¢nou zakladnou AB. Pro jejich obsahy tudiz plati nerovnost
Sak > 2SaBc, ktera spolu s dfive odvozenou nerovnosti 4Spyg >
Sapk vede k zavéru, ze obsahy trojihelnikl, které jsou na obr. 10
vybarveny, spliiuji vztah 4Spap i > 2Sapc, neboli Sapc < 2Spmk-
Které ¢asti opsaného trojuhelniku ABK zlstaly na obrazku nevybar-
veny? Jsou to dva shodné trojiuhelniky ACL a CBM, jez jsou opsany
kruhovym tseé¢im nad t&tivami AC a CB stejnym zptlisobem, jako je
trojuhelnik ABK opsan ptivodni tseéi nad tétivou AB. Proto miizeme
znovu a znovu opakovat konstrukci vepsanych a pfipsanych trojuhelnikd;
tak jako jsme jiz pro kazdé k = 0 oznacili Si obsah kazdého ze skupiny
2% shodnjch vepsanjch trojuhelnikt (So = Sapc), oznac¢ime Py obsah
kazdého ze skupiny 2% shodnych ptipsanych trojihelnikii (Py = Spak)-
Pro obsah S pivodni kruhové tsede a pro obsah Sspx opsaného troju-
helniku plati podle obr. 11 rovnosti

S =Sy+ 251 +452+883+ -+ 255 + ...,

(15)
SABK—SZP0+2P1+4P2+8P3+"'+2kpk+....
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Kazdé dva sc¢itance pravych stran (15), které stoji ,,pod sebou*, mizeme
porovnat. Jak jsme totiz dokazali, plati nejen nerovnost Sapc < 2SLnm K,
tedy Sy < 2P, ale obecné S, < 2P pro kazdé k = 0. To znamen4, Ze
soucet prvni Fady v (15) je mensi neZ dvojnasobek souctu druhé fady.
Plati tedy nerovnost S < 2(Sapkx — S), ze které jiz snadno plyne prava
Cast (13).

K

Obr. 11

Rozhodujici ¢ast vykladu Huygensovy metody mame za sebou; ukazme
nyni, e od dokazanych odhadd (13) se jiz pomérné rychle dostaneme
k vytéenému cili, totiZ k nerovnostem (12). Vratme se proto znovu
k obr. 8 a vyuzijme nejprve dolni odhad (13), ne v8ak pro Gse¢ nad té-
tivou AB, nybrz pro useé nad t&tivou AC. (Zopakujme, Ze odhady (13)
plati pro use¢ s libovolnym stfedovym thlem mensim nez 180°.) Obsah
S’ iseCe nad tétivou AC vyjadiime jako rozdil mezi obsahem p¥islusné
kruhové vyseée (omezené tsetkami AO, CO délky R a obloukem AC) a
obsahem trojihelniku ACO:

_R-JAC| R-|AD| _R-(JAC|-|AD|)
2 2 2 ‘
Do uvazované usece nad tétivou AC je vepsan trojihelnik ACE,

jehoZ obsah vyjadfime pomoci obsahu deltoidu AECO (s tGhlopii¢kou
EO délky R):

Sl

(16)

R-|AC| R-|AD| R-(|AC|-|AD))
2 2 2 ‘

Sace = Saeco — Saco =
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Dosazenim obou vyjadieni do dolniho odhadu %S Ace < S’ dojdeme po
snadné upravé k nerovnosti

AC| > -|AC| — =
z niZ po ndsobeni dvéma dostaneme (diky symetrii podle osy CC;) odhad
— 4 1
|AB| > §(|AC’| +|CB|) — §|AB|.

Vybereme-li nyni za tétivu AB stranu pravidelného vepsaného n-tihelniku,
budou AC, CB dvé sousedni strany vepsaného 2n-tihelniku a oblouk AB
bude n-tinou celé kruznice o poloméru R. Proto po nasobeni ¢islem n
dostaneme z posledni nerovnosti odhad

4 1
2R > §p2n(R) - —3—pn(R),

coz je pro R = 1/2 leva ¢ast nerovnosti (12). K dikazu pravé ¢asti
(12) vyuzijeme horni odhad (13) pro tse¢ nad tétivou AC z obr. 12,
ve kterém jsme kromé dfive uvazovanych bodd O, C;, D vyznadili téz
hlavni vrchol K trojihelniku opsaného vybarvené use¢i a bod H, ktery
je pruse¢ikem polopiimek CK a CiA.

C O D C
Obr. 12

Podle Thaletovy véty je thel CAC; (a tedy i thel CAH) pravy, takze
bod A lezi na zakreslené polokruznici nad pramérem HC'. Jejim stfedem
je pravé bod K, nebot opsany trojihelnik ACK je rovnoramenny. Odtud
plyne, Ze pro obsah deltoidu AKCO, ktery je dvojnasobkem obsahu
pravotihlého trojihelniku KCO, plati vzorec Saxco = |CO|- |CK| =
$R-|HC|. Obsah opsaného trojihelniku ACK mé tudiz vyjéadreni

R-(|HC| - |AD))
Sack = Sakco — Saco = ( 5 ,
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zatimco pro obsah S’ uvaZzované usefe plati jako diive vzorec (16). Po
dosazeni do odhadu S’ < %S Ack tak po snadné Gpravé dospcjeme k ne-
rovnosti

— 1 2
|AC| < 5|AD| + Z|HC.

Vynéasobime-li posledni nerovnost dvéma a vyuZijeme-li jako dfive sy-
metrie podle osy C'C1, dostaneme pro délku oblouku AB z obr. 13 horni
odhad

—_— 1 4
|AB| < §|AB| + §|HC|. (17)
I
A H
g P
Ya
= 19) D ¢
B
J
Obr.13

Do obrazku jsme jesté ptikreslili pruseéiky I, J poloptimek OA, OB
s te¢nou HC. Vyznam bodu I, J je jasny: bude-li vychozi tétiva AB stra-
nou n-thelniku vepsaného, bude teéna tsecka IJ stranou pravidelného
opsaného n-thelniku. Prava ¢ast (12) proto bude diisledkem nerovnosti

AB| < =|AB|+ =|1J
ktera vyplyne z dokdzané nerovnosti (17), jakmile ukaZeme, Ze plati
1 4 2 1
- - ~|AB| + =|1J]|.
3MM+QHQ<JA|+§J!

Provedeme to tak, ze do obou stran posledni nerovnosti dosadime vyja-
dfeni

|AB| =2|PC|, |HC| = |HP|+|PC| a |IJ|=2(|]IP|+ |PC|),
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kde P je pata kolmice z bodu A na pfimku HC. Po dosazeni a rutinni
upravé dostaneme ekvivalentni nerovnost 2|H P| < |IP|, kterou miizeme
(vzhledem k tomu, Ze bod H lezi mezi body I a P) ptepsat do tvaru
|HP| < |HI|, ve kterém ji nyni dokdzeme. ProtoZe stiedovy tthel COA
je shodny se souhlasnym tGhlem PAI a pfislu$ny obvodovy thel CC; A je
shodny se souhlasnym tithlem PAH, vidime z obr. 13, Ze secka AH lezi
na ose uhlu PAI. Jak vime, osa Ghlu déli prot&jsi stranu trojuhelniku
v pomeéru délek prilehlych stran, takZe v pravoihlém trojihelniku PAI
plati |HP| : |HI| = |AP| : |AI| < 1. Tim je nerovnost |HP| < |HI|
ovéfena a cely diikaz odhadt (12) ukondéen.

5. Dorrieova metoda. Némecky matematik Heinrich Dérrie napsal
ve 30. létech dvacatého stoleti tematicky bohatou knizku (2] o elemen-
tarni matematice. Na Cétyfech strankach se v ni rovnéz vénuje Archi-
médové metodé vypoctu &isla m: odvozuje rekurentni vzorce (5) a po
letmé zmince o sloZitych geometrickych tvahach, kterymi Ch. Huygens
dokazal Snellovy odhady (12), pfichéazi s kratkym elegantnim postupem
vedoucim k odhadim

3Pnqn

ot 2g, TS VPigm  (n23). (18)
n n

Tento postup nyni vyloZime a pak odhady (12) a (18) navzajem porov-
name.

Z rekurentniho vzorce q2n = H(pn,qn) s pfihlédnutim k H-G ne-
rovnosti H(pn,qn) < G(pn,qn) ziskdime odhad g2, = H?*(pn,qn) <
G?%(pn,qn) = Pngn- Po vynasobeni rovnosti p2, = pngon (viz (5)) do-
staneme p%nqrf,n < Pngon - Pndn, neboli pgann < p,zlqn. Hodnota vyrazu
V(n) = pig, se tedy zmensi, zménime-li index n na dvojnésobny in-
dex 2n, proto kazdy ¢len posloupnosti (V(n))S2 5 musi byt vétsi nez jeji
limita pro n — oo, ktera zfejmé existuje a je rovna 3. Pro kazdé n = 3
tedy plati p2q, > 73, co? po odmocnéni dava horni odhad (18). Dolni od-
had (18) zdtivodnime tak, Ze nejprve piepiSeme vztahy pa, = G(Pn, q2n)
a G(pn, q2n) > H(pn,q2n) ve tvaru

2 2 2 1 1

_— = < =
P2on G(pn, q2n) H(pn, q2n> Pn q2n

a k obéma stranam pfi¢teme dvojndsobky prevrdcenych stran rovnosti
q2n = H(pn) (In):

2 2 1 1 1 1
<=+ =)+ (=+=).
P2n q2n Pn q2n Pn In




26 JAROMIR SiM$A

Odtud po odecteni zlomku 1/q2, plyne, Ze pro hodnoty W(n) = 2/p, +
1/gn plati W(2n) < W(n) pro kazdé n 2 3. Protoze W(n) — 3/m pro
n — oo, dochazime k zavéru, ze pro kazdé n = 3 plati W(n) > 3/m,
tudiz
o3 _ 3 _ 3
Wr) 2 1 pu+t2gn
Pn  Qn
Tim je diikaz odhadi (18) Dérrieovou metodou hotov.
Mozné jste si jiz pfi prvnim pohledu na nerovnosti (18) uvédomili,
Ze oba vystupujici vyrazy jsou zndmé druhy priméra trojice Cisel p,, pn,
qn- Pfipomenme, Ze harmonicky primér a geometricky pramér kladnych
¢isel a, b, ¢ jsou — podobné jako pro dvé éisla (viz vyse) — ureny vzorci

-1 -1 —1\"1
Hia,b,c) = 3abc (a +b 1 +¢ ) ’

ab + bec + ac - 3
G(a,b,c) = Vabc

a Ze spliuji (s vyjimkou pfipadu, kdy a = b = ¢) ostré nerovnosti

a+b+c
—

Odhady (18) lze tedy v symbolech praméri zapsat takto:

H(a,b,c) < G(a,b,c) <

H(pn,pn,qn) < 7™ < G(Pn,Pn, qn)-

Z nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem ihned plyne
prvni ¢ast nasledujiciho tvrzeni.

Horni odhad (18) je pfesngjsi nez horni odhad (12). Naopak dolni
odhad (12) je pfesnéjsi nez dolni odhad (18).

Druhou éast pfedchoziho tvrzeni vyjadfuje nerovnost

4 1 3pnan

il —_ = > ,
3p2n 3pn P+ 20n

kterou nyni algebraicky dokdZeme. Nejprve ji zapiSeme jako

p%, + 1pngn

>0 19
Pn +2qn ( )

4pon —
a vyraz z levé strany (19) vyjaddiime pomoci proménnych p = p, a
A > 1, kde A = \/qan/pn, takie qon = A2p. Z rekurentni rovnosti g, =
H (pn, qn) vypolteme hodnotu ¢, a tak postupné zjistime, zZe plati
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_ PnG2n A2p 3 (2 + \2)p
n = 2Pn — Qon T 9 )2 Pn+ 2q, = ISV DP2n = /PnG2n = AP,
21+ 53%)p? P+ 11paga _ 20— 1220 - 1)
2 nyn p
+11 = —— _Dn _ .
Dn Pndn 2 _ )2 P2n on t 20, Y

Tim je nerovnost (19) dokdzana. Dodejme, Ze ve stejnych promén-
nych plati

3ann _ 3)‘21) _ A(’\ _ 1)(2 _ )\)P
DPn + 2qn pzn—2+)\2 P = 24 \2 >0,
200 Gn 9 2p A2p (A2 -1)(4 -3X\?)p
pe (r I Z 2y (22 - >
e (3 +3) P (3+3(2—A2) 322 =

(nerovnosti A < 2 a 3A\% £ 4 plynou z odhadu A2 = q2,/pn < q6/p3 =
4/3), takZe posuzované dolni odhady é&isla 7 jsou pro kazdé n = 3 uspo-
radany takto:

3 4 1
Prdn_ —Pon — =Pp < T, (20)

< < ————
DPn < P2n Pnt 20m 3 3

kdeZto pofadi hornich odhadt je pro kazdé n = 3 ddno nerovnostmi

2 1 2Dnqn
T < Pign < =Ppn+ =@ £ ——
Pndn Dn In = Pt Qn(

= n 21
) 3 @2n) < ¢ (21)

(rovnost v (21) nastane pouze pro n = 3).

Inspirovani Dérrieovou metodou, ukazme jesté€ na zavér tohoto od-
dilu, Ze i nejptesngjsi z dolnich odhadd (20) lze dokazat vyluéné alge-
braicky z rekurentnich vzorci (5). Z pfedchoziho vykladu je jasné, Ze
sta¢i dokazat nerovnost

4 1 4

1
§p2n - gpn < §p4n - §p2n (n 2 3).

Upravme ji ekvivalentné do tvaru
16p3, — (5p2n — pn)® > 0 (22)

a pomoci dfive zavedenych symbolii p a A (pn = p a qan = A2p) opét
postupné pocitejme:
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P2n = VPnQ2n = Ap, Spon — pn = (5)\ - 1)p»
2p2nq2n - 2)‘2]7 p2 = DonQan = 2/\3p2
Poan+qon 1+ N dn = F2nfn = 970N

Q4n =

32\3p? A—1)2(7A — 1)p?
16p], — (5p2n — pn)” = = oY ( )1 (+ . )p

(pfipominame, ze A > 1). Diikaz (22) je tak proveden.

—(5A - 1)%p? = >0

6. Zavér — s trochou nadhledu. Jak jsme jiz naznadili v vodu, diky
diferencidlnimu a integralnimu poc¢tu maji matematikové od 17. stoleti
daleko efektivnéjsi prostfedky vypoctu &isla m, nez jsou ty, které poci-
taji s obvody nebo obsahy mnohouhelnikii vepsanych a opsanych dané
kruznici. Vypocetni metody diferencidlniho poctu, které strucné nazy-
vame kalkulus, v§ak umoziiuji i nové pohlédnout na zminénou geometric-
kou problematiku a projasnit nejriznéjsi vztahy, které jsme posuzovali
v predchozich oddilech pomérné komplikovanymi ivahami. Takovy za-
vérecny nadhled ted nabizime kazdému &tenafi, ktery je obeznamen se
zdklady té oblasti kalkulu, jez se zabyva aproximacemi funkci mnoho-
¢leny.

Obvody pravidelnych n-uhelniki vepsanych a opsanych kruznici o po-
loméru R, které budeme jako dfive znadit p,(R) a ¢,(R), miZeme od-
hadovat tak, ze do vzorct (3) z Gvodu ¢lanku, totiz

pn(R) = 2nRsin% a qu(R) = 2nRtg%,

dosadime za hodnoty goniometrickych funkci jejich priblizeni pomoci
Taylorovych (Maclaurinovych) mnohoc¢lenti

sinxﬁm—£+-?—~ il + © —

6 120 5040 362880 ’ (23)

tgxix+£+%m—5+—l7i7+ 6227
3 15 315 2835

5

4o

Zduraznéme, ze v pravych stranach pfibliznych rovnosti (23) stoji mno-
hocleny, jejichZ stupeil jsme imyslné neurd¢ili; teckami - - - v (23) i dalsich
vzorcich vyjadfujeme, Ze ve vypisovani Clend vysSich stupni muizZeme
(dle potieb konkrétni situace) pokracovat. S ohledem na rozsah i za-
méfeni ¢lanku nebudeme diskutovat o zbytkovych ¢lenech rovnosti (23)
ani o konvergenci pfislusnych fad; feknéme pouze (dosti nepfesné), ze
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evs

jsou vyssi stupné mnohocleni, které k aproximaci vybereme.
Vzorce (23) pro hodnoty z = m/n poskytuji nasledujici p¥iblizna
vyjadieni zkoumanych &isel p, = pn(1/2) a ¢n = gn(1/2):

. 7r3 7r5 7T7 7r9

Pn =T = 62 T 12008 T 5040n8 T 36288008 (24)
. 3 275 1777 6279

Gn =T+ + n T

302 T T5nt 31508 T 283508

Vsimnéte si, Ze znaménka druhych ¢lend v pravych stranach signalizuji,
ze se skutecné jedna o dolni a horni odhady ¢isla .

,Vyzbrojeni“ vzorci (24), ke kterym jesté pfipiseme jejich verze pro
hodnoty dvojnasobného indexu n

) ﬂ.3 71’5 71'7 7('9
Pon =T = o ¥ T020n% ~ 32256018 | 928972808 )
(24")
. w3 + 27d + 1777 + 6279 +
Ton =TT 1572 " 24004 ' 2016078 ' 72576018 :

mtizeme zkoumat (postupem zcela odliSnym od avah z piedchozich od-
dilti), které vyrazy sestavené z &isel p,, g, (pfipadné i Cisel pan, q2n)
pfiblizuji ¢islo 7 lépe nez tato &isla jednotlivé. Podrobné to vysvétlime
u vyrazu apy, +03q,. Jak vybrat koeficienty a, 3, aby posloupnost hodnot
tohoto vyrazu pro n — oo konvergovala k ¢islu 7, a to co nejrychleji?
Podle vzorci (24) dostavame

(28 — a)m3 + (a + 168)m o
6n2 120n4 ’

apn + Ban = 7!‘(0+ﬂ)+

takZe pfedevsim ap,+06¢, — 7, pokud a+f = 1. Za tohoto predpokladu
dale vidime, e odchylka ¢lent ap, + (g, od limity 7 bude fadu n=?2
s vyjimkou p¥ipadu, kdy 28 — a = 0; tehdy bude fad odchylky n™%. Ze
soustavy rovnic

a+pf=1 28-a=0

nalezneme ,optimalni“ hodnoty koeficienti o = 2/3 a 8 = 1/3; pro
piislusny vyraz %pn + %qn pak plati pfiblizeni, které uvddime na prvnim
fadku nasledného piehledu (25).

Co je na predeslém vypoctu koeficientii o,  pozoruhodné? Ptiroze-
nym uZitim kalkulu jsme velmi rychle nalezli pfibliZeni ¢isla 7 z pravé
strany (12), ke kterému stfedovéké matematiky mohly pfivést pouze
imorné numerické experimenty nebo mimofddna geometricka intuice.



30 JAROMIR SIM3A

Obdobnym postupem lze pomoci vzorcii (24) a (24") vypocitat i koefi-
cienty dalSich linedrnich kombinaci, které optimalné (v uvedeném vy-
znamu) priblizuji ¢islo

2 1 won—4

§pn+3(In—7r+ 20 +-,
4 1 . mon—4

ghm =3P =TT g T
4 1 . mon—4

‘ 5‘]271 - BQn ™= 30 + -, (25)

16 1 , n'n6

’Bp?n 5 _5q2n:7r+ 6720+'“’
64 4 1 7 n 6

ng n 9p2n + 5pn =7+ 392560 +ey,

64 8 52 1 , 7on=8
&pZn - zlgpn + 352 T 35 T T T 17950

Zduraznéme, ze koeficienty kazdé z uvedenych kombinaci jsou feSenim
soustavy (dvou aZ CGtyf) linedrnich rovnic, kterou dostaneme z poza-
davku, aby absolutni ¢len pfislusného pribliZzeni byl roven ¢islu 7 a aby
co nejvice dalSich ¢lentt mélo nulovy koeficient.

Naleznéme je$té jedno optimalni pfibliZzeni Cisla 7, tentokrat lome-
nym vyrazem. V souvislosti s dfive dokdzanymi odhady

3pngn <m< 2pnqn
Pn + 2Gn Pnt+qn

neni bez zajimavosti urcit koeficient a, pfi kterém posloupnost hodnot

DPndn
(@) = =3,4,5,...
(@) apn + (1= a)gn (n )

co nejrychleji konverguje k ¢islu 7. Podle pravidel o nasobeni a déleni
mocninnych fad vypoditdme t¥i (nenulové) ¢leny Taylorova rozvoje

3(3ac — 1)n~2 5(30a% — 15 1)n~4
hn(a)éw+”<a6 Jn +7r( < 120a+ Jn + e

Odtud (pfesnéji FeSenim rovnice 3o — 1 = 0) usoudime, Ze hledané o mé
pravé , Dérrieovu® hodnotu 1/3. Pro ni plati pfiblizeni

3Pnqn N

ho(1/3) = ——— =7 — 4
) = o =™ 180

—4
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které je uZitecné porovnat s druhym pfiblizenim (25); srovnani obou
(zapornych) koeficientt u ¢lenti fadu n=* je v souladu s nerovnostmi
(20).

V samotném zavéru upozornime na podivuhodnou ,startovni“ pres-
nost posledniho pfibliZeni ze soupisu (25). Dosazenim hodnot

pe =3, g¢ = 3,464101615, py2 = 3,105828 541, q12 = 3,215 390 309,

které se od ¢isla 7 dosti znac¢né lisi, dostaneme

64 8 52

1.
'6'§p12 - Zf—)m + ﬁng - m% = 3,141 591 516.

Z obvodi pravidelnych Sestithelniki a dvanactitihelnikl jsme tedy vy-
pocetli ¢islo 7 s pfesnosti na pét desetinnych mist!
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