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ha + k[ + ko] = 7 erfiillt. Aus dieser letzteren folgt

m [oc - arccot i\“]
+ *1_o. (14)
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Die Gleichung der Radonschen Kurve % in Polarkoordinaten hat somit die
Form (13); F ist eine im Intervall (—oo, co) definierte Funktion mit den Eigen-
schaften (11) und (14), wobei C' = 1 zu wihlen ist.

Umgekehrt kann ohne Schwierigkeiten gezeigt werden: Jede mit einer im
Intervall (—oo, co) definierten Funktion F mit den obigen Eigenschaften im
Sinne der Formel (9) gebildete Funktion % stellt eine 1-normierte und den Be-
ziehungen (1), §16, (7) (n = 0) genﬁgende Polarfunktion eines R-Trigers dar,
und zwar ist dieser Trager vermoge einer Formel wie § 6, (29) definiert.

Wir fassen zusammen:

Satz. Alle Radonschen Kurven mit R-Trdgern sind in Polarkoordinaten genaw
durch die Qleichung (13) gegeben, wobei F eine im Intervall (—oo, oo) definierte
Funktion mit den Eigenschaften (11) und (14) bezeichnet. '

C. THEORIE DER ALLGEMEINEN DISPERSIONEN

In diesem Kapitel wird eine konstruktive Theorie der sogenannten allgemeinen
Dispersionen entwickelt. Dies sind im wesentlichen Losungen der Kummerschen
nichtlinearen Differentialgleichung 3. Ordnung [§ 11, (1)] im Fall oszillatorischer
Differentialgleichungen (Q), (q).

§ 18. Einleitung

1. Dispersionen s-ter Art; » =1, 2, 3, 4. Nach dem Satz von §13, Nr. 11,
befriedigen alle Zentraldispersionen 1. Art ¢, einer oszillatorischen Differential-
gleichung (q) im Intervall j = (a,b) die nichtlineare Differentialgleichung
3. Ordnung

—{X, 8} + q(X) - X"2(t) = q(1), (qq)

und ferner, falls der Triager ¢ (<< 0) der Klasse C, angehort, befriedigen alle
Zentraldispersionen 2., 3., 4. Art, y,, y,, w,, die mit dem ersten begleitenden
Triger ¢, von q gebildeten Differentialgleichungen ((']1(11) (429), (9y)-

Unsere weiteren Untersuchungen zielen u. a. dahin, einen Uberblick iiber alle
reguldren (d. h. der Ungleichung X’ == 0 stets genugenden) Integrale X der nicht-
linearen Differentialgleichungen 3. Ordnung (qq), (G;d;), (G19), (4(,) zu ermitteln.
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Unter Dispersionen 1., 2., 3., 4. Art einer oszillatorischen Differentialglei-
chung (q) im Intervall j = (a, b) verstehen wir gewisse auf Grund der Differen-
tialgleichungen (q), (q;) konstruktiv im Intervall j definierte Funktionen einer
Verianderlichen. Thre Bedeutung fiir die betrachtete Transformationstheorie liegt
darin, daf3 diese Funktionen genau alle reguldren Integrale der genannten nicht-
linearen Differentialgleichungen 3. Ordnung darstellen.

Die Zentraldispersionen 1., 2., 3., 4. Art sind also spezielle Félle der Dispersionen
entsprechender Art.

Die Theorie der Dispersionen besteht im wesentlichen in der Beschreibung der
FEigenschaften von Integralen der obigen nichtlinearen Differentialgleichungen
3. Ordnung und der Beziehungen dieser Integrale zu dem Transformations-
problem im Fall von Transformationen der Differentialgleichungen (q), (q,) in
sich selbst und ineinander.

Im folgenden werden wir die Theorie der Dispersionen in ein breiteres Problem
einschlieBen.

2. Allgemeine Dispersionen. Gegeben seien zwei oszillatorische Differential-
gleichungen (q), (Q) in den Intervallen j = (a, b) bzw. J = (4, B):

y' =4y, (a)
Y=QmTY7Y. Q)

Unter allgemeinen Dispersionen der Differentialgleichungen (q), (Q) (in dieser
Anordnung) verstehen wir gewisse auf Grund der Differentialgleichungen (q), (Q)
konstruktiv im Intervall j definierte Funktionen einer Veranderlichen. Die Be-
deutung dieser allgemeinen Dispersionen besteht darin, dafl sie genau alle regu-
ldren Integrale X der nichtlinearen Differentialgleichungen 3. Ordnung

—(X, 8} + QUX) - X'2(0) = q(t) (Qq)
darstellen.

Offenbar erhélt man aus (Qq) z. B. fiir @ = ¢ die Dlﬁerentlalglelchung (qq)
und auf dhnliche Weise auch die iibrigen Differentialgleichungen (q,q,), (G19)s
(qdy)-

Die Theorie der allgemeinen Dispersionen besteht im wesentlichen in der Be-
schreibung der Eigenschaften von Integralen der Differentialgleichung (Qq) und
der Beziehungen dieser Integrale zum Transformationsproblem im Fall von
Transformationen der Differentialgleichungen (Q), (q).

Es sei betont, daB die Annahme, die Differentialgleichungen (Q), (q) seien
oszillatorisch, fiir diese Theorie von entscheidender Bedeutung ist.

§ 19. Lineare Abbildungen der Integralriume der
Differentialgleichungen (q), (Q) aufeinander

1. Grundbegriffe. Wir betrachten zwei oszillatorische Differentialgleichungen
(q), (Q) in den Intervallen j = (a, b). bzw. J = (4, B). r, R seien ihre Integral-
rdume, (u,v), (U, V) beliebige Basen von 7, R und w, W die Wronskischen
Determinanten dieser Basen.
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Jedes Integral y € r von (q) hat in bezug auf die Basis (u, v) bestimmte kon-
stante Koordinaten ¢, ¢,: ¥ = c;u + ¢, und dasselbe gilt von jedem Integral
YER von (Q): Y = C,U + C,V. Umgekehrt gehért zu jeder zweigliedrigen
Folge von Konstanten ¢, ¢, bzw. C,;, C, genau ein Integral y € r von (q) bzw.
genau ein Integral Y € R von (@) mit den Koordinaten ¢,, ¢, bzw. C,, C,.

Wir definieren nun eine lineare Abbildung p des Integralraumes r auf den
Integralraum R so, dafl wir jedem Integral ¥ € r von (q),

y = Au + pv,
das mit denselben Konstanten 4, u gebildete Integral ¥ € R von (Q) zuordnen:
Y =AU 4+ uV.

Das Bild Y von y in der linearen Abbildung p bezeichnen wir mit py, also ist
Y = py; gelegentlich schreiben wir auch y — Y(p), kiirzer y — Y. Die Basen
{u,v), (U, V) nennen wir die erste bzw. zweite Basis der linearen Abbildung p.
Oftenbar gilt w — U, v — V(p). Wir sagen, die lineare Abbildung p sei durch die
Basen (u, v), (U, V) (in dieser Anordnung) bestimmt, und driicken dies auch
so aus: p = [u - U, v — V]. Die Zahl w: W heilit die Charakteristik der linearen
Abbildung p; Bezeichnung: yp.

Die lineare Abbildung p ist auch durch eine beliebige erste Basis (%, ¥) und die
zweite Basis (pu, p?) bestimmt, also p = [@ — pu, & — p7]. Die Wronskischen
Determinanten der Basen (%, 9), (p%, pt) unterscheiden sich von w, W durch
dieselbe von Null verschiedene multiplikative Konstante, d. h., die Charakteristik
der linearen Abbildung p hingt von der Wahl der Basen von p nicht ab.

In der linearen Abbildung p werden zwei voneinander unabhiingige Integrale
der Differentialgleichung (q) auf ebensolche Integrale von (Q) abgebildet. Die
Bilder von zwei voneinander abhidngigen Integralen der Differentialgleichung (q)
sind voneinander abhéngig und unterscheiden sich durch dieselbe multiplikative
Konstante wie ihre Urbilder.

Von zwei linearen Abbildungen des Integralraumes r auf den Integralraum R
sagen wir, sie haben denselben oder den entgegengesetzten Charakter, je nachdem,
ob ihre Charakteristiken dasselbe Vorzeichen haben oder nicht.

Es sei ¢ 5= 0 eine beliebige Zahl. Die durch die Basen (u, v), (cU, ¢V) bestimmte
lineare Abbildung bezeichnen wir mit cp, also: ¢p = [u — c¢U, v - ¢V]. Diese
lineare Abbildung bildet jedes Integral y € r von (q) auf das Integral ¢ - py€ R,
also auf ein von py abhiingiges Integral von (Q) ab. Wir sagen, die lineare Ab-
bildung cp sei linear abhingig, kiirzer: abhingig von p; gelegentlich nennen wir
sie eine Abdnderung von p. Die Charakteristik von cp ist (1:¢?) - (w: W), also
x¢p = (1:¢?) yp. Folglich haben die linearen Abbildungen p und cp denselben
Charakter. Die Nullstellen der Bilder jedes Integrals y € r von (q) in den linearen
Abbildungen p und cp sind offenbar dieselben.

2. Neben der linearen Abbildung p wollen wir nun eine lineare Abbildung P
des Integralraumes R von (Q) auf den Integralraum R einer weiteren Differential-
gleichung (Q) in einem Intervall J = (4, B) betrachten. o

Fiir die erste Basis von P diirfen wir (U, V) wihlen; die zweite sei (U, V):
P=[U - U, V - V]. Mit W bezeichnen wir die Wronskische Determinante von
(U, V). Wir haben also yP = W : W.
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Wir zeigen:
Die zusammengesetzte Abbildung P = Pp des Integralraumes r auf den Inte-

gralraum R ist die lineare Abbildung P = [u — U, v — V]. Thre Charakteristik
ist das Produkt von yP, xp, also

1Pp = xP- xp. (1)

In der Tat, es sei y € r ein beliebiges Integral von (q) und ferner Y = py,
Y = PY. Dann bestehen die mit geeigneten Konstanten A, u gebildeten Be-

ziehungen y=Ju+mw, Y=AU-+uV, Y =20-+uV,

und daraus folgt der erste ‘Teil unserer Behauptung. Die Charakteristik yP ist
offenbar w: W = (w: W) (W : W), womit auch der zweite Teil bewiesen ist.

Die zu der linearen Abbildung p inverse Abbildung p~! des Integralraumes R
auf den Integralraum r ist die lineare Abbildung p-! = [U — u, V — v]. Thre
Charakteristik ist der reziproke Wert von p, also

xp~t = (xp)*. @)

In der Tat, die zu der linearen Abbildung p inverse Abbildung p-! des Integral-
raumes R auf den Integralraum r ist so definiert, daB p-p die identische Ab-
bildung e des Integralraumes r auf sich darstellt: p~'p = e. Daraus folgt der
erste Teil unserer Behauptung. Nun ist offenbar e = [u — u, v — v], ye = 1.
Folglich ist nach (1) (fiir P = p-1) auch der zweite Teil richtig.

3. Die obigen Betrachtungen sind natiirlich auch dann giiltig, wenn einige
von den Differentialgleichungen (q), (Q), (Q) und folglich auch die entsprechenden
Integralriume r, R, R zusammenfallen.

Betrachten wir msbesondere den Fall Q =Q = ¢q, R = R = r. In diesem Fall
handelt es sich um lineare Abbildungen des Integralraumes r der Differential-
gleichung (q) auf sich. Eine solche lineare Abbildung p ist durch eine erste und
zweite Basis (u, v), (U, V) der Differentialgleichung (q) in dem obigen Sinne be-
stimmt: p = [u - U, v — V]. Die aus zwei linearen Abbildungen p = [u - U,
v—> V], P=[U - U, V — V] des Integralraumes r auf sich zusammengesetzte
Abbildung Pp ist die lineare Abbildung Pp = [u — U, v — V] von r auf sich, und
es gilt eine Formel wie (1). Die lineare Abbildung p-* = [U — u, V — v] ist die
zu p inverse lineare Abbildung des Integralraumes r auf sich, und es besteht eine
Formel wie (2). Ferner gilt p~1p = e, ye = 1.

4. Bestimmung der linearen Abbildungen vermoge erster Phasen. Es sei
p = [u — U, v — V] eine lineare Abbildung des Integralraumes r von (q) auf den
Integralraum R von (Q).

Wir wihlen beliebige (erste) Phasen «, A der Basen (u, v), (U, V) der linearen
Abbildung p. Dann ist nach § 5, (26)

ueliol e, o= eVil=r, l N
U:E]/[W] sin‘A , —E]/[W| cosA I
/|A VAl
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g, E sind gleich 41 oder --1, je nachdem, ob die Phasen «, A beziiglich der
Basen (u, v), (U, V) eigentlich sind oder nicht.

Die mit beliebigen Koordinaten A = y cos ky, u = ysink, (y > 0,0 < &k, < 27)
in bezug auf die Basen (u,v), (U, V) gebildeten Integrale y = Au + uv (€ 7),
Y = AU + uV (€ R) von (q), (Q) lassen sich folgendermafen ausdriicken:

sin k (3 sin (A + k& ——
gk Atk oy TeB G snB R Gy, @
V]ee'| Vixpl VIA|

Wir sehen: Bei jeder Wahl der Phasen «, A der Basen (u, v), (U, V) von p ist
die lineare Abbildung p durch die Formel y — Y gegeben; y, Y stellen je zwei mit
beliebigen Konstanten &, (== 0), 0 =< k, <C 27 im Sinne der Formeln (4) definierte
Integrale der Differentialgleichungen (q), (Q) dar.

Wir nennen eine zweigliedrige Folge («, A) von Phasen der Basen (u, v), (U, V)
der linearen Abbildung p eine Phasenbasis von p. Bei jeder Wahl der Phasenbasis
(e, A) der linearen Abbildung p bestehen also fiir je zwei Integrale y € r, ¥ = py
€ R die mit denselben Konstanten k, , k, gebildeten Formeln (4).

Aus den Formeln (3) erhalten wir die Beziehung

sgn yp = sgn o' - sgn A, (5)

d. h., die Charakteristik yp ist positiv, wenn beide Phasen «, A wachsen oder ab-
nehmen; sie ist negativ, wenn eine von diesen Phasen wéchst und die andere
abnimmt. ,

Wir haben gesehen (Nr. 1), dafl die lineare Abbildung p auch durch eine be-
liebige erste Basis (%, ©) der Differentialgleichung (q) und die zweite Basis (pz, p7)
bestimmt werden kann. Als erstes Glied einer Phasenbasis (x, A) der linearen
Abbildung p kann daher eine beliebige Phase « der Differentialgleichung (q)

gewdhlt werden; dann ist das zweite Glied A bis auf ganzzahlige Vielfache der
Zahl n eindeutig bestimmt.

5. Wir wollen nun wieder neben der linearen Abbildung p eine lineare Abbil-
dung P des Integralraumes R von (Q) auf den Integralraum R einer weiteren
Differentialgleichung (Q) in einem Intervall J = (A4, B) betrachten.

Es sei («, A) eine Phasenbasis von p und (A, A) diejenige von P. ¢, B, E sollen
fiir die Phasen «, A, A die iibliche Bedeutung haben.

Man iiberzeugt sich leicht von der Richtigkeit der folgenden Sitze:

Die zusammengesetzte lineare Abbildung Pp des Integralraumes r auf den
Integralraum R 1iBt die Phasenbasis (oc, A) zu, und es bestehen fiir je zwei Inte-
grale y€ r, Y = Ppy € R die Formeln

sin (o + ks) - eE sin (;\ + k)
y=hk——-— ¥ =—F — .
Vit VixPl - [xpl VIA

Die zu der linearen Abbildung p inverse lineare Abbildung p-! des Integral-
raumes R auf den Integralraum r 148t die Phasenbasis (A, ) zu, und es bestehen

(6)
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fiir je zwei Integrale Y€ R, y = p~1Y € r die Formeln

sin (A + k,) sin (e + k)
VAl Vel

Jede Phasenbasis der identischen linearen Abbildung e des Integralraumes r

auf sich ist offenbar («, & + nx), » ganz; « ist eine (beliebige) Phase der Diffe-
rentialgleichung (q).

Y =k . y=eBl[xpl b (7)

6. Oben haben wir jeder linearen Abbildung p des Integralraumes r auf den
Integralraum R zweigliedrige Folgen von Phasen «, A der Differentialgleichungen
(q), (Q), die Phasenbasen von p, zugeordnet, und zwar so, daB sich jedes Integral
y € r und sein Bild ¥ = py € R vermége der Formeln (4) ausdriicken lassen.

Umgekehrt folgt aus den Formeln (3), (4):

Beliebige Phasen «, A der Differentialgleichungen (q), (Q) bilden eine Phasen-
basis (x, A) unendlich vieler voneinander abhéingiger linearer Abbildungen cp
(c = 0) des Integralraumes r auf den Integralraum R. Man erhilt die Basen
(u, v), (U, V) einer linearen Abbildung p aus diesem System im Sinne der Formeln
(3) bei beliebiger Wahl der Konstanten ¢, £ = 4-1; w, W (&= 0), und es gelten
fiir jedes Integral y € r und sein Bild Y = py € R Formeln wie (4). )

7. Normierte lineare Abbildungen. Wir iibernehmen die obigen Bezeichnungen.

Es seien p=[u — U,v - V], P=[U — U, V — V] belicbige lineare Ab-
bildungen des Integralraumes r von (q) auf den Integralraum R von (Q) bzw. des
Integralraumes R auf den Integralraum R von (Q) Ferner seien (, A), (A, A)
irgendwelche Phasenbasen dieser linearen Abbildungen p, P

Es seien 2z € §, Z € J beliebige Zahlen.

Wir nennen die lineare Abbildung p normiert in bezug auf die Zahlen z, Z (in
dieser Anordnung), wenn sie jedes Integral y € r von (q), welches an der Stelle z
verschwindet, auf ein an der Stelle Z verschwindendes Integral Y € R von (Q)
abbildet, d. h., wenn aus y(z) = 0 die Beziehung py(Z) = 0 folgt.

Offenbar ist die lineare Abbildung p normiert in bezug auf die Zahlen z, Z,
wenn sie ein (einziges) Integral y € r von (q), welches an der Stelle z verschwindet,
auf ein an der Stelle Z verschwindendes Integral Y € R von (Q) abbildet.

Ist also y € r ein beliebiges Integral von (q) und Y € R sein Bild in der linearen
Abbildung p, so ist die lineare Abbildung p normiert in bezug auf jede Nullstelle
von y und jede Nullstelle von Y.

Ist ferner die lineare Abbildung p normiert in bezug auf die Zahlen z, Z, so
hat auch jede von p abhéngige lineare Abbildung cp (¢ == 0) dieselbe Eigenschaft.

Wichtig ist der folgende

Satz. Die lineare Abbildung p ist normiert in bezug auf die Zahlen z, Z dann
und nur dann, wenn sich die Werte o(2), A(Z) der Glieder von («, A) an den Stellen
z, Z wm ein ganzzahliges Vielfaches der Zahl ;w unterscheiden, also a(z) — A(Z) = na,
n ganz.

Beweis. Es sei y€ 7 ein an der Stelle z verschwindendes Integral von (q),
also y(z) = 0, und Y = py € R sein Bild in der linearen Abbildung p. Es bestehen
also die mit geeigneten Konstanten k;, k, gebildeten Formeln (4), und die Zahl
o(z) + k, ist ein ganzzahliges Vielfaches von .
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Ist die lineare Abbildung p normiert in bezug auf die Zahlen z, Z, so gilt
Y(Z) = 0. Dann ist die Zahl A(Z) + k, ein ganzzahliges Vielfaches von z, und
dasselbe gilt offenbar auch von der Zahl o(z) — A(Z).

Ist umgekehrt a(z) — A(Z) ein ganzzahliges Vielfaches von 7, so gilt dies auch
von der Zahl A(Z) + k,, und daraus folgt Y(Z) = 0.

Damit ist der Beweis beendet.

Ferner zeigen wir:

Ist die lineare Abbildung p normiert in bezug auf -die Zahlen z, Z, so ist sie
auch normiert in bezug auf je zwei Zahlen 2€ j, Z € J, von denen z mit z und Z mit
Z (1-) konjugiert ist. Ist umgekehrt p in bezug auf die Zahlen z, Z und zugleich
in bezug auf zwei Zahlen z € j, Z €J normiert, wobei z mit z oder Z mit Z kon-
jugiert ist, so ist Z mit z und Z mit Z konjugiert.

Beweis. Die lineare Abbildung p sei normiert in bezug auf die Zahlen z, Z,
also a(z) — A(Z) = nm, n ganz.

a) Es seien 2€ 4§, Z € J beliebige Zahlen, von denen z mit z und Z mit Z konju-
giert ist. Wir haben also z = @,(2), Z = @y(Z), wobeig,, Py geeignete Zentraldi-
spersionen der Differentialgleichungen (q) bzw. (Q) bezeichnen. Nun ergibt die
abelsche Funktionalgleichung [§ 13, (21)] «(z) = «(2) + v - sgn o, A(Z) = A(Z)
+ Nm - sgn A. Wir sehen, daB die Zahl x(z) — A(Z) ein ganzzahliges Vielfaches

von 7 ist.

b) Es sei p in bezug auf die Zahlen z, Z normiert und z. B. die Zahl zZ mit 2
konjugiert. Dann ist a(2) — A(Z) ein ganzzahliges Vielfaches von 7, und dasselbe
gilt (nach der abelschen Funktionalgleichung) von der Zahl «(z) — «(z). Wir
haben also A(Z) — A(Z) = mz, m ganz, und diese Beziehung ergibt im Hinblick
auf die abelsche Funktionalgleichung Z = @ ,,(Z) mit M = m - sgn A.

Damit ist der Beweis beendet.

Ferner tiberzeugt man sich leicht von der Richtigkeit der folgenden Aussage:

Sind die linearen Abbildungen p, P normiert in bezug auf die Zahlen z, Z bzw.
Z, Z, so ist die zusammengesetzte lineare Abbildung Pp normiert in bezug auf z, Z.

Ist die lineare Abbildung p normiert in bezug auf die Zahlen z, Z, so ist die
inverse lineare Abbildung p~* normiert in bezug auf Z, z.

Ist die identische lineare Abbildung e des Integralraumes r auf sich normiert
in bezug auf die Zahlen 2, Z, so sind diese miteinander konjugiert.

8. Wir zeigen:

Ist die lineare Abbildung p des Integralraumes » von (q) auf den Integralraum R
von (Q) normiert in bezug auf die Zahlen z€ §, Z € J, so besitzt sie eine Phasen-
basis («, A), deren Glieder an den Stellen z bzw. Z verschwinden: o«(z) = 0,
A(Z) = 0.

Beweis. Nehmen wir an, p sei normiert in bezug auf die Zahlen z, Z.

Wir wissen, dafl man als erstes Glied einer Phasenbasis von p eine beliebige
Phase von (q) wihlen darf, wonach dann das zweite Glied bis auf ganzzahlige
Vielfache der Zahl 7z eindeutig bestimmt ist. Wihlen wir also als erstes Glied einer
Phasenbasis («, A,) von p eine beliebige Phase o von (q), die an der Stelle z ver-
schwindet: ¢(z) = 0. Dann gilt, da p in bezug auf z, Z normiert ist, Ay(Z) = nz,
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n ganz. Ersetzt man nun die Phase Aj von (Q) durch A = A, — na, so bilden die
Phasen o, A eine Phasenbasis von p mit der gewiinschten Eigenschaft.

Wir nennen eine Phasenbasis («, A) einer in bezug auf die Zahlen z, Z nor-
mierten linearen Abbildung p kanonische Phasenbasis in bezug auf die Zahlen z, Z,
wenn ihre Glieder o, A an den Stellen z, Z verschwinden: «(z) = 0, A(Z) = 0.

Offenbar gelten die folgenden Aussagen:
Sind (a, A), (A, A) kanonische Phasenbasen der linearen Abbildungen p, P in

bezug auf die Zahlen z, Z bzw. Z, Z, so stellt («, A) eine kanonische Phasenbasis
der linearen Abbildung Pp in bezug auf die Zahlen z, Z dar.

Ist (e, A) eine kanonische:Phasenbasis der linearen Abbildung p in bezug auf
die Zahlen z, Z, so stellt (A, «) eine kanonische Phasenbasis der inversen linearen
Abbildung p-! in bezug auf die Zahlen Z, z dar.

Jede kanonische Phasenbasis der identischen linearen Abbildung e des Inte-
gralraumes 7 auf sich in bezug auf die Zahlen z, ¢,(z) hat die Form (o, agp_,),
wobei o eine an der Stelle z verschwindende Phase der Differentialgleichung (q)
bezeichnet: «(z) = 0.

§ 20. Allgemeine Dispersionen der Differentialgleichungen (q), (Q)

Wir kommen nun zu der eigentlichen Theorie der allgemeinen Dispersionen der
Differentialgleichungen (q), (Q). Wir iibernehmen die obigen Begriffe und Be-
zeichnungen.

1. Die Grundzahlen und Grundintervalle der Differentialgleichung (q). Es sei
£, € j eine beliebige Zahl. Ferner sei ¢, die »-te mit ¢, (1-) konjugierte Zahl, also ¢,
= @,(t); v =0, 41, 42, .... Die Zahlen ¢, sind also die Nullstellen jedes an der
Stelle ¢, verschwindenden Integrals v von (q): ¢, stimmt mit ¢, iiberein oder stellt
die v-te auf ¢, folgende oder dieser Zahl vorangehende Nullstelle von v dar, je
nachdem, ob ¥ = 0 oder > 0 oder < O ist.

Wir nennen ¢, die v-te Grundzahl der Differentialgleichung (q) in bezug auf t,,
kiirzer: die y-te Grundzahl.

Das Intervall j, = [¢,, ¢,,;) bzw. j, = (f,.,, {,] nennen wir das »-te rechtsseitige
bzw. linksseitige Qrundintervall der Differentialgleichung (q) in bezug auf t,, kiirzer:
das »-te rechtsseitige bzw. linksseitige Grundintervall.

Offenbar haben die Grundintervalle j, und j, genau die Zahl ¢, gemeinsam;
das Innere von j, féllt mit dem Inneren von 7., zusammen.

Jede Zahl t€ (a, b) liegt in einem wohlbestimmten Grundintervall j, bzw.
ju; im Fall ¢ = ¢, haben wir u = », im Fall ¢ = ¢,: 4 = » 4 1. Insbesondere liegt
jede Nullstelle eines beliebigen Integrals y von (q) in einem wohlbestimmten
Grundintervall j, bzw. j,; umgekehrt enthélt jedes Grundintervall j, bzw. j,
genau eine Nullstelle von y.

2. Der Dispersionsbegriff. Wir wollen nun jeder normierten linearen Abbildung p
des Integralraumes r von (q) auf den Integralraum R von (Q) eine in dem Inter-
vall j = (a, b) definierte Funktion X zuordnen.

Es sei p eine in bezug auf die (beliebig gewihlten) Zahlen #,€ j, T € J nor-
mierte lineare Abbildung des Integralraumes r auf den Integralraum R.
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Mit ¢,, T, bezeichnen wir die Grundzahlen der Differentialgleichungen (q), (Q)
in bezug auf ¢y, Ty; mit j,, J, die rechtsseitigen und mit j,, J, die linksseitigen
Grundintervalle der Differentialgleichungen (q), (Q) in bezug auf f,, T;
v=0, +1, +2, ....

Es sei t € (a, b) eine beliebige Zahl und y ein an der Stelle ¢ verschwindendes
Integral der Differentialgleichung (q); die Zahl ¢ liegt in einem wohlbestimmten
rechtsseitigen »-ten Grundintervall j,.

Nun definieren wir den Wert X () der Funktion X an der Stelle ¢, je nachdem,
ob yp > 0 oder yp < 0 ist, wie folgt:

Im Fall yp > 0 ist X(¢) die in dem rechtsseitigen »-ten Grundintervall J,
liegende Nullstelle des Integrals py von (Q); N

im Falle yp < 0 ist X(f) die in dem linksseitigen —»-ten Grundintervall J_,
liegende Nullstelle des Integrals py von (Q).

Die Funktion X nennen wir die allgemeine Dispersion der Differentialgleichungen
(9), (Q) (in dieser Anordnung) in bezug auf die Zahlen t,, Ty und die lineare Ab-
bildung p; kiirzer: die allgemeine Dispersion. Die Zahlen ¢,, 7', sind die Grund-
zahlen und insbesondere t¢,, T, die Anfangszahlen der allgemeinen Dispersion X;
die lineare Abbildung p heil3t die Erzeugende von X. Im Fall yp > 0 nennen wir
die allgemeine Dispersion X direkt, im Fall yp < 0 indirekt. Im Fall ) = ¢ spre-
chen wir kiirzer von der allgemeinen Dispersion X der Differentialgleichung (q).

Die allgemeine Dispersion der Differentialgleichungen (q), (Q) in bezug auf
eine von p abhingige lineare Abbildung cp (¢ &= 0) und dieselben Zahlen ¢y, T’
stimmt mit X iiberein, da die lineare Abbildung cp wieder in bezug auf ¢,, T,
normiert ist und die Nullstellen der Bilder py, cpy jedes Integrals y von (q) die-
selben sind.

Die allgemeine Dispersion X ist demnach durch ihre Anfangszahlen ¢,, T'; und
die Erzeugende p eindeutig bestimmt.

Offenbar gelten, je nachdem, ob yp > 0 oder yp < 0 ist, die Formeln

Xt,)=1T, oder X(t)=T1T., (1)
und ferner an jeder Stelle t€ (¢,, ¢,.,)
X(M)€(T,, T,y) oder X()E(T-,, T-,) @)

(v =0, £1, £2, ...).

3. Eigenschaften der allgemeinen Dispersionen. Grundlegend fiir die Theorie
der allgemeinen Dispersionen ist der folgende

Satz. Es sei X die allgemeine Dispersion mit den Anfangszahlen t,, Ty und der
Erzeugenden p. Ferner sei (o, A) eine kanonische Phasenbasis von p in bezug auf
die Zahlen t,, Ty. Dann erfillt die allgemeine Dispersion X im Intervall j die
Funktionalgleichun,

7 d alt) = AX (D). (3)

Beweis. Es sei x € j eine beliebige Zahl. Dieselbe liegt in einem wohlbestimm-
ten Intervall j,. Folglich haben wir wegen «(f,) = 0
wm <o)<+ 1)z oder —(v+ Da < alx) = —wx, 4)

je nachdem, ob sgn o' = +1 oder = —1 ist.

12 Borivka, Lineare Differentialtransformationen
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Es sei y€ r ein an der Stelle « verschwindendes Integral der Differentialglei-
chung (q). Dasselbe ist vermége der mit geeigneten Konstanten k,, k, gebildeten
Formel § 19, (4) gegeben. Wegen y(x) = 0 ist
a(x) + ky = nm, n ganz. (5)
Das Integral ¥ = py€ R von (Q) ist vermoge der mit denselben Konstanten
ky, ky gebildeten Formel § 19, (4) gegeben. Nun ist aber nach Definition von X
die Zahl X(x) eine Nullstelle des Integrals Y, also
A(X(@)) + ky = N, N ganz. (6)
Aus den Beziehungen (5), (6) folgt
a(x) — A(X(x)) = mm, m ganz. (7)
Nun unterscheiden wir zwei Fille, je nachdem, ob yp > 0 oder yp < O ist.
Im Fall yp > 0 liegt die Zahl X(x) im Intervall J,. Folglich haben wir im Hin-
blick auf A(T,) =
v = A(X(x)) <(v+1xm oder —(v+ 1m< A(X(x)) < —wvn, (8)

je nachdem, ob sgn A = 1 oder = —1 ist.

Da nun (nach §19, (5)) sgna - sgn A = -1 ist, bestehen die ersten Un-
gleichungen (4) und (8) oder die zweiten. In beiden Féllen erhalten wir aus diesen
Ungleichungen

—n < a(x) — A(X(x)) < 9)
Dies ergibt, zusammen mit (7), a(x) — A(X(x)) =
Im Fall yp < 0 liegt die Zahl X(x) im Intervall j olglich haben wir dhnlich

wie oben
—(+1a<AX@) < —wr oder < AX@) <@+ 1a, (10)

je nachdem, ob sgn A = 41 oder = —1 ist.

Nun ist (nach §19, (5)) sgn o' - sgn A = —1, und folglich besteht die erste
Ungleichung (4) und die zweite (10) oder die zweite Ungleichung (4) und die
erste (10). In beiden Fillen erhalten wir aus diesen Ungleichungen wieder die
Formeln (9) und ferner a(z) — A(X(2)) =

Damit ist der Beweis beendet.

Die Bedeutung der Funktionalgleichung (3) besteht darin, dal man bei ihrer
Anwendung Eigenschaften der allgemeinen Dispersionen aus den Eigenschaften
der Phasen der Differentialgleichungen (q), (Q) zu ermitteln vermag.

Wir betrachten eine allgemeine Dispersion X. ¢,, T, seien ihre Anfangszahlen,
und p sei die Erzeugende. Ferner sei («, A) eine kanonische Phasenbasis der
linearen Abbildung p in bezug auf die Zahlen t,, Ty. Nach dem obigen Satz gilt
also im Intervall j die Funktionalgleichung (3).
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1. Far t < j gilt
X(t) = Aa(t); (11)

A-1 bedeutet natiirlich die zu der Phase A inverse Funktion.
Dies folgt unmittelbar aus der Funktionalgleichung (3).

2. Die Funktion X wéchst im Intervall j von 4 nach B oder nimmt in diesem
Intervall von B nach 4 ab, je nachdem, ob sie direkt oder indirekt ist.

In der Tat, ist z. B. die allgemeine Dispersion X direkt, so gilt [nach § 19, (5)]
sgn o’ - sgn A = 1. Wir sehen, daB8 die Funktionen «, A in den Intervallen j
bzw. J von — oo nach oo wachsen oder von oo nach — oo abnehmen. Daraus
folgt im Hinblick auf (11) der entsprechende Teil unserer Behauptung.

3. Die zu der allgemeinen Dispersion X inverse Funktion X-! ist die von der
zu p inversen linearen Abbildung p—' erzeugte allgemeine Dispersion x(7") der
Differentialgleichungen (Q), (q) mit den Anfangszahlen 7', £,.

Beweis. Die Formel (11) zeigt, dafl die zu X inverse Funktion X -1 die folgende
1st:
XYT) = o *A(T).

Nun ist aber (A, &) eine kanonische Phasenbasis der zu p inversen linearen
Abbildung p-! in bezug auf die Zahlen T, ¢, (§ 19, Nr. 8). Daraus folgt X-}(T')
= (7).

4. Die allgemeine Dispersion X ist im Intervall j dreimal stetig differenzier-
bar, und es bestehen an je zwei homologen (d.h. durch die Beziehungen X = X(f),
t = X-Y(X) aneinander gebundenen) Stellen ¢ € j, X € J insbesondere die Formeln

b.d — ?‘I(t) . b S 1 " AzX A2 A

(®) AX) () A(X) [ () AXX) — o'2(t) AX) ],
a'l)
X'(t)°

(12)

AX) = R(X) = o [o"(t) X'(t) — X"'(8) o/ (0)]. [

X"3(t)

In der Tat, der erste Teil unserer Behauptung folgt unmittelbar aus der For-
mel (11), da die Funktionen «, A in den Intervallen j bzw, J dreimal stetig diffe-

renzierbar sind und A stets von Null verschieden ist. Den zweiten Teil erhilt
man durch zweimalige Differentiation der Funktionalgleichung (3).

5. Die erste Ableitung X' der allgemeinen Dispersion X ist im Intervall §
stets positiv oder stets negativ, je nachdem, ob diese letztere direkt oder in-
direkt ist: sgn X' = sgn yp.

Dies folgt aus dem obigen Satz 2 und der ersten Formel (12).

6. Fiir t € § gilt

X[p,()] = Pv.soux [X()] (»=0, +1, 42, ...); (13)

@,, @, bezeichnet die y-te Zentraldispersion der Differentialgleichung (q) bzw. (Q)
Beweis. Die Funktionalgleichung (3) ergibt an der Stelle ¢,(t) die Bezichung

o“pv(t) = AX(pv(t)
12%
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und ferner, im Hinblick auf § 13, (21),
AX(t) + v - sgn o’ = AXp,(t).
Die links stehende Funktion 148t sich offenbar in der Form
AX(t) + (v-sgn o - sgn A) - sgn A

und ferner, da sgn o' -sgn A = sgn X' ist, in der Form A®, ., x[X()] aus-
driicken.
Also gilt
AD, . senx [X(1)] = AXop, (1),

und daraus folgt die Formel (13).

7. Die allgemeine Dispersion X stellt im Intervall j eine Losung der nicht-
linearen Differentialgleichung 3. Ordnung

—{X, t} + Q(X) X" = q(t) (Qq)

dar.

Beweis. Es sei t €j eine beliebige Zahl. Nach dem Satz in Nr. 3 gilt an der
Stelle  und in deren Umgebung die Funktionalgleichung (3). Bildet man hier
beiderseits die Schwarzsche Ableitung, so ergibt sich nach §1, (17) und der ersten
Formel (12) .

(X, 8 + [{A, X} + AA(X)] X2 = {o, 1} + o'%(t).

Wegen § 5, (16) ist dies die Beziehung (Qq).

Die Beziehung (Qq) nennen wir die Differentialgleichung der allgemeinen Di-
spersionen der Differentialgleichungen (q), (Q), kiirzer: die allgemeine Dispersions-
gleichung.

8. Die zu der allgemeinen Dispersion X inverse Funktion x stellt im Intervall J
eine Losung der nichtlinearen Differentialgleichung 3. Ordnung

—{z, T} + q(») 2* = Q(T) (aQ)
dar.

Dies ist im Hinblick auf die obigen Sétze 3 und 7 unmittelbar ersichtlich.

9. Wir wollen nun neben der linearen Abbildung p eine in bezug auf die Zahlen
Ty, Zy (Z, beliebig) normierte lineare Abbildung P des Integralraumes R auf den

Integralraum R betrachten; (A, ;\) sei eine kanonische Phasenbasis von P in
bezug auf T, Z,.

Wir wissen: Die zusammengesetzte lineare Abbildung Pp des Integralraumes r
auf den Integralraum R ist normiert in bezug auf die Zahlen t,, Z, und 13t

beziiglich dieser letzteren die kanonische Phasenbasis (c, A) zu (§19, Nr. 8).

Es seien X, X die von den linearen Abbildungen p, P erzeugten allgemeinen

Dispersionen der Differentialgleichungen (q), (Q) bzw. (Q), (Q) mit den Anfangs-
zahlen t,, T, bzw. T, Z,.

Wir zeigen, daB die zusammengesetzte Funktion XX die von der linearen Ab-

bildung Pp erzeugte allgemeine Dispersion X der Differentialgleichungen (q), (Q)
mit den Anfangszahlen ¢, Z, ist.
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In der Tat, aus den Formeln

X(t) = A(t), X(T)= A-IA(T) (t€j, TEJ)
folgt

XX(t) = A-ta(t).

Nun ist aber (e, ;\) die kanonische Phasenbasis der linearen Abbildung Pp in
bezug auf die Zahlen t,, Z,. Daraus folgt im Hinblick auf (11) XX (t) = X(t).

4. Bestimmungselemente der allgemeinen Dispersionen. Wir wissen, da durch
die Anfangszahlen und eine in bezug auf sie normierte lineare Abbildung p stets
genau eine allgemeine Dispersion bestimmt ist. Wir wollen uns nun zunéchst
mit der Frage befassen, inwieweit allgemeine Dispersionen durch eine gegebene
lineare Abbildung p als ihre Erzeugende charakterisiert sind. Wir tibernehmen die
obigen Bezeichnungen.

1. Es sei p eine lineare Abbildung des Integralraumes r von (q) auf den Inte-
gralraum R von (Q). Durch die lineare Abbildung p ist genau ein abzihlbares
System von allgemeinen Dispersionen der Differentialgleichungen (q), (Q) mit
der Erzeugenden p bestimmt. Ist- X(¢) eine allgemeine Dispersion aus diesem
System, so ist dieses letztere von den Funktionen Xe,(f), v =0, 41, +2, ...,
gebildet.

Beweis. Es sei X die allgemeine Dispersion der Differentialgleichungen (q), (Q)
mit den Anfangszahlen ¢,, 7y und der Erzeugenden p. Wir betrachten eine kano-
nische Phasenbasis (x, A) von p in bezug auf die Zahlen t,, T,. Es gilt also
a(ty) = 0, A(T,) = 0, und wir haben eine Formel wie (3).

a) Es sei Z eine allgemeine Dispersion der Differentialgleichungen (q), (Q) mit
den Anfangszahlen t,, Z, und der Erzeugenden p. Dann haben wir Z, = Z(t,),
und die lineare Abbildung p ist normiert in bezug auf die Zahlen ¢,, Z,. Es gilt
also Zy = @,(T,) mit einem geeigneten Index ».

Nun sehen wir aus der identischen Beziehung A(T) = A®_,®,(T), dali die
Funktion A®_(T) an der Stelle Z, verschwindet. Folglich ist (x, AD_,) eine
kanonische Phasenbasis der linearen Abbildung p in bezug auf die Zahlen ¢,, Z,,
und nach (3) gilt fiir €y

AX(t) = a(t) = AD_,Z(t).

Aus diesen Beziehungen folgt X(t) = @_,Z(t) und ferner Z(t) = @,X(¢). Diese
Formel ergibt im Hinblick auf (13) Z(¢) = Xg4,(f).

b) Wir betrachten nun die mit einer beliebigen Zentraldispersion ¢, der Diffe-
rentialgleichung (q) gebildete Funktion Xg, .

Da die lineare Abbildung p in bezug auf die Zahlen ¢,, T\, normiert ist, gilt
dies auch in bezug auf die Zahlen ¢_,(t), T,. Aus der identischen Beziehung
o(t) = oup,p_,(t) sehen wir, dafl die Funktion agp, fiir ¢_,(t,) verschwindet. Folglich
ist (xg,, A) eine kanonische Phasenbasis der linearen Abbildung p in bezug auf
die Zahlen ¢_,(t,), T . Es sci Z die allgemeine Dispersion der Differentialgleichun-
gen (q), (Q) mit den Anfangszahlen ¢_,(t,), Ty und der Erzeugenden p. Dann
haben wir nach (3) fiir t€ 4

wp,(t) = AZ(1)
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und ferner
AX(t) = aft) = AZgp_,(t).

Aus diesen Beziehungen folgt Z(t) = X, (t).

Damit ist der Beweis beendet.

Zweitens wollen wir zeigen, daBl allgemeine Dispersionen der Differential-
gleichungen (q), (Q) durch Anfangsbedingungen zweiter Ordnung eindeutig be-
stimmt werden kénnen.

2. Es seien t,; X,, X; (£ 0), X{’ beliebige Zahlen. Es gibt genau eine allge-
meine Dispersion X der Differentialgleichungen (q), (Q) mit den Anfangsbedin-
gungen »

X(to) = Xo, X'(to) = X(’)’ X"(t) = X(,)’~ (14)

Diese allgemeine Dispersion X ist direkt oder indirekt, je nachdem, ob Xj > 0
oder X§ < 0 ist.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, es gédbe eine den obigen Anfangsbedingun-
gen geniigende allgemeine Dispersion X. Dieselbe ist durch die Anfangszahlen
to, X, und eine in bezug auf diese Zahlen normierte lineare Abbildung p des Inte-
gralraumes r auf den Integralraum R eindeutig bestimmt. Wir wéhlen eine kano-
nische Phasenbasis («, A) von p in bezug auf die Zahlen ¢,, X,, und zwar so, dafl

alte) =0, o'(l) =1, o'(t) =0 (15)

gilt. Dann erfiillt die allgemeine Dispersion X im Intervall j eine Funktional-
gleichung wie (3), und die Formeln (12) ergeben die Werte der Funktionen

A, A an der Stelle X,. Auf diese Weise erhalten wir die Werte
AXg) =0, AXy)=1:X5 AXy)=—Xp': Xp2, (16)

durch die die erste Phase A der Differentialgleichung (Q) eindeutig bestimmt ist
(§7, Nr. 1).

Wir sehen, daB jede allgemeine Dispersion X mit den obigen Anfangswerten (14)
mit derjenigen iibereinstimmt, die durch die Anfangszahlen ¢,, X, und die Er-
zeugende p bestimmt ist. Die Erzeugende p ist durch die vermoége der Anfangs-
werte (15), (16) eindeutig gegebene kanonische Phasenbasis (x, A) bestimmt.

Damit ist der Beweis beendet.

Die allgemeinen Dispersionen der Differentialgleichungen (q), (Q) bilden dem-
nach ein von drei Parametern X,, X; (5= 0), X’ stetig abhéingendes System.

Schliefilich zeigen wir:

3. Durch beliebige Phasen o, A der Differentialgleichungen (q), (Q) ist genau
eine allgemeine Dispersion dieser Differentialgleichungen als Losung der Funk-
tionalgleichung o(t) = A(X(t)) bestimmt: X ist die allgemeine Dispersion der
Differentialgleichungen (q), (Q) in bezug auf die Nullstellen ¢y, 7, der Phasen o, A
und in bezug auf jede lineare Abbildung p mit der kanonischen Phasenbasis («, A).

Beweis. Die allgemeine Dispersion X der Differentialgleichungen (q), (Q) mit
den Nullstellen ¢,, 7'y der Phasen «, A als Anfangszahlen und einer Erzeugenden p
mit der kanonischen Phasenbasis («, A) erfiillt im Intervall j die Funktional-
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gleichung o(t) = A(X(t)) (§ 20, Nr. 3). Zugleich ist X die einzige Losung dieser
letzteren: X(f) = A~'a(t). Damit ist der Beweis beendet.

5. Integration der Differentialgleichung (Qq). Die obigen Resultate gestatten es,
alle im Intervall § definierten reguldren Integrale der nichtlinearen Differen-
tialgleichung 3. Ordnung (Qq) zu bestimmen. Unter einem regulidren Integral X
der Differentialgleichung (Qq) verstehen wir ein solches, dessen Ableitung X'
stets von Null verschieden ist.

Wir beweisen den folgenden

Satz. Alle vm Intervall § definierten reguliren Integrale der Differentialglei-
chung (Qq) sind genaw die allgemeinen Dispersionen der Differentialgleichungen

(), (Q)-

Beweis. a) Es sei X eine allgemeine Dispersion der Differentialgleichungen
(), (Q). Nach Nr. 3, 5.7 stellt diese Funktion im Intervall j eine regulidre Lésung
der Differentialgleichung (Qq) dar.

b) Es sei nun X eine im Intervall j definierte Losung der Differentialglei-
chung (Qq).
Wir wihlen eine beliebige Zahl ¢, und die vermége der Anfangswerte

“(to) =0, “,(to) =1, “’I(to) =0,
AX) =0, AXy)=1:X), AX,)=—X{:X{?

bestimmten ersten Phasen «, A der Differentialgleichungen (q), (Q). X,, X, Xg
sind natiirlich die Werte von X, X', X' an der Stelle £,.
Dann haben wir im Intervall j

—{tan a, t} = q(t), —{tan A, X} = Q(X)
und ferner, da die Funktion X die Differentialgleichung (Qq) erfiillt,
—{X,t} — {tan A, X} - X'2 = —{tan «, t}.
Daraus folgt nach § 1, (17)
{tan A(X), t} = {tan «, t}
und ferner im Hinblick auf § 1, Nr. 8
A = e

wobei ¢4, ..., Cyo geeignete Konstante bedeuten.
Nun ergeben die obigen Anfangswerte der Phasen o, A: ¢;5 =0, ¢;; = Cy5,
¢y; = 0 und ferner

a(t) = A(X).

Folglich ist X die durch die Anfangszahlen #,, X, und die vermoge der Phasen-
basis («, A) bestimmte lineare Abbildung p des Integralraumes » von (q) auf den
Integralraum R von (Q) definierte allgemeine Dispersion der Differentialgleichun-

gen (q), (Q).

Damit ist der Beweis beendet.
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6. Beziehungen der allgemeinen Dispersionen zu dem Transformationsproblem.

Wir betrachten eine allgemeine Dispersion X der Differentialgleichungen (q), (Q)
mit den Anfangszahlen ¢,, T, und der Erzeugenden p; wir haben also yp > 0
oder < 0, je nachdem, ob X direkt oder indirekt ist.

1. Es sei Y € R ein beliebiges Integral der Differentialgleichung (Q) und y € r
sein Urbild in der linearen Abbildung p, also y — Y(p). Dann stellt die Funk-

tion Y(X): ]/]Y’] ein Integral der Differentialgleichung (q) dar, und es gilt im
Intervall j die Beziehung
20 _ Ly ar)
VEOr T Vel

dabei hingt das rechts auftretende Vorzeichen von der Wahl des Integrals Y
nicht ab.

Beweis. Es sei («, A) eine kanonische Phasenbasis von p in bezug auf die Zah-
len t,, T,. Dann gilt im Intervall § die Beziehung AX(f) = «(f) (Nr. 3), und
fir die Integrale Y € R, y € r bestehen Formeln wie § 19, (4). Daraus folgt die
Beziehung (17) (eE = +1).

2. Bei einer geeigneten Abdnderung p* von p gilt fiir jedes Integral ¥ € R und
sein Urbild y € r (p*) im Intervall j

YX(t)
VX't

=y(); (18)
dabei ist yp* = sgn X'.

Beweis. Wahlt man an Stelle der linearen Abbildung p die von ihr abhéngige
lineare Abbildung p* = ¢E |/ |xp| p, so erhalten wir die Formel (18). Nach § 19,
Nr. 1 ist yp* = sgn yp.

3. Es seien U, V voneinander unabhingige Integrale der Differentialgleichung
(Q), und W sei die Wronskische Determinante von (U, V). Dann sind die Integrale
UX:VX'| (=), VX:V|X'| (= v) der Differentialgleichung (q) ebenfalls von-
einander unabhéngig, und fiir die Wronskische Determinante w von (u, v) gilt
die Formel w = W - sgn X'.

Beweis. Der erste Teil der Behauptung folgt aus der Tatsache, dal} die Bilder
in der linearen Abbildung p von zwei voneinander unabhéngigen Integralen der
Differentialgleichung (q) ebenfalls voneinander unabhingig sind (§19, Nr. 1).
Der zweite Teil ergibt sich nach kurzer Rechnung.

Aus dem obigen Satz 1 sehen wir, daf jede allgemeine Dispersion der Differential-
gleichungen (q), (Q) eine transformierende Funktion fiir diese Differential-
gleichungen (q), (Q) darstellt. Aus §11, Nr. 2 wissen wir, dafl jede im Intervall
j definierte transformierende Funktion der Differentialgleichungen (q), (Q) der
Differentialgleichung (qQ) geniigt und folglich eine allgemeine Dispersion der
Differentialgleichungen (q), (Q) ist (§ 20, Nr. 5), d. h., es gilt der

Satz. Die im Intervall § definierten transformierenden Funktionen der oszil-
latorischen Differentialgleichungen (q), (Q) sind genaw die allgemeinen Disper-
sionen dieser Differentialgleichungen (q), (Q).
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Die mit beliebigen allgemeinen Dispersionen X der Differentialgleichungen (q),

(Q) gebildeten Funktionenfolgen []/{X' ®, X(@#)] sind also genau die Transfor-
mationen der Differentialgleichung (Q) in die Differentialgleichung (q).

7. Einbettung der allgemeinen Dispersionen in die Phasengruppe. Von den in
dieser Nr. betrachteten Differentialgleichungen (q), (Q) setzen wir voraus, da$
ihre Definitionsintervalle 7, J mit (—oo, oo) iibereinstimmen: j = J = (—o0, o).

Es sei D die Menge der allgemeinen Dispersionen der Differentialgleichun-
gen (q), (Q).

Wir wissen (Nr. 3), daB jede allgemeine Dispersion X € D von beiden Seiten
unbeschrinkt ist, der Klasse (3 angehért und dafl ihre Ableitung X' nirgends
verschwindet. Folglich ist X eine unbeschrinkte Phasenfunktion von der Klasse C,
(§ 5, Nr. 7). Daraus schlieen wir, dal D eine Untermenge der Phasengruppe ®
(§ 10, Nr. 1) ist: D < &.

Es seien «, A beliebige (erste) Phasen der Differentialgleichungen (q) bzw. (Q).

Wir wissen (§ 10, Nr. 2,3), dal} alle Phasen der Differentialgleichung (q) bzw.
(Q) die rechtsseitige Nebenklasse €x bzw. €A von € bilden; € bezeichnet natiirlich
die Fundamentaluntergruppe von .

Nun bilden alle zu den in der Menge €A enthaltenen Phasen inversen Funk-
tionen die linksseitige Nebenklasse A-1€ von € (siehe [81], S. 141).

Wir zeigen, dal die Menge D der allgemeinen Dispersionen von (q), (Q) das Pro-
dulkt der linksseitigen Nebenklasse A-1€ mit der rechtsseitigen Nebenklasse o ist:

D = A-1@«.

Beweis. a) Es sei X(f)€ D. Dann besteht nach Nr. 3,1. bei geeigneter Wahl
der Phase A von (Q) die Beziehung

X(t) = A-laft). (19)

Da A, A Phasen derselben Differentialgleichung (Q) sind und folglich in der-
selben rechtsseitigen Nebenklasse €A = GA liegen, gilt A = £A, £€ E. Daraus
folgt A-! = A-1-1 und ferner im Hinblick auf (19)

X(t) = A1 1p € A-2Gx.
Wir haben also D c A-1€a.
b) Es sei X(f) € A-1€x. Dann haben wir bei geeigneter Wahl von £€ €
X(t) = Aa(t) = (£1A)1 «ft).

Nun ist £-1€ €, und wir sehen, daB} A= £-1A C GA eine Phase der Differential-
gleichung (Q) ist. Folglich gilt

Diese Bezichung ergibt wegen § 20, Nr. 4,3. X(¢) € D.
Es gilt also A-'Co c D.
Damit ist der Beweis beendet.
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§ 21. Dispersionen s-ter Art; » = 1,2,3,4

Dem Begriff von Dispersionen x-ter Art, » = 1,2, 3,4, sind wir bereits in
§ 18, Nr. 1 begegnet.

Die obige Theorie der allgemeinen Dispersionen schlieft eine Theorie der
in Frage stehenden Dispersionen x-ter Art als Spezialfall ein und fiihrt folglich
zu Erkenntnissen iiber diese letzteren. Wir werden aber sehen, daf3 neben diesen
Erkenntnissen auch vollig neue, durch die spezielle Natur der betrachteten Di-
spersionen bedingte Gesichtspunkte auftreten.

Im folgenden betrachten wir eine oszillatorische Differentialgleichung (q) im
Intervall j = (a, b) und setzen ¢ << 0 und ¢ € C, fiir ¢ € § voraus.

1. Einleitung. Unter Dispersion 1., 2., 3., 4. Art der Differentialgleichung (q)
verstehen wir eine allgemeine Dispersion der Differentialgleichungen (q), (q) bzw.
(@1)> (Ga); (), (@5 (@), ()

Jede Dispersion ¢ x-ter Art 148t sich als eine allgemeine Dispersion vermoge
geeigneter Anfangszahlen ¢,, 7, und einer Erzeugenden p konstruieren (§ 20,
Nr. 2). Je nachdem, ob » = 1, 2, 3, 4 ist, stellt p eine lineare Abbildung des Inte-
gralraumes r von (q) bzw. des Integralraumes r; von (qG,) auf r oder r, dar:
T,y >y, T Ty, T > T

Wir wollen unsere weiteren Uberlegungen mit einer Bemerkung iiber lineare
Abbildungen in den eben erwihnten Fillen einleiten.

Es sei p eine lineare Abbildung des Integralraumes » oder r; auf den Integral-
raum 7 oder r,. Ferner sei P die Projektion (§ 1, Nr. 9) des Integralraumes r auf
r,. Weiter seien in jedem der folgenden Félle

r=>1r; r—>r; =15 =1 (p) (1)

y € r bzw. y, € r; beliebige Integrale der Differentialgleichung (q) bzw. (q;) und
Y € r bzw. Y, € r, ihre Bilder in p, also

y=¥Y, p—> Yy y=>Ys pn—>Y ().
Dann ist in jedem von diesen Féllen durch die Formeln
y—=Y; Py —>PY;; y—>PY; Py > Y ()

eine lineare Abbildung p, des Integralraumes r auf sich definiert. Diese lineare
Abbildung p, nennen wir den Kern von p und schreiben p, = Kp.

Jede lineare Abbildung p des Integralraumes r oder r, auf r oder r; hat also
genau einen Kern p,; dieser ist eine lineare Abbildung des Integralraumes r auf
sich. Umgekehrt stellt jede lineare Abbildung p, des Integralraumes r auf sich in
jedem der obigen Fille (1) den Kern genau einer linearen Abbildung p dar, und
zwar ist die lineare Abbildung y — Y (p,) der Kern der folgenden linearen Abbil-
dungen:

y- Y = Y y— ! g

= V¢
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2. Bestimmung der Dispersionen »-ter Art; » = 1, 2, 3, 4. Es gelten die Sitze:

1. Alle Dispersionen X;, X,, X;, X, der 1., 2., 3., 4. Art der Differentialglei-
chung (q) sind durch die folgenden Formeln bestimmt:

oXy) = a&t); B(Xy) = Bt); B(Xs) = alt); «(X,) = B); @)

«, & bedeuten beliebige bzw. geeignete erste Phasen und #hnlich 8, § zweite Phasen
der Differentialgleichung (q).

Beweis. Wir wollen uns auf den Beweis etwa der ersten beiden Aussagen be-
schrianken.

Die mit beliebigen ersten Phasen «, & der Differentialgleichung (q) gebildete
erste Beziehung (2) bestimmt nach § 20, Nr. 4 eine allgemeine Dispersion X, der
(zusammenfallenden) Differentialgleichungen (q), (q). Diese stellt folglich eine
Dispersion 1. Art der Differentialgleichung (q) dar. Umgekehrt ist jede Disper-
sion 1. Art der Differentialgleichung (q), X, eine allgemeine Dispersion der Dif-
ferentialgleichungen (q), (q) (Nr. 1), und folglich erfiillt sie die mit geeigneten
ersten Phasen o, & von (q) gebildete erste Beziehung (2).

Die mit beliebigen ersten Phasen 8, § der Differentialgleichung (,) gebildete
zweite Beziehung (2) bestimmt nach § 20, Nr. 4 eine allgemeine Dispersion X,
der Differentialgleichungen (q;), (q;) (§5, Nr.11). Diese stellt folglich eine Di-
spersion 2. Art der Differentialgleichung (q) dar. Ahnlich sieht man, da8 jede Di-
spersion 2. Art der Differentialgleichung (q), X,, die mit geeigneten zweiten
Phasen g, § von (q) gebildete zweite Beziehung (2) erfiillt.

2. Es sei X, eine Dispersion »-ter Art der Differentialgleichung (q) und p,, ihre
Erzeugende (x = 1, 2, 3, 4). Nach eventueller Abdnderung der linearen Abbil-
dung p, bestehen im Intervall § zwischen den Integralen y, ¥ = Kp,y von (q)
und ihren Ableitungen y', Y’ die folgenden Beziehungen:

YX,(t) — y(t); 1 . YIXz(t) — y'(f) i

VIXi0)] COVIEn] V—eXt)  V—a®) ] -
L Y50, Y5O vO l

VX0 V—aXq(t) VIXio]  V—qlt)

Dies folgt aus dem Satz § 20, Nr. 3,9.

3. Bestimmung der Zentraldispersionen a-ter Art; » =1, 2, 3, 4. Unter den
Dispersionen »-ter Art der Differentialgleichung (q) kommen natiirlich die Zen-
traldispersionen derselben Art vor. Dieselben sind also durch Formeln wie (2)
bestimmt, wobei allerdings die darin auftretenden Phasen gewisse Bedingungen
erfiilllen. Dariiber gelten folgende Sétze:

1. Die durch die erste Formel (2) bestimmte Dispersion 1. Art X, der Differen-
tialgleichung (q) ist eine Zentraldispersion 1. Art von (q) dann und nur dann,
wenn die Phasen «, & zum ersten Phasensystem derselben Basis der Differential-
gleichung (q) gehoren, und zwar ist X; = ¢, (» =0, +1, +2, ...) genau dann,
wenn & = o + vz - sgn o gilt.

Die durch die zweite Formel (2) bestimmte Dispersion 2. Art X, der Differen-
tialgleichung (q) ist eine Zentraldispersion 2. Art von (q) dann und nur dann, wenn
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die Phasen 8, f zum zweiten Phasensystem derselben Basis der Differential-
gleichung (q) gehoren, und zwar ist X, =y, (v =0, +1, 42, ...) genau dann,
wenn f§ = 8 + vx - sgn f' gilt.

Die durch die dritte Formel (2) bestimmte Dispersion 3. Art X, der Differential-
gleichung (q) ist eine Zentraldispersion. 3. Art von (q) dann und nur dann, wenn
die Phasen &, § zum ersten bzw. zweiten Phasensystem derselben Basis der Dif-
ferentialgleichung (q) gehéren, und zwar ist X; =y, (0 = 41, £2, ...) genau
dann, wenn

1 1
—5 =@ —sgnoeln<a— <51+ (20 —sgno)e]=n

(e =sgna =sgnpf')
gilt.

Die durch die vierte Formel (2) bestimmte Dispersion 4. Art X, der Differential-
gleichung (q) ist eine Zentraldispersion 4. Art von (q) dann und nur dann, wenn die
Phasen «, § zum ersten bzw. zweiten Phasensystem derselben Basis der Differen-
tialgleichung (q) gehdren, und zwar ist X; = w, (¢ = 41, +2, ...) genau dann,
wenn

—%[1—(2g—sgng)e]n<5——oc<~;—[l—i—(2g—sgng)3]n

(¢ = sgn o’ = sgn §)
gilt.
Die Richtigkeit dieser Sédtze folgt aus den abelschen Funktionalgleichungen
(§ 13, Nr. 7).
2. Es sei { eine Dispersion x-ter Art der Differentialgleichung (q) mit den
Anfangszahlen £,, T, und der Erzeugenden p; » =1, 2, 3, 4.
Dann und nur dann gilt im Intervall j die Beziehung:

a){=¢,, wenn T,=g¢,(t) und p=ce;
b)l=1v,, wenn T;=y,(f,) und p=ce;
c) L=y, wenn T,=7yI() und p=cP;
d) {=w,, wenn T, =w,lt,) und p=cP;

e bezeichnet die identische lineare Abbildung des Integralraumes r bzw. r; auf
sich, P die Projektion von r auf r, und ¢ (==0) eine Zahl; » =0, 41, 2, ...;
o= +1, £2, ...

Beweis. Wir wollen z. B. den Fall ¢) betrachten.

1. BEs sei § = g, fir t€ 5.

Zunichst haben wir offenbar Ty = (ty) = y,(to)-

Nun betrachten wir ein Integral € r der Differentialgleichung (q). Es sei x
eine Nullstelle von «. Wir haben also u(x) = 0, %'{(x) = 0. Ferner sei u; = pu € r,,
also u, = @' : |/ —q, wobei @€ r ist. Nach Definition von ¢ haben wir u,{(x) = 0
und folglich %'¢(x) = 0. Die Funktionen ', @’ haben also dieselbe Nullstelle {(x).
Daraus schlieBen wir, daB die Integrale w, %€ r von (q) voneinander abhéngen:
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% = cu, wobei ¢ (= 0) eine Konstante bedeutet. Es gilt also pu = cPu. Wir zeigen,
daBl ¢ von der Wahl des Integrals « < r nicht abhingt. In der Tat, es sei v€ r
ein weiteres Integral von (q). Nehmen wir zunédchst an, » hinge von u ab, also
v=Fku, 0= k= const. Dann haben wir k-pu = p(ku) = pv =cPv = cPku
= ¢kPu = (¢k: ¢) pu (0 == ¢ = const) und folglich auch ¢ = ¢. Zweitens nehmen
wir an, v sei von « unabhéngig. Nach dem Obigen ist pv = ¢Pv (0 = ¢ = const).
Nun betrachten wir das Integral » - v € r von (q). Wir haben einerseits p(u -+ v)
= pu + pv = cPu 4 ¢Pv  und zugleich p(u + v) = CP(u + v) = C(Pu + Pv)
(0 = C == const). Aus diesen Beziehungen folgt (¢ — C)Pu + (¢ — C)Pv =0
und ferner ¢ = C' = ¢. Damit ist gezeigt, dall p = cP gilt.

2. Es sei Ty = y,(ty) und p = cP.

Die Grundzahlen ¢, der Differentialgleichung (q) in bezug auf ¢, sind ¢, = ¢,(t,)
und 7, diejenigen der Differentialgleichung (q,) in bezug auf 7y: T, = y,,(to);
v=0,+1, +2,... Nun sei { € j eine beliebige Zahl und « € r ein an der Stelle ¢
verschwindendes Integral von (q), also u(t) = 0. Somit ist pu = cPu = cu': | —q.
Nach der Definition von { ist pul(t) = 0 und folglich »'C(t) = 0. Es gilt also
{(t) = xm(t) mit einem geeigneten Index m. Wir zeigen, dafl unabhéingig von der
Wahl von t m = g ist. In der Tat, ¢ liegt in einem gewissen rechtsseitigen Grund-
intervall [t,, ¢,.,). Aus sgn yp = sgn y(cP) = 41 schliefen wir, dal { direkt ist.
Folglich liegt {(t) in dem rechtsseitigen Grundintervall [T',, T',.,). Zugleich sehen
wir aus { € [@,(to), @,1(to)), daB &(t) € [1n@,(to), XnPys1(to)) ist. Es gilt also y,.¢,(to)
= 2:P»(to), und diese Bezichung ergibt m = p. Folglich haben wir {(f) = y,(¢) fiir
alle t€ .

Damit ist der Beweis beendet.

4. Die Gruppe der Dispersionen 1. Art der Differentialgleichung (q).In §20, Nr.7
haben wir die Menge D der allgemeinen Dispersionen zweier Differentialgleichun-
gen (q), (Q) im Intervall j = J = (—o0, 0o) in die Phasengruppe & eingebettet.
Es hat sich gezeigt, da bei beliebiger Wahl (erster) Phasen o, A von (q) bzw. (Q)
die Menge D wie folgt ausgedriickt werden kann:

D = A"1C«; (4)

G bezeichnet die Fundamentaluntergruppe von .

Nun wollen wir den Fall von iibereinstimmenden Differentialgleichungen (q),
(Q) betrachten: ¢ = @ fiir alle € j = (—oo, c©); dabei setzen wir lediglich
g€ Oy im Intervall j voraus. Dann stellt D die Menge der Dispersionen 1. Art der
Differentialgleichung (q) dar. Wahlt man A = «, so ergibt die Formel (4)

D = x"1Ca. (5)

Die rechte Seite dieser Formel hingt natiirlich von der Wahl der Phase « von
(q) nicht ab, wie leicht einzusehen ist: Alle Phasen der Differentialgleichung (q)
bilden genau die rechtsseitige Nebenklasse Go (§ 10, Nr. 2,3) von €. Folglich hat
jede Phase @ der Differentialgleichung (q) die Form & = &, wobei £ ein geeignetes
Element von € ist: £€ €. Es gilt also &' = «~1&-1 und ferner &€& = & ~1(£-1€¢) «
= a1€x = D, da offenbar £-1G¢ = € ist.

Die mit einer beliebigen Phase « der Differentialgleichung (q) im Sinne der rech-
ten Seite von (5) transformierte Fundamentaluntergruppe € von @ stellt offenbar
genau die Menge der Dispersionen 1. Art der Differentialgleichung (q) dar.
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Nun ist aus der Gruppentheorie bekannt, daf eine Untergruppe von & durch
eine Transformation der betrachteten Art wieder in eine Untergruppe, die als
konjugiert mit der ersteren bezeichnet wird, iibergeht.

Die Menge der Dispersionen 1. Art der Differentialgleichung (q) bildet in der
Phasengruppe & eine mit der Fundamentaluntergruppe konjugierte Untergruppe.

5. Wir wollen nun die Gruppeneigenschaft der Menge der Dispersionen 1. Art
auf Grund der Definition dieser letzteren herleiten und dann die Struktur dieser
Gruppe untersuchen.

Zwecks Vereinfachung der Ausdrucksweise wollen. wir hier unter einer Disper-
sion stets eine solche von 1. Art verstehen. Dementsprechend sind die in Frage
kommenden linearen Abbildungen stets lineare Abbildungen des Integral-
raumes r der Differentialgleichung (q) auf sich. Ahnlich sind unter Grundinter-
vallen stets diejenigen der Differentialgleichung (q) zu verstehen; j bedeutet
natiirlich das Intervall (—oo, o).

1. Es sei { die durch beliebige gleiche Anfangszahlen £, f, und die identische
lineare Abbildung e bestimmte Dispersion. Dann ist {(¢) = ¢ fiir €.

In der Tat, es sei ¢ € j eine beliebige Zahl.

Ist t = ¢4, so gilt {(t) = t, = t.

Nehmen wir also ¢ = ¢, an. Es sei y € r ein an der Stelle ¢ verschwindendes Inte-
gral der Differentialgleichung (q); ¢ liegt in einem gewissen »-ten rechtsseitigen
Grundintervall j, in bezug auf t,. Aus sgn ye = 1 schlieen wir, da3 { direkt ist.
Folglich stellt {(f) die in demselben Grundintervall j, liegende Nullstelle des
Integrals ey = y dar. Wir haben also {(¢) = ¢.

2. Es sei { die durch beliebige Anfangszahlen £,, T, und eine beliebige Erzeu-
gende p bestimmte Dispersion. Dann stellt die inverse Funktion {-! die durch die
Anfangszahlen T, t, und die inverse lineare Abbildung p-! bestimmte Dispersion
dar; dieselbe ist direkt oder indirekt, je nachdem, ob { direkt oder indirekt ist.

Beweis. Esist yp > 0 oder <0, je nachdem, ob ¢ direkt oder indirekt ist. Die
zu der linearen Abbildung p inverse lineare Abbildung p-! ist in bezug auf die
Zahlen Ty, t, normiert (§ 19, Nr. 7) und hat die Charakteristik 1: yp (§ 19, Nr. 2).

Es sei Z die durch die Anfangszahlen 7'y, ¢, und die Erzeugende p-1 bestimmte
Dispersion; Z ist also direkt oder indirekt, je nachdem, ob { direkt oder indirekt
ist.

Es sei £ € 4 eine beliebige Zahl.

Ist ¢t =T, so gilt {~1(t) = YT ) =ty = Z(Ty) = Z(t), und folglich ist {-1(¢)
= Z(t).

Wir nehmen nun ¢ &= 7'y an. Es sei y € r ein an der Stelle ¢ verschwindendes
Integral der Differentialgleichung (q); ¢ liegt in einem gewissen rechtsseitigen
y-ten und linksseitigen y-ten Grundintervall in bezug auf 7'y. Folglich ist {-(¢) die
im y-ten oder —yu-ten rechtsseitigen Grundintervall in bezug auf ¢, liegende Null-
stelle des Integrals p~ly € r, je nachdem, ob die Dispersion { direkt oder indirekt
ist. Daraus folgt im Hinblick auf die Definition von Z: {-1(t) = Z(?).

3. Es seien (,, {, die durch beliebige Anfangszahlen ¢, #,; f,, T, und beliebige
Erzeugende p,, p, bestimmten Dispersionen. Dann stellt die zusammengesetzte
Funktion (,{; die durch die Anfangszahlen ¢,, T, und die (zusammengesetzte)
lineare Abbildung p,p, bestimmte Dispersion dar. Diese letzte ist direkt, wenn beide
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Dispersionen {;, ¢, direkt oder indirekt sind; sie ist aber indirekt, wenn eine von
den Dispersionen direkt und die andere indirekt ist.

Beweis. Es ist yp; > 0 oder <0, je nachdem, ob {; direkt oder indirekt ist
(¢ =1, 2). Die lineare Abbildung p = p,p, ist in bezug auf die Zahlen ¢,, T,
normiert (§ 19, Nr. 7) und hat die Charakteristik yp = xp, * xp, (§19, Nr. 2).

Es sei ¢ die durch die Anfangszahlen f,, 7', und die Erzeugende p bestimmte
Dispersion; { ist also direkt oder indirekt, je nachdem, ob yp, * xp, > 0 oder <0
ist.

Es sei £ € § eine beliebige Zahl.

Ist ¢ = ¢y, so haben wir {;(f) = &, Calli(8)] = Ca(ly) = T = L(tg) = £(¢), und
folglich ist ,5,(t) = £(¢).

Wir nehmen nun ¢ == £, an. Es sei y € r ein an der Stelle ¢ verschwindendes
Integral der Differentialgleichung (q); ¢ liegt in einem gewissen rechtsseitigen

~ p-ten Grundintervall in bezug auf t,. Die Zahl {,(t) stellt die in dem »-ten rechts-
seitigen oder —y-ten linksseitigen Grundintervall in bezug auf f; liegende Null-
stelle des Integrals p,y € r dar, je nachdem, ob yp; > 0 oder <O gilt.

Ist yp, > 0, so stellt £,[{,(f)] diejenige Nullstelle des Integrals p,(p,y) = py < r
dar, die in dem »-ten rechtsseitigen oder —y-ten linksseitigen Grundintervall in
bezug auf T, enthalten ist, je nachdem, ob yp, > 0 oder <0 ist.

Ist yp, < 0, so stellt £,[C,(t)] diejenige Nullstelle von py(p,y) = py dar, die im
—v-ten linksseitigen oder »-ten rechtsseitigen Grundintervall in bezug auf 7',
liegt, je nachdem, ob yp, > 0 oder <0 ist.

Wir sehen, dafl die Zahl £, (¢) diejenige Nullstelle des Integrals py € r ist, die
im »-ten rechtsseitigen oder —y-ten linksseitigen Grundintervall in bezug auf 7',
liegt, je nachdem, ob yp, * yp; > 0 oder <0 ist. Daraus folgt nach Definition der
Funktion ¢

Cala(t) = £(t).

4. Es seien ty; &y, £o (3= 0), &g’ beliebige Zahlen. Es gibt genau eine Dispersion
mit den Cauchyschen Anfangswerten

C(to) = Co; C'(to) = C(’)> C”(to) = 6,- (6)

Dieselbe ist direkt oder indirekt, je nachdem, ob £ > 0 oder {; < 0 ist.
Dieser Satz ist offenbar dem von §20, Nr. 4,2. unterordnet. Die in Frage
stehende Dispersion { ist durch die vermdége der Anfangswerte

alle) =0, ol =1, a’(t) =05 A)=0, A)=1:0,
AC) = —L : 44?

festgelegten (ersten) Phasen «, A der Differentialgleichung (q) im Sinne der
Formel Al(t) = «(t); t€ (— o0, 00) eindeutig bestimmt,

Wir sehen, dafl die Dispersionen ein von den Parametern {,, {; (30), {;' stetig
abhiingendes System bilden.

5. Die Dispersionen bilden in bezug auf die durch Zusammensetzung von Funk-
tionen definierte Multiplikation eine dreiparametrige Gruppe ® mit dem Eins-
element (1 =)¢. Die direkten (also wachsenden) Dispersionen bilden in der Gruppe D
eine invariante Untergruppe P mit dem Index 2; die indirekten (also abnehmen-



178 II. Dispersionstheorie

den) Dispersionen bilden in der Gruppe ® die Nebenklasse von ‘B, also das zweite
Element der Faktorgruppe ®/B.

Beweis. Der erste Teil dieses Satzes folgt unmittelbar aus den obigen Resul-
taten 1.—4. Offenbar ist 1€ B, und es gilt fiir beliebige Elemente {;, {,€ B,
L€ P, L8, € B. Daraus folgt, daB P eine Untergruppe von D ist.

Es sei nun 4 ¢ © die aus den indirekten Dispersionen bestehende Menge. Wir
betrachten eine beliebige Dispersion { € ©. Nach der Definition der linksseitigen
(rechtsseitigen) Nebenklasse (5 (BC) des Elementes € D in bezug auf die
Untergruppe ‘P stellt die erstere die aus den Dispersionen (X (X{) gebildete
Menge dar, wobei X die Elemente von 4 durchlduft. Nun ist aber nach 3. {X € B
oder (X € A (XZ € B oder XL € A4), je nachdem, ob £ € P oder £ € A4 ist. Wir haben
also &P = P = P&im Fall £€ Pund &P = 4 = B& im Fall £€ A4, also in beiden
Fillen ¢ = PBL. Dies beweist, dafi die Untergruppe P in D invariant ist. Die
Faktorgruppe ®/‘B besteht offenbar aus den zwei Elementen 3, 4.

Damit ist der Beweis beendet.

Wir nennen D die Dispersionsgruppe 1. Art der Differentialgleichung (q), kiir-
zer: die Dispersionsgruppe.

6. Darstellung der Dispersionsgruppe.

1. Auch im folgenden wollen wir die Dispersionsgruppe von der 1. Art der Dif-
ferentialgleichung (q) mit ® bezeichnen. Ferner fithren wir folgende Bezeichnun-
gen ein:
P: die von den direkten Dispersionen gebildete (invariante) Untergruppe
von 9;

€: die von den Zentraldispersionen von der 1. Art der Differentialgleichung (q)
gebildete unendliche zyklische Gruppe (§ 12, Nr. 5);

©: die von den Zentraldispersionen von der 1. Art mit geraden Indizes der
Differentialgleichung (q) gebildete unendliche zyklische Gruppe.

Es gelten also die folgenden Beziehungen:
Do P2 Ed &> {1}. (7)

Wir wihlen nun eine Basis (u, v) der Differentialgleichung (q) und bezeichnen
mit w ihre Wronskische Determinante.

Es sei { € D eine beliebige Dispersion, und U, V seien die Funktionen

=20 oy _20 8)
VIE' ViZ'

Nach § 20, Nr. 6,3. sind U, ¥V voneinander unabhingige Integrale der Differen-
tialgleichung (q), und die Wronskische Determinante der von ihnen gebildeten
Basis (U, V) der Differentialgleichung (q) ist W = w - sgn {’.

Offenbar bestehen im Intervall j die Formeln

u—.(_c_)— = €1, % + €150,
Ve 9)
*"_‘;;%)—[ = Ca1% + Cg90; ]

€115 C1g, Cay1, Coo Sind geeignete Konstanten.
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Die von diesen Konstanten gebildete quadratische Matrix C' = ||| ist durch
die Dispersion { eindeutig bestimmt.
Nun folgt aus den Formeln (9) W = |C| w, und es gilt

|C] = sgn';

|C| ist natiirlich die Determinante von C.

C ist somit eine unimodulare Matrix mit der Determinante sgn (.

Aus § 20, Nr. 3,2. folgt: |C|ist gleich 1 oder —1, je nachdem, ob die Dispersion {
direkt oder indirekt ist.

Zur Vereinfachung unserer Schreibweise wollen wir die Formeln (9) in Vektor-
form

ﬁg = Cu (10)

VIZT
schreiben. u bezeichnet offenbar den aus den Komponenten #, » gebildeten
Vektor.

2. Nun ordnen wir jeder Dispersion { € D die im Sinne der Formel (10) definierte
Matrix C zu. Auf diese Weise erhalten wir eine Abbildung d der Gruppe D auf die
aus allen unimodularen quadratischen Matrizen 2. Ordnung bestehende Gruppe .
Es handelt sich dabei tatséichlich um eine Abbildung auf die Gruppe &, wie fol-
gendermaflen einzusehen ist:

C = |lci|| sei ein beliebiges Element aus €. Wir haben die Existenz eines Ur-
bildes {€ D von C in der Abbildung d nachzuweisen. Zu diesem Zweck wihlen
wir eine beliebige Nullstelle ¢, des Integrals cy,u + co5v € 7 und eine solche 7,
von v € r, und zwar so, daf3

sgn u(Ty) = sgn (Cuu(to) + Clzv(to)) (11)

gilt (es ist leicht zu zeigen, dafl eine solche Wahl stets moglich ist). Es sei { die
durch die Anfangszahlen t;, T, und die Erzeugende p = [c; ¢ + ¢;5v — u,
Co1U + €550 — v] bestimmte Dispersion. Da |C| = sgn [C] ist, gilt yp = sgn |C].
Nun ergibt die auf die Integrale (Y =) u, v und die Dispersion { angewandte
Formel § 20, (17) im Hinblick auf (11) Beziehungen wie (9). Folglich ist C' das
Urbild der Dispersion £ in der Abbildung d.

Wir wollen nun: zeigen, dall d eine homomorphe Abbildung (Deformation) der
Gruppe D auf die Matrizengruppe & ist.

Zu diesem Zweck betrachten wir beliebige Dispersionen {;, {,€ D und ihre
d-Bilder C;, C,€ &. Aus den Formeln

) _ o, MG

— = U %, — = 02u
o Vel VGl
folgen die Beziehungen
) | 1 _ g, 4
Vieeol Vil Vicil
) _
ViG]

13 Boravka, Lineare Differentialtransformationen

= C,Ciu

und ferner

2L U
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Es gilt also tatsdchlich d({,{;) = C,C;.

3. Das Einselement der Gruppe € ist natiirlich die Einheitsmatrix B = ||8;|
(011 = 055 = 1; 615 = 0py = 0).

Wir zeigen nun den Satz:

Die Deformation d der Gruppe D auf die Gruppe & bildet auf das Einselement
E€ g genau die Zentraldispersionen 1. Art der Differentialgleichung (q) mit
geraden Indizes ab. Auf das Element —FE € @ bildet sie genau die Zentraldisper-
sionen 1. Art der Differentialgleichung (q) mit ungeraden Indizes ab.

Beweis. Ist { eine Zentraldispersion 1. Art der Differentialgleichung (q), so
gilt nach § 13, (10) N

ue) _ oder ﬂ = —u, (12)

(

— = =
Vil Vel
je nachdem, ob der Index von { gerade oder ungerade ist. Daraus folgt df = F
oder df = —E. Umgekehrt: Gilt fiir eine Dispersion { d{ = E oder d{ = —E,
so bestehen die Formeln (12), und daraus schliefen wir, im Hinblick auf §3,
Nr. 12, daBl { eine Zentraldispersion 1. Art der Differentialgleichung (q) mit
einem geraden oder ungeraden Index darstellt.

Wenn wir nun den ersten Isomorphiesatz fiir Gruppen anwenden (siehe [81],
S. 178), so kommen wir zu folgendem Resultat:

Die aus den Zentraldispersionen 1. Art der Differentialgleichung (q) mit
geraden Indizes bestehende Gruppe © ist in der Gruppe D invariant, und die
Faktorgruppe ®/© ist mit der Matrizengruppe & isomorph. Alle in demselben
Element von ©/& enthaltenen Dispersionen bilden sich in der Deformation d auf
dasselbe Element von & ab.

4. Aus der Formel § 20, (13) schlieBen wir, daf} jede Zentraldispersion 1. Art
der Differentialgleichung (q) mit jeder direkten Dispersion von (q) vertauschbar
ist. Dies besagt, dal die Gruppe € eine Untergruppe des Zentrums von P bildet.
Nun wollen wir zeigen, da € mit diesem Zentrum iibereinstimmt, mit anderen
Worten: Es gilt der

Satz. Die Zentraldispersionen 1. Ari der Differentialgleichung (q) bilden das
Zentrum der Gruppe P der direkten Dispersionen von (q).

Beweis. Offenbar geniigt es zu zeigen, daf} jede mit allen direkten Dispersionen
vertauschbare direkte Dispersion eine Zentraldispersion 1. Art von (q) ist.

Es sei {, eine mit allen direkten Dispersionen, also mit allen Elementen von
vertauschbare direkte Dispersion und ¢ € § ein beliebiges Element von ‘B. Ferner
seien Cy = |[cfy||, C = ||eix|| die d-Bilder von {, bzw. {. Wir haben also Cy = d{,,
C =di; |Cy] =1, |C] = 1. Aus (¢ = (C, folgt die Beziehung

C,0 = CC,. (13)

Da jedes Element von & ein d-Urbild besitzt, schliefen wir aus (13), dafl die
Matrix Cy mit jeder Matrix C'€ & vertauschbar ist. Wahlen wir nun zunéchst

C1g = €31 = 0, ¢1q =F Ca9, €11€2 = 1 und dann ¢;; = ¢y, = 0, ¢19€a1 = —1, s0

erhalten wir ¢, = 3, =0, ¢y :_cg2; 11635 =1. Es gilt also Gy = E oder

C, = —E, und wir sehen, daf} {, eine Zentraldispersion 1. Art der Differential-
0 B ’ 0 P

gleichung (q) ist.
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Damit ist der Beweis beendet.

Der obige Satz gab den Anlafl zu dem Attribut ,,Zentral* in der Benennung
der Zentraldispersionen (§ 12, Nr. 2).

Wir fassen zusammen:

Die Dispersionen 1. Art der Differentialgleichung (q) bilden eine dreiparametrige
stetige Gruppe D. Die direkten (wachsenden) Dispersionen bilden in D eine invariante
Untergruppe B mit dem Index 2; die indirekten (abnehmenden) Dispersionen bilden
die Nebenklasse von SR. Die aus den Zentraldispersionen 1. Art der Differential-
gleichung (q) bestehende unendliche zyklische Gruppe € ist das Zentrum wvon SB.
Die Zentraldispersionen 1. Art der Differentialgleichung (q) mit geraden Indizes
bilden eine in D tnvariante Untergruppe &, und die Faktorgruppe D|S ist mit der
aus allen quadratischen unimodularen Matrizen 2. Ordnung bestehenden Gruppe
isomorph.

7. Die Gruppe der Dispersionen 2. Art der Differentialgleichung (q). Nehmen wir
an, die Differentialgleichung (q) lasse die erste begleitende Differentialgleichung
(Gy) zu (§ 1, Nr. 9). Dann besitzt die Differentialgleichung (q) Dispersionen 2. Art,
und diese stimmen mit denjenigen 1. Art von ((,) iiberein. Folglich bilden die
Dispersionen 2. Art der Differentialgleichung (q) eine stetige dreiparametrige
Gruppe ®©,. Ihre Struktur ist natiirlich derjenigen der Gruppe ® analog, wobei
allerdings an Stelle von Zentraldispersionen 1. Art die Zentraldispersionen 2. Art
von (q) treten.

8. Das Halbgruppoid der allgemeinen Dispersionen der Differentialgleichungen
(9), (Q). Es seien (q), (Q) beliebige oszillatorische Differentialgleichungen im
Intervall j = (—o0, 00).

Wir betrachten die nichtlinearen Differentialgleichungen 3. Ordnung

(q9), (aQ), (Qq), (QQ)
Gll’ GlZ’ GZI’ G22

und bezeichnen mit

die von den im Intervall (—oo, co) definierten regulidren Integralen dieser Dif-
ferentialgleichungen gebildeten Mengen. Es ist also z. B. G;, die Menge der Di-
spersionen 1. Art der Differentialgleichung (q), &, diejenige der allgemeinen Di-
spersionen der Differentialgleichungen (Q), (q), usw.

Wir wissen, daB3 die Funktion X(¢f) = ¢ in den Mengen G;,, G,, liegt, ferner:
Die zu jeder allgemeinen Dispersion ;€ Gy, inverse Funktion x7! liegt in der
Menge G, : 2l € Gy (3, k =1, 2).

Es seien 2 € Gi, Yim € G (¢, k, m = 1, 2) beliebige allgemeine Dispersionen
der entsprechenden Differentialgleichungen (q) bzw. (Q). Es ist leicht einzusehen,
dafl die durch Zusammensetzung dieser allgemeinen Dispersionen definierte
Funktion z;y,., (man beachte die Anordnung!) eine in der Menge G,,, enthaltene
allgemeine Dispersion ergibt, @4, € Gin, und umgekehrt jedes Element z;, € G;,,
das Resultat der Zusammensetzung von geeigneten allgemeinen Dispersionen
i € Qi Yrm € Grmy darstellt: ;Ypn, = 24, Diesen Sachverhalt wollen wir durch
die Formel

GiGim = Gy, (1, k,m =1, 2)
13*
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oder durch die folgende ,,Multiplikationstafel* ausdriicken:

Gll G12 GZI GZ2

Gl 1 Gl 1 Gl 2 - -
Gl 2 - - Gl 1 Gl 2
G2 1 G2 1 G2 2 T -
G2 2 - - G2 1 G2 2

Wir betrachten das auf der Vereinigungsmenge G, u G5 Gyy w Gy, er-
klirte Halbgruppoid I, bei dem die Zusammensetzung von Funktionen als Mul-
tiplikation erklért ist.

Aus den obigen Uberlegungen sehen wir:

Die Mengen @, G5, sind Gruppen mit dem gemeinsamen Einselement (1 =)
X(¢) = t. Die Mengen G,,, G5, bestehen aus paarweise inversen Elementen.

Aus G,G1, = Gy,, G1,G5, = Gy, folgt: Die Gruppe G, ist ein linksseitiger
und die Gruppe G,, ein rechtsseitiger Operatorenbereich der Menge @, ,.

Aus Gy,G,5, = Gyq, Gy1Gy, = Gy, folgt: Die Gruppe Gy, ist ein linksseitiger
und die Gruppe Gy, ein rechtsseitiger Operatorenbereich der Menge G,, .

Somit kommen wir zu der folgenden Struktur des Halbgruppoids I" der all-
gemeinen Dispersionen der Differentialgleichungen (q), (Q):

Das Halbgruppoid I” besteht aus zwei Gruppen G;,, G5, mit dem gemeinsamen
Einselement 1 und aus zwei weiteren miteinander dquivalenten Mengen G, ,, G,, .
Diese Mengen besitzen die beiden Produkte G,G,, und G31Gy,, die mit den
Gruppen G;; und G,, tibereinstimmen, und bestehen aus paarweise zugeordneten
Elementen, deren Produkte stets das Einselement 1 der Gruppen G, ;, G, sind. Die
Gruppe G11 ist ein linksseitiger und die Gruppe G,, ein rechtsseltlger Operatoren-
bereich der Menge G,; dhnlich stellt die Gruppe G, einen rechtsseitigen und
die Gruppe G,, einen linksseitigen Operatorenbereich der Menge G, dar.

Wir wollen unsere diesbeziiglichen Uberlegungen mit der folgenden Bemerkung
abschlieBen: Die Gruppen Gu, Gy, haben stets die aus dem Einselement 1 be-
stehende Gruppe {1} gemelnsam In besonderen Fillen kann jedoch ihr Durch-
schnitt eine breitere Gruppe sein. Dies tritt z. B. ein, wenn die beiden Differential-
gleichungen (q), (Q) dieselbe Fundamentaldlspersmn 1. Art ¢ haben. In diesem
Fall enthélt der Durchschnitt G;; ~ G, die aus allen Zentraldispersionen 1. Art
@, der Differentialgleichungen (q), (Q) bestehende zyklische Gruppe.
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