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M A TIC E
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1. POJEM MATICE V BfSuLNEN

1.1.Defirice &iselrého tSlesa, Uiselné téleso T je kaidd neprizdnd mo¥ina
(komplexnimgh) &isel, kterd md tyto dvé vlaswmostis:

(a) Obsahuje aspon jedno &islo p # O. |

(b) S kaZdou dvojici (stejnych nebo riznjch) &isel a€T, beT obsahuje
téZ soulet atdb , rozdil a-b, soudin ab a je=1li b # 0, téZ podil a/b.

7

PRIKIADY éiaol.g’ ych téles: 1. Mnoiina K vSech komplexnich Cisel. Je to nej=
vé 181 (komplexni) Eiselné t8leso v tom smyslu, Ze kaidé jiné liselné téleso T je
jeho podmnoZinou, tje TC K .

‘2, Mnoiina D vSech redlnych &isel,

3. MnoZina R véech raciondlnich &isel,

 PHIKIAD 1, Dokaime, %e mnoiina R viech reciomélnich &isel je nejmendi &imel-
né téleso, takie kazdé jiné Zimelné téleso T obsahuje téleso R, ’
ReSeni., Budii T libovolné &iselné tileso, Podle vlestnosti (a) predeslé de-
finice obsahuje t3leso T aspon jedno &islo p # O. Podle vlastnosti (b) téZe de-
finice obsahuje téleso T téi C¢islo p/p = 1 a tedy téi &isla
1+1=2, 2+1=3, .00 ,1=1=0, 0=1==1, 0=2 =2, ¢0u ,
tecy viechna celd ¢isla, Odtud na zékladd vlastnosti (b) plyne, Ze téleso T ob-
sahuje podil m/n kaZdych dvou celych ¢isel m, n # O, & teCy kazdé raciondlni
¢islo. Proto RCT. :

1.2, Definice matice v &iselném t8lese. Matici typu m/n v libovolném cisel-
ném télese T rozumime skupinu &isel vybranych z télesa T a usporédanych do m
r4dkl a do n sloupciie. Pritom tato ¢isla nazyvime pak prvky matice.

Nap¥, symbol [1, 2, =2, 0

predstavuje matici typu 2/4 (tj. o2 Fideich & 4 sloupcich) v t8lese redl-
nych &isel.

1.3, OZNACGENE, 1. Vezméme v tvehu libovolnou matici typu m/m v t8lese T,
Jeji prvky vhodné pojmenujeme, tj. oznalime podle tohoto pravidla: Prvek, ktery
lei{ v j=tém iddku ( pro 1€ j€ m) & v k-tém sloupci ( kde je 1<€k<n) ,
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uvafované matice oznadime tymZ piemenem (napf. &) s indexy j,k, tedy znakem ajk
Pri tomto oznadeni se pak kafdd matice typu m/n dd napsat ve tvaru :
10 Bar eees By
210 f22r ety 82
L L4

(1)

L&ml, am2 9 oeesy amd ' ltmf'ﬁneji ' &Jk “ .
Tek napfe v matici uvedené v odst. 1l.2 je

all=l,‘ 8.12= 2;

B3 T % eees 83 =0, 8y, =4
2, Vyskytuou-li se v néjaké uvaze dvé nebo vice matic, znadime prvky jedné
2 nich D8pY. 81, 81, ees, kdoito druhé by, biy, eee, Bpods Pritom jeduo-

tlivé matice oznalujewe pro strudnost jedinym, obvykle velkjm tulnym pisme-

nem, napr, .
A,B,C,D,E"'O a pOdObhé’
popiipad® té% s indexy, napi.

. 2 ) )
A‘, Az,E1,E‘2‘A ) A a podobr.e,

l.4. Lovrost dvou matic. Nech{:A, B jsou natice téhoZ typu m/n v fémie té=
lese T, ) ' | .
Rekneme, Ze matice A ,.B jsou si rovny, a piSeme A=B s kdyZz kaédy prvek
8 3k ma.tice A 8e rovna stejnoleh.lému‘. prvku b ik me.tice B', tj. plati=li vztahy
| a,jk = bjk (pro j = 1,2,e00ym; k = 1,2,000n)0
Struéné fefeno: Matice A, B jsou rovné, prévé kdy: jsou Gplnd stejné.

\ ns

Z uvedené definice rovnosti matic plyne, fe.(maticovd) rovnice

A-B

(2)
zastupuje celkem mn rovrosti tvaru
11 7 P10 %2 T Ppas e By TRy,
...I..‘.......'.'.Q.O.l......."....l......’
gm1 * bml’ B T Pppr eeey qm " bmn'

1.5, UMLUVA. Pokud v daldich kapitoldch & odstaveich nebude vislovns uve-

deno jinak, budeme ml&ky predpoklddat, Ze jmme zvolili urdité &iselné téleso
- a ze vSechny uvaZované matice jsou v tomto tdlese T,



1.6 Pozndmka o hodnosti matice. Hodnosti{ matice Atypu m/n rozumime, jek
je znamo z predndSek o determinantech, takové celé nezdporné ¢islo p, e viech-
‘ny determinanty ¥4du p + 1 vybrané z matice Amaji,‘ pokud existuji, hodnotu

roviou nule, kdeito aspon jeden determinent adu p vybrany z této matice ma
hodnotu riznou od nuly.

Piitom Fikéme, e determinant ¥4du j byl vybrén z daré matice A, kdyi byl
utvoier. z jejich radkt a sloupcl vypuSténim nékterych radkd (v podtu m - j) &
nékterych sloupct (v podtu n-}).

Pritom se v predx 48kdch o deteruinantech dokaqul nasledujici v&ty o hod-
rosti matice Atypu n/nt

1. Pro hkodrost p matice A plati vztahy

p
2. lig=1i ratice A hodnost p, pek z jejich m Fadrd (z jejich n sloupcl) je

A
A

m, pzno
pravé p linedrn€ nezdvislych, kdeito ostatni Fadry (sloupce) jsou linedrnimi

kombinacemi t8chto linesrnd nezdvislych Fadkt (sloupct).
Dal#i vlastrosti hodnosti ratice odvodime v kap. §7.

2o OTVERCOVA MATICE 4 JEJI VYZLALLE DRUHY
]}

‘2,1, Definice. Nd-1i dand matice tyi polet fadki i sloupcl, takie je typu

n/n, nazyvd se ¢ivercovi iadu n.

Te)k rapi. matice
A=|1, 3, (<
3, e, 0
2, 0, 4

piedstavuje &tvercovou matici ¥d4du n = 3 (v t8lese reilnych ¢isel).

2,2, VIZLAGE UIVERCOVE LATICE, 1. Nulovd metice (neboli ratice nula) fadu

n je &tvercové matice fddu n, jejii viechry prvky jsou nuly. Zredine ji 0.

Tek napf. matice

o = 0’ 0, O
0, 0, 0
0, 0, ©

.Jé nulovd matice tfetiho Fadu.



2, Jednotkovd matice E f4du n. Je to étverdavé, matice Yddu n > 1, kterd mé
v hlavni diagondle samé jednidky (takie a 33 = 1), kdeito ostatni prvky jsou

veamés nuly (takie B‘jk =0 pro vecka J % k), Je tedy tvaru

E = [i, o, ees, 0]
o, 1, ..., o0
|

(3)

LX N J

‘.
.
.
L)
.

,‘9’ Oy oo, o

3. uatice B . DUleiité jsou Ztvercové matice fdu n > 1, jejichi jediny
prvek By = 1 (kde1 € j%€n, 1€ % €n), zatinco viechny ostatni prviy jsou
vesmés ruly. Tyto matice znadime Ejl’ e jsou tedy tvaru

Ejk= Oy esey 0y 0, 0, eeey O
0’ '..’ 0’ l"o' ..., OK
O’ LE RN ] 0’ O, O, eee y O

9000600800000 000000 0000000800

i), LU ] O’ g’ o, LA R ¥ ] O

j=ty Fadek (4)

-l

k-ty sloupec
v . 4 . .
katic Ej}' r4du n je/ celkem n , & jsou to natice

:“,E‘t,--u,:‘H)Ez‘, eos o e )Emn .

’

3. MATICE 'mmqsPomovm-eEE SYMETRICKE A POLOSYNETRICHE (

Jéle Definice transponované matice. Matici typu n/m, kterou dostaneme z da-)

né matice A typu m/n tim, e v ni vyuSnime adky za sloupce (ani? zménime je-

Jjich poiadi), nazyvime transpenovanou z matice A (nebo sdrwfenou s matici A
. L oV

a znadlime ji A’ .

PRIKLAD 2, Urdete transponované matice danych matic A, B .

HeSeni. _ -

= y Sy 3] A’ = l1, o]}
0, 0, -1 2, 0
|V ’ i 3, -1

= E - 5 ¢ )

’ = 19 ’ 2 ) B = r..1’ , 21
! a’ o 3, 9 O

S 2, o, 4



b

\
3020 PORALKY, 1. Snadro se zjisti, ie matice transponovers z transponovaré

atice se rovnd plvodri matici, tj.
1) '
(A) = A (5)
Ce V»lmn()me 81, 1€ pro na.sledquCl ctvercove natice plati:
0-0,
]
: = E)

’ -
EJk - Ek'j kpro J’k = 1,‘,00. ,11).

3e3e Definice symetriclké natice. Ctvercovd ratice A fddu n ) 1, kterd se

VLA SVé transponovaxe matici A takie je
A;=4A,

€ razyvd symetrickd matice radu n.

r

vnaduo se vidi, Le u symetrické matice prvky soumérrné poloiené vzhleden k

lavii diagondle, jsou si rovny, takie plati vztahy

aJk = akJ ' pro J,k = 1’4, soey I ‘L)

Prikladem symetrické ratice je natice Bz odst. 3.1, Také ratice rulovd O

\

i4du n a jednotkové B jsou symetrické.

Je4e Definice polosymetrické natice. Utvercovi natice B ¥idu n > 1, pro
jejii prviy bjy plati vztahy
ka = - ka pro j,}f = l,‘, cee Il (7)

se nazyva polosymetrickd radu n.

Snadro se zjisti, fe prvky bjj(v hlavni diagondle) polosynetrické matice
Jsou vesmés rovry nule, nebol ze vztahu

b..=-b,. plyne &b, =0 a tedy b..= 0.
33 i B 33 Yooy

Priklad polosymetrické matice:
0, 1, -Y3
-, 0, <
3, =<, O

4o ZAKLADNE OPLRACL S MAT1CENI

ProtoZe pojem rovnostl dvou ratic jsme zavedli uZ v odste l.4, uvedeme si

zde pojem séitani (pop¥. odéiténi), skaldrniho ndsobeni a nisobeni matice
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4.1.:5&{tdni «dvou matic je operace, kters dvéma maticim A ,$ téhoi typu
n/n prifazuje novou matici, kterd se nazyvd soudet matice AaB o znadi se
A+B., Je to matice opdt typu m/n & jeji kazdy prvek ¢, se dostane seltenim

, 3k
stejnolehljch prvkd e e A, L B , takie
= +
Ci T Bk ‘l)jk s (8)
Podobn® se definuje rozdil A = B matice A s matici B (v tomto poiedi).
Pro jeji prv'ky djk plati vztah
P ' (9)
Je tedy ‘ .
A*D = all"'bll, 8.12 "’blz’ XXX} a-ln*blnw .
i ®m1 "t Pm1t Bme T Ppes ""\anm"bmn
= B - - ‘__ 7 .
A-B 811 " Pyyr Byp = Doy eeey By = by
821 = bays 822 T Ppps eees By =By
™ B AR 'auil - bm2’ ceer By = bmn
e -

4.2, PONANKY, 1. Jsou=-1i matlce A,D v ténmie tdlese T, pak vzhledem k de~
finici 1.1 jsou ob& matice A+ ’ A-B opét v télese T,
e, Zre,)mé pro kazdou ma.tlci Atypu n/n & matici 0 téhoZ typu plati

A0 = A.
PRIKLAD 3. Vypodtéme soudet A+ B a rozdil A-P danjch dvou matic A B .
ReSeni. Je-1i A=1|1, o, 2|, B=1|1, o 1]
3, 2’ -1 1, 0, v—a-
o, 0, © -1, 2, 1
pak je
A*"‘ =ﬂ‘ 2, 0, 3 A "B =. , 0, 0, 1 hd
, 4, Zrﬁ‘l ‘ ' 2) 2: "l'ﬁ



4.3. Skaldrni nisobeni matice &islem je operace, kterd libovolné matici A

typu m/n & libovolnému &islu r (z tého: &iselného tdlesa T jako je A ) prire-
zujeme novou matici, kterou znadine Ar. lazjvime ji gkaim’ i soucin matice

s &islen re Je to opét matice typu n/n v télese T & je utvorena tak, e kaidy
jeji prvek je soudinen: prvku a,jk € A s &islem r. Je tedy tvaru

Ar = B11Ts 8Ty eesy By T |0
80Ty 8T eeey B, T (10)

a . r a r
el T mn

L amlr 9

Podobné se definuje skaldrni soulin éisla r s natici A, xterj znadime sym-

volem r A , piidemi kladere

~ -

In
TA, s T8,y eewy TO, | . (11)

rA = T8 1y T8,y eesy TR

©H e e ve 3000000000000,

raml ’ ra. ’ seey ram

L. -

Protoie plati ra  =a_r, jsou matice (10) a (11) si rovny, takie vidy je

Jk Jk
Ar=rA. A (12)

404, PUZLAWKY, 1. Vzhledem k vztahu (12) je jedno, mluvime-li o skaldrnim

soudiru matice A s &islem r nebo &isla r s matici A.

2, listo vyrazu (-1)A pifene struindji -A .
3. Snedng se zjisti, fe &tvercovd matice B je polosymetrickéd, pravé kdyi
plati pro ni vztah . »

B--P . | (13)

4.5. Nisobeni dvou matic je operace, kterd matici A typu w/n a uatici B

typu n/r pfifezuje matici typu m/r, kterou znadine ABa nazyvime souéin mati-
ce A s matici B (v tomto poiadi). Pfitom matice AB i prvky cjr’ které se
Z prVkﬁ a,kG A a bkpe.n (kde J' = 1,2,.0. ,ffl; k = 1,2,..0 ’n; p = 1,2,.-.,1‘)

J ;
dostancu podle vztahu

c. = a‘iblp + ajdb (14)

5. % eee t &8, b
JP J €p Ju np

Alkoliv se toto pravidlo zdd na prvni pohled dosti slozité a um€lé, uslySime
. ,

brzy, Ze jeho pivod je zcela piirozeny. Zepamatuje se snadno pomoci tohoto schématu

..,17 -



s
%5 coey

(J=ty dek matice A ) \

PRIKLAD 4, Vypodtdme soudin danjych matic A ,B .

p=-ty sloupec
matice

Redeni, Budiz A = |0, 1, 2 |, B=|-, 3, 1|
2 ;
3» =1, O 14 ~

Natice AB bude mit prvky

cll = 00("1) + loa + dol = 4, 021 = 30("1) + (-l)od + Ool = "59
Cip = 0.3+ 1.0+ 2,1 =2, 5 = 3.3+ (<1).0 %+ 0.1 = 9,
013 = Ool + 100 + Z.(—l) = CZ3 = 3.1 + ("1)00 + Oo ("1) =
Je tedy AD - 4, 2,2 |°
~5, 9, 3
4,6, POZl\lsthA. Ppo &tvercové natice (i4du n) A, B, 0 zfejmd plati vztahy
AD - 0A- 0 |
AE - EA- A (15)

5. PRAVIDLA PRO POCITAnf S MATICEMI

Disledky plynouci z predchozich definic zékladnich operaci s naticemi se da-
Jji struéné vystihnout taktos '

Cels rada pravidel, kterd plati pro politdni s komplexnimi &isly, plati for-
mélnd stejnd pro poditini s maticemi. Jde zv1AStd o nisledujici pravidle, v nichi
-’pi’*edpoklé.déme, e uvedené matice A, B,C jsou vhodného typu (aby prisludné

operace nély smysl): '

S.1l. Pravidla pro sd{téni matic:

1. Zékon komutativni: A+B = B+ A
2. zékon asociativni: (A*B) +C =A +(B+C)

-8—



5e2¢ Pravidla pro skaldrni ndsobeni matice &islem. “
1. Zékon komutatiypix ah = Aa
2, Zékony asociativni: (ab) A = a(bA)
,' (aAh)(vB ) = (ab) AB
3. Zékony distributivei: (a +b)A =aA + bA
(A+B)a=A+2B.

5.3+ Pravidla pro nésobeni matic.
1. Zékon asociativri: (AB)C = A(BC)
2, Zé.icony distributivris( A+B ) C = AC+BC
C(A+B)=CA+CB
0 tom, %8 pro ndsobeni matic népla.ti (obecnd) komulativni zékon (takie AB¥
¥ BA), viz piiklad 5 na strand 12 .

5.4. Béze &tvercovych matic. Kaidou &tvercovou matici A (s prvky a

s} =

du n je moino jednoznadné vy,]é.dﬁt jako linearni kombinaci metic BJk’ o kte-
rych rikéme, Ze tvoii bdzi vdech &tvercovych matic ¥4du n, takie plati

n
A=ep ntepeBp e Briire Eo- j§l a.ikEJk‘
]

Dikazy vzorcl, uvedenych v odst. 5.1 ai 5.4, jsou ‘vétéinou velmi jednoduché.
Ponékud slozitdj8i je dikez asociativniho zékone pro ndsobeni (5.3.1) & na
ten se omezime., Ostatni dikazy nechl si &tenar provede jako cvideni.

Nech% prvky matic A, B, € jsou (po fadd) a, 5K b, s CLgs pridems

J = 1,2,00e,m; k = 12,...,n'
. r = 1,2,e00,h; 8 = 1,2,000,De
Protoze A je typu m/n, kdeito B typu n/h, bude matice ABtypu m/h. Oznadme
jeji prvky U pridem%Z podle (14) je

ujr = a,)lblr + a,j;ab2 * eee t ,)n or ; jkbkr‘

Prvky matice (AB)C typu m/p oznadme v.)" pridemz je
h n,h

v, = u, ¢ ._ = a.b c_ .
Jjs ; jrrs s Jjkkrrs

Faproti tomu matice BC je typu n/p. Jsou-1i 4

ks
YUs = ; bkrcrs°

jeji prvky, pek podle (14) plati




/

Konedné matice A (BC) je typu m/p a oznadime-li jeji prvky v‘1 ' podle (14) plat
n n,h

Vis = ; Jk“ks :’g jkbkr rs ==‘vjs'

ProtoZe matice ( AB)C a A(BC) jsou tého typu & meji stejnolehlé prv}.y
stejné, je vzorec 5.3.1 dokdzén.

)

5.5. POZNANKA. Z uvedenych vzorch se smadro odvodi vzorce obecné j8i, které plati

pro libovolry podet matic. Tak napi, ze vzorce 5.3.1 plyne, Zze libovolni uspo-
Tddans skupina natic

A4 ’ Ag ’ ..'.o.An

vhodnych typt (takovych, aby nisoberi bylo defirnovéno) mé Jedlny souc:m, ktery

znadime
A‘ Az oo e A“ °

Tento soulin zivisi jenom na pofadi matig, nikoli vSal na tom, jek sousedni ma-

tice sdruZujeme., Tak napi. soudin &ty¥ matic mbiZeme po¥itet nékterym z tdchto
zpUsobls

AA,A A = ATAM AN =-ATAA)A]
= (AJAAA) =[A (A A)]A = [(AA)A] A,

5.6, Mocnéri &tvercovych matice Je-1i A libovolnd &tvercovd matice & n 1li-

’ Ve ’ 3 . 3 n
bovolné prirozené &islo, pak definujeme mocrinu A vztahem

A= AA...A . (16)

lazyvédme ji n-tou mocninou natice A .

Krom€ toho definujeme nultou mocrinu &tvercové matice A rovnosti
0 .
A=LE]| (17)

PRIKLAD 4, Vypo&téme Az, pridemz A = i’ -1:]
L 9

Kefeni. Podle vzorce (14) dostdvéme

i, -1 1, =11.10, 0 =Q
1, -1 1,-1 0, 0 y

5.7. Dvé pravidla pro transg cnovini_ rtatic, ldsledujici dvé pravidla pro
trensposovéni natic neraji obdoby v aritmetice komplexnich &isel, Plati tot;i

. (A+B)! = A+ P (7

2. (AB Y= B’A’ " (18)

- 10 =



Dikaz prvniho vzorce je smadry. Proto dokdZeme druhy.
Nechl & jeou prvky matice A typu m/n, kdeito b, . jsou prvky matice B3
typu n/h. Potom ABje matice typu m/h a jeji prvky jsou
Ugp = 85303 * Biobpr * cee t By D e

Transponovand me.tice (AB)! je typu h/m a jeji prvky jsou

Upj T Uyr T ®31P1r T BgoPap e * By bpe
Matice B je typu h/n & jeji prvky jsou
) . ‘ Pri ~ Piro
kdeito matice A je typu n/m s prvky
. zkj = ajk'
Proto matice l’A je typu h/m & mé prvky :
. A ~ o~ -~ -~ ~ ~ =
By =By * By * eee + D8
= blrs'jl * b2r°'j2 Foeen ® bnrajn = “rj'

ProtoZe mtica (AB), B'A jsou téhoZ typu h/m a maji stejné prvky, plyne
odtud vztah (18).

5.8¢ Multiplikelni konstanty pro matice E Jk_._Podle odst. 5.4 kaidd &tver-
cové matice n-tého F4du je linedrni kombinaci (pfi koeficientech rovnych prvkim
ajk) Stvercovych matic Ejk’ ProtoZe sou&in Ejk E_. predstavuje matici
netého Fddu, dé se vyjddiit jako linedrni kombinace matic t K Koeficienty
v tdchto linedrnich kombinacich jsou tzve. multiplikaéni konstanty matic E 3K
Kolik je vSech multiplikaénich konstant? ]
VBech matice Ejk\je n2, takZe véeg.h soudinl :jk E_, Je celkem (n2 ) = nf,
Pro kazdy takovy soudin obdriime n multiplikaénich konstant. Proto vdech
multiplikaénich konsta.nf je Uhrnem

n . n® = 5,

Abychom je ur&ili, vypodtéme soudin

- — ] [~ ]
‘Jk EI‘S ?ooo 9 ooo-? ? (XX ? (XX} 9 }
. . . . . : r
O..l 1.'.0 O...}'.. O
n-j{ . . . . . .
LO eee O ooe 0_ L_0 00000000_
. ra

Protoze Jd8 o soulin dvou &tvercovych matic ddu n, predstavuje uvaiovany sou-
gin opdt &tvercovou matici ¥adu n. Tato podle vztahu (14) miZe mit prvky od

° -1 -



. R
nuly riizné jenom v j=tém Yddku & s~tém sloupci. AvSak pro prvek ajk lezfici v
j=tém & ketém sloupci uveiovené matice ziejmé plati.
0 prok #r,
a, = |

Ik l prok =r.

Proto bude

- 0 prok#r
Ejk Erls (Ejs prg k= r.’

Témito vztahy (kdyZ j,k,r,s probihaji prirozens &isla 1,2,...,n) jsou multi-
plikaini konstanty urleny a je ziejmé, e kaidd z nich mé hodnota bud O nebo 1.

/ 5,9. Zaménitelné a nilpotentni matice, Dilezitd vlastnost, kterou se odli-

Buje poditéni s nmaticemi od poditini s obydejnymi komplexnimi &isly, je tato:
KdyZ a,b jsou dvé libovolud komplexni &isla, pak plati pro nésobeni komuta-
tivnd zékon .

ab = ba,
‘Neproti tomu pro nasobeni matice A typu m/n matici B typu n/m neplati vidycky
. AB=BA .

Vekutku, 8by takovy vztah platil, musilo by byt predn® m = n, takZe obé matice
A,B musi byt Stvercové téhoi Fddu n (vzhledem k tomu, e ABje matice Fddu
m, kdeZto MM matice f4du n).

Aviak 1 kdyZ m = n, neri vidy AB=BA , UkdZeme to na prikladd.

PRIKLAD 5, Urdeme oba souiiny AB ,BA matic

A= [1, l], 3
0o, ©

Refeni. Vyrésobenim podle (14) obdriime

AB-= [0, 0]) BA
0, 0

Tim dochédzime k této definici:

"
1
-
[oNe®)
[

"

[ 'i]'; wize AB#BA.

Dvé. &tvercové matice A , B téhoi ¥ddu n se nazjvaji zeménitelné, pravd

kdyz plati vztah
- AB = BA |

V tom pripad® té% pravime, Ze matice A je zaménitelnd s matici B - (anebo
naopek, ¢ B je zaménitelns s matici A ).




redeSly priklad 5 zdroven ukazuje, Ze rovnice
_ . AB-0
fite platit, aniZ jeden z &initeld N , B soudinu MPje rulovou matici, na roz- -
i1 od po¥iténi s obylejnjmi komplexnimi &isly. (Jsou-1i &,b komplexx:i &isla,
< je ab = 0, privd kdyi aspon jedno z obou &isel a,b je nula.)
Zejmépa se mule stit, e matice A # 0 , aviak néktera jeji mocrina
k- 0.V tom pripad® se A nazyvd nilpotentni matice
rap¥. matice . A= [1, -1

e nilpotentni, jak plyne z piikladu 4 na str. 10.

5.10e Poznimka o abstrakinich algebraich. linoiina viech &tvercovych natic

-tého Ffddu v télese T spolu 8 operscemi, které jsme pravé zavedli, je prikla=-
em algebry v télese T,

*
Algebrou v néjakém t8lese T rozumime mnoiinu W aspon dvou prvkid, na nii

sou definovény ti#i operace, oznadené symboly @ , ®, O. Tyto operace jsou
efinoviny - taktos '

1. Operace @ , zvanid séitéfgz.pi’-ifnzuje keidym dvéma Yovnjrn nebo riznym
rvkim s e, b e dal8i prvek c « YL , ktery se zradi
a @ v

ktery se nazyvd soulet prvku a s prvkem b.

¢, Operace (9, zvané nisobeni, piifazuje kaidym dvéra roviym nebo riznym
rvitn & 6 O, be Uldalsi prvek de'®, kterj se znadi
a8 @b

nazyvd souéin prvku & s prvien b (v uvedenén poradi).

3. Operace O, zvani skalérni nisobeni, prifazuje kaidému prviu aeWa kai-

énu ¢islu ® 6T urdité prvky
xQa, 20w -
mnoziny W, které nazyvime skalérrni soulin &isla & s prvkem &, popi. ska=-
arni soulin prvku & s &islem & .
Pritom uvedené tii operace splnuji podo:oné zékony, které jsou popsiny v pf’e?
efljch pravidlech uveaenych v odste 5.1 aZ 5.4,

Tak napi. pro kaZdé t¥i prvky a ¢ W, b e U, ce'OL plati

2@ b=p @ a,
_{;\(“' @).\Q@ c=a @(b @ c),' eos atde.
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a_=£u‘o vl).G (“"..O VZ) @ eoe @ (%Ovn).

tj. jako soudet skalérnich sou€inl vhodnych &isel «,€& T (pro¥ =1,2,.00,n)
& vhodnych prvki vy e ‘W » To znemend, Ze prvky vy, Vp, eeey V. tvofi bazi
‘algebry ™. '
VBechny vysledky o maticich, pokud jsou odvozeny jenom ze t¥i operaci: s&itd
ni, niscber.i a skaldrni nésobeni, se daji zobecnit na uvedené algebry.
Poznamenejme je8td, fe o algebrich najde Stend¥ poudeni nepi. v knihdch:
Deuring, M.s Algebren, Berlin: Springer 1935
Dickson, L.E.: Algebren und ihre Zahlentheorie, Zurich 19¢7.

6. MATICE RECIPROKE (neboli inverzni).

6.1s Matice reciprokd zprave a reciprokd z leva. Obdoba nezi poditinim s ma-

ticemi a obylejnymi Eisly vede nas k této otdzce: Existuje néjakéd operace s me-
ticemi, kterd by byla obdobou déleni &isel? Nejprve pripomemne, co se rozumi
reciprokou hodnotou néjakého &isla a.
Reciprokou hodnotou ¢isle & rozumime takové &islo x, které hovi rovnici

ax = 1, : .
Tato reciprokd hodnota se znadi symbolem% ’ popi’f. a.-l, takie je

a .'-i- =1, popre & el = 1.

Z aritmetiky vime, Ze reciproks hodnota disle a existuje, prévé kdyi a # O.
Pritom délit ¢islo b &islem & # O znamend niéscbit &islo b reciprokym &islem a'l.

. V odst. 4.6 jsme zjistili, Ze pro kadou 8tvercovou matici A plati vztah
AE=EA =A
Proto jednotkovi matice E je obdobou jednilky v aritmetice, Je judij prirozené
se tdzat, zda k libovolné matici A typu n/n existuje také takovd metice X
typu r/m, Ze plati maticovd rovnice

AX = E ’ (17)
popi. zda existuje takovd metice Y typu n/m, Ze je
‘ YA = E . (18)

V pripadd, e matice X ,Y splnujief vztahy (17), (18) existuji, budeme nazjvat
me.tici X rec:.prokou zprava, kdeito Y matici reciprokou zleva k matici A a

budeme je znadit A s PopFe A . ’
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6+2¢ Vta o matici repiproké sprava X = A <1, Nechl matice A je typu
n/ne le Jo=1i m ¢ n, pak existuji k n{ matice X = A" reciproké zprave, pri-
v kdyZ hodnost matice A je rovne me V tom pripadd kaZdé matice X = ‘4 se di
vy jadrit ve tvaru

X= HL+X (19)
kde H je libovolnd matice typu n/{r=m) hoviei rownici
A= 0 _ (20)*

a maj:lci hodnost n-m, kde ddle L je zcela libovolni matice typu (n-m)/m & kde
X j® 1ibovolnd matice, kterd je partikulérnim ¥edenim rovnice (17). Piitom
se matice H nazjva fundamentilni reSeni rowvnice (20).
2, Je=1i m ® n, tj. je=1i matice A &tvercové ¥4du n & je=li jeji hodnost
p = n, existuje k n{ prévé jedna matice X = A-‘ reciprokéd zprave, V pripadé,
e hodnost p matice A je menSi neZ n, neexistuje 4dns matice X wyhovujici
rovnici (17).
3. Je=1i m > n, pek neexistuje k matici A Zd4dnd matice reciproks zprava.

Diknze Je=1i A= Ilaikl\ , X-=| Xy 5 | a E je jedrotkovd matice ¥é=

du m) predstavuje rovnice (17) celkem m? linea.rnich rovnic tvaru

0 pro j)‘r,
2a¥ir T Yo et e = {3 b 3:m

priCenZ jo,r ®= 1,2,400,me
Pri pevné zvoleném r dostaneme tedy m rovric tvaru

% xlr*'IZ xﬁ:‘* "‘*'lnxnr.o ]

+ +
%1 Ar T 2 Xop T oees e 1

0000000800000 000000000000000000000000
. .

+ a X =
m “ur 0.

(21)

1. Nechl m ¢ n. Pak (21) je soustava m nehomogennich rowvnic o n neznimjch
Xips soes X o Vime, Ze takovd soustava mid FeSeni, privé kdyZ hodnost matice
soustavy je rovnaa hodnosti rozdirené matice. Nechl p nadi hodnost natice soustavy

A - 819 8100 cony & p ceos e ]

00009 00000002000 000000000 TOEOTOSC

‘b}’i”ﬁ!)’." ‘pp, c.o; a-pn

/
(A X NEEEENSNENNNNNNRENNNYN NN NN N X ]

Laml' a#’ (A LD ) ‘mp' ooey am
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To znamend, Ye aspoh jéden determinant Fédu p, vybranj z metice A, je od muly
-rlzny, kdeito viechny determinanty ¥idu p*tl (pokud existuji) jsou rovny nule.
Pfedpoklédejme napi., Ze privé determinarnt v 'levém rohu nsho¥e v matici A je
nenulovy. Je-li‘ P < m, pak rozSifend matice sc;ustavy (21), v niz je r = ptl,
je tvaru - -

Bys ceseceeey By y ¢

e 0 00000000 s0000000e -
pl’ ...l‘.l.’ a ’

) |
RN @2)
6 )

oo--o.onoooooo-oooo

ml, ..".."’ a ’

e e

Tato matice md z¥ejmé hodnost rovnou p + 1.

Odtud plyne, fe mé~1li mit soustave (21) FeSeni, nutné musi byt p = m. V tom

pripadé vSak existuje n-m linedrné nezdvislych refieni - %

%11’ gzlg sevy §n1; X X B4 %l,n-m veoy gn,n_m (43)
homogerniho systému rovnic patiiciho k soustavé (2‘1), pridenz obecné reSeni
soustavy (21) je ¢

= Yy %11 Yor §12 i 'tn-m,r %1,n—m+xlr

0 000080 50000000000 000 0200000000000 capsoeepoodsceptsoesoeD
~

= + + + +
e = tor %nl Yr %ne e tn-n,r %n,n—m Tor

P¥itom X. , eee, X__ znadi libovolné pertikuldrni FeSeni nehomogenni soustavy
ir nr

(21) a tlr’ Topr eoey b m,r jsou libovolné konstanty. Proto matici X ‘ktera

je ¥edenim rovnice AX E , miZeme psdt ve tvaru

X gn' oy %1,n—m Y1,0000 Yy X119 oe0r Xy
G0 0060000 CGOIOEOIOLILOEPOPNOSTLY 9000000000 + ....".".....'.
§n1’ see %n,n—m *h-n 1’”_" Yam | | 01’ **? o

" Oznadime=li matice vyakyt\ijici 8e na pra.vé strané této ‘rovnice postumé M,
l. 5(' dostaneme pro matici A vztah (19), ktery jeme mdli dokaza.t. Pritom
8i véimneme, Ze matice L je. llbovolné. matice typu (n-m)/m, kdezto X je matice
tpu n/m hov:\.ci rovnici (17) a lroneéné H je matice typu n/(n-m), pridemz plati

- AW =0
e jeji hodrost je rovre n-m, & to vzhledem k tomu, Ze &isle (23) predstavuji
nezivisld FeSeni homogerniho systému, ktery prisludi k soustavé (21),
| Naopek, se snadno nahlédne, Ze keidd matice X typu n/m, kterd je tvaru (19),
vyhovuje rovnici (17), je~1i H matice hovici rovnici AH =0 , L 1livovolni
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matice typu (n=m)/m & i livovolnd matice vyhovujiei rovnici (17).

2, Nechi m = n. V tomto pfipad® soustava (21) mé podle Cramerova pravidle
prévé jedno Feleni, kdyi hodnost matice A je rovna n. Je-1li viak jeji hodnost
p<&na jeeli v této matici determinant p-tého fadu napf. v levém rohu nehoie,
nenulovy, pak soustava (84), v niZ je r = p + 1, nemi YeSeni vzhledem k tomu,
e prisluind rozdiY¥end matice mi hodnost p+tl, kdeito matice A hodnost p. Proto
v pripedd p < n neexistuje redeni rovnice (17).

3. llochi n > n & necht p je hodnost matice A . Pak nutné

pEn.
liecht determinant (#ddu p) v levém rohu nahoYe matn.ce A je nenulovy. Soustava.
(21), v niZ jer = p+ 1, nemd opét reSeni z téhoi dlvodu jako v predeslém
pripadé 2, ‘

6.3. Poznimky o vypodtu matice reciproké zprave. 1. Matice M v pripads, kdy
m & n, 86 snadro urd{ podle zndmé Frobeniovy metody pro reSeni systému line-
arnich homogenrnich rovnic takto:

1. Matici A doplnime n-m ¥idky (pro i = 1,2,...,n-m)

Zil, Zi2’ seoy Zin
na &tvercovou metici fddu n, ¢imZ obdriime matici

e [~ .
A = 11, ecosce avln T

Oo-o-coo.'o‘ooouo

a'ml’ seoeny afm

211, seceny zln

N 99 000000000 00OO OO

(24)

z z
n-m,1’ ***’ “n-m,n
L. -

lisla z;, miZeme zvolit libovolnd, ale tak, aby determinant |Al# 0. To lze,
protoZe matice A mé podle piedpokladu hodnost p = m.

2. Zna&i-1i Z, ealgebraicky doplndk prvku z;, (kde i = 1,2,000 n=m; k =
=1 2,...,n) v determinantu ‘A‘ pak metice

H- z'.l.l’ see n-m,l -
cecsessncrcessssse (25)

ARV S
néd podle véty o reciprokych deternineantech hodnost n-m a pfitom plati

Al = 0 .
Nakonec si véimnéme, te matice X = A vy jédFens ve tvaru (19) je v té-
lese T, kdyZ v tilese T jsou matice u,l-,i o A zPejmé v télese T exlstu,]i

takové matice ‘I L x y ie piisluiné matice X hovi rovnici (17).



2, V pripad8, kdy m = n a kdy hodnbst Stvercové matice A Fddu n Je p=
(takZe |M #0), se matice X = A reciprokd zprava uréi pomoci vztahu

X= -l%r adjA , (26)

kde adj A znalf adjungovanou (neboli p¥idrufenou) matici k matici A . Uréime
ji na z4kladé vzorce N
adjA = | A

&

11! °***? “nl

> o0
oo

1n’ L X X ] 1] ml
pridenz Aik znali algebraické doplnky prvké & v determinantu |A| . V&imnéne
8i, Ze prvky matice adj A v libovolném j=tém mdlfu jsou algebraickymi doplnky
prvki v j-tém sloupci determinantu |A| . Podle znimé vlastnosti reciprolfych
determinarti je determinant '
laasAl = [A] =2 - (27)

P¥itom matice adj A je zfejmd v télese T a plati

A adj A 8-11, seey aln" All’ esey Anl AL sony 0.
0000 e 0000000 0000000000 ?"..'.A.l....:::.’..’. _lA'
an1, (A4 N ] a'nn AlIl’ seey Aml ‘O, O, .‘00' ‘A‘

. -4
Odtud plyne vpiedu uvedenjy vztah (26) pro vypodet natice X =A . Tato matice

Jako skaldrni souéin &isla. MM a adjungované matice adj A je také v télese T,

P‘RQ {LAD 6. Urleune matici reciprokou SP®®®} dané matici A
Refeni. Dand matice A (typu 2/3, takie m { n)

A=|2, -1, 1
=, -1, 1
mé hodnost p = 2, nebol determinent D utvofeny z prvnich 2 Fadkd a sloupcd’
mé hodnotu D = = 4 # 0, Proto existuje matice rvecipro}:a’. zrava k matici A
Vypéétema ji podle odste Ge3.1 tak, Ze nejprve urdéime matici |

A-[2 4, a
=2, -1, 1
S 1o, o 1
jejiz determinant l" = - 4,
Matice ¥ bude typu J/l a uré{ se pomoci a.lgebraiclrych doplnk® prvkd t¥etiho
rddku determinantu m ProtoZe : §
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A31f -1, -ll s .2, =0, A33 =D = « 4,

na zékladé vztahu (25) dostaneme H = [

Lok ko

9
1
Dile natice L typu 1/3 bude tvaru

]
Le o] -

Partikuldrni Yefeni X rovnice AX =E obdriime redenim rovnice

2, «1, =1 X, %, =11, O
-Z’ ' -l, 1 xz’ XS 0, 1
*30 ¥g

Protoie jde pouze o part:.kulé.rni YeSeni a protoie matice A mi hodnost p =
pridemz determinant o nuly je nap¥., vpredu uvedery determinant D, miZeme po=-

loZit x3 = x6 = 0. Tim dostanere rovnice

le—x2=1, | 2x4-x5=0,
-le-x2=0, -2x4-x5-1,

jejichz refienim je x, = 1/4, x, = = 1/2, x, == 1/4, x5 = - 1/2.
Je tedy ~ :

' X =| 1/4, -1/4

0, 0

* C v ’
Hledanou matici X = A miZeme psit ve tvaru

A= UL+X = [= [tl, 12] + [ 14, -1/4 ] =
0 -1/2, =1/2
=4 0 0
=[-2t, -2t |+ 1/4, - 1/4 = 1421, - 1/4=2t, | »
0, 0, -1/2, - 1/2 -1/2, -1/2
- 41;1, - 412 0, 0 - 4t1, - 41-2'

takie hledand matice (reciprokd zprava) je tvaru

K= | 14 -24, =1/4-2t>
- 1/29 -1/2

pridemZ za tl a t, méZeme volit libovolnd &isla.
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Provedue zkouSku tim, Ze ur&ime soudin AX . Obdrgime

AK'= [ 12 - 4t + 1/2 + 4t -1/2 -4t, + 12+ 4y, =1, 0| =X
= 1/2 + 44+ 1/2 - 4%, 1/2 + 4%, + 1/2 - 4t, 0, 1

6.4, Véta o matici reciproké zleva Y ="M . Nech} matice A je typu uw/n.
l. Je=1li m ¢ n, neexistuje k matici A Z4dnd metice reciprokd zleva,

2, Je=li m = n, tj. je=li matice A Etvercovd ¥du n & je=1li jeji hodnost
P ®* n, existuje k ni pri.v‘: jedna matice Y =“A reciproks zleva., V pripadé,
fe hodnost matice A je men3{ nei n, neexistuje k ni %4dnd matice Y reciproki
zleva,

3e Je=1li m > n,ypak existuji k ni matice Y -‘-‘k reciproké zleva, pravé
kdy% hodnost matice A je rovna n. V tom p¥ipadé kaidd matice Y ="A se as
vyjadrit ve tvaru

Y=FP+V¥ (28)
kde F je libovolnd matice typu (m=n)/n hovici rovmici
FA=0 (29)

a mn,jici hodnogt m - n, kde P Je zcela libovolnd natice t-ypu n/(m-n), kdeito
Y je libovolna matice, kterd je (partikulérnim) YeSenim rovnice YA =E .,
Pfitom mse matice F nazyvd fundementdlni redeni rownice (29).

- Dikez této véty se provede zcela obdobné jako u véty €.<.

6.5. POZNAKKY, 1. Matice F se urdi metodou Frobeniovou (obdobné jeko matice
H ) a jev témze télese T jeko dand matice A . Také matice | = A (pokud
existuje) je v t8lese T, jsou-li obd® mmtice P a V v télese T, coi lze vzdy
zaridit.
2, Kdyi &tvercovd matice A fidu n md hod.nost'p = n, tj. je-1i|Al # 0, pek

se jedind matice Y =a reciproké zleve urdi podle vzorce

-‘A -

-~

adjA , | (30)

-1
L)

pridemz matice qA je opét v t8lese T.

6.6, Zévdr. Z VSt €.2 8 6.4 plyne, te mtice X =A™ ,(popr. ¥ ="A)
existuji, ‘jen kdyZ je m £n (popte m z ﬁ).
1. Je-li tedy m # n, pak ratice At , “A neexistuji soudasnd.
2, Je=1li vSak m = n, pek ze vztahl (26) a (30) plyne,i e pro |Al# 0 je
/ - A'="a . (31)
~ 20 - |




Tento vztah, ktery je dfleiitj pro svou jednoduchost i pro své aplikace,
plyne také s toho, ie kaidé feleni rownice AX=E je séroved Fefenim rovnice
YA=E 4 Jo-li totii X Fekenim romnice AX =E , kdeito ¥ fedenim rovnice
YA =E , pek sfejmd platf

' X=EX= (YA)X = Y(AX) =VYE =Y
takie ' | CX=Y .

647+ Definices 1. Stvercové matice A , jejii determinant |A]# 0, se nazyvé :
Iz oguldrnie v opadném pripedd se nazjvd singuldrni.

2, Je=1i dtvercovd matice A regulirni, pek mtici.“ nlzyvé.nc reciprokou
(neboli inverani) k matici A . : ~

PRIKLAD 7. Vypodtdme matici inverzni k dané matici A .

Redeni, Dand matice :
| A=]2 01

.1’7 4. 5

3, 1, 2
je regulérni, nobo% joji determinant |A|== - 85, Proto cxistujo k ni matice re=
c:l.proké. ' ' - ‘

Pfitom pro adjungovanou matici dostévéme tyto prvky ,
All ‘.402 - 5.1 = 3. Alz B - (‘ 1.2 - 3.5) - 17, Ll3 = ". 101 - 304 "’ 13’ e
A21 E - (002 - 107) = 7’- A22 3'2.2 - 3,7 = " 17. | A23 f- (201 - 300) = ’20'
A31 = 0.5 - 407 B - 28’ ‘32 S - (205 * 701) z - 17’ A33 = d04 + 100 = 8,
Je tedy -
ad;A =| 3, 17, -e8
17, «17, =17
=23, -2, 8
Hledané, inverzni matice je proto tvaru

Al et |3, -1, 28
-17, 174 17
| 13, 2, =8 |
PHiton plati - -

-

-] =




.4 . :
AN=2T2, 0 7)[ -3, -7, 28] =1, o, 0] =

-l, 4, 5 -17, 17’ 17 0, 1’ 0
-’, 1, 2 13’ z, -8 : 0, O, l
.4 .
SA Az_&%g - 3’ -7, a8 2’ 0’ 7 i
"'l,, 17’ 17 "1, 4’ 5
13' 2, -8 3, 1, 2

6.8. Véta o reciprokych maticich. Mecht A ,B jsou reguldrni matice ¥4du n.
Pakx plati iato tvrzeni:s

1. AK'-A'A -E 3. (A= (A
2. |&'= 1A, 4 (KO- A
5. (ABY' =B'A* :

Dikez. l. Prvni tvrzevi plyne ze vztahu (31),
2. 7de pro determinant IN‘I dostavame podle (26) vztah
: n-4
~ |A-4‘ - ladjﬂ&l - lAl R |
[Al Al Al
3. UkdZeme, Ze obé matice (A"')’, (A’ )'4 meji tytéZ prvky. Vskutku, prvek
cjk prvni matice je . R >
c., = .
\ k  TAT Tk ?
kdeito prvek djk druhié matice je
1

a. = —=— A. =c¢
Jj  |A] A.Jk

4, hatice \'A")"l predstavuje jediné reSeni rovnice
4
AX -E

ji% podle vztahu 1 vyhovuje reSeni X =A .

'jk prO j’k = 1’2’ ¢eo oy n.

5e.Leva strana posledniho vztahu je FeSenim rovnice
(AB)X =E . | (32)
Takovs ieSeni X je jediné, protoie z relace |AB|= lAI.l’l & z predpokladu
[A] # ©,|Bl # 0 plyne, ¢ AB =€ je regulirni matice. Ndsobime-1i zleva
rovuiei (32) matici (B.‘A-‘), obdr Zime
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(B“A“) (AB) X « (B'AY)E
B(A“A)BX - B'A"
B'(EB)X = B'A’
(B'3)x - B'A’
B B B )
tedy N X = B" A4

]

6.9+ Poznimka, Tvrzeni 5 pfedeslé véty se di rozdifit na libovolnj konedny
odet reguldrnich matic ¥édu n: A, B , eee, M o Plati totil

ABC...M )" = M. A A (33)

6.10. Véta, Necht reguldrni &tvercové matice A ,B jsou zamdnitelné. Pak
jsou zaménitelné téi metice

-4 -4
1. A '] B " .
; -4 v -4
2, A ’ B H Popre A ’ n .

tkaz. 1. Matice © =B'A™ je TeSenim rovnice (AB)X = E , jak plyne
v8ty 6.8.5.

Podobné natic§ D- ‘43.‘ jo FeSenim rovnice (BA)X = E . Jsou-1i
tedy A ,B zaménitelns, takie je AB = BA, plyne z toho, fe matice D je téi
YeSenim rovrice (AB)* = £ , kters viak méd jediné reSeni € . Proto € =D
eboli ,

A - A'B
2, Ze vztahu AB BA nisobenim zleva matici A obdrzime
EB-B-ABA .
Pdtud nésobenim zprava matici A plyne
BA' - A'B(AA')-A'BE = A'B .

Pralogicky se dokdZe druhd &ist druhého tvrzemi.

. ) i
6elle Definice podilu matic, Jsou=li matice A ,B zamdnitelné a je-li A
fegularni, pek podilom matice B matici A rosumime matici rovnou soudinu

\ 2 ’ s Popre BA‘ ’
takie (podle véty 6.10.2) je

_g_ -BA' - A'B. (34)
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6.12, Véta, Nechl A je Stvercovd matice ¥4du n, kdeito B ,C
Ireguldrni f4du n. Jsou-li kafdé dvé z matic A ,B,C

A _CA_CA_AC _AC

zaménitelné, pak plati

jsou obé

7. cvilent 1.

1. Uréete A +B ,BD-A , kde A=|1, 2, 3
' 2’ 3’ 4

I s

2, Urete 2B - 3A , kde A, B jsou matice z cvideni 7.1.

- 24 -

s . 3 )
B "C BC B B (35
Dikez. Ziejmé plati
AY' -B'A-F'EA - B'(C'C)A - (CBT'CA = (BCT CA -
= (CB)" (AC) = (BCT' (AC.
PRIKLAD 8, Urdete podil dané matice B matici A .
Roéeni. Dané matice A = | 2, l‘v,, o, B = 3, 1, =
1, 1, 2 3, =2, 4
-1, ¢, 1 =3, 5 -1
Jjmou rogulérni, nebot |Al= -5, |B| = - 81.
Uréimo netici A « Protoze ,
a'dJ A =1-3, -1, 2 ’ Je AM. - -]9; 3 L, = |*= %B .
""3’ 2’ -4 3, -Z’ 4
3, =5, 1 =3, 5: -1
Proto A'B =5 B'=BA".
Pritom Jje , _
BA =%‘- 3, 1, = 3, 1, = =% 18, =Y, 0O .
3’ "2’ 4 3, -2, 4 —9, al, _‘LC}
-3, 5, -1 L--3, 5, =1 g, =18, 27
W Je tedy % = 2, =1, O] .
| . A, 3, =2 s
1, =2, 3_

5, © .
by, T



3 Ur&n‘_.tc'souéinyi

&) | 1,3, 2|42, 5, 6 b) |5, 8,4 |-]3, 2, 5
3, =4, 1, 2, 5 6, 9, =5 4, =1, 3
| 2, -5, 1, 3, 2 4, T, =3 9, 6,5

0, 1,
L3, l’

1
3

) [1, 2, 1l*[ 2, 3, 1], 2, 1
2
1‘

4, Vypodtdte mocniny matics

a)[ 2, 1, 1 2.‘ v)[3, 1, =% o [e 1P a1, 1|
3, 1, © 3, =, 4 1, 3 0, 1
0, 1’ 2 -3, 5, "1

5. Stopou &tvercové matice A rozumime soulet prvki v jeji hlavni diagondle, tj.
8, * 8, * ... +a . Dokaite, e matice AB, BA naji stejné stopy.

6. Pouiitim vysledku piedeslého cviéeni 7.5 dokaite, Ze nikdy nemiZe platit
AB-BA =E.
7. Urdete viechny matice zemdnitelné s matici A = [1, 2] .
3, 4
le. Uriete matici X , kterd hovi rovnici )

2) [2,5 X = [4, -c] )
1, 3 2, 1

b) x 1, 1’ -1 = 1’ .1'
: 2, ‘1’ O 4, 3’
1, ‘-1, 1 1, "2’

wv bW

. Urlete reciprokou matici k dané metici
a) 1,2 1], b) | cos x, - 8inx |, c) 2, 5, 71}°
3, 4 sin x, cos x 6, 3, 4
5’ -2, "'3

10, Uréete podil zprave a zleva matice Ametici B, je-1i

Y I

VYSLEDKY

b‘“"” = [So 7; 9]0 B'A'[3’3y3] . @- [59433]’
7, 9, 11 , 3,3, 3 4, 3, 2 '
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Da) |1, 5,-5], v) |13, =2,29 ) ¢) [1, 9, 15
3, 10, 0 9’ ‘27’ 32 -5’ 5,' 9
' | 4y 9 -7 | L13, -17, 26 12, 26, 32
@ e) |7, 4, 4] ,.0) 18, =9, O, ¢) 5y €0 ] y ) [13 n| .
‘ . 9’ 4’ 3 : "'9, d?y "';-8 ao! 35 O’ 1
L3’ 3, 4 | L 9, =18, <7

@ Levd strana mid stopu rovnou ® = O, kdeito pravd strana s = n.

® [a, » 1. e a)[:a,-23], o) [-3, =,

>b, a+ 3b_J o, 8 ‘g’ ga
=2y ’

@a) [-2, -1 y b) [COS x, 8in x ], c) 1, -1, 1

3/2, = 1/2 -sin x, cos x -38, 41, =34

27, =29, 24
@ AF‘=[1, -1] , B“A=[8, \-9].

"b ’ 11 "'.3 ’ 4

ocko

8. VEKTORY A LINEARNY TRANSFORMACE
e ———

Méjae usporadanou skupinu Sisel X190 Xpp eeey X0 Této skupiné miZeme prira-
dit dvé ratice, & to bud matici X = x,7 , kterd je typu n/1, nebo satici typu

[

1/n tvaru ' .
%
= [xl)xg seee ,xn] . n

b

8.1, Definice. 1. Vektorem v n-rozmérném prostoru rozunime usporidanou sku-
INANAAS ANy

pinu n Zisel X)s X5y esey X , napsanou ve tvaru matice X typu n/l. (To znemend,
Ze vekiory ztotoZnujeme piimo s maticemi typu n/l.) ‘

2. Pritom se uvedend &isla X190 Xyy ey X nazyve ji souradnice vektoru X .

8.2, Tri zdkladni operace s vektory. Pro vektory v n-rozmérném prostoru defi-
nujeme tri zikladni operace: rovnost, sditini & skaldrni nédsobeni, a to tim
~zptsobem, Ze ne vektory, ztotoinéné s naticemi typu n/l aplikujeme prisludné
operace s" naticenis

8.2.1s Rovnost vekiorit X = 4l v Y= [y e vyjédfena n rovriaemi
s N B
y
TV R TV ey X 7Yy . (36)
& zapisujeme je symbolem X =Y.



8,242 Soulet vektorl X a y je vektor tvaru x, * Y o Znatime jej sym=
bolem X + , . y2 g

n yn

8+2.3. Skalérni soulin &isla k s vektorem X'je vektor | k X,

)

+oe 4

b 4

ktery strudné oznalujeme kx . k x,
Podobné se skaldrni soudin vektoru X s &islem k k'x
v -4 v ¢ n
structné znadi X k. '

e

8.5« POZNAMKY. 1. Pro uvedené operace s vektory plati pravidla 5.1 a S5e2s

2, Dile si v&imnéme, Ze kaidou matici typu m/n miieme povaiovat ze uapoi‘ad&ny

systém n vektort v m-rozmérném prostoru anebo za uspoiéddany systém m vektord
v n-rozmérném prostoru.

8.4. Lineérni transformece o dané matici., Nechi A je matice typu m/n & n°°h,"
X jo vek#or v n-rozmérném prostoru.

Matice tvaru

x'=Ax : o (37)

je z¥ejmé typu m/l. Mi¥eme ji povalovat za vektor v merozmérném prostoru. Pre-
vime pak, e vektor X* vznikl z vektoru X linedrni transformeci (pop¥. line=
érrd substituci) o matici A .
P'fﬂitom-pfi obvyklém oznaleni prvki v matici A dostenem pro souradnice irekto—
ru X* vztahy
Xp =Xt ekt b ey

RN N I T ' | (38)

=g + a + o0 + x
m1¥1 w2 e ®m™n *

B.5. Vztahy mezi operacemi s maticeni & linedrnimi transformacemi.

V souvislosti 8 pojmew linedrni transformace jevi se ndm definice rovnosti, séi-

téni, skaldrniho ndsobeni a ndsobeni matic, jak jsme je zavedli v kap 4, velmi
prirozenymi: k ‘ |
kY
A
8,5.1. Rovnost matic, Nechl A ,B znaéi matice tého% typu m/n. Transformu je-
~1i linedrni substituce o matici A kaidy vektor X v tjyi vektor jeko linedrni
transformace o matici B, pak Je A=3

Dikaz. Za danych predpokladd plati identické rovnosti
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a .x, + a

1151 14"12* te

+ C+ b
10 = P1a¥y T Pra¥e Yoeee Y PNy
.-mlxl + a-maxz + 400 * amxn bmlx + bnz 2 eee ¥t bmnxn
Odtud plynou, dosadime-1i napi. Xy = 1, x, = ) = eee = x = 0, rovnosti

a =p

11 7 P1ye %21 T Payr ceer By
Podobné dostaneme pro x.j =1, x = 0 pro k # j vztahy

ml®

-

* . alJ = blj’ esey amj = bmjo
Je tedy A =B , /

8.5.2, SEiténi matic. Lecht opdt A ,B znali matice téhoi typu m/n, kdeito
% je libovolny vektor v n-rozmérrém prostoru, X* (popir. X** ) vektor transfor-

[movany z vektoru X linedrni transformaci o matice A (popre B ).
Pa: matice A + B (tj. soulet matice A s matici B ) je prévé takovd, ie
lineérni transformace o matici ( A + B ) transformuje vektor x ve vektor X*+ X'“I-

Dikaz. Z rovnic X'=AX , T ox%= Bx plyne
x* + x** =Ax+Bx = (A+B)x
jak plyne z pravidla 5.3.2.

8e5e30 Skalérni ndsobeni matice &islem. Nechl A zredi matici typu m/n a naczh%

|k je libovolné &islo. Je-1li X libovolny vektor v n-rozmérném prostoru, kdeito
X% vektor vznikly z vektoru X lineirni transformaci o matici A, pak matice
kA (jakoZto skeldrni soudin é&isle k ia matice A ) je pravé takova, e line-
drni trensformace o matici kA transformuje vektor ¥ ve vektor kX .

Dlkaze Z rovnice x*=-Ax plyne
kx* =k(Ax)=(xA)x .

| B
B45.4. Nésobeni matice Necht A znadi patici typu m/n, kdeito B matici typu
h/m. Déle nechl X je libovolny vektor v n-rozmérrém prostoru, kdeito X*vektor

vzniklj z vektoru %X linesrni transformaci o matici A & X™ vektor vznikly z vek-
toru off linesrni transformaci o matici B .

Pak matice BA(tj. soudin natice B s matici A ) je privé takovd, e lifie-
érni transformace o metici BA prevede vektor x ve vektor x* .,
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Dvkaze Z rovnic x*=Ax ’ x‘“=lxl” plyne
x* = B(Ax) = (BAX .

8.5¢5. Inverani matice. Nechl A je reguldrni &tvercovd matice édu n a rnech¥
x znali libovolny vektor v n-rozmérném prostoru, kdeito %™ je vektor vznikly
, vektoru X linedrni transformaci o matici A .
Pak ratice A“ s reciprokd (inverzni) k matici A ; je privé takové, e line-
lirri transformace o matici "‘ prevede vektor X* v pivodni vektor X .

Dikaz. Z rovnic X*=Ax, x**- A%x*
X" = A (Ax) = (K'A)x = Ex-=x .

84546 Upozorndni, VEimndne si, Se kalidj vektor v n-rozmérném prostoru se

libovolnou transformaci o metici typu m/n prevede ve vektor v prostoru merozmdrném.

9. CHARAKTER1ST1CK{ ROWNICE MATICE
S ——

9.1, Transformace vektoru % ve vektor AX . Nechl A znadi libovolnou &tverco=
vou matici fddu n. Hledejme, zda. existuje v n-rozmérném prostoru vektor X , ktery
se linedrni trensforuaci o dané matici A zméni ve vektor X*=AX , kde A je

né jaké Eislp.

VBimnéme si, Ze v této uloze je pro A = 1 zahrnute \loha urdit vektory,

které se lineirni trarsformaci o matici A nezmdni (neboli jsou invariantni).
Pritom oviem nds zajimeji vlastiné jen nenulové vektory, jejichZ soufadnice

nejsou vesmés nuly. , ‘

Oznalne prvky matice A symboly "jk’ takie A = l ajlrl . Kazdy vektor % ,
ktery mé uvaiovanou vlastnost, vyhovuje linedrnim rovnicim

. = : + + +

Axp =aXg YR e Ay Xy

0 09000000000 2000000 0PRSS OEOIOPOOSTPCOODIDS

Axg =8 X) + 8 % * e ta X

meboli rovnicim
(8’11 - A )x :— 8y0%, + eee t °1nxn‘= 0

.....‘.0....‘..'..........‘....‘...,....r (40)

anlx1+anzx2+...+(a.nn-?\)xn=0

Proto existuje-1i vektor X s uvedenymi vlaestnostmi, musi byt
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8‘ _A' a" ...’a ‘ 30’
11 12 1n (41)

® 000 S0 000 0000000000000 es0000P8COSIETTLYS

anl, anz’ coey (ann"' R)

Levé strana tohoto vztahu je polynom n-tého stupn® promémné A , takie (41) pied-
- 8tavuje algebraickou rovnici n-tého stupné pro nezndmou A .

9.2. Definice. Algebraické rovnice n-tého stupné pro nezndmou A , vyjadrens
ve tvaru (41), se nazyvé charakteristicks rovnico,(popf. sekuldrni rmmice)
matice @ “ (pokud je matice A symetricks).

Prisludny polynom promémnné A se nazyvé charakteristicky polynom matice A.
Budeme jej strudné znalit ¢ (A), takie plati ’

¢(2) = | A -2E[. (s2)

Z predeSlého odstavce S.1l. plyne tato véta:

9.3. Véta, Kdyz se néjaky nenulovy vektor X transformuje linedrni :su.bts’t.:lmcli

o matici A ve vektor AX, je &islo A koYenen charakteristické rovnice (41), |

cterou strucnué pifeme v raticovém tvaru :

|A -AE] =o. (41*)

Pritom se vektory % prislusné ke kazdému charaktoristiclcému kotenu A vyp'oétou
ze soustavy rovnic (40). |

9.4, POZRAMKA, Jsou-1i A1s Ay, eeey A kofeny charakteristické rovnice
(41), pak z¥ejmé plati vztah

PIA) = (1A =AD(A= Q) s (A=), U

PRIKIAD S. Urdeme viechny invariantni vektory vzhledem k lineirni transformaci

omatici A= |8, 3.
7, 4

- He3eni, Charakteristicky polyrom

¢(a) = |e-a, 3 l = A% 12A +11= (A -11)(A-1),
7, 4 =A , :
takie Al =11, ’Rg = 1. g

Pro Al = 11 dostavame soustavu rovnic

) -311+3x2=0, ) = Tx, = 0
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takze X, =x, = t, kde t je libovolné &islo.
Podobné pro A, = 1 dostévéme rovnice
; x+3x2‘-‘0, 7xl+3xz=0,
takie X, = = 3 X, neboli X = 3t, x, == Tt
Viechny invariantni vektory jsou tedy tvaru [ ] [ ] kde t znaéi li-

bovolné é&islo.

10. ORTOGANALNT MATICE
L~

10.1. Délke vektoru. V euklidovaké geometrii se kaZdému vektoru v n-rozmérném

prostoru piifazuje uréitéd délka, & to tak, Ze délkou vektoru X = x| se ro-
zumi nezdporné &islo x
n
_ 2 2 3 .
8 = Jxl + xz + XX + X 0 (Jg)

ltverec délky vektaru x Jje tedy

2] _ (2, .2 2] _
[5]'["1”‘2*'"”‘11]‘“‘"

kde %! je matice transponovand z matice X . Je to ziejmé matice typu 1/1.

~

10,2, Definice ortogondlni matice. Lineirni transformace |

* - Rx (43)
o &tvercové matici R se nazjvé ortogonolni, mé-1li vidy transformovany vektor
x* tuté’z‘ délku jako plvodni vektor X neboli (jinymi slovy), kdyZ tato tran-

sformace zachovéavd délky vektori.

V tom piipadé se také matice R nazjvé ortogondlni.

Linedarni ortogondlni transformace jsou pro euklidovskou geometrii velmi die-
leZité vzhledem k tomu, Ye se v ni studuji vlastrosti utvart (napi. vektord, '\_\
linedrnich prostort, kiivek ap.), které se lineirnimi transformacemi newéni.

- 10.3. V&ta o ortogonsdlni matici. 1. Matice R je ortogonslni, pravé kdyi

plati vztah , ; :
RR=E , (44)

2, Ortogondlni matice je vidy reguldrni a jeji determinent|Rlmé hodnotu bud
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+ 1 nebo -1. Podle toho se ortogonilni matice R nazjvd vlastni (je-1i |R|= 1)
nebo nevlastni (je-1i|Rl= -1). |

3. V determinantu |R|knZdé ortogondlni matice R je algebraicky doplnék
libovolného prvku roven hodnoté tohoto prvku, je-1li R vlastni ortogondlni
matice, popi. zdporné hodnoté uvaiovaného prvku, kdy: R je nevlastni ortogo-
nalni matice.

Dikaz. fa) BudiZ x* = Rx ortogondlni transformace, takie je

It = 1x(*
neboli (Y x* = x'x .
Odtud méme (R’Rx = x'x

neboli podle (18) je x(R'R)x x'x, (45)
Teto rovnice je zrejmé splnéna, plati-li vztiah RRrR-E o Je tedy platnost
rovnice (44) dostadujici podminkou k tomu, eby lineérni transformece o matici
R byla ortogonilni. \
1b) UkdZeme, Ze rovnice (44) je nutnou podminkou pro ortogondlni transformaci.
" Ozna¥me prvky matice RR znaky c. kde jyk = 1,2,000,n.

Protoze je (R'R)'=R'R, je matice R'R symetricks, takie

Ci = Ckye

Zvolme za vektor X vektor cj’ jehgi vSechny soufadrice jsou nuly kromé j-té,
ktera je x.j = 1, Pak na levé strané rovnice (f}2) dostanere

[O, 0‘.’ O. 1, O. 0001, 0] [ cll, o000y cln . 0}
— o {l.
. . ) . J
J . .
. c. c. 1 = [c] 9
nl’ **°? Sun . Jd
n ’ J LO |
P —
kdeZto ra pravé sirané tude [O, eeey 0,1,0, eoeg O] 0 = [l]
1
]
o 0Odtud méme cjj = 1. 0

Zvolme nyni za vektor X vektor, jehoZ vSechny souedrice jsou nulové Xrom?
souradnice x_, & X piridemz x‘j =x =1, kde j < k. Pek ne levé strané vztahu
(42) obdriime »

- 1.
[O,oov.l,O,of.’1,0’.00-,0] cll, ..'., cln = [ij + ij + cjk + ckk]

(]
coee C
nl' hd 1 nn

Qesptoettoe O

-
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[ ]
Zatimco na pravé strand pude x’x =[2] .
Proto je 'cjj*ckkfcjk*' °k,j=2’

Protofe véak ¢,, = ¢,, = 1, dostdvime 2 pfedeﬁlé rovnosti vztah

i Tkk O
. ®ik T T ;e
0dtud vzhledem k vz'bb.hﬁ cdk = ck,j plyne cjk =0 pro j # ke Je tedy l"{‘ E,
jak jsme méli dokézat, '

2, Z romice RR=E ‘bczprosti"edné plyne

IR'R[=IRRI=E[ = 1.

Protoze pek |R'|=IR|, je IRI®=1, odkua [R]=21,

3. ProtoZe matice R je reguldrni, plyne z rovnice R'R = E niscvenim Zpravs.

. -4

matici W' vztah

R (RKY) = EX’
odtud R. = w‘ .

-4 .
R =~l%|—a.d,jk =:a.dj‘ ’
takle R =Ia4;R, (46)
priden? pleti znanénko +, kdyi R je yvlastni, kdeito znamérko -, je=1i R
evlestni ortogondlni matice,
Zoedi-1i r., prvky matice R, kdeito Rjk algebraickj doplndék prvku gV
eterminantu |RI s jo v j=tém rddku & k-tém sloupci matice na levé strané
+

ownice (46) prvek Ty kdeZto na pravé strand &islo =- Rk,j‘ Je tedy (pro j,k =

1'2,010 ,n)

T o =2 de.' (47)

{KLAD 10. Ukeime, Ze transformace o matici R =] cos s 8in ,‘kdi ¢
-8in ; ’ coaz

je libovolné &islo, predstavuje viasini ortogondlni transformaci, H;era znadi

otaci v euklidovské roviné., Urdime vSechny vektory, které se pfi této tran~

v

formaci neméni (neboli jsou invariantni).

efeni, Zde je .
] o - I P

otozZe |R| = cosz-tf + siny =1, jde o vliastni ortogondlni matici.
fislufnd linedrni u'l.nafm'ma.co x* = RX je dina rovniceni
= x) cosy + x, sin 4,
K* ==X sing *+ X, coslp -
-3} - \




a pi"odat;vujo rotaci v euklidoveké roviné
(obr. 1). Pfi této transformaci se pro
¥ ka:k » kde k je celé &islo, neméni
pouze jediny vektor, & to nulovy vektor
o ‘[O, 0] o Vskutku, nemi-li se né jaky
. véktor X = [le uvedenou transformaci
) nutné a staéi, aby
platily rovnice
x 7 x cong % mng
x, =~ Xy Bin \?/"’ x, cos \f,
tje aby jeho souraduice hovély rovricim

ménit, je

obr.4.

xl(l - cos ¢ ) - lesintf = 0,
xlgin\f +x2(l-cos?)=0. -
Determinant této soustavy je ) o 1
A= (l-coe\f)d'* sinatf = (1 - cos \f)e"* (1 - cosécf) = 2(1 - cost.f) =

" v
=4 &in -g-‘,apro ?#21{3 Je Ai‘O.Vtompf'ipadejoxl=xa=o.

PRIKLAD 11. Uré&eme v8echny vektory, které se neméni pri transformaci o matici

R = |cos ‘f y 8in @ s kterid je ortogonilni nevlastni.
’ sinLY y = cos@.

ReSeni. Zde je

B e e [t B R P

pridemz IR‘ =-cosy -sing =-1, takie jde o nevlastni ortogondlni ma-
tici. Pyisluéna transformace je dina rovnicemi ,
* _ .
\(L-xlcoatf *xaamtf , (48)
)(2=xl sin'tf - x, coatf .
Je sloiena z rotace
"'Xl costf +x, sint?
’q?—xl sintS)*xz coss?, .

a ze symetrie vzhledem k ose- xl

w .
x4 = xr ] q=- xz**..
V tomto pripad® existuji vektory, které jsou vzhledem k substituci (48) inva-
riantni, Vskutku, z rovnic

xl=x1costf+.x2'sin? y _
'ngxlain!f-xz cos? ‘
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plyne x,(1 = cos Y ) = x, sin ¥ "'0"

N X 8ing - x(1+coey) =0,
Determinant sous‘tavy je
4d=-(- coszss? ) + ainay = 0.
Ppoto FfeSeni obou rovnic je pifi libovolném A tvaru
xl'=7tain‘f s X, = A (1~ cos (?).

Jsou tedy invariantni viechry vektory tveru | A sin ¢
’ A1 - coaﬁf)

10.4. Véta o charakteristické rovnici ortogondlni metice R_. Je-1i libovolnd
ortogondlni metice R redlnd, pek viechny koreny 7\ charakteristické rovnice
|l -AEl =0 ma ji absolutni hodnotu rovnou 1, takzo je

= otk | (49)

kde ¢ znadi (pro k = 1, 2, eee, n) vhodné redlné &islo. Pritom imagindrni
kofeny jsou po dvou komplexné sdruZené.

Dikez. Vezméme v uvahu inverzni matici ( R -XE ) 1, kde A je livovolné ¥islo
takové, ie IR-XE'}‘O. :

z¥ejné plati (R=-AE )} = ngj( R -AE ).

Prvky matice adj( R - AR) jsou (podle definice adjungované matice) algebraické
doplnky prvkd v determinantu IR AE' « JBou to tedy polynomy stupné® nejvyde
(n-1)=ho v promdnné A . Proto prvky matice (R = AE)? jsou raciondlni lomené
funkce v promémné A & daji se tedy rozlekit v Eistedné zlomky,

Necht A, znadi libovolny kofen rovnice | R=AE| = 0 a nechl tento kofen je-
h, - nisobr.y. Pro spoleného délitele viSech minord (n-1)-ho stupné v determi=-
nentu | R -AE|nechl je kofen A, celkem h,-nésobny (priécmi niZe bt h, = 0)e
Tedy pro -itatele kaidého prviu v metici (R -AE )™t je tento koien aspon h, -
-nésobny & pro &itatele aspon jednoho prvim v této matici je prévé h,-ndsobny,
Derivace determinantu |R -~AE | podlie A je rovna soudtu n determinantd, z nich?
k=ty mé v k-tém sloupci derivace prvki podle X, takZe

1

D, IR-2AE| =
-1,_1’12, [ XX N} rln + ees + rll -l N rla, eoey 0 .
o, r22 "') ) soey ‘rzn r21, r22 -2 9 eeeyp 0
o, 112, seey r - l rnl, : _rnz. eeey -1
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Proto je tato derivace rovna soudtu minord #4du n-1 v determinantu IR -2E|
a je tedy délitelnd vyrszem : )
(-2 )2

Proto A, Jje aspod (b, * 1) = ndsobnjm kofenem rovnice IR -AE] = 0. odtud
plyne, Ze h, > h,. ’ '

PoloZime-1i o = h1 hz( > 0), bude rozklad v dasteiné zlomky libovolného
prviu Sy ¥ matici (R =AE )

" o, . b x_ o,
i (1-7\5‘_ Qg
kde ij, b ik znadi vhodnd ¢isla a kde nenapsané Zleny obsahuji koienového &ini-
tele A -A, & exponentem m > 1 =& a kromé toho kofenové &initele pat¥ici
k ostatnim korentm rovnice |R -AE| = 0, Uisla m (pro Jsk = 1,2,0ee,n)
nejsou voaxréu rovna nule, nebol pro éiutolo aspon jodnoho prviu v matici
(R -AK ) Jje \okormom prévé h,-nésobnym, tekie rozklad tohoto prviu v &i-

c

steiné zlomky obsshuje zlomek A\
2
‘ _—SW . kde a f Qo
Je tedy - . “

| A 11 1n
(R -Ak) W esey soey m*‘ ces ,

@600 0eccs 000000 ecesveesvr e XEEXX)

a8 &
Voo rm*’ ey ceey mnllst"' XX
0 “fo

prilemi matice A = 8119 0oy :ln #0 , tj. je nenulovd.

®0000 00000000

a a .
nl? *°**? "mn

Ppoto Je

' -1 1, .\
(R -AE)" ﬁfmv: A+ ...

" 0dtud nésobenim matici R=-AE = (R=AE) - (2A=-2,)E plyne

E =ﬁ—,lm¢[<na-3,a>- (A=2)A +...]
(A=2, “E = (RA-LA) - (A=-2))A +....
Odtud porovnénim koeficientd p¥i (A - A, )° obdriime

R“ -XQA _' 0
neboli ' RA =2,A. (50) -
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yecht A, snadi &islo komplexnd sdruiené s ¥islem l.t A matioi komplexnd sdru-
jenou 8 matiod A y takie l = li ll « Protoie R je podle predpokladu re-
m,yl-!,mo:mu‘(m plyne

L = u ’ | (51)
odtud transformovdnim dostaneme P R - i‘ x. .

Nésobime-1i zprava tuto rovnici rovnici (50), dostaneme

BRRR)A =32FA

neboli Raa-3ia,) =0 |
vzhledem k tomu, e l" =E . Protoie NAZAO0 (nebol A~ 0 ), musi byt
' AN- 1.

0dtud plyne, Ze koien A, mé absolutni hodnotu rovnou l. Protoie rovnice
|R-l‘| = 0 mé redlné koeficienty, jsou imagindrni koreny po dvou komplexné
sdruiené.

10,5, Véta o tvaru vBech ortogondlnich matic, VSechny ortcgondlni matice
R (¥4du n), pro které plati l R+E| 70, se ayi vyjédi'i't vzorcem

R =-§—:—%— , (2)

kde T zna¥i libovolnou poloSoumdrnou matici #4du n, kters hovi vztahu
|E+T| #o.

Dikaz. 1. Nechl R je libovolnd ortogoné.lni metice fddu n, pro ni% plat:l
IR+El#0.

To znauend, Ze charakteristickd rovnice matice R nens korm A ==1, takie
neexistuje nenulovy vektor % , ktery linesrni transformaci o matici R piejde
v opafny vektor =X .

Utvofme pomoci matice R stici T tvaru

T=(E-R)E+R)™
Odtud pasobenim zprava matici (E + R ) dostaneme |
T(E+R)=E-R. (53)
Pfechodem k maticim transponovanym obdriime vztah
(E+R)'T'=(E-R)

nebold (E+RYVT'=E-WR

Néscbme zleva posledni vztah matici R o Vzhledem k rovnici RR' = E

'obdriimo
(R+E) T’ =R-E ,
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takie po vyné.loboni zleva Anverzni matici ( R + E ) =1 doatlnmo
T-- (R+E)HE-R).
Matice (R+E )-1, E - R jsou zamdnitelné, nebol plati
(R*ENE-R)=R+E-R'-R=E'-R*'=(E-R)(R+ an

cof znamend, - 2¢ E-R , R+ E jsou zamén:.tulné,umdii uké(ll E) E-R
Jesou zaménitelné. Proto je

Te- (E-R)NR+E)L=oT,
Ja tedy matice T polonoumémé. Krom$ toho matice (E+ T ) je rogularni nebol

Jeo
E+T> (E*R)(E+R)‘i+ (E-RME+R) L=
= (E+R+E-R)E+R) =2E(E+R)?,

20 .
,E+T|=-|'mr ¥ o.

Ze vztahu (53) dostdvime

takie

T+TR= E-R
neboli . R+TR =E-T,
(E+T)R=E-T.
Protote (E +T ) je reguldrni, existuje (E+ T 7L e platd
| R=(E+-T)XE-T).
Matice (E+T )-1. (BE-T ) jsou zaménitelné, takie posledni vztah miZeme
psét ve tvaru '

R -E&-T
E-T

2, Budii T 1ibovolnd polosoumérnd matlco, pro niZ pla.t:. |E TI # 0. Uké~-

iomo, Ze matice 2

jo ortogondlni a matice ( B + R ) regulérni. Vskutku, z¥ejmd je
- [(E-T)E+T)?] = [(Bo7 )] (E-T)
= [(B+T)] HE+T)=(E-T)YXE+T),
takie
RR=(E-T)HE+THE+T)>YE-T)=E.
Z toho plyne, e R je ortogondlni. Déle ze vztahu (52) plyne
E-T=R(E+T)=(R+E-E)E+T)=(R+E)E+T)-(E+ T)
& odtud . :
(R+E)E+T)=2E . |
Proto oh
IR +E]= TEST[ 7O Timje vita dokdzdna,




PREKLAD 12, NapiZme explicitné vyraz (52) peo artogondlni matici R ﬁdu n=2,
Redeni. Kaidd polosoumSrnd matice ¥4du 2 je tvaru

Te e,

kde u znadi libovolné &islo. Piitom je

) |' +r' = u =]+ uzg
- -, 1
takie budeme predpoklddat, Ze 1 + w ¥ 0.
Je tedy ‘*‘T = 1l u...1 ’
‘ -0, 1
) (B+T)= [1, <],
u, 1 |
takie : ' B
( ‘_.. r )"1 = 1 2 1’ - ?
l+u u, 1

Prisludné ortogondlni matice R bude podle (52) tvaru

R=1[1, -u l-ua, -2y =
u, 1+u 1+u2 24, 1-u

= 1-»1.1'2 =2u

® l+u 1*"\12

i 2u l-ug

’ 2

l+u l+u
. -

Dosadime-1i sem u = tg-.} y obdriime d

R = [cos Y- sin .
9 sin ? cos
Tim jsme obdrzolx viechny ortogondlni matice 2. fddu, které vyhovuji rowvnici
IR+ & | # 0. Vidime, Ze jsou to privé viechny viastni ortogondlni matice. (Via

p¥e 10.)

PRIKLAD 13, Nepidme explicitnd vjraz (52) pro ortogondlni matice R fddu n = 3.
HeSeni. Polosoumdrnd matice T #ddu 3 je tvaru

g T = Oy wu, ¥
’ -u' O’ t
) "' -t, 0

kde u, v, t znadi né;)aké ¢isla, Deterninsnt
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l-l*l’lt u v s'l*u2+v2¢t2.
.u' 1. t ’
-V, "t' 1l
takie budeme predpoklddat, e je 1 + uz + '2 + ta | B
Déle jo - 2 ’

adj(B+T )= [108°, ouvpwt, utw| ,

u-vt, 1ﬂ2, =t=uv ,
vtut, t-uv, l'm2 T

o

L

l, =u, =v 1*1:2, =u=vt, ut=v =

‘ u, 1' -t u-Vt, ) 1"2, -t-u'

vy, ¢, 1 vtut, t=uv, l*m2

(E=T)nay(E+T) =

2 2 2

= | leu -y +¢,  =2u-2vi, -2v+2ut R
2u=2vt, 1-u2+v2—t2 y =2t=2uv
‘ 2v+2ut, 2¢=~2uv, 1+u2-12-t2
Proto ) ' 2 2 L
R = > 12 > leu =v of 9 -gu-;vté -2v+2ut
1ty +v +¢ 2u=2vt,  leutv =t , =2t2uv
2v=2ut, 2t=2uv, 1+u2-'va-t2

pfedstavuje viechny ortogonilni matice fidu 3, pro néi je |R + ll ¥ 0.

11, UNITARND MATICE

11,1, Hermitovaké délke vektorue V hermitoveké (neboli parabolické) geometrii
se obvykle uvaiuje o imagindrnich vektorech na rozdil od euklidovské geometris,

kde uvaiovené vektory jeou obvykle reilné.
*V hermitoveké goometrii prifezujeme kaZdému vektoru x ‘délku 8 £ 0 vzorcen

*2
_ |, [
| = Vxlx + 2212 * oee * xnxn 0 . (54)
kde xk znadi kompluxné sdruiené Eislo s &islem X e

Druhd mocnina o’ délky voktm X jo tedy roval soulinu matice R's matici x , tf
2
[l ] %' x - (55)
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11,2, Definice unitérni tremsformace. Lineérni transformace
. x*"=Ux
o Etvercové matici VU se nazyvé unitdrni, kdyZ transformovany vektor X" ms
tutéf hermitovskou délku jake pivodni vektor X .
V tom pfipedd se také matice U nazjvd unitdrni,

11,3, Véta 0 unitérni matici. Matice VU je unitdrni,prévéd kdyi plati vztah

Pv-¢ . ' (56) .
Dikaz. 1. Nech} .
X=Ux
zned{ unitérni{ transformaci, takie plati
&* ) x*= %' 2 (57)
0dtud ‘plyne
(0 &) (Ux) = ®'x
neboli

- ®Wvx = ¥x . (58)
Zvolime-1i X = .j’ kde ‘j znali vektor, jehoZ viechny souradnice jsou nuly
mimo j=tou, kterd je rovna 1, dostaneme (podobnd jeko u ortogonilnich matic)
pro prvky Sk matice 0 U vztah

= 1l.
volime=1i véak za X vektor @ 3k? aohoi viechny soufsadnice jsou nuly krowd
oufednice j=té & k-té, které jsou rowny 1, obdriime (podobnd jeko v dikezu
$ty 10.3) relaci (pro j & k)

= 0,
ik * k3
volime=1i konoéné za X vektor, jehoi viechny soufadnice jsou nuly kromé j-té,

omé 1, & kromd k=té, rovné &islu i, obdriime podobnym zplscbem pro j % k

cjk - °kj = 0. .
=0 pro j ¥ k, kde j,k 1,2,00eyne Tim jeme dokdzali, Ze

2, Je=1i splnéns rovnice (56), pak plati vztah (58) a tudiZ i vztah (57).
o viak znamend, Ze x*= Ux jo unitérni trensformace a matice U unitirni,

1KLAD 14. Uréime viechny unitérni matice #4du n = 2.
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Upys Uy

[ 11’ t;‘21 [“11’ P ]‘ [1' 0 ] '

Proto prvky uy,, Uy splnuji rovnice

ReZeni., Je~1i ratice ¥ = [{‘11' ), ] unitérni, pek podle (56) plati vztah

(]

Uiyt gy <1 Hppuyy * Uy = 0, (59)
ull 122 * "‘21“&2 0, uuu , # iazuzz = 1.
Z téchto vztahl predeviim plyno, Ze “11 u,, mji stejné absolutni hodnoty.
Je totii

upplyy = gty (Uppupp * “22“2g) S PR S PIS i  L L- S

UpgopelyUyn + Uy Uy gelpuln = Uy Wonelinolsg + Uy Uy g ey,

= lugglyy ¥ upyiy) ity = upih,e
Odedteme-1i prvni od posledni rovnice soustavy (59), dostaneme z predeslého

vztahu rovnici 2“12 u dL“Zl

To znanend, %e téZ &isla Uy 0y ma.ji stejné absolutni hodnotv. Proto oznadime-
lugyl = u, I“]_d' = v, kde u 2 0, v 2 0, miZeme psét

U, =u oY , up =V ol (60)
u21=v 019, "u22=uoiw,
pridemZ \f, Y ’ g y W ,jsoti vhodnd redlnd éisla. 2 rglaci (59) dostévime
« w + ¥ =1, Jly-¢), .““"‘9) =0 . (61)
Existuje proto takové ¢€{0, ¥2) , Ze jeo
| u=cos ¢ |, v = siné

2 druhé relace (61) plyne (pro uv # 0) vztah

| Y- cfsw q+(2k+1)x,

kde k Jc libovolné. celé &islo. Pritom &isla @, ¢, Q , W jsou rovnicenmi (60)

- urdera a% na celé ndsobky &isla 2% , MiZeme tedy v posledni rovnici vynechat
&len 2kx , takie je | | '

y-? 80)-9-»3' zzg'.

Odtud plyne y=ygrac, w-2€+9-r.-
Pifeme-1i $=%-T, €= Q-7 ,
obdriime , \y=‘f4 +T , wa_g‘.r-x.
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Rovnice (60) prejdou v rovnice (kde jeme u ?tg vynechali indexy)
- .1(3-1:)0”4,“ w, = 01('7”);1:‘4» '
.- ailgrm

Y ,
 “21 = o108 =T)psn ¢, Uy
Naopak,pro kaidé redlnd ¢isla ¢, P Qs T je matice
U= |ol9=T)ooe b, KIS R AL $
(8= Ty $, - oi(g*'c‘)coa ¢

unitirni, jak se snadno zjisti vypo&tem. Proto matice (62) pi"odatlwu,jo viechny
unitérni matice ¥4du n = 2,

cos § .

(&)

1l.4. Véta © charakteristické rovnici unitérni matice. VSechny koieny chae
rakteristické rovnice l U-AE l = 0 ka¥dé unitérni metice U maji absolutni
hodnotu rovnou 1.

Prvni dlkez. Uvedené tvrzeni se dokéie podobré jako u ortogondlni matice (véta
10.4). Vskutku, je=1i U libovolné unitérni matice, existuje rozvoj

(V-AB)  =gw A+ ey (63)

. kde A, je libovolnj kofen cherskteristické rovmice |U-AE|= E, kde o x.i 1
o A#0 je regulérni matice. P¥itom nenapsané &leny obsahuji kofenové &initele
A = A, v mocnind > - & & kromé toho daldi dlery prisludné k ostatnim kofenim.
Nédsobime-1li rovnici (63) matici ’

V-AE =- (A-2,)E+ (V-2E ),

obdrzime | (U-AB)A
E =——W* P

& odtud porovnénim koeficientl pfi ( A - A, )'x plyne
| UA-2,A=0 .
Proto je | ﬁ“ =i¢i,
"ﬁ' = L":
_ AT VA -3,2,AA .
Protoze UU=R a A 70 , dostivime odtud

' ),A,=la.|= 1. v
Druhy dSkaz. Oznaime symbolem @' vektor [1,1,...,1] ¥ n-rozmérném prostoru.

takZe
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[

Xn

Pak pro libovolny vektor # = [xl] plati
' .
8% =[xl*t2’ooo*xn]’

Necht A,= &+ ifl , kde «, jsou vhodni redlni &isla, je libovolny koien
charakteristické rovnice

Ju-ael =0,
kde U jo 1ibovolnd unitérni matice. Nechta + ib = o, % i | je piislubng
invariantni vektor lineirni transformace o matici e
. -

WV y PFilemZ souiadnice uvaZovaného vektoru nejsou L »
vesmés nuly & &isla 8, b, jsou reilnd. Froto je

(e+iff )(a+ib)=VU(a+ib ).

Odtud mém : . -
THETES g%+ BY) = @+ ibf(a-1b) = (a* ib) Vi (a- ib) =

=[va+1b)] [D(a-1b)] = [(x+ip) (a+ 1)) [ (k- 1p)a-ib)]
=(tr )@+ 1blla-1b) = (ut+ g1 g'(al+ B,

Protoie &'( a+ b") > 0, dostivime
oo"+ (5": 1.

11.5. Definice hermitovské matice, C{turcova mtice i se no.zy\é. hermitovsldi,
plati-1i ‘ “. “

tie jiou-li prvky hJ j v hlavni din.gonilo matice H reilné, kdezto prvky h.J
jsou pro J # k komplexné admicne 8 prvky hk takie je (pro j # k)

ak th

11,6, VSta. Necht U jo libovolné unitérni matice, pro niz |U +E| # 0. Pak
existuje takové hermitovsks matice H , Ze plati
a) matice K- 1 H je reguldrni a

v =g (e

" Dikaz, Pomoci dané matice U utvorme matici H tak, Ze

| H=yE-U)E+U)? (65)
' Odtud niscbenim sprava matici E+U obdriime

H(E+VU)=3i(E-V). (66)
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Zémbnou =i se i plyne
H(B+ @) =-u(E-D).
Pfejdeme=1i k transponovanym nsticim, dostaneme
(E+ U= 10 - £).
Nésobenim zleva matici U obdriime pomoci vztahu U W = E wvztah
; (U+E A =1(E- V).
| 0dtud nédsobenim zleva matici (U + E ).1 plyne
A=3v+E)YE-V).
iatice YU+ E , E -V Jjsou zrejmé zaménitelné. Proto jsou zamériitelné i matice
(U+E)"L, E=U, takie podle (65) je
= i(E-U)U+E)T= N
reboli =M. znamens., e matice H je hermitovské.
Déle ukiZeme, e matice E- il je reguldrni. Je totis

E-il=(E+VU)E+V) + (E-UNE+V)L=
W =(E+UsE-y)Es Ut =2E(E+ V)T,

tak e |E-1H|=2"|E+V]| xo,
Zs vztahu (66) pak plyne
; (H+iE)U=ikE-H
neboli (pq-vyné.soboni ¢islem =i) '

, (E-iH)U=E+iH.
0dtud dostdvame dokazovany vztah (64).

11,7..Véta, VSechry unitérni netice U ¥ddu n 2 2, pro né% je i” + El #0,

se daji vyjadrit ve tvaru

_E+iH B

kde W je hermitovské matice ¥ddu n, pridess |E - i M| # 0.

Dikaze 1o Jo-1i U unitérri, dokézali jsme v pFededlé vitd, e ji lze psat ve
tvaru (64). |

2, DokéZeme nyni, %e matice VU tvaru (64) je unitérni za predpokladu, Ze
E-iH jo regulérni a H je herni toysks. '

Vekutku, prednd je v ='Er°-%-‘u'— ,
=
0- E-iH

E* i



- Protoze N je hormitovuké, Jo ﬁ =} , takie bude

T E-i8l
E il
& odtud l."
V=E.

To znamend, e U je unitérni. Tim je véta dokdzéna.

11.8. POZNAMKA. V obou piedchézejicich v3tdch 11.6 & 11.7 jame pFedpoklddali,
te matica U+ E jo reguldrni. V daldi vitd se tohoto pfedpokladu zfekneme.

11.9. Véta, VSechny unitirn{ matice U #4du n 1ze vyjéd¥it vzorcem

V= 17—‘—-‘1-3—:— (67)

kde M znadi hermitovakou matici ¥édu n & kde P Jo re4lné &islo.

Dikaz. Necht zna&i libovolnou unitérni matici ¥édu n, takie je
Vv-€ .
Necht @ je libovolné redlné éislo. Dokéieme, e matice
= ofu
je t6% unitérni. Vskutku, nebol plati

V=N ’ V’ = .‘11’0'

Vv-tv-k.
Ddle ulré,iomo, Ze je-1i A, kofenen charakteristické rovnice matice U, pak 2.017
je kofenem charskteristické rovnice matice V = 1y,

Vskutku, podle véty 1l.4 jsou viechny kofeny charskteristické rovnice mati-

e PR S,
pFideni 'fk znali vhodnd redlnd &isla (prip. i stejnd), kterd jsou urlema ai
na celé nasobky &isla 2w
Proto mtZeme zvolit takové redlné &islo y s 26 pro k = 1,2,...,n je
\fk"'Y#"r (mod 2 )
tje takové ~f ) 2@ Z4dné z &isel '

\f ‘f ?2 Y cee ‘fn*Y.

se nerovnd lichému nédsobku &isla r . Pak Zddné z &ismel

G AR A )

neni rovno =1; to znamend, Ze cha.rakter:.nucké. rovnice matice VY= ei'f" ’

8 odtud




kde ¢ je prévé zvolené &islo, nemi koren =l. Existuje proto hermitoveki matice
H takx, Ze je |[E-iW| #0a plati
V=¢lfp=_82*ill E+ il
E-i0
neboli '

il co? jsme méli dokdzat.

PRIKIAD 15, Vypodtéme (explicitnd) vSechny unitirni matice ¥adu 2.
HeSeni. Zvolme takovou libovolnou hermitovelfou matici f4du <, aby bylolE- 1“| j
te.y matici ' H=[a ©bv+ic /, (68)

b -de, 4d i
prifemZ a, b, ¢, d jsou reilnd &isla, vdzans vztiahenm

|E- iW]=] 1-1e, -ib+oc 4 0. (65)

To znamend, Ze musi platit
1+1°+c —sd-i(a+ad)#o,
takie aspon jedno z élsel (a+ d), (1 + bz + ca - ad) je rizné od nuly.
Je-li a + d =0, tjo d == a, pak ziejmd
1+b°+ ¢ —ad 21, -
0, pak je
ad =1 + b * cd > 0,
takZe obé &isla a, d jsou pak od ruly riiznd a maji stejné znaménko. Proto
a+d#o0.
Vidime tedy, e al zvolime ¥ jakkoli, je vidycky splnér’vztah (69).

Dile je

‘2
Je=1i l+b + ¢ = ad

adj(BE-i#)= | 1-~id, ib-c]

ib+¢c, 1=-ia

takze ,
(E+ iH)adj(E-iM) = |1+ ia, db-c ||1=-id, db=c | =
ib+ ¢, 1+id ||ib+¢c, 1 - ia

= r-i+a.d--'l::'g--cz*i(a.--d), - 2(¢c = ib)
' l .
. ' 2(c + ib) , 1+ad-b"-c -ila=-a)
Proto E+ i“ i 1+ad—b2-c +i(a-d) - 2(c—-ib)
=. = 3

v E- i l-ad+b +cz-1(a+d) 1-a.d+b +c -i(a.+d)
319"’13) l+agde! h g i(a=d)
l-adtb 24+ "-i(atd) 1-ad+bt? + c*-i(a+d)

L . .
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Jjeo explicitni vyraz pro vSechny unitdrni matice druhého ¥4du. Tento viTRz se
oviem di prevést na transcendentni tver (62) , uvedeny v prikladd 14.

12, PozvAMkA 0 uaTIcicH PREVADEIfCcfcH DANOU MATICI V SEBE

et ——————

12,1, Definice. Kechl A je dand &tvercovd matice Fddu n. Mé-li ndjakd Etver—
cové maticé P #ddu n takovou viastnost, Ze ' ‘
| PAP=A , (70)
Fikéme, fe matice P previdi matici A v sebe. ‘

Je~1li piitom detnrmimnt‘ﬂ =+ 1, pravime, Ze transformace matice A v sebe
je viastni. Je-1i viak |P| = <1, mluvime o nevlasini transformici matice A v sebe,

Viiméme si nyni nékterych vlastnosti matice P, kters prevddi regulérixi
matici A v sebe.

12,2, Véta, Lecht matice P previdi regulirni matici A v sebe., Pak plati
tato tvrzeni:

1. determinsnt |P|=1I 1;

2, matice .P a A-‘ A') jsou zemdnitelné, takie plati

| (A'A)YP = P(A'A) | (71)

3. mtice P = A'A prevédi matici A v sebe transformaci vlestni.

Dtkaz. 1. Z relace (70) plyne
. [Pl lal Il = |Al
neboli IPtlAl = 1Al
Protote |A|# 0, mime |P[*=1, takie [P|=11.

2, Z relace (70) dostévame jecnak

(P'AP) = A nevars PIAY (P = AT,
jodzax (P'AP) = A newors PAP-=A.
Vynéscbenim poslednich dvou rovaic obdriime
[P & (P)2] (P'AP) - A'A

neboli FAPP)ANP= AR,
takie pUA'A)P = AN,
Odtud nésobenim zleva matici P dostivame vztah (71).

3. Dosadime-1i do vztahu (70) P = ‘4 A’ , obdrzime




WA A KD = AR AR ) A =A(K A =
A[(A’)“A’] =AE = A.

e 3 K& L= &A1 = 1A 1A ,'g'l .o,

12,3, POZRAMKY, 1. Zvolime-1i ve vstahu (70) za mtici A matici jedaotkovouE,
vidine, de viechny mtice R , ktere prevéddji matici E v sebe, vyhovuji

stabu RER - E

neboll RR = E. ,

sou tedy R matioce ortogondlni. Proto kaidd ortogondlni matice md vliastnosti
1,2,3 uvedené ve vétd 12,2; vidime viak, e vlastnosti 2 & 3 jsou pro ertogo-
pilnd matice trividini. _ |

2, Kdybychom definici traneformace matice A v mebe matici @ definovali vzta~-

.QAQ=A, |
obdrieli bychom podobné vy.lodlq & jako zvldStni piripad pro A =E dostali
roychon (misto ortogondlnioh matic) matice unitérni.

?

! | 13. mcxmlmi FUNKCE MAT1C

13.1. Definice, l. Je-1i A libovolnd Stvercovd matice Fédu n, pak pro k celé]v
ezéporné definujeme

i a) A =A. ...9 , je=1i k > O (pfirozené); (72)
;

b) K-t , je=1i k = 0, :
2, Je=1i matice R rogulérni fadu n, takie existuje inverzni matice ﬂq ’
pnk pro k piirozené kladere ' '
A - q. a4 f -k (73)

L
I
|
|

13,2, V3ta o mocnindch matice. 1. Je-1i A libovolnd matice Fadu n, pak pro
Folé nezépornd &isla p,r plati vztah .
- N-A =407 | (74)
l 2, Je=1i viak A matice reguldrni, pak vztah (74) plati i v pfipadé, Ze p,r
sou libovolnd celd &isla (t¥ebas i zdpornd).

3+ Pro libavolné celé &islo k plati A
E*¥-K . (75)




Dikas, l.wm:uﬂuosmuummwmmmunﬂm X
2. Pi‘odpokudoj-c. ie oba cxpmntv PsT jsou séporné. Pak poloime
P "=P,r=a¢f,
kie § > 0 i‘>o.oam o ) |
i &N - ‘m o A LR LK e A L e,
¥ ¥
Jo-lij.mup(O,kdoito.r>0,ljo-11upd‘.‘-p"5<r,plkjo

N.A = 4. A ...A =N A (K AN .. A =
\_T—J

= 5‘ - - - P -. T+
(XX A eoe A soe A soe A Al'- A po
r- r-3 :
Apal ogicky jo tomu v olhhid_,’p!ipd«h. « o
3. Je steimbe '

13.3. Véta, Nechl A jeo libovolné Etwercovk matios Fédu » & pechl k Je 1libo-
volné oelé &islo, kdeito x ¥ O libovolund kcuanh. Pak existuje=1i matice
A° , Platl Wto vatahys

1, (x A )k - xk Ak.
2, (AM) = (A,
e l“k| - lA‘ k-

- 'Dikas jo sfejmf & proto jej plemechivém Stenkii jake cviSeni.

13.4. Definice polynomu v matici. Nooh%
s(x)'sx "1 4....-0.
szadil polynom stupé = & 0, pﬂéonl 80 810 coey B jlou uwrdité konstanty, s
nichi aspod & £ 0.
Je=11 A nbﬂcm 61=nroovd matice #didu n, pak matici tvaru
., At A" . *ertn A° (76)

nazfvéne polynomea v matici A & madime ji strudsd g(A).

Viimpdme 81, ie ke kaidému polynomu g(x) & ke kmidé Stvercové matici A
niieme definovat mtici g(A) spiscben uvedenim v prededlé definici.

13.5. Yéta o polynomech v matici A . Necht g( A ), h(A) jsou polynomy v ma~
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tici A . Pak plati tato tvrzeni: |
o) [e(A)] =g(N); g | .
b) e(A)h(A) =h(A).g(A); ‘
o) e(A) [a(A)]™" =[n(A)]™ &(A); pokud n(A) je reguldrnt.
To znamens, e v pripadd b) jsou matice g(A ), h(A) sandénitelné. Podobné
llv piipadd c¢) jsou zaménitelné matice e(A), [h(A)]". :

Dikaze, 1. V prvnim pripadd je | ,
[e(A)]) = (o A™+a) A" e %0 A% = o A% + (o, AT+ Lo
* (o A°) =a (A')m +a,(A) Bl e (A')° - g(K).

2, Jsou-li g(A)=u A"+ e A°
h(A)=b A" et A

dané polynomy v matici A, pak je kaidid z matic ck.A“'lf zanénitelnd s kaidou
natici LR AT J, a proto polyrom g(A ) je zamdnitelnjy s polynomem h(A).

3. Protoze g(A), h(A) jsou zemdnitelné, jsou podle véty 6.10.2 jsou sambe
nitelné t6% matice g(A), [n(A)] -1 '

13.6. Définice raciondlni funkce v matici. Jeou=1i g(A), h(A) polynomy v
ratici A , pridemi h(A) je reguldrni, pak matice

f(A)*-ﬁ{-ﬁ—;— .

je definovéna a nazjvé se raciondlni funkce v matici A .

O raciondlnich funkcich v matici plati tato tvrzeni:

13.7, V81a o transponovéni raciondlni furkve matici A . Plati vztah

[g{-ﬁ-}]‘ - f{%‘.@- . (1)

Diraz. ﬁpr;wou dostévéime . , ’ _
[{;%%%—} [eca). o a)]] a[[h(’m]'l]. [e(a) ] = [a(a) ] cd) =
- EEA) . o ’
h

P¥itom predpokldddme, Ze h( A) je reguldrri matici.
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13,8, Véta o sambyi telnosti raciopklnich funkef, 1. Jsou-1i matics A ,B ]
sasdnitelné, jo kaidd raciondini funkce £{A) v matici A ssafnitelni s kaidou

reciondlnd funked P(3) v mtici B, tJ.
:(A).ﬂy(n) = 9(B).2(A).
& (Dlsledek.) Knidé dvé reciondlni funkos v téie matici A jeou saménitelns,

Dikas. Jsou=1i matice A , B sambnitelné, je Aj saménitelnd s mtied Bk mo
viochra celd neséporné Sisla j,k. Je totii

KB-A..AB5)B...B= A...ABA) B..B=A...A(BAA.

1 §-4 k- -2 )
. v ' K
oBoooB.ooo fsaonch) 30:0&'32A000A B...B'... ‘BA’ '
" k- i k4 : k-2

Proto ksid§ polynom v matici A je saminitelnf s kaidjm polyromen v mtici B .

Jeou=li tedy
(A) g (B)
| t(“)"g:m'. TLB)'W
1ibovolné racicmdlni funkee v piisluénjoh maticich, je kaidj s polynomd EI(A)'

nl(A) sambnitelnj s kaidym s polynoat g,(B), h,(B). Tedy téi kaidé s matic
&(A), [hl(A)]'1 Jo saminitelni s kaidou s metic go(B), [2,(B)] "2 Proto

£ (A) [ (A)] 7 jo samimitalnd » matiet g, (B). [1,(3)] 7%

14. CHARAKTERISTICKA ROVE1CE RACIONALNS FUNKCE V MATICI

Budii A libevolné Etvercové matice ¥4du ne Z odste 9.2 vime, %o k mtici
prisludf urditsd charskteristickd rovnioe '
| ¢(2)=|A-2E] =0 | (78)
Znadi~11 2(A) = g( A)/h( A) 1ibovolnou recicnélni funkei v matici A, nd
wto reciendind funkoe opdt charakteristickou rowvnici, & to
|2(A) = AE]| = 0, (19)
Mesi koleny charskteristickfeh rovnic (78) a (79) plati uréité vitahy, ktewé
si odvodime.

1.1, Véta, Necht g(A) jo polynos v matici A . Pak determinant |e(A)|
pledstavuje resultant polynomu g(A ). a charakteristického polynomu tf(l) -
|=|A=2E| matice A . |




Dikaz. Nechl |
' gla) = . AT + o e I cee = lo('h— hl)(.X- bz)...(R- hm)' )
kde Byy eeey h zmali kofeny algebraické rovnice £(2 ) =0
Z¥ejmé je .

gh)=e AN+ ... +aE=a (A-nE)A-hE)... (A-nE),
takie

le(A)| =a? |A-n El .IN-nEl .o o |A-n E].

oznadime=1i @(A) = |A - AE| charakteristicky polynom matice A , z predeslého
vztahu obdriime

le(8)] = Y(hl) () eee (), (80)

Jsou-1i 31, 32, ceey An kofeny charakteristické rovmnice tf(h) =0,

pak je
p(R) = (=D)™MA=2,)A=2,) oo (A=2,).

Proto podle (80) dostévéme
letA)] = o (1) =200y =2,) e iy =R,
o (D)l =2)) (g =R,) el (B =R, (81)

o0 00000 css000o s @00 00000 ed s s oee

o (A)%ng =2 (R =4,) ... (h -A,).

dtud plyne, Ze rovnice ‘f(?t ), g() maji spole&nj kofen h, = Rj, prave

dyz je
leca)] =o.
zl}ledem k tomu predstavuje determinant lg(“ )‘ rezultant uvedem}ch dvou

1gebraickych rovnic.

4,2, POZNAMKY, 1, Ze vztahu (81) plyne
le(A)] =elA))e(A,) cee g(A) o (82)

2, Z predeslé véty 14.1 plyne (vzhledem k vlastnosti rezultantu algebre=
ckjch rovnic), ze matice g( A ) je singuldrni, prévé kdyZ algebraické rovnice

(A) = 0 & charakteristickd rovnice ‘f( A) = 0 matice A maji spolednj ko¥en.

14,3, Véta o korenech charakteristické rovnice matlce £(A). Jsou=-1i A 100

vy l koPeny charskteristické rovnica | & =XE| =0 a znadi-li f(A)
lclonalni funkei o mtici A, pak plati tato tvrzemi: /
Lo [£(A)] = £(A)2(Qy) oo0 2(A); (83)
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2. cherskteristicks rovnice |£(A) - :I = 0 m4 kofeny
f(A4)'. f(lﬁ)' [ XX ] f(zn)O

Dikez, l. Je-1i f(A ) polynom v natici N, prvni tvrzeni je sprivné podle vzta-
hu (82), poloiime=1i g(A) = £(A).

Nechl je tedy %
£(A) = —f;}-ﬂ-,

kde g(A), h(A) jsou polynomy v matici A , priZemz |h( )] # 0.
Pak podle (82) méme
Pe(A = £(A) eRy) oo (Ry),
|n(A)] = B(&,) B, ... BQR,).
Odtud plyne . .
le(A)] = |e(A)] < [n(A™ = g(A) e e(A0) [BA) oo QY] -

S(Aq) g(An) ’
TBRY Ut By EA e £

2, Pro kaidé A je

| + AN -2(A)
reciondlni funkce v matici A . Tedy podle piedeflého tvrzeni je

IAE - 2M)| =12 - 2| = [2 &, - 220] [ A% @] ..,
efaX- 2] =[a-aap] [a-2ap] oL [ -ay].

L
Aviak levd strane tito rovnice je ai na soudinitel (-1)" charakteristicky po-
lynom matice £(A ), kdeito pravé strane je jeji rozklad v kofenové faktory.

14.4. POZNAN « Je=1i ?(1) = l“ - AE‘ » plk lati vztah _
| lpcar -2E [=(2). | (e

Vekutku, podle poznimky 14.2.2 je ?(A) singuldrni metice.
Podle w81y 14.3.2 mé charakteristické rovnice [p(A) -AR| = 0 kofeny
\f(M), \f(l,,), voos Y(l,‘),
pFidemi A,, A2, ¢eeyAp jsou koreny charakteristické rovnice lf(l) = 0, Proto
Je _
() =7(1,_) = e wf(A..) = 0. .

To znemeni, ie rovrice N( A) -AEl = 0 m4 viechny koreny rovné rule., Odtud
plyne vztah (84), : |

Tento vysledek pozdéji (v odst. 15.6) upresnime, kdyi ukdZeme, Ze nf(‘) je
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vidy nulové matice,

15. MINIMALNf POLYNOM MATICE.

15.1. Definice vzdjemn® nezdvisljych metic. Nechit A, B, «..)y M znedd
étvercové matice téhoZ Fidu n.

Uvedené matice se nazyvaji vzijemné nezdvislé, kdyZ maticové rovnici
x1A+x23*...+xﬂ=° (85)
lze vyhovét ¢isly X)» xz, ceey X jer tehdy, Je-h S ’

Cx = x2 ..=x.-0

V opalném pripmdé me uvecené matice na.zyvaJi vzdjemné zévislé,

PRIKLAD 16, ZJ:.steme, zda vSechny matice E druhého Fadu jsou vzd jemné neza.v:.llé~

ReSeni. Rovnice (85) bude zde tvaru
11, o 0, 1
xlgll+x2512+x3E + X E xl[ ]*LZ [O’ 0]*

4 =22 0, 0
0, O 0,0 |2 |%,0 0, x 0, © 0o, 0 |.
Y X 01,0 | % |o,1 o ot ol *lx, ol fox
L A 3 4
= | %1**| = |o,0 |-
i ’ x4- o, O
Proto je x, =0, x, =0, x; =0, x, =0, takie uvedené matice Ejk jsou
vzajemné nezdvislé,
15,2, Véta, Libovolné &tvercové matice n-tého radu
‘l’ “2, seey Aﬂl y seey A'ﬂ‘#k
v 2 ~ s p4 P ard 2
poétu n2 *+k >n jsou vidy vzdjemné zavisilé.
Ukaz. Rovnice /

-~

xlﬂq*xaAz* oce *xrA’fo ,kder-’-n‘*’k,‘ .
zastupuje celkem n~ linedrnich homogernich rovnic o nezndmych xy v poctu

2
=n + k. Tyto rovnice maj{ vidy netrividlni FeSeni, nebol neznimych je vic

eZ rovnic.

5.3. POZNAMKY, 1. Z v8ty 15.2 plyne, Ze kudy systém vzd jemmé nezévislych
‘tvercovych matic ¥ddu n obsshuje nejvys ol matice

v
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Naproti tomu se smadno zjisti, Ze at zvolime prirozemé &islo p £ nz jakkoli,
vidycky existuje p mati¢c n-tého Fddu, které jsou vzd jemé nezévislé,
Vskutku, stadi zvolit matici typu n /p tak, aby méla hodnost p. Oznalme jeji
prvky podle tohoto schématu
1l 2
“110 P10 e p‘n’ )
1 2 P
o P PRI AL B T
/ il.....é'.‘..'...........
Bin?  2qpt e p‘lnr 2
2 p > n (86)
8511 Byqs esey T8y, :

0000000 vscesceeToscncosoe

1 2

Bipr B4y eeey Paik’ "

1l 2 P

St Zupr vy 3y )

P
Pak rovnice
1l 2 P _
x1 ‘ik*x'é o,ik*...i-xp aik 0.

0 neznamych X1y Xy eeey xp jsou vzdjemé nezévislé a lze jim vyhovéti jenom
t‘k’ ze = x2 T eee = xp’z 0. N

\ Znadi-1i & 3 = u ja‘ik " matici utvoienou z prvkl j-tého sloupce schématu
(86), pak z rfedeflé dvahy plyne, Ze matice

Al’ Az’ ..0’ ‘j’ ..0’ A

jmou. vzd jemnd nezdvislé,
‘2, Je=1i A &tvercovd matice libovolného F4du n, pak ve skupind matic

2 . .
’ A, A, A .., A (r>m)
existuje matice A takovéd, Ze matice
x’A,'x’ ooy Ap-l

jsou vzajemn® nezdvislé, kdelto matice

A, A, K, ..., A%, AP

P

Jjsou vzéjem3 zdvislé,

- 15,4, Definice minimdlniho polyhomu matice. Je=1i p 2 O celé &islo, o némi
je fed v pozné.mce 15.3.2, 2 jsou=-li a o! “1’ eoey “p takovd &éisla, Ze pro
& O Plnti

1 ) v
.‘o Ap*.’l Ap- *loc*"-p A°=O’
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ek minimidlnim polynomem matice A rozumise polynom tvaru
YAl =a Wra AFle v, (87)

5.5, POZNAMIY. 1. Minimdlni polynom matice A je urden jedroznadné a3 ne kon-
tantni od nulu rizny faktor.
Vskutku, plati-li soulasné
P p-1 . a A°
‘OA*alA +-oo+.n.pA=°,
p p-1 o _
b, A"+ b A teatd =0,

de "obo # 0, pak nohou nastat dva pripady:
Je-1i a =b, obdyiime po odedteni obou predeSlych rovuic
a-l=.b1, .-2 =b2, esey .-pgb

p
zhledem k tomu, Ze matice x, A y ooy Ap"l jsou vzd jemné nezivislé.
Je=1li véak a #bo, pak je A

&4 by p-1 & by p0 S Poy 0
(E;""" - A +(;:"5‘)A a-""'(;f"gi')A"o'
roto bude
q-‘—Qg—-l—gi: ceo =_‘.D.=él’
, s P b b

de o znaéi nenulovy konstantni faktor.

2, Mezi charakteristickjm polynomem (f()\) & minimdlnim polyromem y (A)
fe mtice A 74du n plati jednoduché vztahy. Nei si je odvodime, dokéZeme
dsledujici dileZfitou vétuy kters se ntzyvi Cayleyove - Hamiltonova.

15.6. V8ta. Je-1i A libovolns ¥tvercové metice #4du n a je-1i QA jeji
harak teristicky polynom, pak matice \P(A) je vidy nulova, takie

«f(A)= 0. (88)

ﬁkaz. Nech¥ o )
?(k) =‘“ -AE‘ = cO A-n ‘+ cl ln-l + see t cn) kde co = (-l)no

tice adj( A =AE ) z4 za prvky - A ;) ®lgebraické dopliky prvkd determizian tu
-AE]. Proto prvky Ajk Jsou polynomy stupn® nejvy® (n-1) v proménné A . Je
edy '

7 Ty v




't;akie ‘ -
h
adj( A -2E) = |l AJkl\ = | Eh'o ",jkh S A "‘Jyh =
-]
- }:_‘: A" A
=0
Piitom Ah znadi matici tvaru

b -

™)

11h, ....’ ‘hh

L]
.

nlh 9****) “nnh

®» oo

Podle definice adjw.govené matice plati
(A-2E) w50 A-2E) =|A-AEIE |,

(A-AE) Y- A (;’: ) E
h=0 = ‘n-h )
z‘:‘”l h f_—i’ h+l t h
‘ = K Ah - h:o A A (cn h E) A

h=0

takzie

Odtud je

Porovnénim koeficienti pfi 78, A, ceey A" obdrzime

! AAO = c E
AA{ Ao" cn IE N
AA,_"'A = C 2 ’

.AA.“.4 A“a- ; .E......
-A, coi

v “ v 7 ’ rd
Ndsobime-~li zleva tyto rovmice postupné maticemi Ao, A g ooy A s 8¢iténim
dostaneme

AAs (KB - AR+ (RA- KAy «...- KA ¢(A).

Jak patrno, na levé strané se vSechny souliny nevzéjem rudi, takie

- Y(A)’Oo

PRIKLAD 17, P¥imym vypolten dokeime, Ze pro &tvercovou matici A ¥édu 2 je
| ¢(A)=0.
Re¥eni, Poloine A = [a, b ] « Pak bude
ey d ’
a-2, b I = @-2)@-2)-bc= A% (a+a)A + ad - b,

Cy d=-

f(A) =
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pdle je 2
A"= a, b a, b| = & *+ Dbc, ab+ bd

c, d| |ec, d sc+de, be+ & -
Proto 2 -
Y(A)zA-(ﬂ-*d)A*‘(ld-bc)E"‘ a.2+bc, ab + bd

ac + dc, bec + d2

a(a +d), ba+d) | + | ad - be, 0 =
c(a + d), d(a + 4) 0, ad - be
-
2 2
=|® *bc-a -ad+ad-bc, &b+ bd-abe-bd =10,07/
ac + cd - ac - cd, bc+d2-a.d-d£+ad-bc 0, O
Je tedy p(A) =0 .

15.7. POZNAKEA, Z predeSlé véty plyne, e pro stupen p minimilniho polynomu li=
bovolné ratice n-tého rddu plati

A

P =n,
v : 2 n . v ’ p-4 ’ . 7
takie matice A, A , A, ese, A jsou vidy vzéjemn® zévislé.

15,8, Véta, Necht A je &tvercovd matice fédu n. Nechl Y(l) je jeji minie
milni polynom, kdeZto g(A) je libovolny polynom, pro ktery plati

e(A)=0 .
Pak polynom g( A ) je délitelny polynomem ¥ (&)

Dikaz., Délme polynom g( A ) polynomem ' (A)e Pak podle algoritmu déleni se
zbytkem plati
g(d) = Y(l).h(A) +r(A),
kde h(A) znadi podil a r(A) zbytek, kterjy je stupmd® ni¥siho neZ polynom ¥ (A).
Odtud plyne 0 =¢(A) =y (A)n(A)+r(A).
Protosze Y(A) =0 , plyne odtud r(A) =0,
Vzhledem k tomu, e \Y('K) = 0 je rovnice nejniiSiho stupné, které matice
A vyhovuje, & protoie r(A) je niéiho stupn® ne: Y(A )y nutné musi byt r(A)
rulevy polynome
Je tedy g(d) ='\y(1).‘h(1),
takie minimilni polynom Y(A) dé11 (beze zbytku) polynom g( Q).
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15,9, Disledek. Podle v8t 15.6 & 15.8 je charakteristicky polynom p(A)
kaidé matice ddlitelny jejim minimdlnim polynomem. Proto kaZdy kofen minimdlni-
“ho pd]yr.onm Je zéroven kofenem charakteristického polynomu téie matice.

15,10, Véta. Nechl A je tvercové matice F4du n. Minimdlni 'polynom Y(x) ma-
tice A je roven pedilu charakteristického polynomu g ( A) matice A & nejudt-
$iho spoleiného d8litele d( A) viech minord (n=1)-ho Fddu determinantu A -XEI,

takie »
y(a = S (69)

Dikaz, Rozﬁineme—li determinant ‘AV-XE‘ ve shod® s Laplaceovou vétou podle prvki
nékterého ¥ddku, jsou v tomto rozvoji koeficienty téchto prvki jejich 'algebra.-

ickymi dopliky, te.y mimory Fddu n~l, ndsobené &islem +1 nebo -l. Je tedy poly=-
‘nom ?( A) = ‘A -AE‘ délitelny nej#étéini ‘spolednym d8litelem d(A ) viech minord
féddu n-1, takie

«f(}L) q(A)da(A), (50)
pFilemz q(A) znadi vhodny polynom stupné 2 0,
Déle je C(A-AE)aj(A-AE) = ¢(0) E.

Prviy matice adj( A=A B) maji nejvétdino spoledného ddlitele d(A ), takie

- udj( A-AE) =a(A). B,
kde B znadi vhodnou matici, jejif prvky nemaji spoleiného délitele v promémné A,

Proto
A(A)e( A-AE)B =q(2)(A)E

s edtd (A-AE)B =a(A)E . (91)
Necht « znedi stupen polynomu d(A). Pak podil q(A) je stupné n-& & prviy
 matice B jsou polynomy stupnd & n-e-1.

PoloZme n=K=1 n n=o - ah
B= ;s_; A Bhv Q(A)zg ‘n—w-ha’

pf-iami ovidem ‘4. ’2’ ceey ’n_ =1 znadi vhodné matice.

Podle (91) pak méme e

(A-2E) n'g-l LB = AL E
= h ‘{; *n-w-h Tt

Srovndnim koeficientu pfi Ko, A , coey A™ %obdriime



A’o = 8 E ? )
A ’4 = Bo
A&\-«J’n-n.&: " E

- Bﬂ'ﬁ- =

"-o
4sobime=1i zleva tyto rovnice postupné matlceml A A, ..., & , ro seiteri
ostaneme

0 =AB+ (AB-AB) + ... + A By - A Brus- A By
-%-4
=a A AT e A = (A
e tedy | a(A) =0 .
oto({podle véty 15 .8) je polynom q( A ) délitelny polynomem Y( A
e-1i p(A ) prisludny podil, miZeme psdt
q(]) \y(k)p (A)e (92)

:aime, ze¢ také naopak je polynom Y A) délitelny polynomem q(Q ), talie p(A )
e rovr.y nenulové konstante.

1
»
m

Vedle A vezméme v Gvahu dalSi proménnou 7 & poloZme
y(Ad) - ‘V('L) (A - -1 )F(A,TL),
e F(A ,YL znadi vhodny polynom promémnych A , vL e 8 koeficienty v uvezovaném
selném t€lese,
tud - je
YOUE - y(A) = QE- A)R(A,A).
ito Y(A) = , obdriime
| Y(A)E = (AE = A)F(A, A)
odtud nédsobenim polynonem a(A ) plyne
y(A)A)E = (AE- A)a(AIF(A,A).
hleden k vztahu (91) méme odtud
w(A)A-AE) B =- (A-AE)a(AIE(A,A).
otote |A -AE| neni identicky (pro vSechna A ) roven nule, existuje (A -AE)-J’"

tedy
Y(A =“Q(A)F(X,A)o

otofe prvky matice B nems.ji spoledného délitele v proménné A, existuje ke
idému koYenovému &initeli A - A, polynomu q{(2A) aspon jeden prvek bjk
matici B, ktery neni d8litelny timto koienovym initelem & tedy sni polynomem
A - 7«0)«" s kde o, znaci né,sobno.ét korenového &initele A = Ao V polyrnomu g(A).
Oznadime~1i ij prvek v j-tim fddku & k-tém sloupci matice F(A,A), z po-

edni rovnice plyne vztah =
* YAy =ad) [-7y]
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takie polyrom y(A) je aélitelny vyrazem ( A - A, ) . 2z ﬁho soudime, Ze
polyrom Y(?\) jo délitelny polynomem q( A ).
Proto ze vztahu (R) mime CplA) =¢, (93)

kde ¢ je nenulovd konstanta. Odtud méme
| | | \f(?\)-c\y(MdM).

takie e ya) = $24

ProtoZe Y()\) Jo minimdlni{ polynom, je také cy(k) minimiln{m polynomem. .

15.11. Véta. Kaidy kofen charakteristického polynomu Y(A) 1ibovolné ma-
tice A je ko¥enem jejiho minimilniho polynomu. '

Dikaz. Z rovnice (91) plyne

[A -AEl. 1B = [a(A))" |El  =[a(n)]" ,
~ kde n znaé{ ¥4d matice A . Odtud podle (92) & (93) méme .

g2 [Bl= " [y(]" = [y)]" .
Ostatni je uZ zrejmé. :

15.12, POZNAMKA, Z odst. 15.9 & 3 predeslé véty 15.11 plyme, Ze charakteristic-
' ' ky polynom Y(X) mé tytéZ kofeny jako minimilni polynom Y(M
téie matice A ; jen nédscbnost kofend nemusi byt stejnd.

PRIKLAD 18, Ur&eme minimélni polynom matice

A= |o,-1, 1, ©

\ 2, 1, 1, =1
2, =1, =1, 1

o, 2,2, 0

ReSeni.. Uréimé nejprvé charakteristicky polyuom Y(A ). Obdriime

¢(Ay= | -2, <4, 1, o =4 2.2, ~A(A+1)+2, A | =

. 4

4, 1.1, 1, "‘1 v

2} ) aea, 1 | 22, <A, 0
0, 2, "2v -a 4, -4, =22

=-R@r2)+2atr22te B (AeA-2) = A,
Minory 3. ¥idu v prvnim-determinantu jsou

-A(Rey), 22, <A, -SA
- A(A+2), <2A+1), -, 22A(A+2),
- A(A=2), 2, -2a-1), <=A(A-2),

22, A, A, =AX-a)
. P f




763101’1 negvetm spoledny délitel d(A) = AL Proto mmlmélm. polynon matice A je -

Y”"%hL », - »f

wtud z definice ninimdlniho polynomu plyne, ze je

A%0 &fo ,8=0 .

15.13. Véta, Je-li h_(A) raciondlni funkce v natici A » ©xistuje takovy
polynom p( A), Ze plati

(A p(A) ‘ (94)

Dikaz. hech’c A“ ves ,Xn Jsou l’oreny chnrakterlstlc}'eho polynomu ‘f( A) mati-
ce A 2 nechl yi A) je jeji minimalni polynom. ‘
Protoze lh(A # 0 & kromé toho podle 83) je..

Ih(‘A),l = h(},)sh(A,) 4.« h(Ay),
nevymizi h(A) pro 34dné z &isel A,, eue,An+ Proto Z4dny koFenovy &initel
A=A -ps.riyr.omul ‘f(,.A) neni délitelem polynomu h(A ), & proto t62 Z4dny kote-
novy Cinitel polynomu \I/( A) nedéli polynom h(A ). Proto polynomy h(%/),‘f(l)
i%ou nesoudelné. Existuji tedy takové polyromy p(A), a(A), Ze plati
h(X)p(A) -\((R)Q(X) =elA).

0dtud mame

h(A)p(A) = g(A),

_£(A)

wakze

1514, Prvni véta o nilpotentnich maticich. Privé kdyZ charakteristicks
ovnice natice A méd vSechny kof eny rulové, pii vhodrém celém k > O plati

A=0. - (95).

Tikmze JSowli Agy eeey Ay koFamy charakteristické rovnlce (A) = 0 matice A
pal. podle vety 14.3.2 md chara.]rterlstlcka rovnice matice A kofeny
k
. k‘ 9 voeoy kn
pfi keidém celém k. KdyZ tedy pro urdité celé k > O plati A=0 , pak koreny

iuvnice

|& -2E|=| 0- xsl A)=0
JSou vesn€s nuly, takie
N T Ry
oproto . ' » k4= _Az = ...b = A,\= O.
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Kdy: naopak pro néjakeu matict N je
| giA) = (=2)%,
pek podle 15.10 je minimélni polynom \'l(l) tvaru
, \y( A)=c¢c Ak
pH vhodnén celém k > O, Odtud méme
| 0 = y(A)=cA"
neboli . Ak =0, . nebot c ¥ O,

15.15. Druhd véta o nilpotentnich maticich. Nechl A je itvercové mtice
#4du n & nech} pri vhodnén celém k > 0 je

- =0,
Pak je~li B zaménitelnd s matici A ’ pll.ti
| &+ 8l =Bl (96)
Spooié.lné pro BD=E méme A :
la+E| =1, B (97)

Dikes. 1. Nejprve dokiieme vztah (97). Podle véty 15.14 je
p(a) = |A-2E] = 20",

odkud pro A= -1 dostévime vztah (97).

2, Protoie A, B jsou vzijemnd zamdnitelné, jsou téf vzd jemnd anénitelné
'umo tE+B, A pii keidém t. Vekutku 4

-\ (tE+BIA=+A+DBA=At+ ABR=A(tE+B).

0dtud plyne, e tét (t E+ B)™1, A jsou vzéjemd zambnitelné za predpokladu,
ie tE+B  je regulérni. ‘ :

. Ozxadme X =(tE+B)A. (
Pak je o
X e [tEsB)IA]E- (tsmrkAk-(tsm)ko 0..
Proto podle (97) je [X + E| =1 C
neboli o |(¢tE+B)2A+E|=1.
Poloine Y=X+E=(tE+B)IA+E,

‘Pak Je [¥]= 1 & kxromd toho A :
"(tE+B)Y =A+ (tE+B)E= A+ (tE+B).

Proto = [tE+B|=|A+B + +E| .
Levéd i pravd sirspa. této rovumice je polynm proménné t. Proto pro t = 0 obdr-
Hae . IBl = |AeBI . |
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1le

124

13.
14

15,

16.

17.

18,

19,

20,

<1,

16. cvilENnt 2,

Dény jsou vektory @, b , prifemi a' =[3,4,-2,14] , B = [2,0,-6,3].
uréete a'b,lal ,“ﬂ .

Dokaite, Ze matice R = 1, o, O, 0 , kde t je redlné a

= 1, 0, o
i V 1, je ortagoné.lni. 0, cosh t, =i simh t

O, 0,i sinh t, cosh t

-

(Uvedens, matice se vyskytuje v teorii relativity.)
Dokeite, %e soudin dvou ortogondlnich matic je matice ortogondlni.

Dokeite, fe pro matici A fddu 3 plati{ vztah

|A -xsl =- J\°+Is(A)IA -[n(AA + 1Al ,
kdefs(A) = a + a3, jo stops mtice A, |h(A)| =AL Ay, A
je soucet hlt.vnich minoru fadu 2 v determinantu |Al .

Dokaite, Ze pro libovolnou matici A 74du n plati
|A-AE| = (1) [AE - A .

Jednotkové vektory X , o nichi se mluvi ve vdt¥ 9.3 a které tedy splnuji
vztahy (A-AE)x =0, Ixl=1, :
se obvykle nazjyveji charskteristické, {popis vliastni) vektory matice A .
Urdete je pro matici A =[2, 0, =3
0, 2, V3
= ’iﬂv =2
Podle predeSlého cvideni 16 urdete vliastni vektory lmatice Aa ukaite, id)
jsou linedrné nezévislé; piitom je
A = "'1’ 3’ -2
o, 3, 1
0, -4, <2
Dokaite, Ze soucet cho.ro.kteriatickjch kofent A, +..,A, matice A je roven
jeji stopd (tj. Ay+ .. ’Aﬂ"‘n 8 * eee * 8 ) 8 jejich soulin je
roven determina.ntu [Al. (Pouzijte véty ° symetr:.ckych funkcich koiend. )

Urdete charskteristické kofeny matice (NA). rédu 3.

Dokalte, %e viechny charakteristické koreny matice A jsou rizné od nuly,
pravé kdy: je A reguldrni. (Pouzijte vysledku cvideni.18.)

» |
Dokaite, e charakteristické kofery inverzni matice A jsou rovry pievri-
cenym hodnotdm charskteristickych koient matice A .
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22, Ovéite Caylebvu-Hamiltonovu vétu o matici (A), je-1i

A [1’2] ’ b) A = []u 2, 3] y ¢) A = [41 o, “1}‘
3, 4 4, 5, 6 2, 5, 0
‘7’ 8, -3, -Z’ 1

'1, 51

¢3. Urdete charakteristicky & minimilni polynom metice A =[ 5, -3, 2],
-l
-l’ 3’ 0

0, 2, 0 =5y Ty =5

24, Urdete minimilni polynom matice A = 3, 1, -1 ’ B- 4, =2, 2.
1, 1, 1 ' -b’ 6’} ‘4

Vysledky.
11, @'b = 2,5 + 0 + 2,6 + 14.3 = 60,la|= yF*16+4+196 = 15, | b| = Va+0rs6rs = 7.

12, PouZijte vztahu coahzt - ainhzt =1,

16. Vektory X, , X,, X5, pro né% je %, = [1/2, 372, 0] ,%,=[-3/4, V3/4, 1/
‘5 = [ﬁ/49 - 1/41 ﬁ/el .
17. x; = [11/ ¥189, -2/ {189, 8/ Vies,) =y =[1,0,0] , %y =[ 5A27, 1A2T, -1/ ¢
‘ e

. 2
19 A= 2y= 0y A= 8y + 8y, + agqe

2. K-5A-2E=0, N-158-18A=0, §-108+2A-9E =0,
235, 9A) = (A =4l A=-2)% y(A)=(A-4a)(A-2),
24, X-an+4, X-s52+0

17, HODNOST A NULITA MATICE

Pojem hodnosti matice, zramy z predndSek o determinantech, jsme uvedli v
poznémce 1.6, S pojmem hodrosti matice tizce souvisi pojem nulity &tvercové

matice,

17.1, Definice nulity matice..Je-1i A dtvercové matice fadu n & je-li a °
jeji hodnost, pak nulitou matice A rozurime &islo

® =n -a,

které budene znalit syrbolem null .

17.2, POZNAMKA., Z piedeSlé definice nulity natice plyne, ie kdy%Z md matice@
nulitu o, existuje v matici A aspon jeder. nenulovy determinant #du m = n-x )
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kdeit{o viechny determinanty fddu n - « *+ 1 jsou (pro &> 0) rovny nule.
4

17.3+ Umluva. Vjrok, fe matice (A) ¥du n mé nulitu ® = n, znemend, Ze
viechny prvky matice (A) jsou nuly.

}zupréti tomu vyrok, Ze matice (A ) ¥d4du n mé nulitu & = 0, znadi, ie A
je reéulérni.

Uvedme jeStd ndsledujici dvé vty 17.4 & 17.6, které se dokazuji v teorii
lineérniqh rovoice.

17.4. Véta. 1. Nechl matice A = ""ikn je &tvercova Féddu n & mé nulitu
N =n « a, .
Pak exiﬁje prévé & nezivislych resSeni soustavy n homogenrich rovnic
B7%p YRRt e T X R0,

OO 00 0O 2000000 OSSOSO OLONCEOLIBNOIOPOIENSTS (98)
‘anlxl TaRXy T e YA XS 0.
2. KdyZ naopak existuje k nezédvislych ieSeni soustavy ($t), psk pro nulitu

« matice A plati _
% 2k,

17,5, POZNAMKY. 1, Kaidy systém vSech nezivisljch FeSeni (v poétu &) sou=-
stavy (98) tvoi{ fundanentslni systém Fedeni v tom smyslu, %e kaidé reSeni
soustavy rovnic (98) je linedrni kombinsci jednotlivych FeSeni fundamentdl-
niho Fedeni, P¥itom se fundamerntélni zy;tém reseni soustavy (68) nalezne, kdyi
se napr. Frobeniovou metodou uréi fundamentdlni systém redeni soustavy redu-
kované ze soustavy (98), tj. soustavy sklddajici se z nezdvislych rovnic (v
poétu &) vybranych ze soustavy (98). Srve. poznsmku Ge3.

2, Soustava (98) urduje zrejmé takové vektory X v n-rozmérném prostoru, je-
jichZ transformované vektory

| x=Ax
vzniklé linedrni transformaci o matici A typu n/n, jsou nulové (tje maji
viechny soufadnice rovry nule). Hofejéi véta se pak smadno vyklé.dé. v tom
smyslu, Ze ucivé nejvétsi podet linedrné nezdvisljych vektorl, které se li-
nedrni substituci o matici A transformuji na& nulovy vektor.

|
3. Poznamenejme jest®, Ze vektory X,, ee+y X o Souiadnicich
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*110 %120 000 Xy
X217 T2 soer Xpph
M1t Xyer o00r Ty
m:yvém lineirné nezévislymi, existuji-1li takové &sla a
z nichf aspon jedno je od nuly rizné, Ze plati
A et Apxy =0,
Az eee t Aox =0,

ty. existuje-1i kerozadrnj vektor A =[A | tak, ¥e plati X@-:O ,

>

' xz, [ XX ¥ ] Kk,

l'

kde x = xll, 121, eeey xkl 7

© 00000 000000 0OPCSNONDS

. | Xin? *2p? ***r ¥y

1746, Véta, Libovolnd matice A a natice “4 , vzbnikld z A roziifenim o
sloupec, ktery je lineirni kombinaci sloupct matice A , maji stejnou hodnost.

Podobné je tomu, je-1i matice A, rozdifena o fadek, ktery je lirnedrni
koxbinaci ¥dki dané natice f . | |

V daldim vykladu se obezndmime s nékolika dlleiitymi vétami o hodnosti ma=-
tic, )

17.7. Véta 0 hodrosti sou¥inu dvou matic, Jsou-1i A , B &tvercové matice
fddu n & jsou=li a,b jejich hodrosti, pak pro hodnost ¢ matice € =AB
plati vztah

. <

c=a, o & v, (99)

~.

Dikaz. mechkA-la o) B= |bjka AR = |c ﬂ Pak podle vty 17.6
maji stejnou hodunost ma.tice A umtice M tvaru ‘

"‘"‘ all) eoey .-ln) ‘1lh11 oo + .'lnbnl = .'11’ LA ] ‘1n’ cll
®p1r o000 Uy lbll e T APm "p17 v Sun S




Podobné maji stejnou matice A & matice Ay tvaru

A= 9 seey B 5 i Cray seey = i
n 11 ln’ ! 11 ®1n ‘jlk .

B oar eeer By ' Cpr seer Cop |

ProtoZe matice AB = chk l o hodnosti ¢ je &isti matice A, , zfejmd misi byt

c =a,
Podle v8ty 17.4 existuje n=b linedrné nezévislych ¥eSeni rovnice Bx =0 .

Kazdé takové reSeni hovi rovnicim '
(AB)x =0 ,

nebol je

(A9 x = A(Bx) =A0=0.
Aviak nezévisljch redeni aousta.vy (AB) x = 0 je nanejvys n-c.

Proto < \
n-:c=-n-b neboli c = b,

17.8. Véta & pulitd soudinu dvou matic. Necht A,B jsou Xtvercové matice
fidu n & nechl oo,(l Jnou Jejich nulity. Je=li ¢ nulita ratice C=AB, pk
plagi vztah

p
¢ = w+p (100)
To znamend, Ze nulita soculinu dvou étvercdvych matic téhoZ Fddu n je nanej-
vy& rovna soudtu nulit cbou matic.

Dikaz, Podle definice existuji linedrné nezsivislé vektory:
a) napt. a ...,% (v podtu ), pridemz Aaj =0,
b) nap¥. bl’ ceey b, (v podtu @), prifemi Bb,=0,
¢) napt. €s +eesCp (v poétu g/), pridenz Ce¢, =0,
kde j = 1,2,000,% 3 k = 1,2,000yfp ;b= 1@,--.,&" « ProtoZe pak

’ Bb = 0,
plyne odtud
0 =A0= A(Bh) = (AB) b, = Chy,

takze je | ' #.

1, Je-11 ¢ =0 , je zrejmd ¢ Swef

2, Budiz ¢ >f . Pak za vektory €;, Cp 5 eee, C, miZeme zvolit vektory

By eres by s Cguus eees €pe
Oznadre pro i = f+ 1, @ + 2, ...,¢ vektory
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% = Bey. . | (101)
Pak je
Ay, = A(Bg) = (AB)¢; = Cey =0.
Tvrdime, ie vektory W, e¢+,Yp JEou nEzdvislé. Kdyby totif byly zdvialé,
existoval by ( ¢ = § )-rozmdrny vektor @ takovy, e viechny jeho scuiadnice
nejsou nuly a Ze je
[Ypis os¥pla =0,
kde (¥pots <oorYe] znadi matici, jejif jednotlivé sloupce predstavuji
vektory Ypudr cees !P . -
Ze vztahu (101) dostavame :
: [3%1; 0"’86*-]‘ =°,
takie Blcgts o 6gla =0
neboli B([cpur -rc¢]a ) =0.
Vektor ¥ = [cM, ceey c,] @ neri nulovy, nebol jinak by vektory
Caety oo Ly
byly zdvislé, coi je proti predpokladu. Protoie vektor p se transformuje me~-
tici B v nulovy vektor, je zévisly na vektorech b, , ... ,l!, . Vzhleier k tomu
jsou vektary
| bp --ub. 9.,cp+4 » c"a‘r
zdvislé, To vSak je proti predpokladu. Proto vektory VYoear oo Yy JSou ne-
zdvislé, jak jsme tvrdili.
Podle pfedpok]:adu viak existuje pravé « nezé.vialych vektori takovych, Ze
se matici A transformuji v nulovy vektor. Proto
. - 4
a odtud PSP,
Tim je vé&ta dokdzéne, Ve zvldBtnich pripadech {viz véty 17.9 a 17.10) je nu-
lita no\;éinu dvou metic prévé@ rovna soudtu nulit obou matic.

+17.9. Véta, Nechi A je libovolnd matice Fddu n. Necht £(A), g(A) jsou
1ibovolné nesocudélné polynomy.

Pak je
nul [ f(‘)\_.g(‘)] =qnul £(A) + nul g(A).

Dikez. Nulity matic £(A), g(A), £(A) gl A) ozna&ze postupnd symboly
%, ,¢ . Podle vity 17.8 plati |
| g Eusp,
S5taéi proto dokdzat, Ze Q’g"-*' p.
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Protoze £(2A), gl A) jsou nesoudélné polynomy, existuji podle znimé véty
polyromy F(A), G(X) takové, Ze
’ £(A)F(A) + g(A)6(A) =1,
Pak je t(A)F(A) + e(A)c(A) =E., (102)
ProtoZe o = nul £(A), P =nul g(A), existuji tyto nezavislé vektory
2) 84, eeey Xy, takové, Ze pro j = 1,2,,¢0,& plati £(A) ‘;)_ =0 ’
D) Wy eee,¥p takové, Ze prok =1,.2,...,f plati g(A) gy = 0.
Tvrdime, Ze vektory
TR TR TR . (103)
jsou linedrnd nezdvislé, _
Vskutku, jsou-1li z4vislé, existuje (o+ @ )-rozmdrny vektor & takovy, Ze
upon jedna z jeho prvnich & a poslednich # souiadnic je nenulové & plati
[ %5 coes X 294 5 oees¥p] 2 =0 . (104)
Slozime~1i tuto rovnici s matici (102), ocbdriime vzhledem k vztshu
e(AIG(A g =c(A) [e(A)w] =ciA)O =0
vztah

[Exl, cees Ex, , 2(A)F(A) Yiy ooey f(A)F(A)go] z =0,
neboli o
[81, ...,X‘ ’ f(A)F(A)!4 9 oeey f(A)F(A)’p] b 4 = o . (105)
2 rovnice (104) sloZenim s matici = € = £(A)F(A) dostaneme
‘ [cxl, seey cxu' ’ C‘I, ...’c,p] z = 0 L]

ProtoZe pak Cx. = f(A)F(A):. = F(A)f(l)x. =F(A)O0 = 0, z predeslé
rovnice plyne

(o, vees 0 5, 2(AIF(AIYs ooey f(A)F(My,]x =0.
Odedtenim této rovmice od rovnice (105) obdriime ’

[84 s oot,“ ’ 0‘, coey o] L 3 = o . (106)

ProtoZe aspon jedna z prvnich & soufadnic vektoru ® je nenulovd, plyne z rov-
nice (105), Ze vekiory ;, ...,Xy jsou zévislé. To vdak je proti predpokladu.
Vzhledem k tomu vektory (103) jsou nezivislé. Aviak kazdy z téchto vektorl

hovi ziejmé relaci : ,
£(A)e(A) x. =0 ,

£(A)e(A) g, = 0,
nebol natice £(A), £(A) jsou zambnitelné. Proto g’ MM-@ y CimZ je véta
dokdzans. ’

“

A
17,10, Véta. Nechi A je libovolnd matice o nulitd w , kdeito B je regu-
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lérni matice téhof ¥ddu n, takie nul B =@ = 0. Pak je
nul AB=rnul A+ mulB=nudl .

Dikaz, Vskutku, podle vét 17.7 & 17.8 je .
«.*-mu(x.,P) £ qul ADE x+p =,
takie « € pul “.gx,

& tedy ' nulAB= = x+f ,

17,11, POZNAMKA, Nechl A je libovolna ¥tvercovd matice fédu n. Lecht @ je
libovolnd reguldrni matice téhof ¥éddu n. Pak podle véty 17.10 mi zmatice AQ ,

s tedy i mtice
»-q'aqa (107)
tuté: nulitu jeko matice A. ‘

»

17,12, Véta. Nech} A je metice ¥édu n & budii B =@ AQ , kde @ je Libo-
volrd reguldrni matice téhoZ Fddu n jako A . Pak pleti tato dvd tvrzeni:
1. IA -AE|=|B-AE]| , (108)

takie matice A & matice B maji stejny charskteristicky polynom.

2, Pro libovolné piirozené k plati

- q'Aa . | | (109)

Dﬁku. 1, Protoié ,
B-AE - d'AQ -2q'Eq- (A -2E)Q,
ztejmd je  |B -AEl= IQIIA-2El |Q] =|A-2E]l .

2, Oplnou indukci. Pro k = 1 vztah (109) je sprévnj. Budif k > 1 & piedpo-

- klddejme, Ze vzorec plati pro exponemt k = 1, Pak je

= 851p= Q! AlQig'a@) = @ AFNQahAQ -
= Qrala)Q- Q7 AkQ .

17.13. Véta. Lechl g (kde 1 & § <n) znadi nulitu &tvercové matice A
fédu un, Pak existuje repuldrni matice @ tskové, Ze matice B = Q-lA‘je tvaru

- b=l oin |l

T e ~ 110)
\ 0! L Ji=m¢ (110:

- M g~
kde R je urdits matice typu ,w-

D

y ka to b Je étvercovi matice rddu n-g .

I
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Dikaz. Protoze @(¥ 1) je nulite matice A , existuji nezivislé vektory

L EIETTER 1 takové, fe se linedrni substituci o matici A transformu ji v

pulovy vektor. Kechl :

.hl’ seey xn

zneli dalfi vektory takové, Ze viSechny vektory
”1' LR ] ‘

n
jsou nezévislé. Pak matice

Q =[x, ...,x,]
je reguldrni a matice AQmi pak v prvnich sloupcich v podtu ¢ samé nuly. TotéZ
plati o mtici B= Q"AQ. Tin je tvrzeni dokdzéno.

17.14, V8ta, Nezi maticemi A a L , o nich? je Fe& v predeslé vétd 17.43,
plati tyto vztahy: |

| 1. |R-2AEl= (- A ¥[L -AEl;

2, nul A¥-= ¢+ nul Lkt prok = 1,2,.0. 3

3. nul l.ég' .

Dikaz. 1. Podle (108) je|A -AE|=|B -AE|. z tvaru matice (110) plyme
|B-AEl= (- A)¥|L -AE| , ’

odkud plyne tvrzeni 1. | ,

2, Podle odst 17,11 & véty 17.12.2 plati pro k = 1,2,... vztah

T Ak = nul .k.

Proto staéi ukdzat, Ze je :
‘ nul P¥ =g+ ml Lk.l. (111)
Pro k =1 je vztal® ziejmé sprdavny. Proto predpoklédejme, e k >-1. Snadno se
vidi, Ze je '

- p.pl-[ 0

B

] 1
0L 0L 0 L (¢
]
g g et \ g (PO Iy WS |
: ¢ =F ¥ g ¢ ¢
kde uk-l’ l!k znadi vhodné metice. ProtoZe mulite ratice B Je ¢ & jeji

hodnost n-g , jsou posledni sloupce v poltu n-g v matici B linedrnd nezi-
vislé., Posledni sloupce v podtu n-¢ v posledni matici Bk jsou linearnimi
kombinacemi onéch sloupct v matici B, prideni koeficienty v téchto linedr-




nich kombinacich jsou scufadnicemi (n—y)-ronémych vektort. Tyto lourldm.ce
jsou prviky matice LX), Oznadime-1i tedy pismeny X ,¥ libovolné stejnole-
hlé matice ¥4du n-g , utvofené z poslednich n-g sloupcl matic B, Ik,

méme vztah
Y = XLk,

Hodnost matice Ik Je zfejmd rovna hodnosti matice ¥, kterd mi nejvéts{i hod-
nost, a tody nejmensi nulitu. ProtoZe podle véty 17.9 je _
ol WP S0 ¥ S X ¢ LED, (112)
vidime, e nejmendi nulitu md takovd matice Y, jejii stejriolehid matice X
mé nulitu O, Takovi matice X existuje, nebo% posledni sloupce v podtu n-g v
matici B jsou linesrnd nezévislé., Zvolime-1i tedy za X uvaiovanou matici,
podle (112) obdriime vztah
oulY = nul I..k-l
Odtud wméme nul B¥ = 1 = hodnost B¥ 'n-hodnoatv =n-n+?-+
+oul¥ =g¢g+nuly =g+ nul Lk
Tim je dokdzéno tvrzeni 2,
3« Podle predeSlého tvrzeni pro k=2 méme

rul I. ®n-f1 ,
kde g = nul ﬁ ggf nul A Protoie matice L je Fddu n-g s jeji hodnost je

\ == (u-¢) =0~
Proto obsahuje pravé n-g nezdvislych ¥ddkl, Odtud plyne, e v posleduich
n-g fddcich matice B je prévé n-gy nezévislych ¥dkid., Tecy hodnost matice
B je nanejvys rovna dislu n- g+ ¢y, takie k

g«-nul"n-(n-g{*g])‘?.‘, $i»
&4mi je dokéséno i tvrzeni 3.

17,15, POZNAMKA, V3imndme i, Ze vysledek 17.14.3 miZeme psit ve tvaru
-t -8 o | (113)

kde g = nul Ak. pricemi g = nul [ P

18. CHARAKTERISTICKA CfSIA MATICE

18,1, Umluva & omnaZeni, 1. V daldich uvahdch vezmeme v Uvahu libovolnou
Etvercovou matici A Fidu n ¥ 1, o nii budueme piredpoklddat, Ze jeji charakte-
ristické rovnicemf) = O z& K-néscbny koien, prideni o z 1. '
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2. Prok = 04142500« pouZijeme oznadeni

‘ g = nul Akv

18,2, Véta, Cislo A= 0 je & - nisobnym ko¥enem viech charakteristickjch
rovnic matic lk, kde k je libovolné piirozené &islo.

Dikaz. Vskutku, ozrnalme koreny chgrakteristické rovnice matice A disly

0, coey 0. 14 9 ocey Xn_& ’
[

kde (X0 Ag ees A _o) * O Pak podle véty 14.3.2 zé charakteristické rov-
nice matice A~ koreny g
k k
0' 00y 0’ x‘ 9 000y An_
[ )
L1

18,3, Vota. Zna¢i-1i'« nédsobnost kofene A = 0 charakteristické rovnice
natice A, jejiz nulite je & = ulA , Pak pro k = 0,1,2, ... plati
. ¢ & £, ‘ (114)

Dikaz. 1, Tvrzeni je zi'ejmé sprdvné pro k = 0, nebol §;=0< .

2, DokédZeme je pro k = 1, Viimnme Bsi, Ze chn.ralrter:.atickou rovrici matlce
A miiZeme psit ve tvaru

|A-AB = (-2 + 5 (A" L+ 5,2 + L s,
kde Sk znadi soudet hlavnich minort radu kv detornma.n‘b.x l“
Protoze A =0 je &= naaobny koren rovnice lA lel‘ 0, bude
x ¥ O -
Odtud plyhe, Ze v datcrmina.ntu lAl je aspon jeden minor radu p=- nenulovye.
Proto hodnost m tice Ajesa2n-x, ta.kzo
&= =n - g; ne-:-

% tedy g £,

3. Prok > 1 tvrzeni plyne z véty 18.2 vzhleden k prededlému vysledku (pro
k=1),

rovuice
18.4. Véta. Nechl o« je ndiscbnost kofene A= 0 charakteristick?) natice A
% necht g = nul A, -
Pak pro k = 0,1,2, ees pPlati vztahy:
1. Vdy je % < 8., (115)
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2, KdyZ pro urdité k plati @ = %, pak je
== Ry vee e
3. KdyE. pro urdité i je whk % < %, pak nutnd .
%™ < 9y (116)
4. Vidy je Re1 - $ > S - B (117)

Dikaz. 1. Prvni tvrzeni plyne ze vzu}ni ‘k’l = Ak.A Apodle vety 17.7 )

takie je n - g«kﬂin- ?41;.

2. Je-1i g =K, pak pod1o (114) & (115) méme
o= 2‘-‘ ?k'r £ “,

takie 8‘“1 ?'k"'a oo

3. Budii ¢ L0 Tvrzeni (116) dokdZeme uplnou indukci vzhledem k Fadu
. matice. Ukédieme nejprve, ie tvrzeni plati pro kaidou matici Fddu n = 1. Mechl
jo A =[a] matice fddu n = 1, jejii charakteristické rovnice mé & - nésobny
(pro & 2 1) kofen A= 0. Zde rutn® w=1, takie A = 0. Je tedy
=0, l=w=gr=g= ...
Je-11 tedy p¥i nékterém k ¥ O nulita gg(u (v nadem piipadd pro k = 0), pek je
O=g=g < &, = %=1 .

Nechi tedy matice A md #4d n & 2 a predpoklédejme, ie dokezovaré tvrzeni
Jeo sprévné pro vdechny matice rédu’ - 1.

Kdyz k =0, je §&=0 <& a skutednd je

<o Joito  g>O.

Necht jo g <% pro urdité k % 1. Pak nutn® g < n. Podle vysledku véty
17.13 existuje matice L #ddu n - g (<) takové, ie mé (w - g )-nésobny
charakteristicky koiern. A= 0 & pro j = 1,2, ... plati

g gt L7 | (128)
Odtud pro j = k mime .
nul Lk'l ol AN L <

- takie podle indukériho predpokladu je

L k-1

nul < nul Lk.

B - Py =1 L7 -ma LF <o,
&imi je dokdzédno tvrzeni 3. ‘

4. Tvrzeni (117) dokdfeme opdt indukei vzhledem k Fddu matice. Ukaime piedn,
e véta plati pro kaidou matici ¥4du n = 1. Nechl A =[a] je libovolné ma-

Proto je



tice fddu 1, jeJif charskteristicky kofen A= 0 je & = ndsobny (kde 1),
Proto je =0, l=w=g=gre.,.,
takie tvrzeni jo sprdvnd. :

Lechl proto matice A je Yddu n 22e piedpoklddeime, e tvrzeni (117) je
sprévné pro vdechny matice ¥4du m £ n - 1, Pro k = O véta plati podle vztahu
(113). Nech% tedy k ¥ 1,

Je=li §i® N, Dak méme

ST AT

¢ tvrzeni z¥ejmé plati. ‘

Nechi tedy § < n & pouiijme vztahu (118). Dostane me vziah

g'k"l - ?'k 3 nul Lk = nul Lk-l:

Picre = $ie1 = nul Lkﬂ' - mul I.k.
ProtoZe matice L md yad {n, podle induk &riho piedpokladu prava strana prvui
roviosti neri mens8i nei pravd strana druhé rovrosti, tj.
rul l.k = nul Lk-l 2 nul Lkﬂ‘ - nul Lk,
timZ Je tvrzeni 4 dokdzdno.

16,4.2 &
18,5, Upozornéni., Podle votyl18.4.3 soudire, e v usporédané skupind matic
\ ' d 3
A’ A ] AJ’ o0y Ar,., see ’ (119)

existuje prvni natice N takovd, e jeji nulita
g=x
¢ pak také viechny nésledujici matice maji nulitu rovrou « .
Naproti tomu nulity predchizejicich matic (pred Ar) rostou, takie je

0(?‘(“('..(?’=“= ?'r"]_:‘...
kimoto plati pro kazdd t¥i sousedni &isla R Yier? ?k-*z vztah (117).

Poloime %= K1y %= P=Fir eoes N FR- $ e (120)
Pak nulity matic (119) postupnd jsou ‘

w“ ( Oyt OL'.), ( 0, + 0y + u.s), consy -(w4+u.,_+ .o o +ur) =el o
Pfitom véechra Cisla

”” “z' [ X ] ’ ur
jsou pfirozerd & podle (117) splmuji vztahy

w2z . 2w > o0  qa)

18,¢, Defirice charakteristickych ¢isel matice. Nechl A je libovolns &tver-
cové matice ¥4du n & rechl A=a je g-niasobny (pro «. 2 1) kofer charakteri-
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stické rovnice matice A , takie A= O jo ol-nésobnj kofen charakteristické
rovnice matice B= A- a K , Necnl
Ky Gg+ 8, geey Kt K+ ,,, +U, =K
znadéi nulity matic
A-2E, (A-2E), .., (A-a K
Pak pFirozend &isla ®,, Ky, ceey &, 80 nazyvaji charskteristickd ¢isla matice
A , piisludnd k jejimu charak teristickému kofeu A = a.

PRIKLAD 19, UrZeme charakteristické isla piisluinéd k charakteristickému koiem
A =0 mtice A z pfikladu 18, (odst. 15.12,)
Hedeni, Charskteristicky polynom matice
o A=[o0, -1, 1, O
=<, 1, + 1, -1
2: ‘19 -1, 1
| 0, 2, =, 0
je \f(&) = 114, jak jsme zjistili v prikladu 18, Md proto dand metice &tyimd-
sobny charakteristicky koien A= O.

Podle vypodtu minort 3. F4du v uvedeném piikladu jsou pro A= 0O tyto minory
vesmds rovny nule. Proto matice A md viechny minory #ddu 3 rovny nule. Naproti
tomu existuji v matici A nerulové minory ¥4du 2, napi. minor v levém rohu ra-
hofe. M4 tedy meties A hodrost b, = 2 & jeji nulita

EELIYETEE?
Utvoime nyni ‘2. Obdriime

& =4, =2, =22
0, 0, 0, O
0, 0, 0, 0
S, 4, 4, -4

Vidime, ie A° mé hodnost h, = 1, takie nulita
G=0y+®=4.1=3, ‘

Odtud dostdavame 0, =2,
Konedné se zjisti, Ze “ 0 , takie jeji hodnost h3 = 0 & nulita

' g =0ty +&g= 4,
Proto je = 1. _ :
Proto k &tyImisobnému charakteristickému kofenu A = O matice @ prislusi cha-
rakteristicksd &isla

/

0 =2,8=1, & =],



18,7, Véta o minimélnim polynomu matice A . Necht A je libovolnd tvercové
pmatice fidu n a nechi -
A rAgs eeeyigy
jsou vzdjemé rizné koYery charakteristické rovnice matice A, piideni & By
ooy & znadi niscbmosti tdchto jednotlivych kotfent.
Nechl charakteristicki &isleprislusnd ke korenu:
Ay Jsou Wy Ky y seey wpl;

e
22 jsou 94, pz, soey ppz;

A‘ jsou 64, 6‘ 9 seey 6 -
p’

w(A) = (A=2)"(A- 0™ . (A- 2P

je minimalni polynom matice A.

Pak polyr.om

Dikaz. Podle definice charalfteristickych ¢isel matice
‘ (A- A“) .mé nulitu ® ,
(A-K,E) mé nulitu B ,

...'..'."......'..I'.C.......

(A- X‘E ) Ps 14 nulitu @
ProtoZe polynomy D D

(k 14) 1 9 oeey (1-1‘) ®
jsou nesoudélné, mi podle véty 17.9 matice

yA) = (A-AE)™ (A% ... (A=A E )

~ nulitu rovmou (2 +P * oo +€ =1,
takze pla) =

splnuje tedy matice A rovnici Y()\) = 0,
liecht £(A) je libovolny polynom & necht d(A) je nejvétdi spoleény délitel
polyromd £(A), Y(K). Pak existuji takové polyromy
| £(2), y(A),
Ze je fl(k)f(i\)* Y,(X)\ll(k)=d(l).
Odtud plyne
2,(A)2(A) + y(A) y(A) = a(A).

Protoze y(A) =0 , je | |
: £, (A)E(A) = a(A). (122)
Kdy? se njaky vektor s linedrni substituci o matici £(A) transformuje

v nulovy vektor 0 , takie
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2(A)x =0,
podle (122) plati

_ dAN)x =0,
Proto nul 2(A) ¥ m1 a(A).
Jeito d(A) je délitelem polynomu £(A), pii vhodném polynom dl( A ) méme
’ dl(l)d(i\)_ =£(A), (123)
takie 4, (A)a(A) = £(A).
KdyZ pro néjeky vektor % plati ,
. a(A)x =0,
e .
e dl(A)[d(A)'x]-f(_A)x =0.
" Odtud plyne nul d(A) & nad £(A), '
takie vzhleden k hotejdimu vysledku dostivdme
nul £(A) = nul 4(A). ' (124)

P¥edpoklédejme nyni, ie £(A) = 0 , takie
nul £(A) =n =nul d(A).
Jeito d(A) je délitelem polynomu Y(A), pfi vhodném g( A) méme
Y(X) = q(A)a(A).
Je-1i d(A ) niidiho stupnd nei v A), je
nul d(A) ¢ n.
Polynom d( A) je pak totif soudinen polynomd

(A=2)2, (A=200%, ery (A=2,)°,
kde Of%c %p, 0ofc fp,...,0%c Fp. Podle 17.9 tedy je -

Proto nul d(A) Toptoteate Ep o+ paf...f P, = ne
Y(,R) = c,d(A), kde ¢ # 0 je konstanta.

Z (123) plyne
£2(A) = 24, (A) YAl

Vychdzi tedy, Ze kaidy polynom £(A), pro néji £(A) =0, je délitelny poly-

nomemn Y( A). Zejména je tedy minimdlni polynom délitelny polynomem Y( A),

8 tedy Y(l) je minimiln{ polynom matice A .

19, SOUSTAVA NoeuAinfca vexTor(

19,1, Definice vektoru Fddu k. Nechl A je libovolnd dtvercovd matice iédu n.
Vektor % , ktery se lineirni substituci o matici Ak transformije v nulo-
vy vektor @ , kdeZito linedrni substituci o matici ‘k-]' v nenulovy vektor,
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prideni k L 1, nazyyame vektor ifddu k.
Pro vektor x ¥adu k tedy plati (pro k = 1) vztahy
Nx =0, Alx zo0.

19,2, Omluva, O matici A {___-F4du n budeme predpoklédat, ie jeji chara-

Lteristicky kofen A= 0 je %- nisobny, kde X2 1, a Ze
Mgﬁgu.;“v>0

jeou charakteristickd &isla prisludnd ke koieru A= O,

Jak vime, maji matice

AL, A, ., &

oulity | a.l’ A A Xt eee +K)y =K,
pridem% viechny daldi mocniny matice A maji stdle nulitu o .

V dalsich uvahdch op@t poloZime
nul A¥ = ko
pridemZ pro 1 $x £y plati ‘

¢44~-x2-0» oo -Hck: g‘k.

19,3, Véta. Kechl matice A splnuje piedpoklady odst.49.2. Pak je-li

|15k &, existuje aspon %, vektord

. xl, x2, eeey ka »
které se vysmeluji tim, Ze vektory:

(1) x1’ x2, eeey ka jsoq rédu k, 3
(2) Axl, Axa’ e oy Ax&k jsm f’é.du k - 1’
(x) Ak'lxl, Ak'lxa,..., Ak"lxh jsou Yédu 1,

pridemi vSechny uvedené vektory jsou linedrné nezivislé.

Dtkaz. Protoie %= nul Ak, existuje S;Enezé,vislfrch vektortl, které se li-
nedrni substituci o matici Ak transformuji v rulovy vektor, a to vektory

xla ng -a.,x?“ (125)
Oznadue pro m = 1,2,e00,f Vektory
1 .
A,xm-- x;‘. Ax"m'." *?ﬂ’ ooo,Ax:'lax:r’ (126)
takze je
x! =Ax,
m m
2
Xi "A xm’

cesssccrsess (126%)
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Vezmémﬂ v uvahu vektory {"1. ‘::-1' ey ‘:1 (1"7)

Jsou-1i tyto vektory vesmd$s nulové, plyne z piedposledni rovnosti (126x), Ze
se vektory (125) h‘m;formji v nulové vektory linedrni substituci o matici
A¥ L. Tato matice mé mulitu rovmou $wer takie nejvdtdi polet nezdvielych vek.
toru, které transformaci o matici Ak'l pfejdou v nulovy vektor, je roven i1
Protoie g > 4 ., doBli jsme ke sporu. Odtud soudime, fe mezi vektory (127)
je aspon jeden nenulovys

Necht h(® 1) maéi nejvétsi podet vektort (127), které jsou nezdvislé, &
nechl jsou oznadeny tak, Ze jsou to prévé vektory

-1 v k=1 ,
9 eeoy xh . (128)

Pak kaidy vektor (127) je linedrni kombinaci vektort (128), takie 36

s e

y=]1

kel L L )i- kel
‘A x . a, N ’

neboli

kde &, Jsou vhodné konstanty. Pos)edni rovnost mtZeme psit ve tvaru

Ak-l[’.‘m' amvxv] =0.

y=1
Odtud vidime, Ze vdechny vektory

xm-g—: Sav %y

jsou lineérnimi kombinacemi vhodnych, pro videchny vektory tjchi, nezévisljyjch
vektord v podtu Ch-1? nebol nul Ak-l' = ?l':-l' Odtud pek plyne ddle, :ie
viBechny vektory (125) jsou linedrnimi kombinacemi t8chto nezdvislych vektort
(v podtu % l) a vektort (128) v po¥tu h, tedy celkem h + €1 vektort.
Protofe vektory (125) jsou nezavialé & je jich g, mime

| 9' oy * B
neboli = ‘
ol R LR
Tim jsme zjistili, Ze vok'oory ;
x’l"l y sooy xlé:l (229)

jsou linedrn® nezivislé.



Byri ukdZeme, Ze pro &=0,1,...,k-1 predstavuji vektory

wal’ *‘“2, ceey t”‘k

vektory rddu k-u .
Nuie’ pro F = l,g'ouo’ “k pl&ti Vztahy
AU (M x,)= Kx, =0,
kepa=1 -
ATE ()= A xy = xET s,
¢imz je tvrzeni dokdzéno.

Zbyvs zjistit, Ze pro 4 = 0,1,...,k-1 & pro B =1,2,..., ®, jsou nezdvi-
s1lé vSechrny vektory )
‘#EXP.

V opadr.ém pripadé plati relace tvaru

% % .
gaop"p + ﬁ 19““ sos ; ak-l,p‘(- x, = (130)

v niZ v8echny koeficienty aé*P nejsou nulové, SloZenim rovrosti (130) s matici

Al bariime
;: 20p %y * 0+ 10 0 =0,

odkud plyne & =0 vzhledem k tomu, Ze vektory (125) jsou nezédvislé., Podob=-
n8 sloenim ® matici A cbdriime

alp =0, atd.,
takze v relaci (130) jsou viechny koeficienty a&P nulové, Tim dochédzime ke

sporu, ¢imZz je dikaz proveden.

19.4. Kechl matice A splnuje predpoklady odst.19.2. Pak existuje celkem
wo= w o+ ...+ & vektord | |
8; y seey X]ir; xi s svey “ir-d 3 ...,é, coey ﬂ:q(lf)l)
s témito vlastnostmi’ '
1. Vektory  Xj, ees, "1,. jsou ¥ddu r,
x}', coey x:?_‘ Jjsou fadu r-1,

r e
x:, ecey x“w jﬂou rédu 1;

20 Prok =1 d’ooo, r -1 platl

k+1

k+4

pee AXG L R

3. Vektory (131) jsou linedrné nezévislé.




Posnamenejme, #e soustave & vektorl (131) o uvedenjych vlastnostech se nazjvs
soustavou normilnich vektorl, pfislufrou k a=-nésobnému chara.lrteri-tickém
koferu A = 0 matice A.

Dikeas. (8plnou indukei,) Je=11i r = 1, je véta sprévné podle piedchdzejici
w8ty 19.3. Budii tedy r 2, Nach% k =1,2,...,r~1 & piedpoklddejme, Ze exi-

stuji vektory K
“4, ooy & ooooooo.-; x‘ 9 csey “'f-k*‘ ’ (1.)2)

které maji tyto viastnosti:
10 Vﬁktory 84 9 ooy “L Jﬂw fé.du r'

0000000000000 00000000000000000000000000

k k ,
vektory X, seey “"r-kd‘j'ou fddu r-k+1;
2, Prol S ud k-1 platd -
aed a4
‘8" =X s e Ax"’r-eu‘l “r-gu-‘l
3. Vektory
Axi, oo Axg jeou ¥édu rek
i.‘............iﬂ......'...l.. lllllll e 0@ o0 000 (133)
A’- x‘k, eeey A’- “:rk‘q jlou Fadu 1

4. VBechny vektory (132) a (133) jsou nezdvislé.
Tento piedpokiad je splnén pro k=1, jak plyne z véty 19,3, piSeme-li v ni r
misto k. UkédZeme, 3e pek existuji daldi vektory
AR . (134)
takové, fe o vektorech (132) a (134) plat{ hotejS{ vyroky 1 2% 4, v nichi
misto k pideme k+l. Tim bude dikaz vty 15.4 provpden (prok =r).
" Nufe, oznadme

1 1 :
A“ = w 9 ocey Ax*}‘-k 4 —k-.-‘ [} (135)

takie vzorce (132) pla.ti i pro M = k. Protoie
-k o
ml & = ¢ e
existuje AR nezdvislych vektord, které se linedrni substituci o matici A ~k
transformuji v nulovy vektor., Podle’ pfedpokladu 3 a 4 jsou vektory

{'1' sty lu-l

féddu r-k, a tedy se linedrni substituci o matici Ar'k transformuji v nulovy
vektor, a. jsou nezdvislé, Existuji tudif dald{ vektory
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‘1':1 ' +1
YL LR

v potu Coek = %poiel takové, Ze se vSechny vektory

x5, K (136)

transformuji linedrni substituci o matici “r-k v. nulovy vektor a jsou line-
4rn® nezévislé.

Prom = 1,2,00., 8§k oznalme vektory

N Y o

takze .
2 _ 1
o= AT,
_ k-1 1
X; Ar xxlrx(+ ’ 1137)
0- A 1.
m
Vezméme nyni v uUvahu vektory x{ } seey 8;;‘ " A (138)

lezi tdmito vektory je aspon nezavislych vektort, totif vektory Té=

,
. r=k*l
du 1, & to (jak plyne z piedpokladu 4) vektory

{ v ir-ku

Podobné jako jsme v dlkezu v8ty 19.3 zjistili o vektorech (podle tamé jSiho

oznadeni) (127), zjistime i nyni, %e mezi vektory. (138}.a8poﬁ h nezdvislych

, . . je

vektoru, kde .
‘ _ = % ..

8k~ 8ok T ek

Pfi vhodném oznadeni jsou tedy nezdvislé pravé vektory

X, K

Nyni ukdZeme, Ze pro M = 0,1,.e.,r=k=1 jsou vektory

B L, R

Vektory radu ke Pro P= 1,2 geeey «Ir-k

Al (A ) - AE -0,

Ar-k-g-l(&*i:l). - Tkl x;ﬂ - xl;*l £0.

Zyvé tedy zjistit, Ze vSechny vektory

2

‘ r-k
plati totiZ vaztahy
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By e,

OD‘.I..C..I‘.O..Q....

R L

r-k

AL, ..., A{_k ,

000000000000 00000000 0000

.r—k—l 1’ ven ‘r-k-l
{ ' | “'r-k
Jsoy nezdvislé. V opadném pfipadé totiZ plati relace tvaru

e e et Doy B Ton, AT e Doa A

pi

piridem vSechny koeficienty 8 ? ..., a o, nejsou rovny O, SloZime-li viak tue
to rovnost postupn® s maticemi A , y veey A°, zjistine, %e viechny
koeficienty °’1p y eee B jBOU rOVDY nule, Tim jame dospéli ke ‘sporu, & dﬁlra.z
véty je ukonten.

19,5, Definice., Necht M je libowolns matice ¥édu n, nechl ) VR ™
jsou viechny vzéjemn$ rizné cherakteristické koieny matice N & necht &, f ,
ceey @ znali nédsobnosti téchto koifent, takie

w+pe+,,+6 =g,

Piitom kofen A= O charakteristické rovnice matice
A-AE Jo «-niscbny,
A-AEK je {-ndsobny,

-AE je € -ndscbny.
Nechl soustava normilnich vektord p¥{sluinych ke koFenu A = 0 je u matice
A -&! tvaru ‘1. ‘2. ceey By ;
A-LE waru b, b, ..., by ; (139)

“'&‘ tvaru ‘1’ ‘2’ XXX .‘ .
Pak soustava viech vektorl (139) v podtu n je tzv. soustava normilnich vekto-

5\

rt matice A .

19,6, Véta. Vektory soustavy (139) jsou lineérnd nezdvislé, takie &tvercovd

matice fadu @ tvaru \
[ ‘1’ ooo.%, bl’ ooo'b' [} (XX} ‘1. ey ‘6 ] \
Je regulérni.
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Dikaz. Ve skupiné vektoriu ‘1’ coey @y nechl jsou vektory uspofddiny tak,
e vektory vyssiho fddu predchdzeji vektory niisiho Iddu. Podobné tomu budiZ
v ostatnich skupindch soustavy (139).

Piedpoklddejme, Ze vektory (159) nejsou linearné nezivislé, ta.l\cie existuje
lineirni relace" _ ¢

+ i + ee0 + = :
E:m& 4yt 21y b, ; Px Sx 0, (140)
pridenz nékterd z &isel My 3 Dy g oo Py nejsou nuly, Oznaéme tuto relaci
stm_éné symbolem .

{ a" ...’a“o’b1’ .oo,bp, 000,‘4. L X X I ‘6} = o. (140*')
Kdyz vektor ne levé strané a na pravé strané v relaci (140) sloZime s matici

A-AE

obdriime

K G
:Ké‘ [(A'AJE) aé,.]"' eoe t+ Z‘Px[(A'A‘E) ‘l']= o. (141)
a4 x-

Kdy: vektory @, , ees, @, oznalime tak jako v (131), vidime, Ze vzhledem
k relaci (126) je :

% : | :
é;m& [(A_%E)a&]zmlxi*- see T m““xu'r"‘ ese t nk—““:l =
T Gt T B2 Toeee T T Baong-w 0

Dile napt. je

ng [ (A-AE) by] =ny [(A-A,E) + (A,-2,)E] by=
= ngy (A"&E) by+ ny (Ag-li)by ’

(142)

( - ) = ( - A L b + ,ee tn b +
;ng [ A &E b~;] )\2 4) [ ‘1 4 P PJ

+ n b + eeoe

1 P"z+4
Je tedy relace (141) tvaru
{%.}1, evey %,b‘, o-.,b” ooo,“ 9 ceey ‘6} =

P¥{ipadpymi dal3imi slofenimi s matici A -A,BE a pak s maticemi @A -AE
ooy A —AHE dojdeme koneéné k relaci '

{8,.c.8} =0. (243)
liejsou=~1i vdechna &isla Pys seey Pg nuly, (coz miZeme predpoklédat, nebol;
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Jinak bychom mohli vynechat posledni soudet ve vatahu (140) a usuzovat pak
o predposledninm), neni relace (143) identickd.
Vakutku, je=1i napi, P ¥ 0, podobnd jako v (142) platd

B [(A-AR) 8] =5 [ (A-AE)+ (A -2)E]s, =

= p(Ag=2y) 8 + Py 8 * e
kde € > 1, Je. tedy koeficient pii g v relaci (141)
Py (Aq=2y)
s podobnd v relaci (143) Jo Py=krét sou¥in vhodnyoh moonin virasd (A{ = Ax)
pro i # k. Je tedy tento koefioient rimny od nuly, & tedy relace (143) nemni
identiokd. ' ‘
To je viak nemoiné, nevol ‘podlo ‘vyznamu jsou Vektary §, y ee., 8¢ linedrné
nesévislé, Tim je véta dokdzdna,

20,. PODOBNE KAT1CH

20,1, Definice, Necht A je libovolnd Stvercovd matice Fddu n. Matice B
téhoi fddu n se nmazyvi podobnd » maticl A, existuje-1i regulérni matice Q
|¥éau n takové, fe plati

| » -d'Aa.

20,2, Y8ta, Necht matice A, B ,6 jsou Stvercové #édu n. Pak plati tyto

sédkonys o : |

1. Zikon reflexivnostis l(,.ticc A je podobnd s matici N .

2, Zikon symetrie: Je-1i A podobni s B, je B podobnd s K.

3. Zékon transitivrostis Je-1i A podobné s B, B podcbns s €, pak A je
podobnd s C. ‘

Dikes, 1. Prvn{ zdkon je stejmf (pro @ = E ).
2, Predzd jo B = @ AQ; odtud méne
. | adq' - (ad) A @@ - A,
takie matice @ mé nyni tutéE dlobu jako dFive matice Q.
" 34 V tfetim pfipedd z relaci ,
p-d'aa, Cc-V'p

yze 6 . FUEAQIP = (F'EhA@P) - @) A @D,
cof mmd. tvrzeni 3. .



}

20,3, POZNAMKY, 1. Protoie vztesh mezi prvky dané mno3iny, kterj spliuje

zékon reflexivni, symetricky a transitivni, se nazjvd ekvivalence, z predeslé
véty plyne, Ze podobrost matic téhoZ Fddu n je ekvivalenci.

2. Vzhledem k zdékonu symetrie nemusime u podobnych matic rozeznivet Jjejich
pofadi.e miZeme strutnd mluvit o podobnjch meticich A, B .

20,4, Véta, Dvé podobné matice maji stejné:
1. charakteriatické koreny;
2. charakteristicks &isla, prisludnd k jednotlivym korentlim;
3+ minimélni polynomy. -

Dikaz, l. Prvni tvrzeni bylo dokdzdno ve vété 17.1<.1.
2, Jeou-1i & , B podobné matice, takie je napi.

"B -=q'aQ,

8 je=1li A= a koYen jejich charakteristickjch rovnic, pek

B-E-Q'(A-2E)Q
& odtud podle 17.12.2 plyne :
‘ (B-aE*= @' (A-E)Q.
ProtoZe matice @Q je reguldrni, maji matice (A - a‘.)k, (B - aB)¥ stejnou
nulitu (srve vétu 17.10 & pozndmku 17.11) pro kazdé piirozené k. Jsou tedy
charakteristickd ¢isla prislusnd k témuZ koienu & pddobn;’rch matic A, B stejnd.
3. Treti tvrzeni plyne z predeSlych dvou tvrzeni a z véty 18.7.

" 1 g ¢ ey L 143
s4 9 oecoy !" ,‘ y‘ §) ooy *'“'4’ LA ] s‘ LY ] %4 ( », )
je soustava normilnich vektorli, prisludnjch k «-nésobnému koieru A= O ma-
|tice B~ ak.
| Pak | 4 4 r r
034, ceos 0“.“- y seceey Qg‘ ) ooy ﬁga4 (144)

|tice A-alk .

‘ X ‘ ’ v ‘ .

20.5, Véta, Kechl netice A, B jsou podobré, takie B = @ AQ. recht A =a
je &= ndsobny (pro o > 0) charakteristickj kotfen matice B (a oviem t6% A ).
Necht

je soustava normdlnich vektorl, piisludnych k &-nédsobnému korenu A = O ma-

M —

Dlkaz. Pro zjednoduSeni pisme , .
L 4 4 _ v
“4 "a", soo x‘"a"‘, ssey *‘,‘ - q&‘o



Podle predpokladu jsou pro matici B - a E vektory
. 4 v,
’: 9 ecey ““ radu Ty

s: 9 cecey &f‘ v radu 1.

Pfitom plati 4
(.-&E)': = 4 9 ooy (’-a‘)h" = ﬁ"

(B-2B)yy =¥}, ..., (B-oaBy = % ,

........./...00..'...O‘.........I...'....‘.....‘.

('-;&E) !‘;4= ‘: 9 ooy ('_ aa g:‘: = ‘:’- .

Mimo to jsou vektory (143) linedrné nezdvislé.
Z predpokladu, Ze pro n = 1,2,..., 0%, jsou vektory ) ¥édu r, plyne
0= (B-B g - Q'A-aE) AW =Q'(A-E) R,

0+ (B-oB g ~q'(h- a8 QY = Q" (A- 2B o .
0dtud sloZenim s matici @ plyne
(A-aB)"xt=0, (A-a0"1adkz0.
Jeou tedy vektory 8: ’ ‘"’x:'r ¥ddu r. Podobné zjistime, Ze vektory
| xt, ... x:M jsou ¥édu r-l,
x': 3 soey x’;‘ jsou radu 1.

Ddle pro k = 1,2,.es,r=1, kdeZton = 1,2,¢.,, z predpokladu

o
r=k+1
(B - aE) ‘i = 'l:l neboli Q' (A- a‘)ﬁ!‘; = fl
plyne vztah

(A= aE)Xﬁ-‘ le:l= <,

o o
(A-aB) x5 = £,

Proto zbjvé dokdzat, Ze jsou linedrné nezdvislé vektory

4

4 2 r o r
x‘, ooo,x‘r ’ X4 g ooy ‘:‘\4 3 veey 84 9 ceey x‘4 :

Predpoklédejme naopak, Ze jsoﬁ zavislé, takie existuje relace
’ 4 - 4 : ? -
MRyt mpXy e ¥ Xy =0,
kde aspon jedno z &isel m_Je rizné od nuly.
PiBime predeflou relaci strunéji ve tvaru:

Zmn xn‘: o.

0atud je 2n Qy =0,

tge

]
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takze - Q Zmn ,n =0 , |
V' . . - ’ ’ rd K3
co? znadi, 38 vektar zmn y, trensformuje lineirni substituci o matici Q
v nulovy vektor. Odtud sloZenim s metici Q.‘ dostaneme
Zmn gn = o . 4
Protoze n nejsou vSechna rovna nule, plyne z predeSlého vztahu, Ze vektory
Yy, Jsou lineadrné zivislé. To vdSak je proti predpokledu, & dikaz je hotov.

v 3 . . -4
20,6, Véta. Necht matice A, B jsou podobné, takie B =Q AQ .

lechl
01, ooo’a“’ H vbl’-ooo’bp ’ eoeoy ‘1, evey ‘G (145)

je soustava normilnich vektord pro matici B .

Pek soustava normélnich vektort pro matici A je tvaru

Qa,, ..., Qay ; ’le. ey @by cies Qs o, A8y .

Dikaz., Tvrzeni je disledkem predeslé véty.

20,7. Véta (obrdceni véty 20.4.1 a 2), KdyZ dvé matice téhof ¥ddu n maji
stejné charakteristické kofeny i stejnd charakteristickd &isle prisludnd

k jednotlivym kofenlm, pak jsou nutné podobné.

Dikaz, Prednd si viimnéme, Ze je=1i B = Q'AQ & je-1i
+ + + + + +
04, teey a“' ’ 54 gocey bp H vee} ‘4 9 eeey % (146)
soustava normélnich vektord pro matici B, pak podle véty 20.6 je soustava
t8chto vektort pro matici A tvaru

a,-Qd, ..., a,=Qa’l, b-QH,.., b-QB; ..., s.-0s.

Pritom metice

M=[a,..,b,..s]=[Q ..., Q5, ..., ¢g] -
]

=Q[a], ..., ay, b: ) beey b; R T v
Podle véty 19.6 je matice
| P =[a,..., a, ..., 8¢] (147)
reguldrni, takie ‘
Q-My, (148)
Nyni pristoupime k vlastnimu dikazu véty.
Predpokléddejme, Ze obé matice A , B tého? Féddu n maji stejné charakterie
stické koreny & stejnd charakteristickd ¢isla, prisludnd k jednotlivym koie-
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ntm, Nechl (145) je sousteve normilnich vektord pro matici B, kdeito (146)
je socustava normélnich vektort pro matici A , pridens vidy k témui charekteri-
stickému koifenu patxi skupiny vektord oznalené stejnym piamenem. Napi. ke
kotenu A = d vektory

Q‘, ceey aw Q) v00) @y ; atd, (149)
Protofe matice (147) je reguldrni, urleme metici @ = ﬂ" takzie
4 '0“4, (XX X “‘a‘qaw, b‘ ‘h, scey ~ = °~ (150)

Oznadme pro okamiik napi, pismenem d néktery charakteristicky koren (obou
natic A, B ). K tomuto kofenu pat¥{ skupina vektort (149). Oznalme tyto ve-
ktory postupn® znaky -

ﬁ:, eesy 7“" ’ ...,i §: g ooey 5:‘ pro matici ’,

- kdeito

pro matici A,

»
[} o.oo, “= &‘o

P
%
A
4

»
9 cooy ‘

¢ ~ +_ » _
aj- %, .., aj- %, a-x
Pritom vektory

jsou ¥éddu r, atd. Podle vyznaru tdchto vektort pron = 1,2,...,%&, plati
(A-aE)xy = 0
a odtud

~

Q' (a-ap)QX = 0 .
Podobné je (D ~-dER) i;
takie

-4 r
(B-¢B)X =Q (A -aE)Q X,
0dtud priétenim vektoru d x: na obé strany dostaneme

B - @'AQs]

Podobé‘ém0
o (A-aB) £ =

a odtud podle (150) plyne )
Q' A-cB)Q ¥ -qax- X,

Podobné
° (3 -ak) &1 &

' Je tedy o
o (B-4a8) 1 =@'(A-aE) @ &

Odtud priétenim vektoru d a"ix;l na obé strany plyne

B! - a'aq xr-l

L@



atd. Vidime tedy, e plati rovmice *
-4 -4 -4
Baj- A'AQq),  Baj- Q'AQq;, ..., Bs;- A'AQs,
takze je - ‘
BP = (@"AQ)P. . (151)

Protoe matice P je regulédrni, slofenim predeslé relace (151) s inverzni
ratici P obdrsize

4

B = QAQ

¢imZ je véta dokézéna. i

21. TRANSFORMACE PARJ maticC

21.1. Uvodni pozninka. Karl Weierstrass (1815-1897) ve svém proslulém poje=

dndni ,,Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen", (uverejnéném v
tasopisu ,Monatsberichte der kgl. preussischen Akademie der Wissenschaeften"
2 r. 1868, str, 310) Yresil tento problém:

Ysou dény dva pary &tvercovych matic P, @ ;P4 » Q4 tého? Yddu n. Jaké

jsou nutné a postadujici podminky k tomu, aby existovaly takové reguldrni
mtice B, #ddu n, %e plati vztahy
’4 =“’“, Q‘= “Quo

P¥itom se Weierstrass zabjval piipadem, Ze pro nékterd A y & Je

‘ | AP+ u@| #o.
Jeho reSeni spodivéa na pojmu tzv. elementdrnich @8liteld, o nichZ se zminime
v kap. 22, Z predchazejici teorie, kterou vybudoval nds matenatik Eduard Weyr
(1852-1894) ve své praci ,0 theorii forem bilineérnych (Praha 1889), plyne
snadno jiné reSeni, které se také vzishuje na piipad,kdy pro nékterd A, u
je| AP+ ‘U-Ql # 0. Toto reSeni je obsaZeno v nisledujicich dvou vé€tich, z nichi
v prvni predpoklddédme reguldrnost matice P .

-

21,2, Véta, Nech? P ,Q ;B ,Q, jsou dva péry &tvercovych matic téhoZ
Y4du n, pri&emz |Pl# o.
Pek existuji reguldrni matice W ,R ¥du n, pro nd: plati
P, =HPN, @, =HAQN (152)
wavd teidy, je-1i || # 0 & obd matice QP QP maji stejné charakteri-

rd v,

stické koreny & stejnd charakteristickd ¢isla prisluSnd k jednotlivym kofenim.

-93 -



Dikaz, Existuji-li reguldrni matice M , N , které spliuji vztahy (152),

z¥ejmé je

19| =IuL.IPIIRE # o,
talkie matice Py je regulérni. Mimoto plati

=mp)ip - ptut o,

Q- HaF' Uy, »
takie QP = nar) u (153)
Jsou tedy matice Q,E‘, ﬂP" podobné.

Jsou-1i naopak matice P, Py regulsrni a jsou-1i ob® matice
Q®, ar

podobrié, takie existuje takovs reguldrni matice W , Ze plati (153), miZene
uréit matici R vaorcem
| K =0u'p.
Pak méme

"

HPR = HP( P W'P)) = H(PPHU'P, = (HH')P =P,
HQK = (HaP'W')p = QF'P, - a,
Proto existuji regularni matice W, K , které splnuji vztahy (152).
Odtud plyne tvrzeni véty 21,2 uZ bez obtiii.

21.3, Véta, Necht P,Q ;P ,Q, jsou dva piry takovych Stvercovjch matic

téhoZz fddu n, Ze je .
Il = 1@l =18l = 1Q] = o,
avs8ak pri vhodnych Ao » Mo Je
I AP +u.@l #o.
Pak existuji takové reguldrni matice W ,R #4du n, Ze plati vztehy (152),
privé kdyZ obé metide
QAP +8, )7, QAR+ xQ)

ma.ji stejné charakteristické koreny a stejnd charakteristickd &isla prislu-
frd k jednotlivym kotfenlm.

Dikaz, Z predpokladu plyne, Ze matice
R =2,P +4,Q A
je reguldrni, takie |R| # 0, pridems z¥ejmé je K,él, # 0.
Existujieli regulédrni matice H ,R takové, Ze plati (152), je
R4 =l°’4 +&Q‘=&“W+&“QK= “(Ao’ *&OQ YR,
‘ Ry = HRK , -
pridenz Q.| = HQNK .

- % -
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Proto ‘ R“ = lu“R“K‘ 7‘ 0a matn.ce
. R

jsou podobné, jak plyne z pxedeslé vew 21.2,
KdyZ naopak ]R'i‘ 0 a jsou=-li 0!’ & podobne, existuji takové regu=

vla.rnl étvercové matice “ K r4du n, zZe

- n, -HRK, Q, - HaK,

takie )bp +&Q “(,)%P* &G)K }.,"PK +E.HQK
o= pHAK |

4 = )$"P*:
Soudasné je Q‘ = “GK.

Vzhledem k tomu, zZe lbiﬁ 0, plynou odtud vztahy (152).

0déitanim obou rovnic obdriime

22, PREHLED WEIERSTRASSOVY TEORIE ELLMVENTARYfcH DELITELfI

=N
"Tato kapitola obsaluje strucny prehled Weierstrassovy teorie elementarmch

délitelt, Véty uvéddime vétS8inou bez dikazu.

22,1, Definice svazku matic. Nechl *,B znali Ctvercové matice téhoi ri-

du n, pridemz Aje regulsrni.
Mnozina ctvercovych matic Iddu n tvaru
QA +B | (154)

kde A znadi libovolné &islo, se nazyva reguldrui svazek matic urcéeny matice-

i A,B .

¢2,2, Zavedeni pojmu elementirnich délitell avazku matic.

1. Nechl D znedi (pro k = 1,2,.4.,n) nejvétdiho ugolecnehg délitele vsech
minoru l’-teho Tddu v determinantu |1A* B‘

Je tedy D polyrom F(N) stupnd m 2 0, Zv143+3 pak D_ =| XA +B) e pom
lynom stupn® n, nebot|Al# o. l

Snadno se zjisti, Ze (pr6 k = 1,2,e00y0-1) je polynom Dy délitelny poly-

nom DP- s takze
‘ Dera
—£= = £2(d) je polyrom promémnné X .

Dy
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2. Zvolme libovolny polynom A-'a, zvany struénd ziklad. Oznadme h,_ expo-
nent nejvyssi mocniny zékladu A- a, kterd d814 polynom D k* To znamens, Ze
kdy2 ).- a nedéli D, pak je h =0, hdyi ale A- a asli Dk, pek také
(N- a) By dé1d Dk' zatimco ( A= a) * nedéli polynom D

3. Vlestnosti exponerntl h, (pro libovolny zdklad A= a)
a) h €h_ ., (155)
piicemZ znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyz hP+1 = 0,
'b) KdyZ pro uréité j nastane hj =0, hj+1 > 0, pak

hy ® B, = eo =hy =0, (15¢)
0 < hj+1( ese < b

4, Poloime
=h e, =h, =h, eee, € =h =h (157)

°1 1° n n n-1°
Pfitom platis a) § = 0 jen tehdy, kdyZ h = 0;

b) °1‘°z£"°‘§°n

c) KdyZ pro urdité j plati eJ. = 0, ej+1 > 0, pak nutné je

) % & T eee T ey, } (156)
ej+l> 0, ej*2> O’ LA RN ) en > 0’

-e

pridem2
) ej_'_l + ej+2 + eee t en = hno (159)

5. Jsou-1li e, &isla definovéna vztahy (157), & plati-1i (158), pak poly-

nomy ) e, e, . e
(X=a) 3, (A=) 9, L., (X)) ® (160)

se nazjyvaji elementdrni délitelé determinantu \1A+ B \ patfici k zékladu
)\ - a (pop¥. elementirni délitelé svazku lA-f a )e

22,3, V8ta, 1. Llementdrri d8litelé (160) mohou pirislufet jen zékladu A- a,
ktery déli determ:ma.ntllA B\
2, Soulin elementdrnich delitelu, prislusnych k témui zdkladu - a, je
roven nejvys8i mocriné ( p a) ', kterd déli determinent D~A B | .

3. Soudin vSech elementdrnich délitell, piisludnych ke viem moinym zékladim,
je roven &% na rultiplikativni konstantu primo determinantu HA +Bl.

Dikaz. 1. KdyZ A= a nedsli determitnt |AA+B| , pak viechne

e tedy té:i ‘_ en =6y T e T e = O,



2. Druhé tvrzeni plyne ze vztahu (159).
3+ Tieti tvrzeni je disledkem druhého.

pE{KLAD 20, Urleme vSechny elementirni délitele dancho svaziku LA +B .
feseni. Necht a.8, # 0 a necht matice A,B jsou tveru

A =fa, 0, 0, 0], B - b, 0, 0, K
0, 8,0, 0 0, 1,0, 0
0, 0, a,0 10, -0, b, 0
|0, 0, 0, &, 0, 0, 0,.b,
rak je B
)A +B = lal*-bl, o, 0o, o ] ‘
lal+b1, 0, 0
0, 0, lafb 0
0, 0, 0, J,a *b,
ejus je | 1A +Bl = (ke +b)3<>«a +v,) =8 (1+—>3(1+-—)

pPredpokléde jme, 1,e(b /8 )7-‘(b /a-). Pak elementérni délitelé mohou pi‘isluéet
pouze k dvéma zékladim, a to )~+ b /a X+ bz/aA.
1. Pro zéklad M + b /B. zfejmé je
hy =0, hy=1, hy=2, b =3,
e. =0, e

1 ) = 1’ 133 = 1, e4 s 1.

Piisludni elementarni délitelé jsou tri a jsou vesnés rovry X+ bl/al.

2. Pro ziklad }* bz/za.2 z¥ejmé je

by =0, by =0, hy =0, h, =1,
e1=0, 92,=O’ e3=0, e4=1.
Prisludny elementirni délitel je A+ b,/85.
Soudin viech elementirnich dS1iteld je prdProven
(X + by /a3 3~+bz/a)- HA*BI

22,4, Definice, Neéh’{; pélynom d- a asif deternd.nant'().A*B‘ a rechl

(pro k = 1,2,¢4.,n) maji &isla h

X vyznam uvedery v odst. 22.4.2,

(W= a) ¥k, se nazjvéd reguldrni minor k-tého ¥ddu vzhledem k zskladu X - a.

Kazdy minor k=tého ¥édu v determiantnu ‘3.‘+ B| , @8litelny prévé mocninou
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22,5, Yéia, 1. Kaidy reguléirni minor fddu k (pro k = 2.3'..-..:1) v determi.
| nax tu |1‘+" vzhleden k sékladu - a cbsahuje upon Jeden reguldmi
minor #édu k=1 vzhledem k témui zékladu A= a,

2, Kaidy reguldrni minor fidu kel v detcrminantu'“-*‘l vahleden k zeklady

2 -2 je jako minor obsaien v aspon jednom regulirnim minoru ﬁdu k v deter-
minantu |AA+ Bl vahleden k témui zékladu - a, '

Ne zdkladé uvedernych vét se di dokdzat nésledujici véta.

22,6, Welersirassava yéta. Noch% A, B jsou 1ivovolné mtice $édu n, s richi
A je regulérni. Lechl .1 |
(l-‘) (l"a)d, eeey (x-lm)m
predstavuji viechry olememt.;mi delitele determinantu (AA+B | s pridemi
By 8y coey B nemusi byt vzédjemsé rizmé, takie
‘ +02*...*0n=n.
Pak existuji{ matice regulérni “,K f4du n, pro néi plati

HAXK-E ’ HOK-W ’ kde

-\ ‘r-al.l, o, ....o’
0, 251, eesy O | 0

eccescocvcosccsee |
O, \0. 0, eeey 1 '
0. 0. O' [ XY X1 31 '

[] ‘2’ 1. 0’ esoey 0;

'
' o, 1’ [ XX XY ol
0 ' 00000.0000000000 | ecee 0 e(.‘
| ,
0, 0, 0, (XX N] 1 ' '
0. 0, 0. L L X4 ‘

- 0 ™

2

Y T

...Q.C....l...0........0.‘...‘..I.l.‘.'.. ....r.........‘.......'

e Gt am—— Gm— co— -J' -—-/’-—- —— ans q—- T 1’ o:-..—.-,—o--

.0. &m. 1' esoy 0 &e
m

...C 0000000000000 0000

0 - 0 | % , Op eeey 1

' o’ L RN arﬂ
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22,7, POZNANKY, 1. Matice \E+ W je tzv. Weierstrass sonicky
svazku AA+B . ,

2, V8imnéme 8i, Ze v uvedeném tvaru matice W se vyskytuji pouze korery a
exponenty elementdrnich délitell svazlu )\A+3 .

3. Véta 22,6 md Cetné aplikace. Jednou z nich je rapr. nasledujici véta, .

kteréd uddvé nové reSeni problému z odst. 30.1 o soucasné transformaci dvou ma-

tice

22,8, Véta, Necht P, Q ; P, ,Q, znadi dva pary matic téhoi ¥4du n a nechl
je napf. P reguldrni. ’
Pak existuji takové regulérni matice ¥, K #idu n, Ze je
P, =HPK, Q-Hak , (161)
pravé tendy, kayz |Pil# 0 & kayi ova svazky matic AP-Q , NP -Q, meji
viechny elementarni délitele stejré.

Dikaz provedeme jen v hrubych rysech., l. Uvedend podminke je nutrd. Vskutku,
existuji=li regularni matice “ K o viastuostech (161), dostdvame
kAQL] \'P\ IKI # 0,

takze ’4 musi byt reguldrni. Dale pro libovolné &islo je

AP-@, =HOAP-QK.
Odtud plyne IAP- @, = HI 2P - Q| K| =c2P- @],

kde ¢ # 0 je vhodna konstanta. Proto zéklady elementarnich d6liteld obou svaz-
i AP-Q ’ )\’4— .Q,| jsou ‘stejné. D4 se dokdzat (dikaz neuvadime), Ze i
jejich exponenty jsou utejné.

2, Ukazieme, Ze uvedend podminka je postaqulci. Vskutku, nechl H’l # 0,
‘?4 # 0 a nechl

(A=s)l (Ama)®y ey (A-a)™

jsou elementarni d€litelé obou svazkd 7\’ Q, \P - Q4. Podle Weierstrasso-
vy vety 2¢.0 existuji takové regulirni matice H K4, “ Kg_ ¥édu n, Ze je

HPK-E, . #HQKe w ,
42K E | HAK: W,
xde W 2nad{ matici lra.nonlckeho tvaru, Odtud plyne

?- (M, H)PK, K,
Q- (H, H)Q(K, Kz)

Lxistujd tedy takové regulsrni matice H- ‘“ “4, K= K K—,_ radu n, zZe je

?, - HPK, Q,- HaK.
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ddaSe Y8ia © odoboich patigich, Dvé metice A, B téhok Fédu n ysou podob-
: né, prévé kdyt kaidy elementérni délitel charakteristického determinantu me-

oo A jo elenentirnim d¥litelem charakteristického detcrminentu metice B
nubon privd kdyi oharakteristiocké determinanty t8chto matic maji ctojné .-
_thmmumi dblitele,

Dikess 1. Uksime nejprve, ¥e uvedeni podminka je nutnk. Nechi A Ftéhoi
. ¥48u n jsou podobné. Pak existuje takovd regulirni uatice Q, ie je

B .x'AQ,
Zéroven plati -ﬁ"!ﬁ \El= 4,
Tedy podle predeilé vity oba deterninmanty |AE-B| , |2E -B| majt

stejné elementdrni délitele, Aviak

|2 Al = ()®|A AEl, |2E-BI = ()| B -2El,
Proto také determinanty |A-AEl, |8 -AE| maji stejné elementirni as1i-
tele, 2, Ukmime nyni, fe uvedeni podminke stati. Lechl tedy |A -).E‘,
18 =ABl, o tati 4 JNE-A}, |AE-B| maji stejné elementirni ds1itele.
Pak podle véty 22,8 existuji takové reguldrni ustice “,K y i0 je

"B «HEK | B.HAX ,
Odtud mize W=W* , - l-K'AK , takie mtice A,B  jsou podobns.

m Urleme slementirni délitele determinantu |AE-A| , kanonicky
tvar Veierstrasstv & pfislunou matici K y Jo=1i A matice z p¥.

18 & 19,
a“.’lf. Dand matice A = 0, .1' 1. 0]
. ' '2' 1,01, =1
. -1. .1' 1

O, 2, =<2, 0
. mé podle vypoltu v pFikle. 16 charakteristicky polynom

S IALAET - 34
Minory 3// stupnd jsou (vh. pi‘:ﬂd. 18) , ,
| A+ 4), 22 2%, 8 ,-
I+ 2, RA+ 1, 2, adto,
AA- 2), 2, Ria- ), 22( X - 2),
<2, - R, Al 4.

 lementérni délitelé patii pouse k sikladu ) ... Pidtom je
r hl - 0, ha = 0' h3 - '1")14 = 4’ .
- .1 - Oy.0 O’ k) =1, .4 = e v
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proto elementérni délitelé jsou tvarus A, X

pl&ti _ )
E =HEK, HAK= W = _ol_}g,_-gl 0 } o
O, :0, 1’ 'O
O,\]O, 0, 1 &4
0o, o, 0, ©
Protoie H- K-l, uréime nejprve nmatici K ze vztahu
A
K AK=W
neboli AK= KW,
"y . - r ’ 1
Oznacime=1i K= 81 bl’ Cqy dl
83 By ¢ 4
"3 B3 o3 9
La4, 'b4, C4 d4
mei platit i
0,1, 1, 0 | e, e 1=1le,o a | [o
’ ’ ’ alv 1? 019 1 1! Py 01’ 1 ’
-<, 1, 1, -1 8,y byy €,y 4, 8, b,y ¢,y 4, o,
2, =1, =1, 1 83,‘b3,-c3,’d3 83 b3: C39 d3 0,
0, ¢, =%, O a,,b,, ¢c,, d a,b,,c,,d, | |O
b) A’ 9 .L4, 4_’ 4! 4- l.-4’ 4) 4: 4-L’

-
0,0, 0
0,1, 0
0,0, 1
0, 0, 0 |

Podle Weierstrassovy véty existuji proto regulérni matice H , K , Pro néi

0dtud po vyrnésobeni obdriime porovnénim stejnolehljch prvki na obou strandch

celkem 16 linedrnich rovnic a 16 neznémth: 81y bl’ Cyy ooy

4

d,. Obecnd teorie

zaruuje, e tyto rovnice maji netrividlni reSeni, tj. Ze vSechny neznimeé

nejsou rovny nule,

Dostavame rovnice

(1) -8, + a3 =0, (9)
() - by + by =0, (10)
(3) - ¢y *t ey =Dy, (11)
(4) =4 +dy=c, (12)
15) <2a, +a, + ay - &, =0, (13)
(€) Jbl *+b, *by=-b, =0, (14)
(7) =2e) * ¢y * ¢y - ¢y = by, (15)
(8) ~2d) +d, +dy - d, =7y, (1€)

ProtoZe se zde vyskytuji
/
(6) = (10), zbyvad k refeni tato soustava

- 101 =~

Zal- a, - a3 + a.4
Zbl'bg’b3+b4
ch -Cy =y + cy
2d) -4, =4y + d,
Za.z - 2a3
2b2 - Zb3
Zcz - 2c3
2d2 - 2d3

1]

=c

0,
0,
b

3’

Cay
0,
0,

47
4.

stejné rovnice (1) = (13), (2) = (14), (5) = (9),



(5%)

8-23, + 2a

1*) &3 = ‘20 "4 1 2!

(2*) by = by, (6*) b, = - 2b, *+ b,

(3*) c3-b1+02, (7%) o, ==2c *2c,+ by ~ b,

4*) 45 = e * % (8%) a4y ==-2d + 24, + ¢ ~0,,
(o) ¢, ®==2c, +2c;, *b +b,
(16.') d4 =-2d1+ 2d2 + cl+ cz -+ "bl’
(11%) by = 2c, =20, - 2by ==y,

Sl - B # > - .
| (12%) c4 24, - 2d, = 2¢) = = 2¢;.
Z rovnic (9*) & (7#) plyre b, =0,
kdeito (8*) a (10*) méme 2cy = - b,

Dosadime-1i tyto dva vysledky do

piedeflych rovuic, dostaneme

a3-a2 d3=d&+°1’ d4=-2d1+2d2+cl+%bl’
bZ' =b3 =0 a.4 = 23.2- Zal, 3-02 = - bl’
ey = by by == by

Méme tedy 10 rovnic o 16 neznimych. MSE eme si proto 6 velifin zvolit (ale ta},

aby K byle reguldrni).

Zvolime~1i napi. & 1 = 0, b1=2, cl'-'o, d1=1, e, =1,d, =0, |
pakbude b& "0, c& =-.l’ a'3‘1, b3=0, C.. l, d3=0, d4=d’ b4“-4’
e, = 0, ::14 = = 1, takie hledand matice
‘ = 0’ 2) o’ 1 ’
1, 0, "1, 0
i, 0, 1, O -
2: -4, 0, =1

piideni IK|= - 4, takie K Jje regulérni.

23. KLASIFIKACE REcULARNfcH PARS maTic

V této kapitole struén® pojednime o klasifikaci reguldrnich part matic,
zalofené na predchdzejici Weierstrassovdé teorii. Nejprve si uvedme bez dike-
zu nésledujici vétus '

23,1, Vétl. J'O\l‘lix f‘l’ 32, eseny am

By 839 000y €
libovolné piirozend &isla, pro néi je e, *+

AL-W
- 102 -

libovolna ¢isla, kdezto
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M pak svazek ma¥if
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#édu n, kde Wznad{ Weierstrassovu kenonickéu matici (odst. 22.6), mé pravé
tyto elementdrni délitele
1 ® °n
(A-al) ’ (A"az) ’.oo,(A"a‘m)

Podle této véty existuji tedy svazky matic libovolrého ridu n, které maji

pieden dané elementirni délitele.

3.2, Definice reguldrniho piru matic. Reguldrrim pérer. matic rozumime

pér &tvercovjch matic téhof Féddu, z nichi aspon jedna je regulérni, pridemi

si je myslime usporadiny tak, Ze vidy prvni matice je reguldrni.

23.3. Charakteristika regulérniho piru matic. Necht A , B je reculdrni

pir matic Tddu n 8, nechl polyromy
(7\.-—9.) ,coooo-, (>\"'a')k4

e
()\-aa) g sececey (K-az) ’ (1)

00 8¢ 0000 e .ttooo.o.d'c'tl.ao'.....

(A= ah)‘," ceeveey (A= ah)“ .

piedstavuji vBechry elenentdrni délitele svazku AA-B , prilemi &isla &,
8,9 eeey B jSOU vzédjeiné riznd.
P¥i oznaleni elementdrnich déliteld jsme volili takové usporddéani, ze

exponenty € 3t prisludné k témuf zakladu, s rostoucim indexem nerostou, takie

je napfi.
122 2! ... atd.
el 92 XX ek ) Gd
o > 2 2 1
a ¥rome toho kl = k2 € eee = kh.
Dale ovsem plati . h)
el + .. rel Tl .+ = n. (163)
1 kl 1 }‘h :

Pak reguldrnimu péru matic A ,B prirazujeme cherakteristiku |

) cceeny (e(h), seey e(h))] . (164)

(615 eeey € '
[ 1? ’ kl), (el, seey h

1’2
Tedy kazdy regularni par matic A ,B i urditou charakteristiku, kterd udavas
1. Podet vzdjemnd riznjch zakladt elen. d8liteld svazkulA-B ;

2, exponenty elem. délitell, piisluinych ke kaidému zakladu.

mIKLAD <2, Urdeme charakteristiku regularnlho péru matic E,A, kde A je
matice uvedend v piikladu 2l. ’
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Hebani, Svazek matic AR -A mé elementirni ddlitele (viz piiklad 21)
_ 3

A, A,
takie polet rlznych kofenh a, Jeh =1, PYisludné exponenty uspoiddané podle
velikosti jsou e, =3%e =1
Proto charakteristike daného paru matic je tvaru
((3,1))

23.4. Potet vzdjemné rlznych charalteristik regulérrich pérl matic fddu x.

Vezméme v uvahu mnoZinu viech reguldrnich pért matic fddu n, kde n znaéi
libovolné (ale pevmé) piirozené &islo. |

Kaidy pér regulérnich matic mé jistou charakteristiku, avdek vzéjemné rlz-
nych charakteristik je pouze konelny po¢et. To plyne z toho, Ze lisla kaidé
charak teristiky jsou piirozend & podle (1€S) je jejich soudet roven n. Odtud
plyne, ie véech moznych charalrtenntilf je nanejvys

Lda T, ’ (165)

kde m znadi polet vSech moZnych rozkladl &isla n v prirozené séitance.

Mysleme si vSechny rozklady éiyla n v prirozené sditance usporadsny tak, ze
ne. prvnim mistd je rozklad obsshujici pouze jediného s&itance (tj. &islo n
samo), pak rozkledy o dvou s¥itancich, pak o tfech siitancich atd, ai koneéné
rozklad o n B&itancich rovnych jednickém.

Tak napr. pro n = 4 mdme tyto rozklady

4; 1&2 2,1,1; 1,1,1,1.
Zafadne nyni &isla kaidého uvaZovarého rozkladu do h = 1,2,..s,n skupin (pokud
to jde), & uspoiddejme je v kaidé skupind tak, aby nerostla. limoto uspoiddejme
viechny tyto skupiny podle podtu &isel taek, Ze prvni skupina obsahuje nejvice
dimel, atd, Polet viech moinych charakteristik reguldrnich péru matic ¥didu n
Je zrejmé nanejvys roven poétu téchto uspofddanych skupin.

Nepfs pro n = 4 dostaneme celkem 14 skupin tvarus
Pro h = 13- 45 (3,1); (2,2); (2,1,1); (1,1,1,1)

Proh =21 3,13 2,2; (2,1),1; (1,1),2; (1,1),(1,1); (1,1,1),1
Proh = 3: 2,1,1; (1,1),1,1
Proh =4: 1,1,1,1.

Vratme se opdt k obecnému n. 2 véty 23.1 plyne, Ze existuji reguldrni pdry
matic Féddu n, Kkteré maﬁi piedepsanou charakteristiku., Odtud plyne, Ze viech
moinych charakteristik reéguldrnich part matic fédu n je prévé jemom tolik,
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kolik je skupin, o nichZ jsme vpredu mluvili.
Tak napr., kaidy reguldrni par matic ¥ddu 4 mi jednu z tSchto charakteristik
4], [ea)] . [ee) , lean) ., (o)
B, , [2,2] . [(2,1),1] , [, ., Rl,l,(l,lj

’ | Aotk | $
ld’l,ll ’ l(l’l)’l,l ; ‘1,1,1,1 .

23.5. Definice t¥idy reguldrnich part metic. MnoZina v8ech reguldrnich pé-

ri matic ¥4du n, které maji stejnou charakteristilku, se nazyva t¥idou uvaZo-

vanych reguldrnich pérd uatic.

¥rodina viech reguldrnich part matic Ffddu n se tedy rozpadd na konelny
pocet trid, pricemZ vSechny pary téie t¥idy se daji regularnimi maticemi
prevést na stejny kanoricky tvar. |
PRiKLAb 23, Uvedne v kanonickéh tvaru viechry t¥idy regulérnich pard natic
1adu 4.
HeSeni. Znadi-1i E jednotkovou matici radu 4, pak kaidy regularri par matie

f4du 4 se di prevést na jednu z té€chto tiid

- ‘ - |
1 E, 891, 0, O 1; (2) E, 2, 1, 0,]0 ] .3
|
0, &,1, O Oy &, 1,,0
0, 0, 2,1 0, 0, a ,'_o__
_0’ o, 0O, 8.1- | LO, 0, O’!&l_
(3 g |2y 1,}0, o |; (4) E| ® 1,50, 0 ;
9 249 © ol L oIy
o, O,,al,l 0, O’LaLUO
0, 0,! 0, a | LO, 0, O, 1&1
(5)  g,|2210_0s 0 | (6 g low s 00 |
Q, Ell"o’ Y 0, 89 1, ,0
O O M40 9 O 220
0, 0, "0, 18y Lo, 0, 0, i, .
) - -l
m g, [ 1o 0 1; © gfop 1l 0 ]
0 240 O _ 01 21210 ©
0, 0,'a,,1 0, O, :al,;f
0, 0,,0, & o, 0, '0, '8,
L l - L o
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- - B e
(9) a. 00, O, 0O |; {10) 0, 0, © ;
g’ -_a{._:T ’ H : e' .a.l'i_...' ’ H
o 118,40, O O,la 0, O
' 0-3‘1'— = i |
0 0y a1 Or Oy 2O
0. O, 0,:84 LO’ 0, O"iaa
: - - - | I
(11) E, alo"o’ 0, O H , (12) t’ 8y l’i 0,. 0 H
0, Ta Jo, © 0, 40, ©
0’ O’ |e-1‘ 0 0’ O’I 92,‘:-0
LO, O, O, awa 0’ 0, O’-' a;-
(13) z, (&40, 0, 0 75 (14) 'g,:ﬁj o, 6, 0] .
iy I, Wl , -1 _
05180105 0 011%130% °
o, 0’-132 0 : 0, O,La.3,:0
0, 0, 0,8, LO’ 0, O, {'a4
e ] . -

Tyto pary naji charakteristiky uvedené v odst. 2.4. Napi. pér (1) mé cha-
rakteristiku [4] , pér (2) charakteristiku [(3,1)] , atd, Zdtraznéme, ie
pismena a, 8 riznymi indexy znali riizna ¢isla.

i

23.6. POZANKA, Uvedli jeme, e se viechry reguldrni piry matic Fédu n,
které patii do téie tridy, daji prevést repguldrnimi maticemi na tyZ kanonicky
tvar, Oviem &isla &, vyskytujici se v kenorickém tvaru jedunoho paru, rejsou

vidy rovna &islim &, vyskytujicim sé v kanonickém tvaru druhého péru. To ziej=-
mé souvisi s tim, Ye charakteristike keidého regulérniho piru metic A, B
udévé podet h vzd jemnd riiznjch zdkladl elementdrnich déliteld svezku A A-P
a exponenty elementdrnich déliteld pat¥icich k jednotlivym zdékladim; neuddvd
viak tyto zéklady, tj. prislufnd &isla. ‘
Napi. regulérri pir matic E , A F4du 4, kde A znad{i matici uvecenou v pii-
kladu 21, mé charakteristiku [(3,1)] a jeho kanonicky tvar je
| , takiZe a. = Q.

E, o, 1, 0, O 1
o, 0, 1, O
o, 0, 0, O
Reguldrni par matic 3 ’ B =1|11,0900 ’
y 1, 1, O /
” ,0'9 1’ 0
o; 0, 0, 1



ktery je jiZ v kanonickém tvaru, mé téZ charakteristiku [(3,18 y takie pa-~
t¥i do téie t¥idy jako predeily pir E , A)ti"ebaie 8, = 1.

-

24, APLIKaC: PYEDESIE TEORIE NA RESh{

SYS‘I‘ﬁIuU Lm“uim fcu Homocm\nicn DIFLREL uﬁn\ Iu KOVL1C,

i jme systém linedrnich homogernich diferencidlnich rovnic tvaru

!/ - :
Y1 T 8¥ T Bp¥o Toeee T B ¥y )

ol =
) T e, Ty toauY, * e e, V., ' (1€6)
-
In © & 11 " Y2 Toeee ¥ &I
P

kde ajy znaéi daré konstanty. Oznadime=1i

_ _ ).

A - 8119 **°0 Bqp] YN . Y= [N
® L ] .)
Spys e B In n

ntfeme systém (16C) psat jedinou maticovou rovnici tvaru

y-A .y (167)
Jde o urdeni obecného reSeni systému (166). Metoda, kterou vyloZime, spodiva
v tom, Ze m:;a.to neznamych funkeci Yys seer ¥ zavedene jejich linedrni kome=
binace ® konstantnimi koeficienty, Zyy seey Zpy pricdemz tyto kombinace zvolime
tak, aby hovély systému diferencidlnich rovnic, ktery je pokud moino jedno=-

duchého tvaru. ReSenim tohoto nového systému obdriime funkce z,, eee, 2z .

NuZe, zavedne linesrni kombinace Zyy eeey 2y neznamych funkei Yis eees ¥
vztahy ‘ 3
SRS T LT PL YT E I PLY
Vo T kop% T K2y toeee Mz | (168)

90000000000 0000000000000 00000000

yn=lfz+}'n22 "'*knnzn’

7
pridemZ o konstantdch kij piedeviim pfedpoklddime jen to, Ze matice

K - Kyps ooy X1n

knl, LA ] knn

| J® regularni. Lineirni substituci (168) miZeme psit ve tveru
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y=KZ , ke X =

N eee

Odtud a z rovnice (1€7) Plkyne
igAKz »
-1
takie Z-K AKz. , (169)
Podle predchizejici teorie miiZeme zvolit matici K tak, aby matice K AWK
méla kenonicky tvar. Pak je K AK=W , xde W je vieierstrassiv kanonicky
tvar matice A s tedy

w = -cl, 1’ O’ o.m" O ! :
0’ cl’ 1’ ¢oe2 O l 0 l toceee } [
0000000000000 so 0 I '

| |

Oy €y 1y eeey 0 |

oooooéoooooono--o. I ceeeee ? 62/'
|
I

[ XA XX N J (X R XK N J [ X RN XN )

- .
piiSent o), Gy» eeey Gy 2n8di kofeny cherakteristické rovnice mtice A .

Dostaneme tedy po vynésobeni ze vztahu (16S) rovnice
V=
z% clzl + Zy,
22 = €1% 7 23

. €0 000000000 000000000

+ 2

' =

2 = C.2z ’

el 1 ¢,

0 00 0000000 0occs0o0e 0000000 (170)

\ =
z_. = c,z * 2.,
el+1 (4 el+l ol+2

90 G090 00000000 POEECEOCEOIOTSOOCEOSEPLONTIOTOOS

\ -
2z = z ,
01+ e, | \ Gy el+ e,

Ja z¥ejmé, %e se systém (170) dé Yedit snadnéji ne: systém (166), nebol di-

ferencidlni rovnice pro funkce z'l’ z°1+°z' s Zg . ve j80u homogenni
diferencidlni rovnice I. fddu, 2z nichi lze tyto fun?é‘co vyp%éi-t. Pomoci nich
miZeme pak Yedit postupné ostatni diferencidlni rovnice asystému (170), které

jsou, jek je patrno, vesmés diferencidlni rovnice linedrni nehomogerni prvniho
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t4due Tim urdime funkce Zys eeey T, B 20 vziahl (108) obdriime pak funkce
/

yl’ eeey yno

Mix1aD 24, Kedme systém diferencidlnich linedrnich rovnic tvaru
yl ? = y2 + y3’
Y = _ -
YL ==yt Y, t Yy =Yy,

) = y - -
y3 dyl ya y3 + y4’ '

) = 2Y., = 2¥. o
) 2y, = 2y
feseni. Matice A této soustavy je tvaru A= 0, -1, 1, O
‘ 1, 1, =1
? ’ ’
Je to tedy matice rovrd matici Av pii- 2, -1, -1, 1

‘< : 3 s ~ -4 d -
Kladu 21. Za matici K, ktera prevddi ma-~ O, €y ==, O

tici Ana kanonicky tvar, zvolime matici uvedenou ve zminéném prikl. 21, tj. /

matici
K= ]o, 2, 0, 1 ,
1, 0, =1, O
i, 0, 1, O
2, =4, 01 -1l

pridens w=|C'AK= 0, 0, 0, O
0, 0, 1, O
0, 0, 0, 1
0, .0, 0, O

Linearni substituci o matici K , tj. substituci

vy = €z, * 24
Yo =29 = 23
355 T
514-'-3z1-4,z;a =24
prejde dany systém v soustavu
z;_=0, z}=z~, z}=z4, zZ=O.
Jeji reSeni je 2 = Cl . 2
22=C24'r 03x+2—04x
z4 = 03 + C4x
24 = C4

kde X C,, CJ’ 04 jsou libg_volné konstanty. Odtud cbdriime obecné Trefeni

daného s\yatému ve tvaru yy =26, + 20x + C4(x21-1), -
y, = Cl'- C3 - C4x,
y3 = € * Gy * Cpx, P
¥, = 20, = 4C, + 4Cyx - C4(Zx -1).
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" 2s,

26,

27.

28,

29,

30.

31.

32,

33.

25, cvitEnt 3.
Nepiste Weierstrassiv (neboli 3ordaaﬁt, 84 Zordandv) tvar metio

A=|o, 1, of, B=[2 ¢ -5 C- [1,3, 4
-4, 4, O ' 1, 1, =5 4y =7, 8
2, 1, 2 1, 2,=6 €y =Ty 1T

Urdete ka.nonicky tvar W 1dompotenmi matice, tj. matice A » Pro kterou

plati A =A,

2
Dokaite, ie involuni matice A (tj. matice, pro nit jo A =& ) je podobni
diagondlni matici a urdete tvar této diagondlni matice. (Diegondlni matice
mé v3ecky prvky, nelefici v hlavni diagondle, rovny nule,) ‘

K
Dokazte, Ze periodicksd matice P (tjo matice, pro nii.’ = pro vhodné
prirozené &islo k) je podobnd diagondlni matici a urlete tvar této diago-

nédlni matice.

Ukaite, Ze matice A - 10, ;3, -2 Je podobnd s diagondlni maticib
-1, 1/2 4

(s nenulovymi prvky dll = 2' o, ==3, 4, = 4) a urdete prisluinou

33
matici Q s Pro niZ plati ﬁ Aq D h

Zjistdte, zda matice A = | 2, =2,

nosti na diagondlni tvar. lg’ :3’_
.- ] 1

se dé prevést transformaci podob-

oV W

Dokaite, ie matice M =[7, <12, 6 je podobné disgondlni metici] ;
10, =19, 10 \

12, 24, 13

uréete mutic:.) & prisludnou matici transformace .

Ukaite, Ze matici A -1, nelze prevést transformaci podobnosti
_1 na diagonilni tvar (nebol u je singul
|

Urdete elementérni dblitele matice As 1, -1, 1, =1
-3, 3, -5, 4
15, -10, 11, =11

i

Dény matice A = 2,1,0,0’3 = |2,

0
0,2,0,0 ~ Jo, ¢ 0
0,0,2,0 0, 1

2

0, 0, 0, 2 o,

Urdete, které z t8chto t¥i matic jsou podobné.




-
O

35. Urlete charakteristiku matice A = [4, -5, 2, o 0]
a jeji elementirni délitele, 5y =Ty 3, 0, 0, O
J J ) 6’ -9, 4, 0’ O’ 0
o, 0, O, o, 1, O
o, 0, 0, 4, 4, O
6, 0, 0, =2, 1, ¢
VYSLEDKY
RSN
25, €, 0, 0 ’ -1, 0, O ’ 3, .0, Of:
O, d, 1 O, "1’ l O,, "1, 1
0, 0, 2 0o, 0, =1 o, 0O, =1

L}

26, Diagonélni matice 8 prvky djj O nebo 1, djlr = 0 pro j # ke

! ' . N +
27. Diagondlni matice s prvky djj = -1, djk =0 pro J # k.
) k
28, Je=li p nejmensi z &isel k, pro kterd je A =€ » pak diagonilni matice

md prvky djj rovny nékterym z p hodnot odmocniny p\] 1.

, ) -4
a9. n = 1’ 1’ 1 ? u =-.]%O- 126’ 7’ 70 .

2, -€8, 2 4, <2, O

0, 5y =< : 10, =5, =70

&
30. Nedi, nebot @ '= |1, 1, 0| je singuldrni, takie @ neexistuje.
. i 5, 5, 0

3. D=1, o, of , Q= {2, 1, 3|°

o, 1, 0 1, 0, 5

O, O’ -1 O’ -1, 6
33, (A + 1)3, A+ 1. 4. A B podobne,c neni podobnd Zédné z nlch.
350 [. (d l), i} 9\-'d )b- 2 25- 1.
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