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2 Teorie fazi

V této kapitole se sezndmime s teorif jistych funkci jedné proménné, charakterizujicich rovnici
(q), které O. Bortivka nazval fazemi. Budeme se zabyvat otdzkami existence a jednoznacnosti
fazi, vztahem fézi a feSeni rovnice (g), vlastnostmi fazi a na zdklad€ t€chto vlastnosti budeme
charakterizovat kazdy typ a druh rovnice (q).

V celé kapitole budeme uvazovat rovnici

v =q(t)y, q€C°), (q)

kde j = (a,b), —o0 < a <b < oc.

Nejprve provedme struény tvod do celé problematiky na zakladg jiz znamych skute¢nosti.

Necht (u, v) je baze feSeni rovnice (q) a K kiivka feSent, jejiz kazdy bod P = [z1, z2] je ddn
vztahem [z1, x2] = [u(t),v(t)], t € j v soufadném systému x;z5 s poCatkem O.

Necht' ¢ty € j libovoln&. Pak Py = [u(to), v(to)] je odpovidajici bod kiivky K. Ozna¢me
symbolem r( privodi¢ bodu Py a ag uhel, ktery svird privodi¢ g s osou zs. Pfedpokladame
pfitom, Ze 79 > 0, ap €< 0, 27).

e%))

Obr. 2 Zavedeni prvni faze

Z obrazku jsou okamzité vidét nasledujici vztahy

ro = Vu?(to) + v2(to), u(tp) = rosinayg, v(tg) = 7o cos .
Plati tedy
u(to)
v(to)
Uvazujeme-li pfedchozi vztahy pro libovolné ¢ € j, dospéjeme k definici spojité funkce a(t), jeZ
je definovédna na intervalu j, nabyv4 hodnoty o v bodé€ ¢y a spliluje na intervalu 7 rovnici

tgag =

tgalt) = 22 2.0.1)

vSude, kromé& nulovych bodi funkce v. Takovou funkci budeme nazyvat prvni fazi baze (u, v).
Nez pristoupime k vlastni definici prvni a druhé faze baze (u, v), zavedme pojem prvni a druhé
amplitudy baze.
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Definice 2.0.1 Necht (u, v) je baze rovnice (¢) na intervalu j. Funkce r, s, definované na intervalu
J vztahem
r(t) = Vur(t) + v3(b), s(t) = Vu'?(t) +v"3(b),

se nazyvaji prvni a druhd amplituda béaze (u,v).

2.1 Prvni faze rovnice (q)
Na zdkladé predbéznych tvah definujme prvni fazi baze (u, v) pomoci feseni u a v.
Definice 2.1.1 Necht (u,v) je libovolnd béaze rovnice (q).

Prvni fdzi bdze (u,v) rozumime libovolnou funkci o, spojitou na intervalu j, kterd na tomto
intervalu spliiuje vztah

u(
tga(t) = —= 2.1.1
ga(t) o) (2.1.1)
v kazdém bod¢ intervalu j, kromé& nulovych bodi feSeni v.

Prvni fazi diferencidlni rovnice (q) rozumime prvni fazi libovolné béze rovnice (q).
Poznamka. Déle budeme Casto uzivat misto pojmu prvni fize baze (u,v) struénéjsiho oznaceni
fdze.

Vlastnosti prvni faze o baze (u,v)

Necht’ « je libovolnd prvni faze baze (u,v) rovnice (¢) na intervalu j a w wronskidn feSeni u,
v. Z definice prvni faze, zejména z vlastnosti funkce tangens, miZeme ihned odvodit nékteré jeji
vlastnosti.

1. Vzhledem k periodicité funkce tg neni fize o ddna jednoznacné.

Vybereme-li libovolnou fdzi o, pak v§echny féze pfislusné k béazi (u, v) jsou tvaru
an(t) = a(t) + nr, kde n=0,+1,...
a budeme fikat, Ze tvofi tzv. prvni fazovy systém («) baze (u,v).
2. Necht'tg € j. Pak z definice faze a z prfedchoziho bodu okamZité plyne:

u(tp) =0 pravé tehdy, kdyz «a(tg) =nm, n€Z, (2.1.2)

v(to) =0 pravé tehdy, kdyz «(tg) = (2n — l)g, n € 7.
V nulovych bodech feSeni u (v) je hodnota kazdé prvni faze sudym (lichym) ndsobkem
7/2. A naopak kazdy bod v intervalu j, v némz prvni fidze nabyva hodnot sudych (lichych)
ndsobkti 7/2 je nulovym bodem feSeni u (v). Déle vidime, Ze kazdd fdze ma pravé jeden
nulovy bod a ten je nulovym bodem feseni u; soucasné je kazdy nulovy bod feseni u nulovym
bodem prave jedné fize z prvniho fazového systému.
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3. Vyjadieni prvni faze a:

Necht' &g je nulovy bod feSeni v, tj. v(§p) = 0. Oznaéme &, ({—,), n = 1,2, ..., n-ty nulovy
bod feseni v nasledujici (pfedchazejici) bodu &y. Pak
t
() — {arctg U0 pasgnw pro € (En s,

n (2.1.3)
(5 —nm)sgnw pro t=¢&,.

Z divodu zjednoduSeni zdpisu zavedeme novou funkci ,,Arctan”, kterd bude definovana
vztahem (2.1.3). Dale tedy budeme vyjadfeni (2.1.3) zapisovat ve tvaru

u(t)

a(t) = Arctan ——. (2.1.4)

v(t)

Vyjdeme-li od konkrétniho nulového bodu & feSeni v, pak je faze o ddna vztahem (2.1.3)
jednoznac¢né. Kazdou dalsi fazi «y, ze stejného fiazového systému («) obdrzime pomoci
vztahu ooy, = oo + nmw, n € Z.

Je zfejmé, Ze konkrétni volba nulového bodu &y ovlivni vybér fize o € («).

4. Z ptechozich bodi plyne, Ze zvolime-li ¢y € j libovolné, pak ke kazdému celému Cislu n
existuje pravé jedna faze o, € () takova, ze

1 1
(n— 5)77 < ap(to) < (n+ 5)7@ n=0,+1,+2,.... (2.1.5)

5. Derivaci vztahu (2.1.3) dostdvame

, v v — w

= S )
'LL2+’U2( ) u2+v27é

(0}
V2

Odtud také plyne, Ze o/ € C?, nebot u, v jsou linedrn& nez4visla feseni rovnice (¢) a tudiz
jsou tfidy C?. Konec¢né, je-li o/ € C?, pak o € C3. Pro kazdou fazi o tedy plati

aeC3 o #0.

Daéle dostdvame: Je-li w < 0, pak prvni faze « je rostouci funkce pro kazdé ¢t € j a je-li
w > 0, pak « je klesajici funkce pro kazdé ¢ € j.

Uvedme nyni vztah mezi prvni fazi « a feSenim u a v rovnice (¢). Vzhledem k jeho dileZitosti
ho zformulujeme do véty.

Véta 2.1.2 Necht (u, v) je libovolnd bdze rovnice (q). Necht & je nulovy bod Feseni v, tj. v(&o) = 0.
Oznacme &, (E—n), n = 1,2,..., n-ty nulovy bod feseni v ndsledujict (predchdzejici) bodu &.
Pak existuje prvni fdze o bdze (u,v) tak, Ze plati

7| cos a(t), (2.1.6)
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4.
u(t) = er(t) sin a(t), v(t) = er(t) cos a(t), (2.1.7)

kde ¢ = sgnv'(&y) a nazyvd se signaturou zvolené fdze o, w je wronskidn FeSeni u, v a r(t) je
prvai amplituda.
Vztah mezi nosicem q rovnice (q) a fdzi « je jednoznacné urcen vztahem

q(t) = ~{igaty, 4. q(t) = —{a,t} — (1) (2.1.8)

Poznamka. Vzhledem k pfedchozim vlastnostem fize a je zfejmé, Ze signatura ¢ faze « je
jednoznacné ddna volbou nulového bodu &, feseni v.

Je-li ¢ = +1, pak se faze nazyva viastni a je-li e = —1, pak se faze nazyva neviastni.

Z vlastnosti nulovych bodt feseni v plyne, Ze v usporadani faz{

<o o< o <oypp<ar<ag<...

se vlastni a nevlastni faze pravidelné stiidaji.

Dusledek 2.1.3 Necht « je prvnifize bdze (u, v). Pak libovolné Feseni y(t) rovnice (q) Ize vyjddrit
ve tvaru

sin(a(t) + k2)
o/ ()]
kde k1, ks jsou libovolné konstanty, k1 # 0, 0 < ko < .

y(t) = k1 , (2.1.9)

Dikaz Véty 2.1.2.

Na rozdil pavodniho diikazu v knize [25], kde je uvedené tvrzeni ovéfeno dosazenim do vztahu (2.1.1),
vyuZijeme opét metodu transformace proménnych popsanou ve VEté 1.2.1 a ukdZeme, jak l1ze vztahy (2.1.6),
(2.1.7) odvodit volbou vhodné transformace.

Uvazujme diferencidlni rovnici (¢) a provedme transformaci zdvisle proménné y(t) = h(t)z(t) a
transformaci nezdvisle proménné z(t) = Y (7). Zvolme pfitom za funkci A prvni amplitudu rovnice (g), tj.

h(t) = Va2(t) + 02(2),

kde u, v jsou dvé linedrné nezévisld feSeni rovnice (gq).
Podle Veéty 1.2.1 (i) je funkce y(t) = h(t)z(t) feSenim rovnice (q) pravé tehdy, kdyz je funkce z(t)
feSenim rovnice

(R%2') = h(—=h" + qh)z. (2.1.10)

Podle Véty 1.2.1 (ii) je funkce z(t) = Y(T), kde T = f:ﬂ h=2(o)do, feSenim rovnice (2.1.10) pravé
tehdy, kdyZ funkce Y (T') je feSenim rovnice Y = Q(T")Y, kde Q(T) = h*(—h" + gh). Pfimym dosazenim
funkce h a jeji druhé derivace h” dostaneme Q(T) = —w? atedy Y je tedy feSenim rovnice

Y = —w?Y.
Dostali jsme rovnici s konstantnimi koeficienty, jejiZ feSenf jsou napiiklad funkce

Y1(T') = sin(wT), Yo(T') = cos(wT).
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Tedy feSeni rovnice (2.1.10) jsou tvaru

t

z1(t) = sin(w/ h=2(0)do), z9(t) = cos(w/ h=2(0)do)

to to

a feSeni rovnice (q)

Oznacime-li

pak

u(t) = i% sin a(t), v(t) = i% cos a(t). (2.1.11)

Vztahy (2.1.7) obdrZime okamZité, nebot’

Zbyvé dokézat vztah (2.1.8). Vime, Ze funkce w(t) dand vztahem (2.1.11) je feSenim rovnice (q).
Pfimym dosazenim funkce u(t) a jeji druhé derivace do rovnice (q), tj. u” = qu, dostdvame hledany vztah
(2.1.8).

Dukaz Dusledku 2.1.3

Je-li (u,v) béze rovnice (g), pak libovolné feseni y(t) této rovnice lze vyjadfit ve tvaru

y(t) = cru(t) + cav(t).
Dosazenim vztaht (2.1.11) dostaneme
1

y(t) = W(h sin a(t) + Iz cos a(t)),

kde ll = C1v/ |w\, l2 = Cgo4/ |w\

Postupnymi tpravami dostdvdme

1 Iy . lo 2 _
y(t) = NIE0] <\/l%—|—l§ sin a(t) + \/Wcosoz ) I3+

1
o )|(cos<psma( )+ sinpcosa(t))y/12 +13 = klsln(a(t) +k2),
a

Ve ()]
kdeklzx/l%—Fl ,kQZ(p
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Dvé rizné faze stejné baze (u,v)

Necht (u, v) je libovolnd pevnd baze rovnice (g). Vime, Ze vSechny faze pifislusné k této bézi tvori
prvni fazovy systém («) baze (u, v) a pro kazdé dvé faze z («) plati v, = a+nm, n € Z. Uvedme
nyni dal3i vztah mezi dvéma riznymi fazemi ze stejného fazového systému (o).

Necht o € () je libovolnd pevna fize baze (u, v), t € j anecht plati pfedpoklady a oznaceni
Véty 2.1.2.

Vyjadiime-li feSeni u, v pomoci faze o ve tvaru uvedeném v Dusledku 2.1.3 a dosadime-li
tato feSeni do vztahu (2.1.4), pak pro libovolnou fizi « € («) dostavame
sin (ao(t) + k2)

a(t) = Arctan k; —

sin (ao(t) + k3)’ (2.1.12)

kdekl#o,ogkg,k3<ﬂ'.

Faze ruznych bazi (u,v), (u,7)

Doposud jsme se zabyvali pouze fiazemi, jeZ pfislusely k jedné pevné dané bazi (u,v). Nyni
uvedeme vztahy mezi fizemi riznych bazi, neboli mezi dvéma libovolnymi fazemi diferencidlni
rovnice (q).

Necht (u, v), (@, D) jsou dvé rizné baze rovnice (¢); w, W ptislu§né wronskidny; c, @ ptislusné
prvni faze danych bazi a c11, 12, c21, c22 konstanty takové, Ze determinant A = |c¢;;| # 0.
JestliZe
u = c11u + c19v, UV = C1U + €220,

pak plati

o= cutga+ ciz (2.1.13)
co1tg o + c22

vSude na intervalu j kromé bodi, kde neni funkce definovana.
A naopak, z platnosti vztahu (2.1.13) plyne

ﬂ::t\/w%(cnu+cmv), E:i\/%(cmu—i-cmv).

Klasifikace rovnic pomoci fazi
Necht't € j = (a,b). Oznaéme

c= lim «aft), d= lim «(t),

t—at t—b—

pfri¢emz pfipoustime i hodnoty ¢, d = F-c0. Pak plati

(m—-1)r <|c—dl <mm
|c —d| =mm

¢ = Foo, d je konecné Cislo
c je konecné Cislo, d = oo
¢ = Foo,d = F+oo

(q) je konecného typu m, obecného druhu
(q) je kone¢ného typu m, specidlniho druhu
(q) je zleva oscilatorickd

(q) je zprava oscilatorickd

(9)

tee e

oboustranné oscilatoricka
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Vyjadfeno slovné:

e Fize o je ohraniCend na intervalu j pravé tehdy, kdyZ je rovnice (¢) kone¢ného typu.

e Je-li faze a rostouci (klesajici), pak je neohrani¢end zdola a ohrani¢end shora na intervalu j
pravé tehdy, kdyZ je rovnice (¢) vlevo (vpravo) oscilatorickd.

e Je-li faze « rostouci (klesajici), pak je ohrani¢end zdola a neohrani¢end shora na intervalu j
pravé tehdy, kdyz je rovnice (q) vpravo (vlevo) oscilatoricka.

e Fize a neni ohraniCend zdola ani shora na intervalu j pravé tehdy, kdyZ je rovnice (q)
oboustranné oscilatoricka.

Ilustracni priklady
Priklad 1. UvaZujme rovnici 4 = —y na intervalu j = (a, b) a jeji feSeni
u(t) = sint, v(t) = cost.

Pro prvni fazi o plati
™
tga(t) = —= = — t;éfn:(Qn—l)g, n € 4.

Tedy podle vztahu (2.1.3)

am:{amtg ) —nmsgnw pro ¢ € (6 Gura).

(5 —nm)sgnw pro t=¢&,,

kde w = —1. Po dosazeni dostavame «(t) = ¢ pro kazdé t € j.
Oznaéime-li gy = a, pak vSechny faze pfislusné k bazi (u, v) jsou tvaru oy, (t) = a(t) + n,
t.
an(t) =t +nm, kde n=0,+1,£2,....

A

\

Obr. 3 Fézovy systém («) bdze (u,v) rovnice y" = —y
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Z obrazku vidime:

a(t) = nm,n € Zpravé tehdy, kdyz ¢t = ..., —m,0, 7, 27, ..., coZ jsou nulové body feseni
u (vztah (2.1.2)).

a(t) = (2n — 1), n € Zpravé tehdy, kdyzt = ..., -3, 5, 37”, ..., coZ jsou nulové body

feSeni v (vztah (2.1.2)).
« je rostouci funkce (w < 0).

OhraniCenost fize « a tudiZ typ a druh rovnice (g) zdvisi na intervalu, na némz rovnici
uvazujeme. Napiiklad na intervalu (0, 7) se jednd o rovnici kone¢ného typu 1, specidlniho
druhu, na intervalu (0,00) o rovnici zprava oscilatorickou, apod. (viz klasifikace rovnic
pomoci fazi).

Poznamenejme, Ze O. Bortuvka zavadi pro prvni fazi o(t) = ¢ této diferencidlni rovnice na
intervalu j = (—o00, 00) ndzev specidlni fdze. Jak uvidime ddle, tato specidlni fize je jednotko-
vym prvkem grupy vSech fazi oscilatorickych diferencialnich rovnic (¢) definovanych v intervalu
Jj = (—o00,00).

Priklad 2. Uvazujme rovnici y” = 0 na intervalu j = (a, b) a jeji feSeni

OkamZité vypocitime, Ze

a(t) = arctgt prokazdé t € j.

Obr. 4 Fézovy systém («) béaze (u,v) rovnice y” = 0

Z obrazku vidime:

e «(t) = nm,n € Zpravé tehdy, kdyz t = 0, coz je jediny nulovy bod feSeni u (vztah (2.1.2)).

e Vztah o(t) = (2n — 1)%, n € Z neni splnén pro Zadné t € j, tedy feSeni v nemd Zadny

nulovy bod (vztah (2.1.2)).

e o je rostouci funkce (w < 0).
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e Fize « je ohranicend zdola i shora na kaZzdém intervalu j, tedy rovnice je kone¢ného typu.

Konkrétné napfiklad na intervalu (—oo, o) plati
c= lim at) = —E, d= lim at) = T
t—at 2 t—b— 2

a tedy |c — d| = 7, coz znamend, Ze rovnice je kone¢ného typu 1, specidlniho druhu (viz
klasifikace rovnic pomoci fazi).

Priklad 3. Uvazujme rovnici

5
y" = —472?/ na j=(0,00)

a jeji feSeni
u(t) = Vtsinlnt, v(t) = VtcosInt.

Dosazenim do vztahu (2.1.3) ihned vypocteme, Ze

a(t) =Int prokazdé t € j.

NIE
;

|

1 ™ e™/2

Obr. 5 Prvni faze « bédze (u, v) rovnice y” = —4%3/

Z obrazku vidime:
e a(t) = nm, n € Z pravé tehdy, kdyZ Int = nr, tj.

t = 17€:i:7r’e:|:27r

P

ei?ﬂ'

a lze ovéfit, Ze body 1, e™™, , ... jsou nulovymi body feseni u (vztah (2.1.2)).

e Vztah a(t) = (2n — 1)§, n € Z je spInén pro kazdé

+ +

jus
2,e72 ...

ol

t=e
a o téchto bodech lze ovéfit, Ze jsou nulovymi body feseni v (vztah (2.1.2)).

e « je funkce rostouci (w < 0) a konkdvni. Tedy vzdalenosti mezi nulovymi body feSeni se
zveétsuji.
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e OhraniCenost fize « a tudiZ typ a druh rovnice (g) zdvisi na intervalu, na némz rovnici
uvazujeme. Napiiklad na intervalu (0, a), kde a je kone¢né, je rovnice vlevo oscilatorickd,
na intervalu (0, co) se bude jednat o rovnici oboustranné oscilatorickou.

Poznamka. Z definice fize i z pfedchozich tvah je zfejmé, Ze nezndme-li feSeni rovnice (q),
nezname ani jeji fazi. V nékterych piipadech vSak miZeme znat jisté vlastnosti faze, které ndm
pomohou urcit nékteré vlastnosti feSeni rovnice (¢q). Napiiklad z konkdvnosti nebo konvexnosti
faze vime, zda se vzdalenosti mezi nulovymi body feSeni zvétSuji nebo zmensuji; ohranicenost a
monotonie fize zase poskytuje informaci o typu rovnice.

Dalsi vlastnosti faze o

Ukdzali jsme, Ze kazdé rovnici (q) s bazi (u,v) lze pfifadit fazi o danou vztahem tga(t) =
u(t)/v(t). Otazkou zUstdvd, jak vypadaji vSechny funkce «, které lze povazovat za fize n&jaké
diferenciélni rovnice (q). Odpovéd dava ndsledujici véta.

Véta 2.1.4 Kazdd funkce o definovand na otevieném intervalu j takovd, Ze o € C3(j), o/ (t) # 0
pro kaZdé t € j je v intervalu j prvni fdzi rovnice (q) s nosicem

q(t) = —{a, t} — o’ (t)
a funkce

! i - cos
u(t) = W sin a(t), v(t) = R0 (t)

Jjsou linedrné nezdvisld reseni této rovnice.

Dale ukdZeme, Ze existuje pravé jedna prvni faze spliujici Cauchyovy pocate¢ni podminky.
Této vlastnosti pozdéji vyuZijeme v teorii transformaci.

Véta 2.1.5 Necht ty € j, Xo, X\, # 0, X jsou libovolnd ¢isla. Pak existuje prdvé jedna fdze o
diferencidlni rovnice (q) spliiujici v bodé ty Cauchyovy pocdtecni podminky

a(to) = Xo, o (to) = Xy, o (to) = Xy

Tato fize o patii do fazového systému bdze (u,v) rovnice (q) pro
1 X/I
u(t) = (X{cos Xo — 5% sin Xo)uo(t) + sin X - vo(t),
0
1 X//
v(t) = —(Xgsin Xo + 5% cos Xo)uo(t) + cos Xg - vo(t),
0

kde g, vg jsou FeSeni diferencidlni rovnice (q) urcené pocdtecnimi podminkami

ug(to) =0, ug(to) =1, vo(to) = 1, vo(to) = 0.

Dukaz.
Dikaz lze nalézt v [25], str. 65—66.
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2.2 Druha faze rovnice (q)

Definice 2.2.1 Necht (u,v) je libovolnd bédze rovnice (¢) a necht' ¢ # 0 na j.
Druhou fdzi bdze (u,v) rozumime libovolnou funkci (3 spojitou na intervalu j, kterd na tomto
intervalu spliiuje vztah
u'(t)
v'(t)
v kazdém bodé intervalu 7, kromé& nulovych bodd funkce v’
Druhou fdzi diferencidlni rovnice (q) rozumime druhou fézi libovolné baze rovnice (g).

tgB(t) =

Pozniamka. Piedpoklad g # 0 v definici druhé fdze zajiStuje, Ze nulové body derivaci u’, v’ feSeni
u, v jsou na intervalu j izolované.
Vlastnosti druhé faze 3 baze (u, v)

Necht’ 3 je libovolnd druh4 faze baze (u,v) rovnice (¢) na intervalu j a w wronskién feSeni u, v.
Vlastnosti druhé faze 3 uvedeme jen strucné€, nebot jsou analogické vlastnostem prvni faze o.

1. Vybereme-li libovolnou druhou fézi (3, pak v§echny druhé faze pfislusné k bézi (u,v) jsou
tvaru
Bn(t) = B(t) + nm, kde n=0,%+1,....

Rikdme, Ze tvoii tzv. druhy fazovy systém (3) baze (u,v).

2. Necht'tg € j. Pak

u'(to) =0 pravé tehdy, kdyz [(tg) = nm, n € Z, (2.2.1)
V'(tg) =0 pravé tehdy, kdyz B(to) = (2n — 1)%, nez.
3. Vyjadieni druhé faze (:
Necht & je nulovy bod feseni v/, tj. v'(§)) = 0. Oznaéme ¢, (§,,), n = 1,2,..., n-ty

nulovy bod feSeni v ndsledujici (pfedchézejici) bodu &. Pak

u/(t) 1ol
arctg 7 —nmsgnw  pro  t € (&,,§,41),
B(t) = { (t) ( +1)

(5 —nm)sgnw pro t=¢,.

(2.2.2)

4. Derivaci vztahu (2.2.2) dostdvame (' = wq/(w'? + v'?), tedy ' # 0. Ddle vime, Ze
B' € C° nebot q € C°. Tedy 3 € C*. Pro kazdou druhou fazi 3 tedy plati

pect, g #o0.

Dale dostavame: Je-li qw > 0, pak je druhd faze (3 rostouci funkce pro kazdé ¢ € j a je-li
qw < 0, pak je 3 klesajici funkce pro kazdé ¢t € j.

5. Ohraniéenost druhé fize 3 zdvisi na typu a druhu rovnice (¢) stejnym zptisobem jako féze
prvni.
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Uvedme nyni vztah mezi druhou fézi 3 a derivacemi v/, v feSeni u, v rovnice (q). Jednd se
o tvrzeni analogicka k Vét€ 2.1.2 a jejimu Dusledku. Uvedeme je jiz bez dikazu.

Véta 2.2.2 Necht (u, v) je libovolnd bdze rovnice (q). Necht £ je nulovy bod FeSeni V', tj. v’ (})) =
0. Oznacme &), (¢',), n = 1,2, ..., n-ty nulovy bod FeSeni v’ ndsledujici (pFedchdzejici) bodu &,
Pak existuje druhd fdze (3 bdze (u,v) tak, Ze pro derivace u/, v’ Feseni u, v plati

_ ) . _
B P VA L (] BT VA L (Ol Py (2.2.3)
16'(1)] |15'(1)]
i
u'(t) = gs(t) sin B(t), V' (t) = s(t) cos (1), (2.2.4)
kde € = —sgnv(&))) a nazyvd se signaturou zvolené druhé fdze 3, s(t) je druhd amplituda, q nosic¢

rovnice (q) a w wronskidn FeSeni u, v.

Poznamka. Vzhledem k pfedchozim vlastnostem druhé faze J je zfejmé, Ze signatura € druhé faze
(3 je jednoznacné ddna volbou nulového bodu &, feSeni v'.

Je-li € = +1, pak se druhd faze nazyva viastni a je-li € = —1, pak se druhd faze nazyva
nevlastni. Obdobné jako u prvnich fazi plati, Ze v usporadani druhych fazi

< Pa<Ba<B < <B<...

se vlastni a nevlastni faze pravidelné stiidaji.

Dusledek 2.2.3 Necht 3 je druhd fdze bdze (u,v). Pak derivaci y' libovolného Feseni y rovnice
(q) Ize vyjddrit ve tvaru

lq(D)]
15'(2)]
kde q je nosic rovnice (q) a k1, ko libovolné konstanty, ki # 0, 0 < ko < m. Znaménko + nebo —

vezmeme podle toho, jsou-li signatury ¢, € (viz vztahy (2.1.6) a (2.2.3)) fdzi o, 3 bdze (u,v) stejné
nebo rizné.

y'(t) = £k sin(5(t) + k2), (2.2.5)

Vztah mezi prvni a druhou fazi téze baze

Rada zajimavych vztahi existuje také mezi prvni fazi o a druhou fazi 3 téZe baze. Této problematice
se nebudeme podrobnéji vénovat, jen pro ukdzku uvedme ndsledujici vztahy:

1. Ze vzorca pro wronskidn, prvni a druhou fazi (2.1.7), (2.2.4) a pro derivaci prvni a druhé
faze lze odvodit vztah
O/ﬂ/

sin?(3 — )
Z toho plyne, Ze je-li nosi¢ ¢ < 0, pak obé faze « i 3 zarovei rostou nebo zarover klesaji a
je-li nosi¢ ¢ > 0, pak jedna z faz{ o nebo (3 roste a druhd klesa.

= —q_
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Shrneme-li vztahy mezi nosi¢em ¢, wronskidnem w a monotonif faz{ «, 3, dostdvame:

e Je-lig < 0aw < 0, pak obé faze i B rostou v j.
e Je-lig < 0aw > 0, pak obé faze o i 3 klesaji v j.
e Je-lig > 0aw <0, pak faze « roste a 3 klesa.
e Je-lig > 0aw > 0, pak faze o klesd a 3 roste.

2. Hodnoty «(t), a(z) faze o ve dvou bodech ¢, z € j se li§i o ndsobek 7 pravé tehdy, kdyz ¢,
x jsou 1-konjugované body.
Hodnoty ((t), 5(x) faze [ ve dvou bodech ¢, x € j se lis{ o nasobek 7 praveé tehdy, kdyz ¢,
x jsou 2-konjugované body.
Hodnoty «(t), B(x) fazi o, B ve dvou bodech ¢, x € j se lis{ 0 ndsobek 7 pravé tehdy, kdyz
z je 3-konjugovany bod s bodem ¢ a ¢ je 4-konjugovany bod s bodem x.

3. Dvé funkce «, 3 na otevieném intervalu j s vlastnostmi
3 1 !
ae C? geC, o #0,

reprezentuji prvni a druhou fazi baze (u, v) diferencidlni rovnice (¢) pravé tehdy, kdyz

11
B = o + Arccotan 5(a)’, (2.2.6)

kde funkce ,,Arccotan “ md obdobny vyznam jako funkce ,,Arctan “ (viz (2.1.3), (2.1.4)).

Vztah mezi druhou fazi a pravodni rovnici (¢)

Necht (u, v) je baze rovnice (¢) a necht pro nosi¢ g rovnice (¢) na intervalu j plati: ¢ # 0, ¢ € C2.
Pak funkce

u' v’

Uy = —F—, U1 =
Vldl Vldl

tvoi{ bdzi rovnice (q), kterd je privodni rovnici k rovnici (q).
Ze vztahu u'/v" = uy /vy plyne, Ze druhd faze (3(t) baze (u,v) rovnice (g) je prvni fazi baze
(u1,v1) rovnice (q), a tedy pro nosi¢ g rovnice (q) plati

q(t) = —{tg B, }.

Pro nosi¢ g rovnice (q) s bazi (u,v) a prvni fazi o(t) plati ¢(t) = —{tga(t),t}. Pro nosi¢ ¢
pravodni rovnice (g) s bédzi (u1,v1) a prvni fazi G(t) plati g(t) = —{tg 3(t), t}. Pfitom [3(¢) je
zérovei druhou fazi rovnice (¢). Z téchto vztaht a ze spojitosti a ohranienosti fazi na intervalu j
plyne nésledujici véta:

Véta 2.2.4 Rovnice (q) a jeji priivodni rovnice (q) maji stejny oscilatoricky charakter, tj. jsou obé
konecného typu nebo jsou oscilatorické stejného druhu.
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Diikaz.

Necht' 3 je druhd fize béze (u, v) rovnice (q). Pak 3 je zaroven prvni fazi o; bdze (uy,v;1) pravodni
rovnice (g) rovnice (q).

Je-li (q) kone&ného typu, pak funkce 3 je ohranicend a tedy i funkce o; = 3 je ohraniCend a tudiZ je
rovnice (q) kone&ného typu.

Je-li (¢) nekone&ného typu vlevo oscilatorickd, pak funkce [ je zdola neohrani¢end a shora ohraniend
a faze oy md stejné vlastnosti. Tedy rovnice () je také nekoneéného typu vlevo oscilatorickd.

Analogicky pro rovnice nekonecného typu vpravo oscilatorické a oboustranné oscilatorické.

2.3 Vztah mezi prvnimi fizemi dvou rovnic (¢) a (Q)

Uvazujme dvé diferencidlni rovnice v Jacobiho tvaru
y'=4q(t)y, ¢€C°(j), j =(ab), —00o<a<b< oo, ()

YV =Q()Y, QeC’J), J=(AB), —00<A<B<oo (@)

a vénujme se vztahu mezi prvni fazi o rovnice (q) a prvni fazi A rovnice (Q).

Definice 2.3.1 Prvni fiaze o rovnice (¢) a prvni faze A rovnice (Q)) se nazyvaji podobné, jestlize
plati

Oznacime-li

c= lim a(t), d = lim a(t), C= lim A(T), D= lim A(t),
t—a™t t—b— T—A+ T—B~
pak plati, Ze prvni faze o a A jsou podobné pravé tehdy, kdyz plati c = C, d = D nebo ¢ = D,
d=C.

Je-lic = C, d = D, pak faze «, A nazyvame primo podobné, je-li ¢ = D, d = C, mluvime
0 neprimo podobnych fazich. Je jasné, Ze pro piimo podobné faze plati sgn o’ - sgn A’ = 1 a pro
nepiimo podobné fize sgn o’ - sgn A’ = —1.

Tedy napiiklad, jsou-li ob& rovnice (¢), (@) oscilatorické, pak kazdé dvé jejich faze jsou
podobné. Konkrétné jsou piimo podobné, jestlize obé faze rostou nebo obé¢ klesaji a nepiimo
podobné, jestlize jedna z f4zi roste a druhd kles4.

Obecné plati ndsledujici véta, kterou déle vyuZijeme v teorii transformaci.

Véta 2.3.2 Pro diferencidlni rovnice (q), (Q) existuji podobné fize pravé tehdy, kdyzZ jsou dané
rovnice stejného typu a druhu.

Diukaz.
Dikaz lze nalézt v [25], str. 100-101.

2.4 Algebraicka struktura mnoziny fazi oscilatorickych rovnic (¢) v intervalu
(_007 OO)

Z Véty 2.1.4 vime, 7e kaZd4 funkce o, kde o € C3(j) a o/(t) # 0 pro kazdé t € 7, je prvni fazi
rovnice (g) s nosi¢em ¢(t) = —{a,t} — o/2(t). Déle vime, Ze v piipadé oscilatorické rovnice je
funkce o neohranicend.
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Tento odstavec bude vénovan stru¢nému naznaceni nékterych vysledkd, jez O. Bortivka doséhl
ve studiu algebraické struktury mnoziny vSech funkci o definovanych na intervalu j = (—o0, 00),
pro néz plati Ze, o € C3(j), o/ (t) # 0 pro kazdé t € j a o je neohrani€end na intervalu 5. Jinymi
slovy, budeme se vénovat studiu faz{ oscilatorickych diferencidlnich rovnic (¢) definovanych v in-
tervalu j = (—o0, 00).

Grupa fazi G

Necht' G zna¢i mnozinu vSech fazi oscilatorickych diferencidlnich rovnic (¢) definovanych v in-
tervalu j = (—o00, 00). Definujme na této mnoziné operaci ,,skladani “ takto: Pro kazdé o,y € G
plati

(ay)(t) = a(y(t)) prokazdé t € j.

Pak G spolu s touto operaci tvoii grupu s jednotkovym prvkem £(t) = ¢ (specidlni faze). Funkce

a~ ! zna& prvek inverzni k prvku o € G. Tuto grupu nazveme grupa fazi.

Kazdé funkce o € G je prvni fazi oscilatorické diferencidlni rovnice (¢) na intervalu j =
(—00, 00), jejiz nosic¢ je dan vztahem

q(t) = —{a,t} — o’ ?(t). (2.4.1)

Naopak kazda prvni faze « libovolné oscilatorické rovnice (¢) v intervalu j = (—o00, c0) je prvkem
grupy G.

Vime, Ze je-li o € G rostouci (klesajici) funkce, pak také a~! € G je rostouci (klesajici)
funkce a déle ary je rostouci funkce, jestliZe jsou obé faze « i 7y rostouci nebo obé€ klesajici a ary
je klesajici, jestlize je jedna z fazi o, -y rostouci a druhd klesajici.

Z toho okamZité plyne, Ze mnoZina N tvofend vSemi rostoucimi fazemi tvoii podgrupu grupy
G. Tato podgrupa N je v grupé G invariantni (normdlni), tj. plati

a Na=N  prokazdé «aeg,

coZ znamend, 7e pro kazdy prvek v € N aa € G plati o 1ya € .

Relace ekvivalence

V grupé G definujeme ekvivalenci takto:
Dveé faze o,y € G jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz pfi vhodnych konstantich ¢, (4, k =
1,2), za predpokladu, Ze determinant |c;;| # 0, plati

cutga(t) + cia

) (2.4.2)
cartg a(t) + coo

tgy(t) =

ato pro vSechna t € j s vyjimkou bodt, v nichZ dané funkce nejsou definovany.
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vV 2

Snadno ovéfime, Ze relace dand vztahem (2.4.2) je reflexivni, symetricka a transitivni, tedy je
relaci ekvivalence. Ozna¢me tuto relaci ().

Pomoci relace ekvivalence () je moZno vytvofit rozklad Q grupy G piislusny této ekvivalenci.
PFipometime, Ze do kazdé tfidy rozkladu Q) naleZi ty faze, jeZ jsou vzdjemné ekvivalentni a Zadné
dvé faze nalezici do riznych tiid rozkladu nemohou byt vzajemné ekvivalentni.

Lze dokdzat, Ze prvky grupy G leZici v jedné a téZe tiidé @ € (Q jsou pravé vSechny fize jisté
diferencidlni rovnice (q). Nosi¢ ¢ této rovnice je dan vztahem (2.4.1), v ném?z za fazi o mizeme
zvolit kteroukoliv fazi o € a.

Vidime tedy, Ze existuje prostd korespondence mezi nosici ¢ oscilatorickych diferencidlnich
rovnic (g) v intervalu j = (—00, 00) a jednotlivymi tifdami rozkladu Q.

Vsimneme-li si velikost{ uvaZovanych mnoZzin, dojdeme k zavéru, Ze mnoZina @ vSech prvnich
fazi prislusnych k nosiéi ¢(¢) ma mohutnost kontinua.

Fundamentalni podgrupa F

Vsechny fdaze grupy G ekvivalentni s jednotkovym prvkem grupy G tvoii tzv. fundamentdini

podgrupu F grupy G. Tato podgrupa F se skladd pravé ze vSech fazi diferenciélni rovnice y” = —y.
Lze ukazat, Ze rozklad Q splyva s rozkladem v pravé tfidy grupy G vzhledem k podgrupé F:
@ = g/ pj: )

tj. uvazujeme-li tifdu rozkladu @ € Q a libovolnou fazi o ndleZici této tfidé o € @, pak @ = Fau.

Podgrupa elementarnich fazi H

Kazda faze «, pro niz plati
a(t+m) = at) + msgnd, tej
se nazyva elementdrni fdaze. Necht 'H znac¢i mnoZinu vSech elementdrnich fézi.

Snadno se ukdZe, Ze jednotkovy prvek e(t) = t grupy G je elementérni faze, Ze sloZeni dvou
elementédrnich f4zi je opét elementarni faze a Ze inverzni prvek k prvku o € H je také elementarni
fazi. Tedy plati, Ze mnoZina vSech elementarnich fazi H je podgrupa grupy vsech fazi G, tj. H C G.

Dile 1ze dokdzat, Ze v§echny faze ekvivalentni s elementdrni fazi ¢(t) = ¢ jsou také elementdrni
a tedy plati, Zze fundamentalni podgrupa F je tvofena pouze elementdrnimi faizemi a F C H.
Celkem tedy dostdvdme

FCHCG.
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