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1 Uvodni pozniamky

Tato kapitola je vénovana tivodu do problematiky, zavedeni nékterych dile pouZivanych pojmi a
postupl. Vychazime pritom ze zdkladniho kurzu diferencidlnich rovnic.

Pfipomenime, Ze diferencidlni rovnici rozumime rovnici, v niZ vystupuje nezndmd funkce a jeji
derivace. Je-li hledana funkce funkci jedné proménné, mluvime o obycejné diferencidlni rovnici,
je-1i funkci vice proménnych (v rovnici vystupuji tedy parcidlni derivace), mluvime o parcidlni
diferencidlni rovnici. Rad nejvysii derivace, obsaZené v dané diferencialni rovnici, nazyvame id-
dem této rovnice.

Velky vyznam pfi popisu jevil a d&ji probihajicich v piirodé hraji parcialni diferencialni rovnice
2.14du, jejichz feSeni vede v mnoha ptipadech na feSeni obycejnych diferencidlnich rovnic 1. nebo
2. fadu.

Obycejné diferencidlni rovnice 2. fddu vSak umime explicitné fesit jen ve velmi specidlnich
pripadech jako jsou rovnice s konstantnimi koeficienty, Eulerova rovnice nebo rovnice, jejimiz
feSenimi jsou tzv. specidlni funkce (Besselovy funkce, Airyho funkce nebo ortogondlni polynomy).
Proto ma velky vyznam tzv. kvalitativn{ teorie rovnic 2. fadu, kdy jsou pomoci koeficientli rovnice
popsény vlastnosti feSeni rovnice, napf. rozlozeni nulovych bodu. Jednou z téchto teorif je Bortiv-
kova teorie fazi, dispersi a transformaci pro linedrn{ diferencialn{ rovnice 2. fadu.

1.1 Homogenni linearni diferencialni rovnice 2. fadu v Jacobiho tvaru

Uvodem pfipomeiime, co rozumime pod pojmem obyc¢ejnd homogenni linedrni diferencidlni rov-
nice 2. fadu.

Obycejnou diferencidlni rovnici 2. fddu rozumime rovnici

F(ty.y,y") =0,

v,

nebo, je-li rozieSena vzhledem k nejvyssi derivaci, rovnici

y' = fty,y).

Obycejnou linedrni diferencidlni rovnici 2. ¥ddu rozumime rovnici

Y+ p1(t)y + po(t)y = f(t), p1,po, f € C°(4).

Obycejnou homogenni linedrni diferencidlni rovnici 2. ¥ddu rozumime rovnici

Y +p1(t)y +pot)y =0,  p1,po € C°%j). (a)

Hlavnim objektem zkoumani v Borivkové teorii fazi, dispersi i transformaci je obycejna
homogenni linearni diferencialni rovnice 2. fadu ve specidlnim tzv. Jacobiho tvaru

y' =qt)y, q€C°), (q)

27



kde j = (a,b), —0o < a < b < oo. Funkei ¢(t) budeme nazyvat nosic¢ rovnice (q).

Vidime, Ze rovnice (¢) je specidlnim tvarem rovnice (a). Pfitom plati, Ze kaZdou rovnici tvaru
(a) 1ze jednoduse transformovat na rovnici tvaru (¢). Jednou z moZnosti, za predpokladu p; € C1,
je transformace

y(t) = e 2 ho P )

Uvedeny predpoklad spojitosti koeficientd uvazovanych diferencidlnich rovnic na intervalu j
je pfitom garantem existence a jednoznacnosti feSeni kazdé tzv. Cauchyovy pocétecni tlohy.

Definice 1.1.1 Resenim rovnice (q) budeme rozumét funkci y € C? definovanou na intervalu
i C j, kterd danou rovnici spliiuje, tj. pro t € i je y"(t) = q(¢)y(t).
Bod ¢ € 1, pro n&jz plati y(t) = 0, nazyvame nulovym bodem Feseni y.

Je ziejmé, Ze nulova funkce y = 0 je vZdy feSenim rovnice (g). Toto tzv. trividln{ feSeni
vSak v dalsich tivahach nebudeme uvazovat a pod pojmem feSeni budeme rozumét pouze feseni
netrividlni.

Jsou-liu(t), v(t) FeSenirovnice (q), pak také jejich libovolnd linedrni kombinace y = ¢ju+cav,

z X7

kde c¢1, ¢z jsou libovolnd &isla, je feSenim rovnice (q).

Definice 1.1.2 Necht funkce u(t), v(t) maji v intervalu j spojité prvni derivace. Pak determinant

u(t) o(t)
u'(t) V()

w(t) =

se nazyva Wronského determinant, neboli wronskidn ptislu§ny k funkcim u, v.

Jsou-li u, v feSenimi rovnice (q), pak jejich wronskidn w = wv’ — «/v md na intervalu j
konstantni hodnotu. To plyne z toho, Ze w’(t) = 0 na j.

Pfipomenime také, ze feSeni u(t), v(t) jsou linedrn& zavisld, je-li w(t) = 0 a linedrn& nezédvisl4,
je-liw(t) # 0 v libovolném bodé ¢ € j.

Definice 1.1.3 Necht' u, v jsou linedrné nezdvisld feSeni rovnice (q). Pak uspofddanou dvojici
(u, v) téchto feSeni nazyvame bdze rovnice (q).

Je-li (u,v) v intervalu j baze rovnice (q), pak kazdé feseni y této rovnice lze v intervalu j
vyjadfit ve tvaru y(t) = cju(t) + cov(t), kde c1, c2 jsou vhodné konstanty. Rikdme, Ze y(t) je
obecnym FeSenim rovnice (q).

Priklad. Funkce u(t) = cost, v(t) = sint jsou v intervalu (—oo, co) FeSenimi rovnice

y' = —y. (%)

Snadno zjistime, Ze tato feSeni jsou linedrné nezdvisld, nebot’ w = 1, a Ize je tedy povazovat za
bazi rovnice (x). Obecné feSeni rovnice () je

y = cycost + cosint.
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Nékteré vlastnosti FeSeni rovnice (q)

e Necht'ty € j anecht yo, y; jsou libovolnd redlna &isla. Pocate¢ni problém

y'=alt)y,  ylto) =w0.  ¥(to) =0
ma pravé jedno feSeni definované na celém intervalu j.

e Je-li u feSeni rovnice (q), u(t) # O nai C j, pak funkce v dand vztahem

td
s
o)) =ult) [ 5o
2 )
to U (8)
kde ty € i, je také feSenim rovnice (¢) na i, a to takovym, Ze feSeni u, v jsou linedrné
nezavisla a wronskian w = 1 na intervalu <.

e Vsechna feSeni diferencidlni rovnice (q) tvofi dvourozmérny linedrni prostor r, ktery nazy-
vame prostorem reseni. Kazd4 uspotrddand dvojice linedrné nezavislych feSeni u, v rovnice
(q) tvofi bazi (u,v) prostoru feSeni r a kazdé feSeni y € r je pak jednozna¢né uréeno
konstantnimi soufadnicemi ¢y, co v bazi (u,v), tj. y = c1u + cov. A naopak, kazdému bodu
(c1, c2) v kartézské soustavé soufadnic odpovidd pravé jedno feSeni y € r se soufadnicemi
c1, c2 v bazi (u,v).

e Bize (u,v) ur€uje rovinnou kiivku, ktera je dana parametricky rovnicemi x; = u(t), 22
v(t), t € j. Chapeme-li ¢ jako Cas, pak je tato kiivka trajektorii bodu P(t) = Plu(t), v(t)]
v roving (xy, z2).

Nulové body reSeni
Rikédme, Ze nulové body t1, to feSeni u(t) jsou sousedni, kdyZ je u(t;) = u(tz) = 0 a pro
s € (t1,t2) je u(s) # 0.

Nékteré vztahy mezi nulovymi body feSeni rovnice (q):

e Je-li nosi¢ g # 0, pak mezi dvéma sousednimi nulovymi body feSeni y rovnice (q) lezi
pravé jeden nulovy bod derivace i’ a mezi dvéma sousednimi nulovymi body derivace 3/
leZ{ prave jeden nulovy bod feSenf y.

e Jestlize mezi dv€ma sousednimi nulovymi body feSeni y rovnice (¢) nebo mezi dvéma
sousednimi nulovymi body derivace 3’ nebo mezi nulovym bodem feSeni y a nulovym
bodem derivace y' je nosi¢ g # 0, pak musi byt mezi t€mito body zdporny, tj. ¢ < 0.

e Sturmova véta:
Necht' u, v jsou dvé linedrné nezavislé feSeni rovnice (¢) a necht jsou dany body ¢, z1 € 7,
t1 < xp. Pak plati:

1. Necht u(t1) = u(x1) = 0, u(t) # 0 pro t € (t1,21). Pak feSeni v md v intervalu
(t1, 1) pravé jeden nulovy bod.
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2. Necht' v/(t1) = v/(x1) = 0, u/(t) # 0 pro t € (t1,x1). Pak funkce v’ md v intervalu
(t1,21) pravé jeden nulovy bod.

3. Necht’ u’(tl) = u(xl) =0, u(t) 75 Oprot € (tl,xl). Pak, je-li t2 < tq, U,(tg) =0,
pak feSeni v md nulovy bod 23 € (t2,x1) a je-li 2 > x1, v(z2) = 0, pak funkce v/
mad nulovy bod t2 € (t1,x2).

4. Necht u(t;) = u/(z1) = 0, u(t) # 0 pro t € (t1,x1). Pak, je-li ta < t1, v(t2) = 0,
pak funkce v’ mé nulovy bod 5 € (t2,x1) aje-li xo > x1, v'(x2) = 0, pak funkce v
md nulovy bod t3 € (t1,x2).

Oscilatori¢nost rovnice (q)

Definice 1.1.4 ReSeni y diferencidlni rovnice (q) se nazyva oscilujici, ma-li na intervalu j neko-
ne¢né mnoho nulovych bodi. V opa¢ném piipadé mluvime o FesSeni neoscilujicim.

Vsimnéme si, Ze nulové body feSeni y nemohou mit hromadny bod £ uvniti intervalu j.
V takovém piipadé by totiz bylo y(&) = v'(£) = 0, takZe by vzhledem k jednoznac¢nosti feSeni
kazdého pocate¢niho problému rovnice (¢) muselo byt y(t) = 0, coz je trividlni feSeni a to
jsme z nasich tivah vyloudili. Ma-li tedy feSeni y nekone¢né mnoho nulovych bodd, pak je jejich
hromadnym bodem bud’ levy nebo pravy koncovy bod intervalu j.

Ze Sturmovy véty plyne, Ze viechna feseni y rovnice (¢) maji na intervalu j stejny oscilatoricky
charakter, tj. bud kone¢ny nebo nekoneény pocet nulovych bodd. Tedy, osciluje-li jedno feSeni
rovnice (q), pak osciluji vSechna feSeni a rovnice se nazyva oscilatorickd. V opaéném piipadé
mluvime o neoscilatorické diferencidlni rovnici.

-----

tento vztah popisuji. Uvedme pro ukdzku nékterd z nich:

e Diferencidlni rovnice (¢) je na intervalu j neoscilatorickd, jestlize pro kazdé t € j plati
q(t) > 0.

e Diferencidlni rovnice () je oscilatorickd na j, jestlize existuje vlastni nebo nevlastni limita
lim;_, o, q(t) takovd, Ze
lim ¢(t) < 0.

t—o0

e (Kneserova véta) Necht j =< t¢,00), tp > 0. Diferencidlni rovnice (¢) je oscilatorickd na
J, jestlize pro kazdé ¢t € j plati

1+06

e Kkde >0

qt) < -

a neoscilatorickd na j, jestlize pro kazdé ¢t € j plati

1
T2 < q(t) <0.

Priklady.

1. Rovnice y” = y je na intervalu (—oo, 00) neoscilatorickd, nebot ¢(t) = 1 > 0.
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2. Rovnice y” = —y je na intervalu (—oo, 00) oscilatorickd, nebot lim; . ¢(t) = —1 < 0.

3. Rovnice )
1—4n
/i — —(1 + T)y,
kde n je libovolnd konstanta, je na intervalu (0, co) oscilatoricka, nebot’ lim; . q(t) =
-1 <0.
4. Rovnice
n__ C
Yy = tjya

kde ¢ je libovolnd konstanta, je na intervalu (0, co) oscilatorickd pro vSechna ¢ < —% a
neoscilatoricka pro vSechna ¢ > —%.

Na zacdtku jsme ukdzali, Ze kazdou diferencidlni rovnici (a) lze pfetransformovat na diferen-
cidlni rovnici tvaru (g). Tato transformace md tu vlastnost, Ze nulové body feSeni rovnice (a) jsou
nulovymi body feSeni rovnice (¢) (zachovava oscilatori¢nost feSeni rovnic (a) a (¢)). Pfi studiu
oscilatorickych vlastnosti se proto sta¢{ omezit na rovnice tvaru (q).

Typ a druh rovnice (q)

Pomoci nulovych bodi jsme zavedli pojmy oscilatorické a neoscilatorické rovnice. Nyni toto

rozdéleni rovnic zaloZené na poctu nulovych bodid rozsifime o pojmy fyp a druh diferencidlni
rovnice. S témito pojmy, jeZ zavedl O. Bortivka, se budeme dale ¢asto setkdvat.

Definice 1.1.5 Rekneme, Ze diferencidlni rovnice (q) je konecného typu m (m = 1,2,...), je-li
neoscilatorickd a existuje-li feSeni rovnice (¢) s m nulovymi body na intervalu j a neexistuje feSeni
s m + 1 nulovymi body.

Dile fekneme, Ze rovnice (¢) koneéného typu m je obecného druhu, existuji-li dvé linedrné
nezdvisld feSeni s m — 1 nulovymi body na intervalu j. V ostatnich piipadech fikdme, Ze je
specidlnitho druhu.

Diferencidlni rovnice (¢q) se nazyva nekonecného typu, je-li oscilatorickd na intervalu j. Rov-
nice nekonec¢ného typu ddle rozdélujeme podle druhu na vievo a vpravo oscilatorické a oboustranné
oscilatorické.

Priklad. Uvazujme rovnici ¢y’ = —y na intervalu j.

Je-li j = (0, %), pak je tato rovnice konecného typu 1, obecného druhu, nebot’ na intervalu
J neexistuje feSeni se dvéma nulovymi body, existuje feSeni s jednim nulovym bodem a zdroven
existuji dveé linearné nezavisla feseni, kterd nemaji na tomto intervalu Zadny nulovy bod.

Je-li j = (0, 7), pak je tato rovnice koneéného typu 1, specidlniho druhu, nebot na intervalu j
neexistuje feSeni se dvéma nulovymi body, existuje feseni s jednim nulovym bodem a neexistuji
dvé linedrné nezdvisld feseni, kterd nemaji na tomto intervalu Zadny nulovy bod.

Je-li j = (—o0, 00), pak je tato rovnice nekone¢ného typu, oboustranné oscilatorického druhu,
nebot na intervalu j maji vSechna feseni nekone¢n€ mnoho nulovych bodi.
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1.2 Transformace zavisle a nezavisle proménné
V dalsim textu se v mnohych diikazech a odvozenich setkdme s transformaci zavisle a nezévisle

proménné. Vénujme se proto obecnému odvozeni tvaru téchto transformaci podrobnéji.

Uvazujme diferencidlni rovnici
Y=QDY, Q)e’), (&)

kde ‘=d/dT.
Provedeme-li transformaci zavisle proménné Y na y a nezavisle proménné 7" na ¢, dostaneme
rovnici

y' =at)y,  q(t) € C°(). (2)
Nadéle budeme v celé praci pouzivat oznaceni pro derivaci podle proménné ¢, resp. T’
y_d _a
dt’ AT

UkaZzme nyni, jak Ize tyto transformace provést, tj. jak 1ze vzdjemné transformovat diferenci-
alni rovnice (@) a (¢). Vlastn{ transformaci provedeme ve dvou krocich, v prvnim transformujeme
zavisle proménnou a v druhém nezdvisle proménnou.

Transformace zavisle proménné

Necht funkce y je feSenim rovnice (q) a polozme y(t) = h(t)z(t) za ptedpokladu, Ze funkce
h € C? h(t) # 0prokazdé t € j. Pak 3y = h'z + hz’ ay” = h"z + 212 + hz". Dosazenim
derivaci do rovnice (¢) dostaneme

h%2" 4+ 2hh' 2 = h(—h" + qh)z,
tj.
(h%2") = h(=h" + qh)=. (1.2.1)
Transformace nezavisle proménné
Necht z(t) je feSenim (1.2.1) a polozme z(t) = Y (T), T' = X (t) za pfedpokladu, Ze funkce

X € C?%, X'(t) # 0 pro kazdé t € j. Touto transformaci chceme transformovat rovnici (1.2.1) na
rovnici (Q). Dosazenim derivaci vztahu z(t) = Y (X (¢)), tj.

J(t) =Y (XM)X'(1), (1) =Y(X($)X"(t) +Y(X(1)X"(t)

do rovnice (1.2.1) dostadvame

WX (Y (X(1) + (20 (6) X (1) + h(6) X" ()Y (X (1) = (=" (1) + q(t)h(t))Y(X(t)z)-2
(1.2.2)

Protoze chceme dostat rovnici (@), tj. rovnici, kterd ma koeficient u prvni derivace nulovy,
poloZime
2R () X' (t) + h(t) X" (t) = 0.
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Substituci n(t) = X'(t) obdrzime rovnici 1. fadu 2n(¢t)R'(t) + n'(t)h(t) = 0, jejimz feSenim je
funkce 7(t) = X'(t) = h~2(t). Dosazenim tohoto vysledku zpét do vztahu (1.2.2) dostdvdme

R (OY (X (1) = (=1"(t) + a(Oh(D) Y (X (1)),
odkud obdrZzime rovnici (Q) ve tvaru
Y (X (1) = B3 ()(=h" (1) + a(t)h(1))Y (X (1))
Ze vztahu X'(t) = h™=2(t) plyne
X(t) = /t h=2(o)do.

Oznaéime-li T' = X (t), 1ze rovnici (1.2.3) psit ve tvaru

kde

QT) = KP()(=h"(t) + aOh(t),  t=X"YT).

Uvedené vysledky budeme déle vyuZzivat, zformulujme je proto do véty.

Véta 1.2.1 Necht je ddna funkce h € C?(j), h(t) # 0 pro kaZdé t € j.

(i) Funkce y(t) dand vztahem

je FesSenim rovnice
' =q(t)y

pravé tehdy, kdy? je funkce z(t) FeSenim rovnice

(h%2") = h(=h" + qh)=.

(i) Funkce z(t) dand vztahem

je Fesenim rovnice

(h%2") = h(=h" + qh)z

pravé tehdy, kdy? je funkce Y (T') FeSenim rovnice
Y =Q(T)Y,

kde Q(T) = h*(t)(=h"(t) + q(t)h(t)), t = X H(T).
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Disledek 1.2.2 Nechf je ddna funkce h € C?(5), h(t) # 0 pro kaZdé t € j. Transformace

y(t) = hOY(T), T = / 12 (0)do (12.4)

to

prevddi feSeni'Y rovnice (Q) na intervalu J na reseni y rovnice (q) na intervalu j, pficem? plati

Q(T) = K*(t)(=h"(t) + qa(t)h(1))-

V souvislosti s transformacemi zdvisle a nezdvisle proménné uvedme vétu o transformaci
rovnice v tzv. recipro¢ni rovnici. Tato véta, kterou obecné pro systémy rovnic 2. fadu dokazal
J. H. Barrett [C21], dav4 do souvislosti feSeni a jeho derivaci. O jeji platnosti se 1ze presvédcit
primym derivovanim.

Véta 1.2.3 Necht jsou ddny funkce r € C2(j), p € C%(j) a transformace

_ Yy
z==.
r
Funkce y je feSenim rovnice
/
Y
() =py (1.2.5)

pravé tehdy, kdyZ funkce z je FeSenim tzv. reciprocni rovnice

Z/

/
(=) =rz. (1.2.6)
p
Zéavérem poznamenejme, Ze metoda transformace proménnych se ¢asto pouziva pii odvozovani

oscilatorickych a neoscilatorickych vlastnosti diferencidlnich rovnic druhého a vyssich rada.

1.3 Schwarzovska derivace

Uvedme zdkladni informace o tzv. Schwarzovské derivaci, s niZ se budeme v dal§im textu ¢asto
setkavat.
Bud'h:I — R, h € C3(I), W(t) # 0 naintervalu I. Symbolem {h,t} ozna¢me vyraz
LA"(t)  3h'"2%(t)

{ht} =3 OREYED) (1.3.1)

Pak {h, t} nazyvame Schwarzovskou derivaci funkce h v bodé t € I.

Véta 1.3.1 Schwarzovskd derivace funkce h: I — R, h € C3(I), ' # 0 spliiuje vztah

(it} = — /@] <1> prokazdé  tel (13.2)

|7 (1)]
a pro sloZenou funkci h(k(x)), k € C3(J), k' # 0, k(J) C I plati
{h(k(x)),x} = {h, k(z)}k'*(x) + {k, z}. (1.3.3)
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1.4 Pruvodni diferencidlni rovnice ()

V tomto odstavci zavedeme pojem tzv. pritvodni diferencidlni rovnice, kterd ma vyznam pro popis
nulovych bodt derivace feseni y rovnice (¢), jinymi slovy, pro popis moznych lokélnich extrémi
fedeni y rovnice (g). Predpoklddejme, Ze nosi¢ g rovnice (q) je viude nenulovy a g € C2.

Definice 1.4.1 Mg&jme rovnici (¢) s nosi¢em q # 0, ¢ € C?(4). Priivodni diferencidini rovnici (q)
k rovnici (¢) na intervalu j rozumime rovnici tvaru

/"

vy =q(t)y1, (@
kde

_1d'® | 347
R OREYIOR (1.4.1)

q(t) = q(t)
Poznamka. Nosi¢ privodni rovnice (g) miZe byt ekvivalentné vyjadfen vztahem

2) = a(t) + /I (D) (@) (142)

nebo pomoci Schwarzovské derivace vztahem

t

at) =a(t) =1 | alo)dot}  (to € ).

Vyznam privodni rovnice spo¢ivé v ndsledujici vété. Ta udava vztah mezi feSenimi rovnic (q)
a (q) a v disledku toho umoziuje studovat rozloZeni nulovych bodu feseni a extrému feseni.

Véta 1.4.2 Funkce yi(t) dand vztahem

yi(t) = (1.4.3)

je FeSenim priivodni rovnice (q) prdavé tehdy, kdy? funkce y(t) je FeSenim rovnice (q).

Diikaz.

V dikazu vyuZijeme Vét 1.2.1 a 1.2.3.

Necht y je feSenim rovnice (g). Podle Véty 1.2.3 je y feSenim rovnice (¢) pravé tehdy, kdyZ je funkce
z =y’ feSenim recipro¢ni rovnice

Y == 1.4.4
(q) z (1.4.4)

Chceme-li tuto rovnici pfevést na rovnici v Jacobiho tvaru, pouzijeme transformaci zdvisle proménné
y1 = h(t)z, popsanou ve Vété 1.2.1.
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Podle Véty 1.2.1 (i) je funkce z feSenim rovnice (1.4.4) pravé tehdy, kdy?Z je funkce y; = h(t)z feSenim
rovnice y{ = qy1. Z tvaru t€chto rovnic plyne, Ze
1 N
h? == a  h(=h"+gh)=1. (1.4.5)
q

Tedy pro funkci y1, jeZ je feSenim rovnice (), plati

/

Vil Vil

Ze vztahu (1.4.5) plyne, Ze pro nosi¢ ¢ rovnice (q) plati

~ 1.1 1 h
T= 3Gt =gzt =at vidh”

Derivaci funkce h dostdvame

h/ _ _1 q/ h// _ § q/2 - 1 17
24+/lq| 4q%\/ldl  24v/ld|
odkud plyne
R 1 q// 3(]/2
q=q— 5; + quz

1.5 Konjugované body

Na vztahu mezi nulovymi body feSeni, resp. nulovymi body feSeni a jeho derivace, je zaloZena
nasledujici definice konjugovanych bodi.

Definice 1.5.1 Necht't € j je libovolny bod.

Je-li y takové feSeni rovnice (q), Ze y(t) = 0, pak bod = € j (z # t), pro n&jz plati y(z) = 0,
nazyvame l-konjugovany s bodem ¢ a bod = € j (x # t), pro n&jz plati y'(x) = 0, nazyvdme
3-konjugovany s bodem ¢.

Je-li y takové feSeni rovnice (¢), Ze y'(t) = 0, pak bod = € j (z # t), pro n&jZ plati /' (z) = 0,
nazyvame 2-konjugovany s bodem ¢ a bod x € j (z # t), pro néjZ plati y(z) = 0, nazyvame
4-konjugovany s bodem ¢.

k=1 k=3 k=2 k=4

Obr. 1 Bod « je k-konjugovany s bodem ¢
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Poznamky.

e k-konjugovany bod (k = 1,2, 3, 4) byva Casto také oznacovan jako konjugovany bod k-tého
druhu.

e Je-li x k-konjugovany s bodem ¢t a x < ¢, fikdme, Ze x je levy k-konjugovany bod, je-li
x > t, pravy k-konjugovany bod, ptipadné podle poctu a potadi takovych bodd mluvime
o n-tém levém nebo n-tém pravém k-konjugovaném bodé s bodem t.

e Konjugované body jsou charakteristickou vlastnosti diferencidlni rovnice (¢) invariantn{
ke konkrétni volbé feSeni, resp. bdze u, v. Vime totiz, Zze dvé& feSeni rovnice (q), které
maji spole¢ny nulovy bod nebo jejichz derivace maji spole¢ny nulovy bod, se liSi pouze
o konstantni ndsobek. Z toho plyne, Ze vSechny jejich nulové body a vSechny nulové body
jejich derivaci jsou shodné. Proto miZzeme mluvit o konjugovanych bodech rovnice (q) misto
o konjugovanych bodech jednotlivych feSeni.

e S ohledem na k-konjugované body (k = 1,2,3,4) mtZeme rozdélit rovnice (¢) na dvé
tiidy podle toho, jestli v intervalu j k-konjugované body existuji nebo neexistuji. V prvnim
pfipadé fikdme, Ze rovnice md k-konjugované body, v druhém ptipadé, Ze rovnice nemd
k-konjugované body.

Zéavérem uvedme vétu, jez udava vztahy mezi feSenimi rovnice (¢) ve dvou riznych bodech
intervalu j.

Véta 1.5.2 Necht (u,v) je libovolnd bdze rovnice (q). Pak pro libovolné body t, x € j, t # x
plati:

1) u(t)v(x) — u(x)v(t) = 0 pravé tehdy, kdyZ t, x jsou 1-konjugované,

2)d/ (t)v (x) — u/(z)v'(t) = 0 prdavé tehdy, kdy? t, x jsou 2-konjugované,

3) u(t)v'(z) — v/ (z)v(t) = 0 prdavé tehdy, kdyz x je 3-konjugovany bod s bodem t a t je
4-konjugovany bod s bodem .

(
'

Diikaz.
DokaZme prvni z pfedchozich tvrzeni.

a) Necht't, x jsou dva riizné body intervalu j a necht plati vztah u(t)v(x) — u(x)v(t) = 0. Pak linedrni

rovnice
cru(t) + cov(t) =0, cau(z) + cav(z) =0

jsou splnény pro libovolné hodnoty ¢, ¢z, ¢? + ¢35 # 0 a body ¢, x jsou nulové body feseni
y = c1u + cov rovnice (q). Tedy ¢ a x jsou 1-konjugované body.

b) Necht' ¢ a x jsou 1-konjugované body. Pak ¢ # x a existuje feSeni y = c¢1u + cov rovnice (q), které
prochdzi body t a x a ¢2 + ¢Z # 0. Z toho plyne dokazovany vztah.
Dalsi vztahy dokdZeme analogicky.

Piiklad. Uvazujme rovnici ¥y’ = —y na intervalu j.

Necht' |j| zna¢i délku intervalu j. Pak pro 0 < |j| < § rovnice nemd konjugované body, pro
% < |l £ m md rovnice 3-konjugované a 4-konjugované body a pro 7 < |j| md konjugované
body vsech druhi.
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