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26. Deformace a véty izomorfismu
grup

26.1. Deformace grup

Necht &, B* znadi grupoidy a pfedpokladejme, Ze existuje deformace d gru-
poidu & na &*. Kdy? je jeden z grupoidi &, G* grupou, co se da fici o druhém?

1. Deformace grupy na grupoid. Plati véta: Kdyz je & grupa, pak také &*
Jje grupa. Mimoto obraz v deformaci d jednotky grupy & je jednotkou grupy &*
a obraz prvku inverzniho vzhledem k libovolnému proku a € & je prvkem inverznim
vzhledem k obrazu prvku a.

Abychom tato tvrzeni dokazali, uvaZme, Ze podle 13.6.2 je grupoid &* aso-
.ciativni. Necht 1* znadi obraz jednotky 1 grupy & v deformaci d, takze 1* = dl.
Podle 18.7.4 je 1* jednotkou grupoidu &*. Necht dale a* znaci libovolny prvek v &*,
ProtoZe d je zobrazeni grupy & na &*, existuje alespoii jeden prvek a € & takovy, Ze
a* =da. Z rovnosti aa™! =1 plyne d(aa™') = dl, tj. a*da~! = 1* a podobng&
z rovnosti a”'a = 1 rovnost d(a”'a) = dl, tj. da~' . a* = 1*. Odtud vychazi, Ze
prvek da~! je inverzni vzhledem k a* takZ?eda™"' = (da)~!. Dile vidime, e obrazem
v d prvku inverzniho vzhledem k libovolnému prvku a € ® je prvek inverzni vzhledem
k obrazu prvku a, a tim jsou naSe tvrzeni dokazana. Stru¢né miZeme fici, Ze kazda
deformace zobrazuje grupu opét na grupu a zachovava v obou grupach jednotky
a inverzni prvky.

Z tohoto vysledku zejména vychazi, Ze jsou-li néjaké dva grupoidy &, G*
izo?norfm’ a jeden z nich je grupa, pak také druhy je grupa. Nebot jsou-li &, G*
izomorfni, pak existuje izomorfismus grupoidu & na &* a soucasné existuje izomor-
fismus (ihverzni) grupoidu &* na &. Je tedy kazdy z obou grupoidi &, &* obrazem
druhého v jistém izomorfismu a tedy, je-li jeden z nich grupa, pak také druhy je grupa
jakoZto izomorfni obraz grupy. KaZzdy izomorfismus zachovava ov§em v obou gru-
pach, jako kaZda deformace, jednotky a inverzni pkay; dale zachovava podgrupy
a jak se snadno presvéd&ime, téZ invariantni podgrupy.

2. Deformace grupoidu na grupu. O grupoidu & negifime nyni dal3ich pfed-
pokladi, ale o grupoidu &* pfedpokladejme, Ze je grupou. Podle prvni véty o izo-
morfismu grupoid@ je grupa &* izomorfni (i) s jistym faktoroidem & na grupoidu &.
Faktoroid @& pfislusi k vytvotujicimu rozkladu patficimu k deformaci d a v izomor-
fismu i faktoroidu & na &* je kazdy prvek faktoroidu & zobrazen na onen prvek
grupy &*, z jeho? vzori v d se sklada. Podle predchazejiciho vysledku je & grupa,
protoZe &* je grupa. [zomorfismus i zachovava v obou grupach jednotky a inverzni
prvky; proto je jednotka 1 grupy ® v izomorfismu i zobrazena na jednotku 1* grupy
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®&*, takZe il = 1*, a kazdé dva inverzni prvky @, a~! v @ jsou zobrazeny na dva in-
verzni prvky v &*, takZe ia = a*,ia~! = a*~!. ProtoZe se kazdy prvek a € & sklada
ze vech vzorti v d vidy téhoZ prvku a* € B*, a to onoho prvku, pro néjz platiia = a*,
sklada se jednotka 1 grupy & ze vSech vzort v d prvku 1* a podobné se dva inverzni
prvky @, @~ ' v & skladaji ze viech vzorti v d dvou inverznich prvkii a*, a*~! v G*.
Plati tedy tato véta:

Kdy? je &* grupa, pak faktoroid & na ®, patfici k deformaci d, je grupa a je
izomorfni s &*. Jednotka grupy & je mnoZina vsech vzorii v d jednotky grupy &*
a kazdé dva inverzni proky v ® jsou mnoZiny vSech vzorit v d dvou inverznich
proki v G*,

Na jednoduchém ptiklad& ukaZeme, Ze je-li &* grupa, pak nejenom Ze & ne-
musi byt grupou, nybrz miiZe byt jakymkoli grupoidem. Skutein&, necht &* znadi
grupu skladajici se z jediného prvku 1*, takZe 1*1* = 1* a necht & znagdi libovolny
grupoid. Méame ukazat, 7e existuje deformace grupoidu & na grupu &*. Je zfejmé,
e zobrazeni, které ke kaZdému prvku v & ptifazuie prvek 1*, je deformace grupoidu
& na grupu G*.

26.2. Cayleyova véta a realizace abstraktnich grup

1. Levé translace. Necht & znati libovolnou grupu a a libovolny prvek v .
Pfifadime-li ke kazdému prvku x € & prvek ax € &, obdrzime jisté zobrazeni grupy &
do sebe. ProtoZe rovnice ax = b, v niZ b znadi libovolny prvek v &, ma jediné feSeni
x € &, je to prosté zobrazeni grupy & na sebe, tj. permutace grupy @. Tato permutace
grupy & se nazyva levd translace uréend prokem a a oznaduje se t.

Leva translace uréena prvkem 1 je ziejmé& identicky automorfismus na &. Kdyz
jsou a, b rizné prvky v @, pak ob& levé translace ,t, ,t jsou rizné, nebot prvek 1 se
v .t zobrazi na prvek a a v ,t se zobrazi na prvek b. SloZime-li libovolnou levou trans-
laci ,t s libovolnou levou translaci ,t, obdrZime zfejmé levou translaci urCenou
prvkem ba, takZe plati rovnost ,t,t = ,t.

2. Véta Cayleyova. UvaZujme nyni o grupoidu, jehoz pole je mnoZina vSech
levych translaci uréenych jednotlivymi prvky grupy & a nasobeni je definovano vzor-
cem ,t.,t = ,t v némzZ .t ,t znali dva libovolné prvky toho grupoidu. Oznatme
tento grupoid ¥,. Pfitadime-li ke kaZdému prvku a e & prvek ,te I, obdrZime
zitejmé zobrazeni grupy & na grupoid Z, a toto zobrazeni je prosté, protoZe kazdé dva
riizné prvky a, b € & jsou zobrazeny na dva rizné prvky ,t, ,t € T,. ProtoZe soucin ab
libovolného prvku a € & s libovolnym prvkem b € B je zobrazen na ,te Z, tj. na
soucin ,t. ,t obrazu ,t prvku a s obrazem ,t prvku b, je toto zobrazeni deformace
a tedy izomorfismus grupy & na grupoid ¥,. Grupoid ¥, je tedy grupa, a to permu-
tacni grupa. Tim dostdvame tuto tzv. Cayleyovu vétu: ‘

Kazdd grupa je izomorfni s jistou permutadni grupou.
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Dilezitost tohoto vysledku zaleZi v tom, Ze se v teorii grup, pokud jde o stu-
dium vlastnosti spoleénych izomorfnim grupam, miZcme omezit na grupy per-
mutacni.

3. Realizace abstraktnich grup. S témito tvahami tzce souvisi tato otazka:
KdyZ je dana néjaka abstraktni grupa &, zda existuje néjaka permutadni grupa, ktera
se da na ni deformovat? O kaZzdé takové permutacni grupé pravime, Ze realizuje
abstraktni grupu 8, takZe nase otazka zni, zda se kazda abstraktni grupa da realizo-
vat permutacemi.

Z hoftejsich uvah vyplyva, Ze odpovéd na tuto otazku je kladna, nebot kazda
abstraktni grupa je (dokonce) izomorfni s pfislusnou grupou levych translaci T,
takZe grupa &, grupu & realizuje: . ,

Napf. realizujme abstraktni grupu fadu 4, jejiz multiplika¢ni tabulka je v odst.
19.6.1 napsana druh4, Ptislusné levé translace uréené jednotlivymi prvky jsou podle té
tabulky tyto permutace:

labe\, (Yabcel, (labc\, (labe

(1abc) (a_l_cb) (bcla) (cbal)
a tvofi spolu s nasobenim, které definujeme tim, Ze soucinem p . g rozumime sloZenou
permutaci pq, permutacni grupu, ktera realizuje nasi abstraktni grupu 4. fadu.

4. Pravé translace. Podobné jako jsme definovali levé translace na n&jaké
grupé &, definujeme pravé translace:

KdyZ a znadi libovolny prvek v & a kdyZ ke kazdému prvku x € & pfitadime
prvek xa e ®, obdrzime permutaci grupy O, tzv. pravou translaci t, urdenou
prokem a.

O pravych translacich na & plati podobné vysledky jako o translacich levych
a doporucujeme Ctenafi, aby si je odvodil.

26.3. Véty o izomorfismu grup

V odst. 16.1 jsme pojednali o vétach o izomorfismu grupoidii a nyni si v§imneme
téchto v&t v piipadé, Ze jde o grupy. Necht &, G* znadi libovolné grupy.

1. Proni véta. Predpokladejme, Ze existuje deformace d grupy & na &*. Jak
jsme v 16.1.1 vidéli, je faktoroid ® patiici k deformaci d izomorfni s &*. Podle 25.2
je © faktorova grupa vytvofend jistou invariantni podgrupou v &. Polem této in-
variantni podgrupy je onen prvek faktoroidu D, ktery obsahuje jednotku 1 grupy &.
ProtoZe 1 je vzorem v d jednotky 1* grupy &*, vidime, Ze se onen prvek faktoroidu D,
ktery obsahuje 1, sklada ze vSech vzorl v d jednotky 1* grupy &*. Vychazi tedy, Ze
mnozZina viech vzorh v d jednotky grupy &* je polem jisté invariantni podgrupy ®
v & a faktorova grupa &/D je izomorfni s G*.

Predpokladejme nyni naopak, Ze grupa &* je izomorfni s faktorovou - grupou
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G/ na & vytvofenou néjakou podgrupou D invariantni v &. Pak existuje izomor-
fismus i faktorové grupy G/ na grupu G*. Podle 16.1.1 zobrazeni d’ grupy & na
grupu G/ definované tim, Ze pro a € & je d’a onen prvek v G/D, v némz a leZi, je
deformace grupy & na grupu /2. Odtud plyne, Ze d = id’ je deformace grupy
na &*. Podle 25.1 je jednotkou grupy &3/ D pole D invariantni podgrupy . ProtoZe v i
je na jednotku 1* grupy &* zobrazena pravé jenom jednotka grupy &/, jsou v d
zobrazeny na [* prave jenom ony prvky v &, které lezi v D. Vychazi tedy, Ze existuje
deformace d grupy & na G* takova, Ze se © sklada ze vSech vzorl v d jednotky
grupy &*,

Tyto vysledky vyvjadtuje preni véta o izomorfismu grup:

Dd-li se grupa & deformovat (d) na grupu &*, pak mnoZina viech vzori v d
Jjednotky grupy G* tvorfi invariantni podgrupu © v & a faktorovd grupa na & vytvo-
Fend invariantni podgrupou © je izomorfni s &* tj. B/D = §*. Naopak, je-li yrupa
&* izomorfni s fakiorovou grupou na &, vytvofenou néjakou podgrupou D in-
variantni v &, pak existuje deformace d grupy 3 na &G* takovd, *¢ D se sklddd ze
vSech vzorii v d jednotky grupy (5%

2. Druhld véta. Druhd véta o izomorfismu grup zni:

Budie % o W, ¢ o D podgrupy v grupé &, pricems podgrupa ® je invariantni
v % a podgrupa D md touZ vlastnost v &. Mimoto necht plati:

AND=CnY,
A= (AN OB, C=(En).

Pak jsou faktorové grupy UIB, C/D spraZend a tedy isomorfni, takZe /B =
~ G/D. Pfitom je zobrazeni kazdé z téchto faktorovych grup na druhou, realizo-
vané incidenci proki, izomorfismem.

Diikaz tétc véty je primym duasledkem naSich poznatkid z odst. 23.1 a 16.1.2.

Dilezity specialni pripad této véty se tyka obalu a priseku libovolné podgrupy
a faktorové grupy v grupé ¢.

Budte % o OB, € podgrupy v grupé &, pfi¢emz podgrupa B je v A invariantni.
Z odst. 24.5.1 vime, Ze pak jsou podgrupy A n € a B vzajemné zaménitelné, podgrupa
B N € jeinvariantni v % n € a podgrupa B v (A n €) V. PouzZijme nyni hofejsi vétu
na grupy ' = (An ) B, B =B, F'=AnE D =B nC které, jak snadno se-
zname, spliiuji pfislusné podminky. Obdrzime vztah (A N E)B/B =~ (U~ )/
[ (B n ), pticem? je pFisluiny izomorfismus realizovan incidenci prvki.

Shrnutim téchto poznatki dochazime k této véte:

Budte Y = B, € podgrupy v grupé &, pricemz podgrupa B je v U invariantni.
Pak jsou podgrupy % n €, B vzdjemné zaménitelné, podgrupa B n € je invariantni
v U n € a podgrupa B md tou vlastnost v (U A €)B. Ddle jsou faktorové grupy
(U N C)B/B a(Un C)(B n C)spraZené a tedy izomorfni, takze

AN ODB UGB,
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pFicem¥ zobrazeni kaZdé z téchto faktorovych grup na druhou, realizované inci-
denci proki, je izomorfni.

Zejména (pro U = @) plati tato véta:

Budte B, € podgrupy v &, pFidemz podgrupa ¥ je v & invariantni. Pak jsou
podgrupy B, € vzdjemné zaménitelné a podgrupa B n € je invariantni v €. Ddle
jsou faktorové grupy CB/B a C/(B n €) spfazené a tedy izomorfni, takze

CBIB = ¢/(B N C),

pFicemzZ zobrazeni kaZdé z téchto faktorovych grup na druhou, realizované inci-
denci prokit, je izomorfni.

3. Treti véta. Jak vime z teorie grupoidii (16.1.3), mame jeste tfeti vétu o izo-
morfismu grupoidi, jeZ se tyka zakrytu faktoroidu.

Necht B znadilibovolnou invariantni podgrupu v & a B, libovolnou invariantni
podgrupu ve faktorové grupé &/B. Podle tfeti véty o izomorfismu grupoidil je fakto-
rova grupa (&/®B)/B, izomorfni se zdkrytem U faktorové grupy &/B vynucenym
faktorovou grupou (&/B)/B,, tj. (B/B)/B, =~ I, pfidemz izomorfismus je zobrazeni,
v ném# je ke kazdému prvku b € (8/8)/B, ptitazen soucet a € U viech prvki b € G/B
lezicich v b. Podle 25.5.1 je soucet viech prvki faktorové grupy ®/® lezicich v B,
polem jisté invariantni podgrupy % v & a % je faktorova grupa &/U. Mimo to mame
B, = U/B.

Odtud plyne tFeti véta o izomorfismu grup:

Je-1iB invariantni podgrupa v ® a B, invariantni podgrupa v &/B, pak soudet
prokidi faktorové grupy &/B leZicich v B, je polem jisté invariantni podgrupy A v &
a plati vztah

(&/D)/(UD) = G/A,

pFicemZ izomorfismus pFifazuje ke kazdému proku b faktorové grupy na levé strans
soudet vSech proki faktorové grupy &/ leZicich v b.

26.4. Deformace faktorovych grup

Nyni navazujeme na vysledky v odst. 16.2 o deformaci faktoroidd. VSimné-
me si, jak se tyto vysledky utvateji, kdyz jde o faktorové grupy.

Nechf d znaéi libovolnou deformaci grupy & na grupu &*, takZe mame &* =
= d@.

Z odst. 26.3.1 vime, e mnoZina viech vzori v d jednotky grupy &* tvoii jistou
invariantni podgrupu © v & a faktorova grupa &/D je izomorfni s G*.

Deformace d uréuje rozsifené zobrazeni d systému viech podmnoZin v & do
systému vSech podmnozin v &*; v tomto zobrazeni je obrazem kazdé podmnoZiny
A < & podmnoZina dA = G*, ktera se sklada z obrazii v deformaci d jednotlivych
prvki ae 4 (7.1).
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Budiz &/ libovolna faktorova grupa na grupé & vytvorena jistou invariantni
podgrupou .

Podle véty 25.3 jsou faktorové grupy &/U, G/D dopliikové. Z toho plyne, Ze
faktorova grupa &/ ma v rozsifeném zobrazeni d jisty obraz d(®/); d(G/A) je
faktoroid na grupé G* (16.2.1). Casteené rozsitené zobrazeni d faktorové grupy G/
na faktoroid d(®/%) je deformace, tzv. rozsifena deformace d (16.2.2).

Obraz pole A invariantni podgrupy U v roz§iteném zobrazeni d obsahuje jed-
notku grupy &* (26.1.1). Z toho plyne, Ze dA € d(®/) je polem jisté podgrupy d
invariantni v 8* a Ze faktoroid d(®/) je faktorova grupa vytvofena invariantni
podgrupou dU (24.3.2), tj. d(G/A) = dG/dU.

Nejmensi spolecny zakryt [$/U, /D] faktorovych grup &/, /D a faktorova
grupa d&/d jsou izomorfni; izomorfni zobrazeni faktoroidu [ &/, G/D] na d&/dA
obdrzime, kdyZ ke kaZdému prvku onoho faktoroidu ptifadime jeho obraz v rozsive-
ném zobrazeni d (16.2.3). Faktoroid [ &/, G/D] je faktorova grupa &/AD vytvotena
invariantni podgrupou UAD (25.3).

Dosli jsme k tomuto vysledku:

KdyZ je grupa &* homomorfni (d) s grupou &, pak obrazem kaZdé faktorové
grupy &/U v rozsifeném zobrazeni d je fakiorovd grupa dS/dU a cdsteéné roziifend
zobrazeni d faktorové grupy &/U na faktorovou grupu d®/dY je deformaci. Fakto-
rové grupy G/UD, dS/dA jsou izomorfni; izomorfni zobrazeni faktorové grupy
S/AD na dG/dU obdrzime, kdyz ke kazdému prvku proni faktorové grupy prira-
dime jeho obraz v rozsifeném zobrazeni d.

Zejména je kazZdd faktorovd grupa, kterd je zdkrytem faktorové grupy®/U,,
izomorfni se svym obrazem v rozsifené deformacid. Izomorfni zobrazeni dostaneme
kdyz ke kaZdému prvoku zdkrytu pFifadime jeho obraz v rozSifeném zobrazeni d.

26.5. Cviceni

1. Realizujte permutacemi abstraktni grupu 4. ¥adu, jejiz multiplikaéni tabulka je v odst.
19.6.1 napsana prvni.

2. KdyZz je dana multiplikaéni tabulka néjaké konecné grupy &, pak symboly levych
translaci na & obdrzime, kdyZ po kazdé opiseme vodorovné zahlavi a pod né napi$eme jeden fadek
tabulky. Podobné sestavime ze svislého zdhlavi a jednotlivych sloupci symboly pravych trans-
laci na &.

3. Pravidelny osmistén md celkem 13 os soumérnosti (3 prochézeji vZdy dvéma protéjsimi
vrcholy, 6 prochézi sttedy vidy dvou protéjsich hran a 4 stiedy vidy dvou protéjsich stén).
Vsechna otoceni osmisténu okolo os soumérnosti, kterd osmistén prevadéji v sebe, tvoii grupu
24. tadu, tzv. grupu oktaedrickou (pfitom se otoCeni okolo téZe osy o uhly lisici se o celé nasobky
360° povazuji za stejnd); oznaéme pro okamzik tuto grupu £. Kazdému oto&eni, které je prvkem
v O, odpovida jistd permutace 3 os soumérnosti prochdzejicich vZdy dvéma protéj§imi vrcholy.
Kdyz ke kazdému prvku v O pfifadime pfislusnou permutaci, obdrzime deformaci grupy © na
symetrickou permuta¢ni grupu &€;. PouZijte této deformace a dokaZte pomoci prvni a tfeti véty
o izomorfismu grup, Ze grupa O obsahuje invariantni podgrupy fada 4, 12.
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