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22. Dusledky vlastnosti rozkladt
vytvofenych podgrupami

22.1. Lagrangeova véta

Budiz % = & litovolnd podgrupa v &. VSimnéme si disledkid plynoucich
z existence a vlastnosti levého (popf. pravého) rozkladu grupy & vzhledem k pod-
grupé U.

Predpokladejme, Ze grupa & je konedna.

Oznaéme pismenem N fad grupy ®&, takZe N je pocet prvka v &, a pismenem n
fad podgrupy U, takZe n je pocet prvk v Y. Jedaim prvkem levého rozkladu vytvore-
ného podgrupou U je pole A podgrupy U. Tento prvek levého rozkladu se tedy sklada
z n prvki grupy & a proto podle (20.2.5) se kazdy prvek levého rozkladu vytvofe-
ného podgrupou U sklada z n prvki grupy &. Odtud plyne rovnost N = gn, kde g
znadi pocet prvki levého rozkladu vytvoreného podgrupou . Timto zpGsobem jsme
dosli k dilezitému vysledku:

Rdd kazdé podgrupy U v libovolné konecné grupé @ je délitelem ¢ddu grupy ©.

Tento vysledek se v literatufe nazyva Lagrangeova véta a v teorii kone¢nych
a soucasné i podil fadu grupy & a fadu podgrupy U, se nazyva index podgrupy U
v grupé ®. ProtoZe rozklady &/,2, &/, 2 jsou ekvivalentni mnoZiny, udava index
podgrupy U v grupé & soudasné pocet prvki rozkladu &/, . Disledkem Lagran-
geovy véty je napf., Ze libovolnd konecnd grupa, jejiz Fad je néjaké prvocislo, ne-
obsahuje Zddnou vlastni podgrupu, kterd by byla riiznd od nejmensi podgrupy.

Viimnéme si, Ze tvrzeni Lagrangeovy véty plati, i kdyZ grupa & je nekone€na
(N =0).

Pf’iklad. UvaZujme o grup& &, a jeji prvky oznaéme pismeny 1,a,b, ¢, d, f,
podobné jako v 11.4. Z multiplikaéni tabulky grupy &,, uvedené v odst. 11.4 vidime,
7e prvky 1, f tvofi podgrupu v &;. Tuto podgrupu oznaéime Y.

Levé tfidy jednotlivych prvka v &, vzhledem k U jsou:

1W=fU={1f; al =cU ={a,c}; bU=dU = {b,d}.
Pravé tfidy jsou:

Y = Uf = {1,f}; Ya=29d={ad}; Ub=2Uc=1{bc}.
Levy rozklad grupy &, vytvoteny podgrupou ¥ se tedy sklada z prvka {1, f}, {a, ¢}
{b, d}, zatimco pravy rozklad ma prvky {1, f}, {a,d}, {b, c}. Viimnéme si, Ze tyto,
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dva rozklady jsou riizné. Rad grupy &, je 6, fad podgrupy ¥ je 2, index podgrupy %
v @, je 6:2 =3 = pocet prvkii levého a soudasné i pravého rozkladu grupy &,
vytvofeného podgrupou .

22.2. Vztahy mezi vzdjemné zaménitelnymi
podgrupami

Vysledek odvozeny v odst. 21.6 a vlastnosti doplitkovych rozkladi (5) vedou
k fad€ dusledkt pro vzajemné zaménitelné podgrupy. Spokojime se jenom s n&kolika
vysledky a pfenechavame Ctenafi v tomto sméru dalsi iniciativu. Je G¢elné podotknout,
Ze vzorce, které pfitom obdrZime, daji se vétSinou jednoduse ovéfit pfimo. Nase me-
toda se vSak vyznacuje nejen tim, Ze tyto vzorce odkryva, nybrz i dovoluje hlubsi
pohled na jejich strukturu.

1) Budte U > B, D libovolné podgrupy v & a pfedpoklddejme, e podgrupy
B, D jsou vzdjemné zaménitelné. Pak také podgrupy B, U nD jsou vzdjemné
zaménitelné a plati vzorec

(1) : YDV =AND)DB.

Vskutku, podle 21.6 jsou rozklady &/;8, &/,D dopliikové. Z piedpokladu
A > B mame G/, A = G/, (21.3). Podle 5.3 je rozklad &/, B doplitkovy k rozkladu
(6,9, G/,D) a podle 21.4 mame: (6/YU, G/, D) = G/(U A D). Vidime, Ze rozklady
&/, G/(% n D) jsou doplitkové; z 21.6 soudime, Ze podgrupy B, U4 N D jsou vza-
jemné& zaménitelné.

Podle 5.4 je rozklad &/,D modularni vzhledem k rozkladim &/, &/,%B, takze

(61,2, [6/:3, 6/,D]) = [6/:3, (6,2, 6/D)] .
Odtud vzhledem k 21.4 a 21.5 plyne
(@5/191’ ®/l®%) = [@/l%a @/I(QI N TD)] ’

a tedy téZ

Vidime, Ze leva tfida tohoto rozkladu, obsahujici jednotku 1 grupy &, je polem
podgrupy % n D) DB a soucasné polem podgrupy (U N D) B. Odtud vychézi hotejsi
vzorec.

2) Budie % > B, € > D libovolné podgrupy v & a predpoklddejme, Ze pod-
grupy B, D jsou vzdjemné zaménitelné. Pak také podgrupy B, % n'D jsou vzd-
jemné zaménitelné a té# podgrupy D, € N B. Soucasné i podgrupy U n D, €D
maji tou? vlastnost a plati vzorec

(2 ANENADB=UND)(END).
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Vskutku, prvni &ast tohoto tvrzeni plyne bezprostfedné z hotejsi véty. Dale plati
(podle 5.6.1)

() (®1% 6/0) [6/%, 6/D]) = [(6/%, 6/,D). (8/,¢, 6/,)]

a rozklady (&/,%, 6/,D), (8/,€, 8/3), tj. G/(U n D), G/(€ n B) jsou doplitkové,
Z toho soudime (21.6), Ze podgrupy % N D, € N B jsou vzajemn& zamenitelné, takze
ze vzorce (3) vychazi (2). .

3) Vsituaci popsané ve vété 2 plati té tyto vzorce:
(4 FnD)BNE=(CEnB)DnUY=AUNnD)(EnDB).

Dikaz. Vime, Ze rozklady &/,;3B, G/,D jsou dopliikové; mimoto plati vztahy:
/U =z ¢/B, B/, 2 ¢/D. Pfipometime, Ze pole podgrup U, B, & D jsou prvky
piislusnych levych rozkladt obsahujici jednotku 1 grupy .

Pouzijeme nyni vysledku z odst. 5.5, podle néhoZ jsou rozklady

adjungované vzhledem k B, . Plati tedy rovnost:
(%) sSOCUWBME)=sDBLEDMY).

Podle 2.6.5a) mame vztahy
DCUWBME=DCUBME=DCWU/DBMC),
BLEDMNA=DBLCLED)MNA=BC (DY),

a poznatky z odst. 21.2.1 vedou k vzorcim
® C WB)ME =((UnD)DB n C)/(EnD),
DLAWBME) = (UnDYENB)(CnD),
BLCED) MY =(EnB)D AU, UND),
DL(EDMYA = (CnB)UND)(ANnD).
Tak dochazime k vztahim
sSOCYUBMNE=LnD)BNnE =UND)YEnDY),
SBLEDMNYY=CEnB)DnY=(EnB)(AND),

které spolu s (5) davaji vzorce (4).
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22.3. Modularni svazy podgrup a rozklada
vytvofenych podgrupann

Vezméme v tivahu libovolny neprazdny systém O podgrup v grupé &. Predpo-
kladame, Ze kaZdé dvé podgrupy obsaZené v systému O jsou vzajemné zaménitelné
a Ze tento systém je vzhledem k prinikim a soudindm dvojic podgrup uzavieny. Po-
sledn& uvedeny postulat o uzavienosti systému O ma tento smysl: Pro kazdé dvé
podgrupy U, B € O patii jejich prinik i souéin rovnéZ do systému O, tedy A N B,
AB € 0.

Ke kazdé dvojclenné posloupnosti podgrup U, B € O pfitadme jednou prinik
% "B a podruhé soudin UB podgrup U, B. Tim mame definovana dvé nasobeni
v systému O a tedy dvojici soumistnych grupoidi na poli O. Kazdy z obou grupoidit
je abelovsky (1.6), asociativni (1.10.4; 18.1.1) a sklada se vesmés z prvki idempo-
tentnich (1.10.1; 15.6.4). Mimoto vidime, Ze nasobeniv obou grupoidech souvisi podle
vzorcl: WU A %) =AU A~ AB = U. Tim je zjisténo, Ze hoejsi dvojice grupoidii je
svazem, napf. Q.

Zvolme za horni (dolm) nasobeni ve svazu Q napft. ono, v ném? je ke kazdé dvoj-
&lenné posloupnosti podgrup U, € Q piifazen jejich soudin Y (prinik U N V),
takze Y U B = AB, Y N B = A N B. V této situaci obdrzime horni (dolni) Castetné
usporadani h (resp. d) svazu Q, kdyZ ke kazdé podgrupé U € Q pfitadime viechny
jeji nadgrupy (podgrupy) B € Q. Ze vzorce 22.2.1 vidime, Ze kazda trojélenna po-
sloupnost podgrup U, B, € e Q, pro niz plati A < € (h), spliuje horni modularni
vztah. Tim je zji§téno, Ze svaz Q je modularni.

Dale ptifadme ke kaZdé podgrupg U e Q levy rozklad &/, A grupy & vzhledem
k A a oznadme ptislusny systém levych rozkladd grupy & symbolem O*. Se zfetelem
na 21.4; 21.5 vidime, Ze systém O* je uzavieny vzhledem k operacim (), [ ], takZe
s kazdymi dv&€ma levymi rozklady &/, A, &/,B € O* patfi do systému téZ jejich nej-
VEt3i spoledné zjemnéni a nejmensi spolecny zakryt: (&/,Y, &/B), [/, &/ B] e O*.
V systému O* miiZzeme definovat dvé nasobeni tim, Ze ke kazdé dvojclenné posloup-
nosti levych rozkladi &/, U, &/;B e O* pritadime jednou jejich nejvétsi spoleéné
zjemnéni a podruhé nejmensi spoledny zakryt. Timto zpiisobem obdrZime na poli O*
dvojici soumistnych grupoidii Q* a opét se da zjistit, Ze Q* pfedstavuje svaz.

Funkce i, kterd ke kazdé podgrupé U e Q pfitazuje levy rozklad &/, U € Q*,
predstavuje zfejmé& prosté zobrazeni svazu Q na svaz Q* a vyznacuje se tim, Ze pro
kazdé podgrupy U, B € Q plati vztahy

tj. ~
i(UNB)=iANiB, (YuB)=iUAuUiB.
Zobrazeni i je tedy izomorfismus svazu Q na svaz Q*. ProtoZe svaz Q je modu-

larni, plati totéZ o svazu Q* (18.7.14).
Dosli jsme k tomuto vysledku:
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Kazdy neprdzdny systém podgrup v libovolné grupé ®, jehoz kazdé dva proky
jsou vzdjemné zaménitelné a systém sdm je vzhledem k prinikum a soucinim vidy
dvou podgrup uzavfeny, tvofi s ndsobenimi, definovanymi tvofenim prunikua a sou-
¢inii, moduldrni svaz. Systém levych (pravych) rozkladi grupy &, vytvorenych
jednotlivymi prvky tohoto svazu, je vzhledem k operacim (), [ ] uzavieny a tvoFi
s ndsobenimi, definovanymi témito operacemi, rovné? moduldrni svaz, ktery je s onim
izomorfni.

22.4. Cviceni

1. Rad kazdé grupy, ktera se sklada z permutaci néjaké kone¢né mnoziny fidu n, je déli-
telem Cisla n!.

2. V kazdé koneéné abelovské grupé fadu N je pocet prvki, které jsou samy k sobé in-
verzni, délitelem Cisla N.
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