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II. GRUPOIDY

11. Nasobeni v mnozinach

11.1. Zékladni pojmy

Ndsobenim neboli bindrni operaci v mnoZiné G rozumime vztah mezi prvky
mnoZiny G, ktery se vyznaCuje tim, Ze ke kazdé dvouclenné posloupnosti prvkit
a, b € G je ptitazen pravé jeden prvek ¢ € G; jinymi slovy vztah, jim¥ je kazda dvou-
¢lenna posloupnost prvkd a, b v mnoZiné G zobrazena pravé na jeden prvek c téze:
mnoZiny G. Tento prvek c se nazyva soucin prvku a s prvkem b nebo téZ soudin
z prokii a a b, a znali se symbolem: a . b kratleji ab; mame tedy ¢ = ab. Pfitom
a (b) je proni (druhy) ¢initel neboli faktor soudinu c.

Z t&chto definic je ziejmé, Ze slovo nasobeni je jenom ndzvem pro vztah mezi
prvky mnozZiny G, ktery byl podrobné&ji popsan v hoiejsi definici, a Ze v konkrétnich
ptipadech nemusi mit nic spoleného s obvyklym aritmetickym nasobenim; obdobna
poznamka plati téZ o soucinu a o symbolech a. b, ab.

V jakém smyslu zobeciiuje pojem nasobeni v mnoZiné G pojem zobrazeni mno-
Ziny G do sebe, na to odpovéd plyne snadno z porovnani obou definic: Kazdé zobra-
zeni mnoZiny G do sebe pfifazuje jednoznacné ke kazdému prvku v G opét n&jaky
prvek v G; kaZzdé nasobeni v mnoZiné G pfifazuje jednoznacné ke kazdé dvouclenné
posloupnosti prvkii v G opét n&jaky prvek v G.

Je zfejmé, Ze nasobeni v mnoZin€ G miZeme téZ definovat jako zobrazeni kar--
tézského &tverce G x G (1.8) do mnoziny G. Pak se soudiny jevi jako obrazy jednotli--
vych prvkii tohoto kartézského &tverce. Teorie grupoidi, kterd, jak uvidime, je zalo-
Zena na pojmu nasobeni v mnoZing, se da timto zplisobem podfadit obecné teorii
0 zobrazovani mnoZin. Nase dal§i ivahy jsou vSak zaloZeny na hofej$im pojmu néaso-
beni, protoZe vyvin teorie grupoidil na zakladé tohoto pojmu je bez podrobngjsiho
studia vlastnosti kartézskych ¢tvercl pro nase cely jednodussi. Nicméné doporucu-
jeme Gtenafi, aby dalsi ivahy promyslel i ze zminéného hlediska zobrazovani mnoZin,.
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nebot se mu pritom naskytne hodné ptileZitosti k samostatnym pohlediim na jednotli-
vé situace.

Je-li dano nésobeni v mnoZiné G, pak je zejména jednoznaén€ urcen soudin
kaZ?dého prvku a € G opét s prvkem a; misto aa piseme n&kdy strucnéji a?.

11.2. Nasobeni komutativni (abelovské)

Nasobeni v mnoziné G mizZe mit zvlastni vlastnosti. Tak na pfiklad neni nasi
definici vylouceno, Ze nasobeni pfifazuje k nékterym dvéma opacné uspofadanym
dvojicim prvka v G dva rizné prvky, takZe se miiZe stat, Ze soucin nékterého prvku a
s nékterym prvkem b je riizny od souéinu prvku b s prvkem a, tj. ab =+ ba.

JestliZe pro nékteré dva prvky a, b € G plati rovnost ab = ba, pak se prvky a, b
nazyvaji vzdjemné zaménitelné neboli vzdjemné komutativni; jestlize kazdé dva
prvky v G jsou vzajemné zaménitelné, pak se nasobeni nazyva komutativni neboli
abelovské.

Nasobeni v mnoZiné maze mit ovSem i jiné vyznacné vlastnosti a o nékterych,
které jsou pro nas ucel dilezité, pojedname pozdé&ji. V nasledujicim odstavci uvedeme
pfiklady nasobeni, na néZ v dalSim vykladu ¢astéji poukaZeme.

11.3. Priklady ndsobeni v mnoZiné"

a) Nechf je G mnoZina viech celych &isel a necht je nasobeni definovano takto:
Soudin libovolného prvku a € G s libovolnym prvkem b € G je Cislo a + b. V tomto
ptipadé je tedy nasobenim secitani v obvyklém smyslu. Z rovnostia + b = b + a,
ktera plati pro kazdé dva prvky a, b € G, plyne, Ze je to nasobeni abelovské.

- b) Necht je n libovolné piirozené &islo a G n&jaka mnoZina skladajici se z ce-

:1ych nezapornych ¢&isel, ktera obsahuje vSechna &isla 0, ..., n — 1. Nasobeni v mno-

1 Zin€ G definujeme takto: Soucin ab libovolného prvku a € G s libovolnym prvkem

;b € G je zbytek déleni &isla a + b Cislem n. Soudin ab je tedy vZidy jedno z disel

10, ..., n — 1. Toto nasobeni nazyvame secitdni vzhledem k modulu n; je ztejmé, Ze je

jrovnéz abelovské.

- ¢) Nechf je G mnoZina viech permutaci n&jaké kone¢né mnozZiny fadu n (= 1)
a nasobeni budiz definovano takto: Soudin p . q libovolného prvku p € G s libovol-
nym prvkem q € G je sloZena permutace qp. V tomto pripadé je tedy nasobeni skladani
permutaci. Z d¥iv&jsiho vykladu (8.7.2) vime, Ze nemusi byt abelovské.

d) Necht je G mnoZina viech rozkladii n&jaké mnoZiny a nasobeni budiZ defino-
vano takto: Soucin A, B libovolného prvku A € G s libovolnym prvkem Be G je
rozklad [ 4, B], popf. (4, B). Ob& nasobeni jsou abelovska, jak plyne z 3.4 a 3.5.
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| 11.4. Multiplikac¢ni tabulka

1. Popis multiplikaéni tabulky. KdyZ je mnoZina G kone¢na a jeji prvky jémc
oznacili napt. pismeny a, b, ..., m, pak libovolné nasobeni v G miZeme popsat v tzv.
multiplikacéni tabulce, kterou sestavime takto:

Do prvniho fadku a do prvniho sloupce, které obvykle od ostatnich oddélujeme
vodorovnou a svislou ¢arou, napiSeme vSechna pismena a, b, .... m, a to zpravidla
v témzZ potadi, v prvnim fadku odleva doprava a v prvnim sloupci od shora doli.
Napravo od kazdého pismene x v prvnim sloupci, a to pod jednotlivd pismena
a, b, ..., m stojici v prvnim tadku, napiSeme pismena oznadujici jednotlivé souciny
xa, xb, ..., xm.

Prvni fadek a prvni sloupec, oddélené od ostatnich Carami, nazyvame zdhlavi
tabulky. Kazda multiplikaéni tabulka ma tedy kromé& vodorovného a svislého zahlavi
jesté pravé tolik radka a tolik sloupcd, kolik m& mnoZina G prvka. Jsou-li pismena
a, b,...,m v obou zahlavich napsana v témz pofadku, pak se nasobeni abelovské
projevi v tabuice patrné tim, 7e tabulka je soumérna vzhledem k hlavni uhlopficné, tj.
v jejim libovolném j-tém fadku a v libovolném k-tém sloupci za obéma zahlavimi je
tyZ prvek jako v k-tém tadku a j-tym sloupci.

2. Pfiklady multiplikaénich tabulek. Jako pfiklad uvedeme multiplikaéni
tabulky pro nasobeni v mnoZiné G vsech permutaci néjaké mnoZiny H, ktera se sklada
zn = 1, 2, 3 prvki, pfiemZ nasobeni je skladani permutaci, jak jsme je popsali v ho-
fejsim piikladé 11.3c. ProtoZe vSech permutaci mnoZiny H, a tedy prvk mnoZiny G,
je n! =1,2,6, maji tyto multiplika¢ni tabulky, kromé obou zdhlavi, n! =1, 2, 6
radku a tyZ pocet sloupct.

Pro n = 1. MnoZina G se sklada z identické permutace e. Oznadime-li onen

. PP . . a
prvek, z néhoZ se mnozina H sklada, pismenem a, je symbol této permutace (a)

a multiplikaéni tabulka je tato:
|e

ele
Pro n = 2. MnoZina G se sklada ze dvou permutaci. Oznadime-li prvky mnoZiny
. b T Lo,
H pismeny a, b, jsou symboly téchto permutaci (Z b)’ (Z Z) . Prvniznich je identicka

permutace e, druhou oznacime napf. a. Permutace sloZené jsou: ee = e, ae = a,
€a = a, aa = e, a odtud vychazi tato multiplika¢ni tabulka:

tea
elea
a‘ae

Pro n = 3. MnoZina G se sklidda ze Sesti permutaci. Ozna¢ime-li prvky mnoZiny
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H pismeny a, b, ¢ jsou symboly téchto permutaci

i F
abec abec abe abe abec abc\.
abe/’\bcal’\cabl’\acb]/’ \cbal’ \bac

Prvni z nich je identickd permutace e, ostatni oznacime po pofadku a, b, c, d, f.
Permutace sloZené jsou: co

ee =e, ae=a, be=b, ce=c, de=d, fe=f,
ea =a, aa=b, ba=e, ca=d, da=f, fa=c,
eb=b, ab=e, bb=a, cb=f, db=c, fb=d,
ec=c, ac=f, bc=d, cc=e, bc=b, fc=a,
ed=d, ad=c, bd=f, ¢d=a, dd=e, fd=0>b,
ef =f, af =d, bf =c, cf =b, df =a, ff=e,
a vychazi tato multiplika¢ni tabulka:

|eabcdf

e|eabcdf

alabedfc

b/beafcd

clcfdeba

didcfaeb

I|fdcbae

Ve vsech téchto multiplikaénich tabulkidch jsme napsali v obou zahlavich:
. symboly e, a, ..., f jednotlivych prvki mnoZiny G v tém? pofadi a vidime, Ze v pfipa-
dech n = 1, 2 jsou hoftejsi tabulky soumérné vzhledem k hlavni thlopfi¢né, kdezto
v piipadé n = 3 je multiplikaéni tabulka nesoumé&rné. Odtud plyne, Ze nase nasobeni
v mnoZiné G je v pfipadech n = 1, 2 abelovské, ale v pfipadé n = 3 abelovské neni.
Prikladt nasobeni v mnoZinach se d4 uvést nepfehledné mnoZstvi. Stadi vzit
libovolnou abstraktni neprazdnou mnoZinu G a ke kazdé posloupnosti prvkt a, b e G
jednoznacué prifadit néktery prvek v G. KdyZ je mnoZina G kone¢na, pak miZeme:
pfifazeni definovat v tabulce, v niZ na jednotlivych mistech, pod vodorovnym za-
hlavim a napravo od svislého, napi§eme symboly nékterych prvkd mnoZiny G, které:
zvolime podle libosti. KaZda volba téchto prvka uréuje pak jisté nasobeni, pro které
naSe tabulka je multiplikacni.

11.5. Cviceni

1. V mnoziné v§ech euklidovskych pohybti na piimce f[a] a rovnéZ v mnoZziné sklddajici se
ze viech euklidovskych pohybi na piimee, flal, gla] (6.10.4) miZeme definovat nasobeni skladanim
pohyb, podobné jako v pfikladé 11.3.c). Podobny vysledek plati o mnoZiné v§ech euklidovskych
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ipohybt v roviné flx; @, b] a 0 mnoziné viech euklidovskych pohybl v roviné flx; a, b}, glx; a, b)
€6.10.5).

2. V mnozin& 2n permutaci vrchold pravidelného n-tihelnika v roviné (n = 3), které jsme
popsali ve cvi€. 8.8.4 miZeme definovat nasobeni skldddnim permutaci podobné& jako v prikladé
11.3.¢). Sestavte pro toto nasobeni v pfipadech n = 4, 5, 6 multiplikacni tabulky.

3. V piikladé 11.3.b se miZe mnoZina G sklddat pravé jenom z isel 0, ..., n — 1. Sestavte
ipro tento pfipad, a to pro n = 1, 2, 3, 4, 5, multiplikaéni tabulky.

4. Kdyz jsou pfirozena &isla a, b mensi nebo rovna néjakému pfirozenému &islu n = 5,
‘pak pocet prvociniteld ¢isla 10a + b je < n. Odtud plyne, Ze v mnoZiné G, kterd se sklada z Cisel
1, 2, ..., n, mGZeme definovat ndsobeni takto: Souéin a . b libovolného prvku a € G s libovol-
nym prvkem b € G je polet prvociniteld Cisla 10a + b. Piesvédite se, Ze pro n = 6 je piislu$na
multiplikacni tabulka tato:

|123456
1131224
20221422
31152224
41131332
51231424
61123623

5. V systému vSech podmnozin libovolné neprazdné mnoziny miZeme definovat nasobeni
tim, Ze ke kaZzdé uspofddané dvojici podmnoZin piifadime jejich soucet. MiZeme nasobeni po-
«dobné definovat pomoci praniku?

6. Vymyslete sami pfiklady ndsobeni v mnoZinach.
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