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9. Obecné (mnohoznacné) zobrazeni

9.1. Zékladni pojmy a vlastnosti

Pojem zobrazeni mnoZiny G do mnoZiny G*, o némzZ jsme posud uvaZovali,
mulZeme zobecnit touto definici:

Obecnym (mnohoznacénym) zobrazenim mnoZiny G do G* rozumime né&jaky
vztah mezi prvky obou mnoZin, jimz je ke kaZzdému prvku mnoZiny G pfifazen alespon
jeden prvek mnoZiny G*.

Budiz g libovolné obecné zobrazeni mnoZiny G do G*. Pak ma kazdy prvek
a € G v tomto zobrazeni alespoii jeden, obecné nekolik a tfeba i nekone¢n€é mnoho
obrazl v mnoZiné G*; tuto mnoZinu obrazti oznadujeme ga.

Kdyz kazdy prvek a* € G* je v mnoZiné obrazi n&kterého prvku a € G, pra-
vime, Ze g je obecné zobrazeni mnoZiny G na mnoZinu G*.

V tomto pfipad€ je zobrazenim g uréeno jisté obecné zobrazeni mnoZiny G* na
G, které se nazyva inverzni vzhledem ke g a oznaduje se g~ . Je definovano tim, Ze
k libovolnému prvku a* € G* je pfifazen kazdy prvek a € G, jehoZ mnoZina obrazi
v g obsahuje a*. Podle této definice plati tedy oba vztahy a*e ga, a € g~ 'a* soucasng,
tj. kdyzZ plati jeden, plati i druhy.

Snadno ukaZeme, ¥e zobrazeni inverzni vzhledem ke g~* je prvodni zobrazeni
g tj.(g7")"'= g. Vskutku, ze vztahu a*e ga plynea € g *a*aodtud a* e (g~*) 'a,
takZe mame ga = (g~*) " 'a; naopak ze vztahu a*e (g~*)"'a plyne a € g~ 'a* a odtud
a* € ga, takZe plati (g7*)"'a < ga. Vychazi tedy (g7') " 'a = ga a tim je dikaz
proveden.

Se zfetelem na tuto vlastnost inverzniho zobrazeni nazyvame ob¢ zobrazeni
g, 8! inverzni a nerozlidujeme, které je inverzni vzhledem ke kterému.

KdyZ je zobrazeni g jednoznaéné, je inverzni zobrazeni g~! zpravidla obecné.
V tomto piipadé se mnoZina obrazi g~ 'a* = G libovolného prvku a* e gG sklada ze
viech bodd mnoZiny G, které se funkci g zobrazi na a*; g~'a* je tedy prvkem roz-
kladu mnoZiny G pfisluiného k zobrazeni g.

Na pojmu obecného zobrazeni lIze vybudovat obsahlou teorii, kterd ovsem téz
zahrnuje poznatky o zobrazenich jednoznalnych, jimiZ jsme se zabyvali vyse. Z této
teorie uvedeme zde n&kolik drobnosti o skladani obecnych zobrazeni.

Pojem sloZeného zobrazeni, ktery jsme v 6.7 zavedli pro jednoznana zobrazeni,
se da bezprostfedn& roz§ifit na zobrazeni obecna. Nechf G, H, K, znali neprazdné
mnoZiny, g obecné zobrazeni mnoZiny G do H a h obecné zobrazeni mnoZiny H do K.
Pak se zobrazeni hg, sloZené z funkei g a h (v tomto pofadi), definuje tak, Ze se ke
kaZdému prvku a € G ptifadi viechny h-obrazy jednotlivych prvki leZicich v mnoZin&
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ga. Ziejm€ plati hga < K. Zejména se mnoZina obrazi g 'ga libovolného prvku
a € G sklada z prvkl v G vyznadujicich se tim, Ze alespoti jeden jejich g-obraz leZi v ga.

Konetné poznamenejme, Ze pojem obecného zobrazeni mnoZiny G do mnoZiny
G* 1ze zobecnit v tom sméru, Ze se pfipusti existence prvkli v mnoZin& G, k nimZ neni
prifazen 7adny prvek v G*. Takové obecné zobrazeni se nazyva relace mnoZiny G do
mnoZiny G*.

V dalSich tivahéch o obecnych zobrazenich se omezime na pfipad, Ze mnoZiny
G a G* splyvaji a Ze jde o obecné zobrazeni mnoZiny G na sebe.

9.2. Kongruence

Obecné zobrazeni g mnoZiny G na sebe se nazyva kongruence na G, kdyZ mé
tyto vlastnosti:

a) Pro a e G je ae ga;
b) kdyZ pro a, b, c € G plati b € ga, c € gb, pak je c € ga.

Prvni vlastnost vyjadfujeme tim, Ze obecné zobrazeni g je reflexivni a druhou,
Ze je tranzitivni. '

Kongruence na mnoZinég je tedy obecné zobrazeni mnoZiny na sebe vyznadujici
se tim, Ze je reflexivni a tranzitivni.

Predpokladejme, Ze g je kongruence.

Potom vztah b € ga vyjadfujeme tim, Ze prvek b je kongruentni s prvkem a
v kongruenci g.

Snadno zjistime, Ze inverzni obecné zobrazeni g~! je rovndZ kongruenci.
Vskutku, zobrazeni g~ ! je ztejmé reflexivni. Déle ze vztahtt b e g~ 'a, c € g~ 'b plyne
aegh, bege, tedy ae ge, a odtud vychazi, Ze c e g~ 'a, takZe zobrazeni g~! je
i tranzitivni. ‘

Kongruenci g~ ! nazyvime oviem inverzni vzhledem ke g. Kongruence inverzni
vzhledem ke g~! je kongruence g.

Napf. kdyZ méame libovolné rozklady A4, B na mnoZiné G a kdyZ ke kazdému
prvku @ e A pfifadime vSechny prvky rozkladu A, které se daji spojit s prvkem a
v rozkladu B, mame kongruenci g na rozkladu 4, jak plyne z 3.1a, b. V tomto pfipadé
je s prvkem a kongruentni kazdy prvek b € A4, ktery se d4 spojit s prvkem a vrozkladu
B. V inverzni kongruenci g~ ! jsou ke kaZdému prvku @ € A4 pfifazeny vSechny prvky

.rozkladu 4, s nimiZ se prvek @ da spojit v rozkladu B; podle 3.1c soudime, Ze jsou to
pravé prvky, které se daji spojit s prvkem a v rozkladu B. Odtud vychazi, Ze v tomto
zvl4stnim piipadé inverzni kongruence g~! je tdZ jako g, tj. g~ ! = g.

Jiné pfiklady kongruenci jsou tyto: Ke kaZdému rozkladu A v mnoZiné G
ptifadime vSechny jeho zékryty (zjemn&ni). Pokazdé méame kongruenci na mnoZiné
viech rozkladii v mnoZiné G, jak plyne z 2.4a, b. S rozkladem 4 je kongruentni kazdy
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rozklad mnoZiny G, ktery je zikrytem (zjemnénim) rozkladu 4. Obg kongruence jsou
vzajemné inverzni.

Zvl1asté dileZité jsou kongruence symetrické a antisymetrické.

9.3. Kongruence symetrické

Libovolna kongruence g na mnoZin€ G se nazyva symetrickd, kdyZ ma tuto.
vlastnost:

(S) KdyZ bega, pak aegbh.

Tato vlastnost vyjadfuje symetrii kongruence g v tom smyslu, Ze z kaZdych
dvou prvkl v G bud Z4dny neni nebo kaZdy je v mnoZiné& obrazl druhého. KdyZ pak
plati b € ga, piSeme b = a (g), struén&ji b = a. MAme pak oviem také a = b a pra-
vime, Ze proky a, b jsou kongruentni.

Napf. kongruence na rozkladu A4, o niZ byla fe¢ v prvnim ptiklad& pfedcha-
zejiciho odstavce, je symetrickd, jak plyne z 3.1c.

BudiZ g libovolna symetricka kongruence na mnoZiné G.

DiileZita vlastnost kongruence g je ta, Ze systém vSech podmnoZin v G, z nich?
kazZdd se sklddd ze vSech proka, které vesmés jsou kongruentni s nékterym prvkem.
mnofiny G, je rozklad mnoZiny G. O tomto rozkladu pravime, Ze pFislusi nebo patFi
ke kongruenci g; jeho prvky se nazyvaji tFidy kongruence g.

Diikaz tohoto tvrzeni je snadnym zobecnénim ditkazu v odst. 3.4, Ze systém A
vSech podmnoZin v rozkladu 4, o ném¥ je tam ¥e&, je rozkladem na rozkladu A4; pfene-
chavame Ctenéfi, aby si toto zobecnéni provedl.

RovnéZ snadno vidime, Ze kaZdé dva prvky v G, které leZi v téZe tFidé kongruen-
ce g, jsou kongruentni, kdeZto Zddné dva, které v téZe tfidé neleZi, nejsou. Libovolny
vybér v rozkladu pfislu$ném ke kongruenci g, tj. podmnoZina v G, majici s kazdym
prvkem rozkladu spoleény pravé jeden prvek mnoZiny G, je tedy systémem repre-
zentantil kongruence g v tom smyslu, Ze kazdy prvek v G je kongruentni prave s jed-
nim reprezentantem.

Naopak, kdy? je ddn na mnoZiné G libovolny rozklad A, existuje kongruence
na mnoZiné G, k niZ pfislusny rozklad je A. Tato kongruence je definovana tim, e
s kazdym prvkem a € G je kongruentni kaZdy prvek v G, ktery leZi v témZ prvku roz-
kladu 4 jako prvek a, kdeZto jiné prvky v G s prvkem a kongruentni nejsou.

Mezi studiem symetrickych kongruenci a studiem rozkladit mnoZin neni pod-

statny rozdil.

Konedné ukaZeme, Ze inverzni kongruence g~! je taZ jako g, tj. g~ ! = g.

' ‘Vskutku, ze vztahu b € g 'a plyne a € gb a tedy, podle pfedpokladu S, je b € ga,
takZe mame g~ 'a c ga; naopak ze vztahu b € ga plyne podle pfedpokladu S, Ze
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a € ghatedy také b € g~ 'a, takZe vychazi ga = g~ 'a. Madme tedy g 'a = ga a tim je
diikaz proveden.
~ Poznamenejme, Ze kaZd4 kongruence na mnoZiné G, ktera se vyznacuje tim, Ze
-splyva se svou inverzni, je symetricka.
Podotknéme, Ze se symetrické kongruence nazyvaji také ekvivalence.

94. Kongruence antisymetrické

1. Zdkladni pojmy a vlastnosti. Libovolna kongruence g na mnoZiné G se na-
zyva antisymetrickd, kdyZ mé tuto vlastnost:

(AS) Zevztahtt bega,aecgbplyne a = b.

Tato vlastnost vyjadfuje antisymetrii kongruence g v tom smyslu, Ze z kaZzdych
dvou riznych prvkii v G bud Z4dny neni nebo pravé€ jenom jeden je kongruentni
s druhym. KdyZ pak prvek b je kongruentni s prvkem a, tj. kdyZ b € ga, piSeme
a < b(g)nebo b = a(g), strutndjia < bnebo b = a.

Kdy? je kongruence g antisymetrickd, pak kongruence inverzni g=* je rovné?
antisymetrickd. Ze vztahti b e g~'a, a € g~'b nasleduje totiz a € gh, b € ga a tedy,
podle ptedpokladu AS, je a = b.

' Napft. ob€ kongruence na systému vSech rozkladid v mnoZiné G, o nichZ byla
fe€ na konci odst. 9.2, jsou antisymetrické, jak plyne z 2.4c; fekli jsme jiZ, Ze kazda
znich je inverzni vzhledem k druhé. :

Podotknéme, Ze se antisymetrické kongruence nazyvaji také édsteénd uspord-
ddni; vzajemné inverzni ¢asteéna uspotradani se nazyvaji také dudlini.

2. Horni a dolni hranice dvou prvki. DileZitymi pojmy zaloZenymi na pojmu
antisymetrické kongruence jsou pojmy horni a dolni hranice dvou prvka.

Necht je na mnoziné G dana antisymetricka kongruence g.

Horni hranici dvouclenné posloupnosti prvkii a, b € G vzhledem ke kongruenci
g, struénéji horni hranici prvki a, b € G, rozumime prvek c¢ € G, ktery se vyznaluje
tim, Ze a £ ¢, b £ ¢ a souasné pro kazdy prvek x € G vyhovujici vztahtim a £ x,
b < x plati ¢ < x. Horni hranice dvouélenné posloupnosti prvki mize byt nejvyse
jedna; nebot znadi-li ¢, ¢’ horni hranice, mame ¢ £ ¢’ asoudasnéc¢’ < ¢c,atedyc = ¢/,
podle pfedpokladu AS. Horni hranice prvkl a, b nemusi existovat; existuje-li, ozna-
¢ujeme ji symbolem a U b

Obdobné definujeme dolni hranici dvouclenné posloupnosti prokii a,be G
vzhledem ke kongruenci g, strunéji dolni hranici proki a, b € G: Timto ndzvem
jmenujeme prvek ¢ € G, ktery se vyznaduje tim, Ze ¢ < a, ¢ £ b a soulasné pro kaz-
dy prvek x € G, vyhovujici vztahim x < a, x £ b, plati x < ¢. Dolni hranice
prvkl a, b miZe byt nejvys jedna; existuje-li, oznadujeme ji symbolem a N b.

Porovname-li definice horni a dolni hranice, vidime, Ze horni (dolnf) hranice
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dvou prvkii v G vzhledem ke kongruenci g, existuje-li, je jejich dolni (horm) hranici
vzhledem k inverzni kongruenci g~ 1.

Pfenechdvame Ctendfi, aby se presvédéil, Ze pro kazdé tii prvky a, b,ce G
plati nasledujici rovnosti, kdykoli existuji p¥islu§né horni a dolni hranice:

a)aub=bua, a)anb=bna,
b)ava=a, b)ana=a,
cgau(buc)=(aub)uec, Nan(bnc)=(anb)nec,
dav(@anb)=a, dyan(avb)=a.

Vzhledem k tomu, Ze plati rovnosti a), a’), mluvime obvykle o horni a dolni
hranici dvou prvkd, ale nerozliSujeme jejich uspofadani.

Abychom uvedli pfiklad horni a dolni hranice, v§imnéme si antisymetrické
kongruence na systému vSech rozkladd mnoZiny G, v niZ jsou ke kazdému rozkladu
mnoZiny G pfifazeny viechny jeho zakryty, popf. zjemné&ni. KaZdé dva rozklady A, B
mnoZiny G maji vzhledem k této kongruenci horni hranici [ 4, B], popf. (4, B) a dolni
hranici (4, B), popt. [4, B].

9.5. Cviceni

1. Necht je mnozina G zobrazena jednoznaénymi funkcemi a, b na mnoZinu 4 popf. B’
a necht se jeji rozklady pattici k tdmto zobrazenim sob& rovnaji. UkaZte, e pak f = ba™ ! je
jednoznatné a prosté zobrazeni mnoziny A na Ba f 1 =qap! je k nému inverzni zobrazeni
mnoziny B na A. V tomto pfipadé jsou tedy mnoZiny A4, B ekvivalentni.

2. BudiZ n libovolné ptirozené Cislo. Kdyz ke kazdému celému &islu a pfifadime kazdé
gislo @ + vn, kde v = ..., —2, —1, 0, 1, 2, ..., obdrZime symetrickou kongruenci na mnoZziné
vSech celych Cisel. Pfislu§ny rozklad ma » tfid; ¢isla 0, 1, ... n — 1 tvofi systém reprezentanti
této symetrické kongruence.

3. Kdyz ke kazdému pfirozenému &islu pfifadime kazdy jeho pfirozeny nasobek (kazdého
jeho kladného délitele), obdrZime antisymetrickou kongruenci na mnoZziné vSech pfirozenych
Cisel. Kazda dvé pfirozena &isla maji vzhledem k této kongruenci horni hranici, kterou je jejich
nejmensi spoleny nasobek (nejvétsi spole¢ny délitel), a dolni hranici, kterou je jejich nejvétsi
spole&ny délitel (nejmensi spole¢ny ndsobek). Obé kongruence jsou vzijmné inverzni.

4. Kdy? ke kaZdé Casti mnoziny G prifadime kaZdou jeji nadmnoZinu (podmnoZinu),
obdrZime antisymetrickou kongruenci na mnoziné€ vSech ¢asti mnoziny G. Kazdé dvé ¢asti mno-
ziny G maji vzhledem k této kongruenci horni hranici, ktercu je jejich soucet (prinik), a dolni
hranici, kterou je jejich prinik (soucet). Obé kongruence jsou vzdjemné inverzni.

5. KdyZ je g antisymetricka kongrence na G a nékteré prvky a, b € G maji horni hranici
a U b, plati tyto vztahy:

a) gla U b) = ga N gb (prava strana znali oviem priunik mnoZin ga, gb),

b) g laudb) o g laug s
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