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Pozdéji (v odst. 14.2, 14.3.4) uvidime, Ze se nékteré gruroidy vyzna-
duji tim, Ze na nich jsou kazdé dva faktoroidy dopliikové. Proto je
vhodné podotknout, ze dva faktoroidy daného gruyoidu obecné doplii-
kovymi nejsou. Na p¥. na gruroidu, jekoZ role mé &tyii prvkya, b, ¢, &
a nasobeni je ddno vzorcem xy = y, jsou viechny rozklady vytvoiujfct
(cvié. 8.8.6); faktoroidy, jejickZ yole jsou na r¥. ota rozklady {a, b},
{c,d} a {a}, {b, c, d} dopliitkovymi nejsou (cvi¢. 2.10.11).

8.8. Cvidenf. ,

8.8.1. Ukaste, Ze grupoidy 3,, 8, (n = 1) jsou isomorfni.

8.8.2. Necht ¥, znaéi podgruroid v 3, jeLoz role se sklad4 ze viech
celych nésobkl néjakého p¥irozeného &isla m > 1. Z kterych prvki se
skladaji faktoroidy ¥,,C 3,a 3, M %,, (n > 1), kdyz m, n nejsou ne-
soudélnd ? '

8.8.3. Necht & znadi grupoid, jehoZ pole se sklada ze viech ptiroze-
nych ¢&isel s vyjimkou téch, jejichZ ¢islice v desitkové soustavé obsa-
huji 0, a jehoZ nésobeni je definovdno takto: Pro a, b € & je soudin ab
¢tislo dané v desitkové soustavé &islici @, ... asb, ... bg, ¥ii CemZa, ... ay
(by ... bg) je Cislice v desitkové soustaveé ¢isla a (b). Tedy na pi. 14.23 =
= 1423. Ukaite, Ze: 1. gruroid & jest asociativni; 2. rozklad gruroidu
®, jehoZ prvky jsou mnoZiny viech é&isel v &, kterd jsou v desitkové
soustavé ddna &islicemi vZdy o stejném podtu cifer, je vytvoiujici.

8.8.4. Kazdy faktoroid na né&jakém abelovském (asociativnim}
grupoidu jest abelovsky (asociativni).

8.8.6. Kdyz né&jaky gruroid & obsahuje prvek a takovy, Ze aa = a,
t. zv. rovnomocny neboli idempotentni prvek, pak onen prvek libovol-
ného faktoroidu v @, ktery obsahuje prvek a, je rovnéZ rovnomocny.

8.8.6. Grupoid &, jehoZ polem je libovolnd mnoZina a nésobeni je
déno tim, %e pro a, b € @ jest ab = a (ab = b), jest asociativni a viechny
jeho rozklady jsou vytvoiujici.

9. VETY O ISOMORFISMU GRUPOIDU.
DEFORMACE FAKTOROIDU.

9.1. Prvni véta.
Necht &, G* znadf néjaké grupoidy a predpoklddejme, Ze existuje
ngjaké deformace d grupoidu & na G*. V odst. 8.1.2 jsme ukézali, Ze
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rozklad D grupoidu @, patief k deformaci d, je vytvoFujici. Necht D
znadi faktoroid p¥sluiny k vytvorujicimu rozkladu D. Kdy# ke kazdé-
mu prvku @ e D piifadime onen prvek a* ¢ §*, z jeho# vzort v d se @
skldd4, obdr#fme jisté prosté zobrazeni faktoroidu D na grupoid G*;
oznacéme je i. Podle definice zobrazeni i plati tedy rovnost ia = da,
a to prokazdy prvek @ ¢ D a kazdy prvek a e . Necht @, b znadi libo-
volné prvky v ® a necht a je libovolny prvek v @ a b libovolny prvek
v b. Pak plati vztahy: ab e @b c @ b ¢ D a odtud plyne i@ * b) = dab =
= da . db = i@ . ib. Mdme tedy rovnost i(@ * b) =ia . ib, kters vyjadiu-
je, Ze i je deformace; a tedy (protoZe je prosta) isomorfismus faktoroidu
® na G*. Tim jsme doili k poznatku, %e kdy# existuje néjaka deformace
d grupoidu @ na @*, pak na @ existuje faktoroid isomorfni s &*, a to
faktoroid D p¥islusny k vytvoiujicimu rozkladu patifcimu k deformaci
d, pii temZ isomorfismus je vyse definované zobrazeni i. O faktoroidu D
pravime, Ze patii neboli pfislusi k deformact d.

Necht nyni naopak D znaéi libovolny faktoroid na  a necht d znadi
zobrazeni grupoidu & na D definované takto: Obraz v d libovolného
prvku a e @ jest onen prvek @ e T, v némi a lez, t. j. pro njz platf
a € @. Snadno ukdZeme, %e d je deformace grupoidu & na D. Za tim
ttelem uvazujme o libovolnych prveich a,b €@ a o onéch prveich
a,bed, které obsahuji a, b, talZe @ = da, b = db. Ze vztahii ab € @b C
ca be® plyneabea- b a dile dab = @ b = da - db, takie skuteins
zobrazeni d zachovavé nésobeni v grupoidech &, D. Vychazi tedy, Ze
se grupoid @ d4 deformovat na kazdy faktoroid D lezici na @, a to tak,
%e se ka#dy prvek v @ zobrazi na onen prvek v ®, v ném# lezf. Odtud
plyne déle, Ze se grupoid & dé deformovat na kazdy grupoid &*, ktery
jest isomorfni s nékterym faktoroidem na G.

Hotejsi vysledky struéné shrnuje t. zv. preni véta o isomorfismu
grupoidia:

Kdy# grupoid &* je homomorfni s grupoidem &, pak jest isomorfni
8 jistym faktoroidem na ®; kdyZ grupoid &* jest isomorfni s nékterym
faktoroidem na grupoidu &, pak je homomorfni s &.

Obsah prvni véty o isomorfismu gruroidd je zndzornén na pifkladé
v obr. 9. V ném jsou vyznadena pole dvou grupoidi &, @* a jist4 defor-
mace d grupoidu G na @*. Pole grupoidu & je mnozZina bodt uvniti
a na obvodu velkého obdéInika, pole grupoidu G* se sklada z vyznade-
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nych bodi nad obdélnikem; deformace d zobrazuje viechny prvky gru-
poidu @, lezici vzdy v nékterém mensim obdélniku na onen prvek gru-
poidu ®*, ktery je nad nim,

N N N P jak je naznadeno Carami
AVALA VSN : VSR N A jdoucimi od vrcholti mensich
RN RS R VA R A obdélnikd k prvkam grupoi-
PR VY VY / Y [ du G*. MnoZiny bodt uvnit
i i ; a na obvodech mensich ob-
délnikd jsou prvky faktoroi-
du na &, ktery jest isomorf-

nis G*.

Obr. 9.

9.2. Druha véta.

Necht nyni ¥ znaé{ libovolny faktoroid v & a B libovolny podgrupoid
v @ a predpokladejme, se BMsd = ¢. V odst. 8.4.1 jsme vylozili, 7e
tato dvojice jednoznaéng uréuje jednak obal B C U podgrupoidu B
ve faktoroidu % a jednak prisek U M P faktoroidu U § podgrupoidem
B. Obal B CY je podgrupoid v A a prisek A M B je faktoroid v B.
Podle definice grupoidu B L ¥ mé kazdy prvek @ ¢« B CY a podmnoZzi-
na B neprazdny prinik # = @ n B; tento prinik j je prvkem v TERID)
Podle definice grupoidu % ™ % je kazdy prvek z e 9 M B neprazdnym
priinikem @ n B jistého prvku @ e ¥ a podmnoziny B; prvek @ je tedy
incidentni s B a je tedy prvkem v 9 [ U. Kdy# ke kazdému prvku
ae B CY piifadime prvek Z = an B, obdrifme jisté zobrazen,
oznadme je i, podgrupoidu B C Y c U na faktoroid U ™ B. Ukazeme,
Ze i jest isomorfismus.

Predeviim snadno zjistime, Ze zobrazeni i je prosté. Je-li totiZ néktery
prvek z € A M B v zobrazeni i obrazem nékterych prvki a, beBLY,
tak¥e z = @ 0 B = b n B, mime vztahy § = Z c @ n b, a odtud plyne
@ = b, nebot dva rizné prvky grupoidu B C ¥ incidentni nejsou.

Déle snadno ukdZeme, Ze i je deformace. Za tim Géelem uvazujme
o libovolnych prvcich a, beBLY. Necht z=ia, y=ibeAM B,
takie x =an B, y = b n B. Mame ukazat, %e zobrazeni izachovavé
nésobeni v grupoidech B CH, UM B, t. j. e z° y=i@:- b) Zrov-
nosti * = an B, y._an plynou vztahy : zycabca-bed; podle
definice nasobeni v % M B, je Z * ¥ prvek v I M B obsahujict mnozinu
7y a podle definice faktoroidu % M B existuje prvek ¢ ¢ U takovy, Ze
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x 'y =7cnB. Vychazi tedy® + Zy ca b n ¢ a odtud plyne c = @ * b,
protoZe dva rizné prvky faktoroidu % nejsou incidentni. Mame tedy
rovnost 'y =a-bn B a tedy také z7 = i(@b). Dosli jsme k vy-
sledku, ktery stru¢né vyjadfuje t. zv. druhd véta o isomorfismu gru-
poidiL:

Obal libovolného podgrupoidu B c & v libovolném fakioroidu oG
(BnsA + 0) a prasek faktoroidu U s podgrupoidem B jsou isomorfni,
tj. BLUY=YM B,

Kdy? zejména faktoroid U je na grupoidu @, pak ho¥ejii predpoklad
Bnsd + ¢ je splnén a z nad véty vyplyva, Ze obal libovolného pod-
grupoidu B c G v libovolném faktoroidu U na ® a prasek faktoroidu I
s podgrupotdem B jsou isomorfni.

Obsah druhé véty o iso-
morfismu grupoidd je zna-
zornén na piikladé v obr. 10.
Pole grupoidu & je mnozina
vSech bodu v nakresné rovi-
ng, pole faktoroidu ¥ se skla- Obr. 10.

dd z mnozin bodd uvnit¥

a na obvodech stejnych obdélnikiéi a pole podgrupoidu 9B z bodi
uvnit¥ a na obvodu vnit¥niho obdélnika. Ridkym a hustym ¢irkova-
nim jsou vyznaleny prvky obalu B C YU a priseku A B. Podle
hotejsiho vysledku je zobrazeni kazdého prvku obalu B C U na onen
prvek priseku % M B, ktery obsahuje, isomorfismus podgrupoidu
% CY c Y na faktoroid U M B.

9.3. Treti véta.

Jest jesté jedna duleZitd véta o isomorfismu grupoidi a ta se tyka
zakrytu faktoroidu.

Necht % znadf libovolny faktoroid na & a % libovolny faktoroid na .
Jak vime, vynucuje faktoroid B jisty zdkryt U faktoroidu ®B. Pkipo-
metime si, e ¥ je faktoroid na grupoidu & a kazdy jeho prvek je
souctem viech prvki faktoroidu 9B, které jsou obsaZeny vidy v témize
prvku faktoroidu B. Kdyz ke kazdému prvku b ¢« B pfifadime onen
prvek @ e, ktery je souttem v¥ech prvkié faktoroidu B lezicich
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v prvku b, obdrzime jisté zobrazeni, oznaéme je i, faktoroidu B na
faktoroid Y. Ukazeme, %e i jest isomorfismus.

Predevsim je zfejmsé, Ze zobrazeni i je prosté. Abychom ukazali, Ze je
deformaci, uvazujme o libovolnych prvcich b, by e B a o soudinu
by € B prvku b, s prvkem b,. Podle definice nésobeni faktoroidu P,
plati pro kaZdy prvek b1 € ?23_ obsazeny v b, a kazdy prvek b, ¢ B,
obsazeny v b,, vztah b,'b, € by. Necht @, znalf onen prvek zékrytu ¥,
ktery je souttem viech prvku b,eB obsaZenych v bl, tedy a, = =b,
(b1 €b,), a podobns, necht @, = Zb (by € by), Gy = Zby (b3 € ba), akze

= iby, G, = ib,, @y = iby € U. Pak ze vztahu b, " b, e ba (b € b,,
b2 € by) plyne predevsim b, * b, C @, a déle 8,d, = 3b,b, C Thyb, C @,
a odtud vychézi, Ze @, jest onen prvek faktoroidu A, ktery obsahu]e
a@,,, takie @, = @, * @, Tato rovnost se dé psiti ve tvaru iby = ib, * ib,
a vyjadfuje, Ze zobrazeni i je deformace, a tedy (protoze je proste) iso-
morfismus. Dosli jsme k vysledku, ktery stru¢nd vyjadiuje t. zv. tret
véta o tsomorfismu grupoidi:

Libovolny faktoroid B na néjakém _faktoroidu B grupoidu & a 2dkryt u
faktoroidu B vynuceny faktoroidem B jsou isomorfns, t. j. B == a2

Obsah tfeti véty o isomorfismu grupoidd je znizornén na piikladé
v obr. 14. Pole grupoidu & je mnoZzina bodi uvniti a na obvods velkého
obdélnfka, pole faktoroidu B se sklédd z mnoZin bodd uvnit¥ a na
obvodé mensich obdélniki a prvky faktoroidu B jsou mnoZiny prvki
faktoroidu B, patiici vidy do jednoho obdélnika vyznadeného silngjsi
darou; pole zékrytu U faktoroidu B, vynuceného faktoroidem B, se
skldd4 z mnoZin bodu uvniti
a na obvodech téchto obdél-
nikd. Podle hofejstho vy-
sledku je zobrazeni kazdého
prvku b faktoroidu B na

Obr. 11. onen prvek faktoroidu %,
ktery je souttem prvki fak-
toroidu & lezicich v b, isomorfismus faktoroidu P na faktoroid .

9.4, Deformace faktoroidu.

Necht d znadf libovolnou deformaci grupoidu & na grupoid G*.
Z odst. 9.1 vime, e grupoid G* jest isomorfni s faktoroidem D pif-
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sluinym k d>formaci d, t. j. s faktoroidem na grupoidu @, jehoz polem
je rozklad D, p¥isluiny k deformaci d.

Z olst. 3.8.1 vims, Ze deformace d uréuje rozsifené zobrazeni d
systému visch podmnofin v @ do systému viech podmnozin v @*;
v tombo zobrazeni jest obrazem ka%dé podmnoZiny 4 c & podmnoZina
d4 c G*, kterd so sklada z obrazii v deformaci d jednotlivych prvki
acA.

UvaZujm> o libovolném faktoroidu % na grupoidu &. Jeho polem
je jisty vytvoFujici rozklad A.

Podle véty v odst. 3.8.4 je d4 rozkladem grupoidu @* tehdy a v jen
tohdy, kdy’ rozklady 4, D jsou dopliikovs, t. j. kdyz faktoroidy U, D
jsou doplitkové.

Pradpokldadajms, Ze tato podminka je splnéna.

9.4.1. Snadno vidim>, Zs rozklad d4 je vytvofujici. Vskutku, budtes
a*, b* ¢ d4 libovoln3 prvky. Pak existuji prvky @, b, ¢ € A takové, Ze
da = a*, db = b*, @b c ¢. Polle véty 7.3.2 mame: da . db c dg, a vi-
dim>, Ze existuje prvek (dé =) ¢* e d4 takovy, e a*b* c ¢*. Tim je
zjidténo, ze rozklad d4 je vytvorujfci.

Faktoroid na grupoidu *, jeho# polem je vytvotujici rozklad d4, se
nazyvé obraz faktoroidu N v roz¥ifeném zobrazeni d a oznaduje se sym-
bolem d¥; faktoroid ¥ se nazyva vzor faktoroidu d¥ v roz¥iteném
zobrazent d.
~ 9.4.2. Rozsifenym zobrazenim d je urdeno éisteéné zobrazeni fakto-
roidu ¥ na faktoroid d¥, jim% je ke kazdému prvku @ e U prifazen
jeho obraz di € dU. V dalsim rozumims zobrazenim d faktoroidu % na
faktoroid d¥ toto istedns zobrazen.

Uxdzams, Ze zobrazeni d faktoroidu A na faktoroid d¥ je deformaci.
Vskutku, % vztaht @, 5,6, @b = ¢ plyne @b c ¢ a dale d@ . db
C dc, tak¥e mamo di - db = dc = d(@ * b), a tim je dikaz proveden.

Prihlizsjics k tomuto vysledku, nazyvame zobrazeni d faktoroidu
A na faksoroid d¥ rofiFenou deformact d.

9.4.3. K rozsifené daformaci d faktoroidu ¥ na faktoroid d¥ p¥islusi
jisty faktoroid ¥ na faktoroidu 9. Jeho prvky se skladaji vidy ze viech
prvki faktoroidu ¥, které maji v rozsifené deformaci d ty% obraz.

Prihlizajice k vété 3.8.5.1, soudime, Ze zakryt faktoroidu o vynuceny
faktoroidem ¥ je nejmensi spoleény zakryt [¥, D] faktoroida %, D.
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Kdy? ke kazdému prvku u e [‘Q_I D] ptitadime onen prvek @ e,
ktery obsahuje prvky faktoroidu U v ném lezicf, obdriime isomorfni
zobrazenf faktoroidu [, D] na faktoroid i U (odst.9.3); kdyZ ke kazdému
prvku @ e q pfifadime onen prvek a* e dl, jenz jest obrazem kazdého
prvku @ e ¥ leziciho v @, obdriime isomorfni zobrazeni faktoroidu o
na faktoroid dU (odst. 9.1). SloZenim t&chto isomorfnich zobrazent
obdrzime isomorfni zobrazeni faktoroidu [, D] na faktoroid d¥ (odst.
7.4.2). V ném je ke kazdému prvku u e [U, D] piifazen jisty prvek
a* e d%, ktery je obrazem prvku % v rozifieném zobrazeni d (odst.
3.8.5.2).

Tim jsme dosli k tomuto vysledku:

Kdyz se néjaky faktoroid A na & zobrazi v rozifené deformaci d na
néjaky faktoroid U* na G*, pak jsou faktoroidy [, D], U* isomorfni.
Isomorfni zobrazend faktoroidu [U, D] na U* obdrsime, kdyt ke kaZdému

vIy

proku prontho faktoroidu pfiradime jeho obraz v roz§ifeném zobrazeni d.

Zejména je kaidy faktoroid, ktery je zdkrytem faktoroidu D, isomorfni
se svyym obrazem v rozdifené deformaci d; isomorfni zobrazeni obdrZime,
kdy? ke kaZdému proku 2dkrytu prifadime jeho obraz v roz§ifeném zobra-
zent d.

9.5. Cviceni.,

9.5.1. Ujasnéte si véty o isomorfismu grupoidi na ptkladé grupoidit
3, Y, 34, 34, 0 nichZ byla Fed v odst. 8.3, 8.4.2 a 8.5.4.

9.5.2. Kazdé dva faktoroidy v libovolném grupoidu &, takové, ze
kazdy prvek jednoho jest incidentni pravé jenom s jednim prvkem
druhého, jsou isomorfni, pfi éemz isomorfismus je dan incidenci prvki.

9.5.3. BudiZ i isomorfismus grupoidu & na. grupoid &*. Obraz kaz-
dého faktoroidu U na grupoidu ® v roziifeném zobrazeni i je jisty
faktoroid i% na grupoidu G* a &astetns roziifené zobrazeni i faktoroidu
U na i jest isomorfismus.

9.5.4. Budiz d deformace grupoidu & na grupoid &*. Kazdy fakto-
roid 9%* na _grupoidu G* je v roziifené deformaci d obrazem jistého
faktoroidu 2, ktery lezi na grupoidu @& a je zakrytem faktoroidu p¥f-
slugného k deformaci d.
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