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z nichz kazdy se sklddéd ze dvou prvkiét mnoZiny. 2. Dvojice, jejichz
jeden rozklad mé dva a druhy t#i prvky a oba rozklady maji spoleény
prvek, ktery se skldada z jednoho prvku mnoziny. 3. Dvojice, jejichZ
kazdy rozklad mé t¥i prvky, aviak zadny prvek neni v obou rozkladech.

3. O ZOBRAZENICH.

3.1. Zobrazeni do mnoZiny.

V dennim Zivoté se napofad setkdvdme se zjevy, které souvisi
s matematickym pojmem zobrazeni. V nejjednodus$im piipadé maji
takové zjevy toto schema: Mame dvé neprazdné mnoZiny @, G* a mezi
prvky obou mnoZzin néjaky vztah, jim% je ke kaZdému prvku mnoZiny
@ piitazen pravé jeden prvek mnozZiny G*.

Na pi.: [1] Mezi divdky pii uréitém divadelnim pfedstaveni a mezi
vstupenkami pro to predstaveni vydanymi je vztah dany tim, Ze
kazdy divak je pfitomen na zakladé pravé jedné vstupenky.

[2] Mezi zéky urcité gkoly a jejimi t¥idami je vztah dany tim, Ze
Kazdy 4k pat¥ pravé do jedné t¥idy.

[3] Uréeni poétu n néjakych vécf zalezi v tom, Ze ke kazdé véci pfi-
fadime pravé jedno ptirozené &islo 1, 2, ..., n, a to obvykle tim zpiiso-
bem, Ze vezmeme v%dy jednu z nich do rukou a soudasné ji oznadime
(znakem anebo jenom v mysli) jednim z ¢isel 1, 2, ..., n.

Necht tedy @, G* znaéi neprazdné mmoziny. Zobrazenim mmno#iny
@ do G* rozumime néjaky vztah mezi proky obow mnofin, jim# je ke ka%-
dému proku mnoZiny G prifazen prdvé jeden prvek mnoZiny G*; jinak
Yeceno, jimZ je kaZdy prvek mnofiny G zobrazen prdvé na jeden prvek
mnofiny G*.

Zobrazeni mnoZiny @ do Q* se nazyvd také funkce na mnoZiné @ do
mmnoZiny G*. Zobrazuji-li ngjakd zobrazeni g, h mnoziny G do G* kazdy
prvek v G vidy na stejny prvek v G*, nazyvame je rovnd a piSeme g =
= h. V opa¢ném piipads je nazyvame riznd a piSeme g + h.

Uvazujme o libovolném zobrazeni g mnoZiny @ do G*. K libovol-
nému prvku a ¢ @ je zobrazenim g p¥ifazen jisty prvek a* ¢ G*. Prvek a
nazyvame vzor proku a* a prvek a* obraz proku a v zobrazeni g, a pi-
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geme a* = g(a) nebo jenom a* = ga; nékdy také rikdme, Ze a* je
hodnota funkce g v prvku a. Jiny zptsob oznadeni je (a *); symbolem
(Z*Z *'. ) pak vyjadfujeme rovnosti a* = ga, b* = gb, .

Kdy# A znadi néjakou podmno%inu v G a 4A* podmnoZinu v G¥,
gkladajici se z obrazii v zobrazeni g jednotlivych prvka mnoziny 4,
piseme A* = g(A4) nebo jenom A* = gA. Kdyz A + 9, mizeme ke
kazdému prvku”a e A piitaditi prvek ga e G*, a tim 'obdriime jisté
zobrazeni mno%iny A do G*. Toto zobrazeni nazyvame édsteéné zobra-
zeni (funkce) uréené zobrazenim g a oznacujeme je symbolem gy.

3.2. Zobrazeni{ na mnoZinu.

Podle definice zobrazeni mnoziny @ do G* ma sice v zobrazeni g
kazdy prvek v G jisty obraz v G@*, ale naopak nemé nutné kazdy prvek
v G* vzoru v G. Kdy? zobrazeni g je takové, Ze kaZdy prvek v G* md vzor,
pak pravime, Ze g je zobrazemi mmofiny G na mnoXinu G*, nebo Ze
funkce g zobrazuje mnoZinw G na mnofinu G*. Kdyz ¢ + A c G, je ga
zfejmé zobrazeni mnoZiny 4 na mnoZinu gA4.

Vyge jsme uvedli t¥i p¥iklady zobrazeni. Z nich [2] a [3] jsou piiklady
zobrazeni mnoZiny na mnozinu: ke kazdé t¥idé patii alespoti jeden zék,
ktery je k ni v onom zobrazeni pfifazen, a podobné, kdyz mame n véci,
pak p¥i uréovani jejich poétu byla kazdym z &éfsel 1, 2, ..., n jedna véc
oznadena. Naproti tomu jest [1] pfikladem zobrazeni mnoZiny na mno-
#inu jenom tehdy, kdy% piipustime, Ze divadlo je vyprodéno. V opaé-
ném p¥pads zbyly v pokladné vstupenky, pro které neni divakd.

3.3. Zobrazeni prosté.

'V pojmu zobrazeni mnoziny G do G* je jesté daldi nesoumérnost
vzhledem k obéma mno%indm: V zobrazen{ g mé kazdy prvek v G pravé
jeden obraz v G*, kde%to naopak ty% prvek v G* muZe miti nékolik
a tieba 1 nekoneéné mnoho vzora v G.

Md-li kaZdy prvek v G* v zobrazent g nejvyse jeden vzor, pak se g nazyvd
prosté zobrazeni mnoZiny @ do G*.

ZY¥ejms je g prosté zobrazeni mnoZiny G na G*, kdyz a jen kdyZz ma
kazdy prvek v G* pravé jeden vzor.
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Z hotejsich piikladi je [3] pfikladem prostého zobrazeni mnoZiny na
mnozinu; [2] je p¥fkladem prostého zobrazeni mnoZiny na mnoZinu
jenom (v theoretickém piripadé), kdyby ka#d4 tiida méla jenom jed-
noho zéka; [1] je p¥ikladem prostého zobrazeni mnoziny na mno%inu
jenom v tom piipadé, Ze divadlo je vyprodano a v kazdé 16i sedf jenom
jeden divak (obvykle 16Z0ova vstupenka opraviiuje k nadvitéve pedsta-
veni nékolik divaki).

3.4. Inversni zobrazeni. Ekvivalentnf mno%iny. Uspo¥i-
dané skupiny prvkd.

K pojmu prostého zobrazeni mnoZiny na mnozinu se p¥ipinaji dva
dulezité pojmy: pojem inversniho zobrazeni a pojem ekvivalentnich
mnozin.

3.4.1. Inversni zobrazeni. Predpokladejme, Ze g je prosté zobrazeni
mnoziny G na G*. V tom pifipadé miZ%eme definovat jisté zobrazeni
mnoziny G* na mnozinu G, které znatime symbolem g—! a nazyvime
inversni zobrazeni vzhledem k g, a to takto: Ke kazdému prvku a* ¢ G*
je v zobrazenf g—*! pfifazen jeho vzor a € G v zobrazeni g.

Na pi. kdy% je divadlo vyprodano a v kazdé 16%i sedi jenom jeden
divék, pak v zobrazeni inversnim vzhledem k tomu, o ném# byla ¥ed, je
pfifazen ke kazdé vstupence onen divak, ktery ji méa v rukou.

Je zfejmé, Ze inversni zobrazenf vzhledem ku g—* jest opét zobra-
zeni g.

3.4.2. Ekvivalentni mnoZiny. KdyZ jsou dédny neprizdné mnoziny
G, G*, pak vibec nemusi existovat zobrazeni mnoziny @ na G*, jak je
z¥ejmé na p¥. v piipads, e G mé jeden a G* dva prvky; a tudiZ ne-
existuje vzdycky ani prosté zobrazeni jedné mnoZiny na druhou.

Kdyz mezi mnoZinams Q, G* prosté zobrazent jedné na druhou existuje,
pravime, Ze mnoZiny G, G* jsou ekvivalentni.

Na pf. kazda mnozina A skladajici se z » (> 0) prvka a mnoZina
{1,2,...,n} jsou ekvivalentni, nebot oznaéime-li prvky mnoZiny 4
na pf. symboly a,, a,, ..., a,, pfi éemz libovolné stanovime, ktery prvek
oznadime kterym symbolem, je tfm déno prosté zobrazeni mnoZiny 4

‘. a,a,...0,
na mnozinu {1, 2, ..., n}, a to (1 9 n)
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Jiny vyznamny p¥iklad ekvivalentnich mnoZin je tento: Libovolns
rozklad B na néjakém rozkladu B mnofiny @ a zdkryt 4 rozkladu B
vynuceny rozkladem B 3 jsou ekvivalentni mnofiny. Prosté zobrazeni roz-
kladu B'na rozklad A obdriime, kdy% ke kazdému prvku beB ' prifa-
dime onen prvek a e 4, jenz je soudtem viech prvki rozkladu B le#i-
cich v b.

3.4.3. Uspofddand skupina proka. KdyZ se mnofina A sklidd zn
(> 0) proki a je ddno prosté zobrazent mnofiny A na mnoZinu {1, 2, ...,
n}, pravime, e mnofina A je uspofddand, a ono zobrazent nazyvdme
uspofdddnim mnofiny A. Uspofddani mnoziny 4 obdrzime na p¥. tim,
Ze jeji prvky sefadime v jistém poradi, t.j. jisty prvek a, € A ozna-
¢ime jako prvni, daldi jako druhy atd., posledni a, e 4 jako n-ty.
Potom pravime, %e A je uspofddand skupina prvka a,, ..., a,. Tento
pojem zavisi tedy na pofadi, v némZ jména jednotlivych prvkd
vyslovujeme nebo vypisujeme. Opaéné uspofddanow skupinou proks
rozumime pak uspofaddanou skupinu prvki a,, ..., a,.

3.5. Rozklad mnoziny ptisludny k zobrazeni.

Necht nyni g znadi libovolné zobrazeni mnoZiny G' na G*. V&imli
jsme si jiZ, Ze libovolny prvek a* ¢ G* muze miti v zobrazeni g nékolik
vzora v G.

Uvazujme o systému @ viech podmnozin @ v @, z nich# kazdé se
sklad4 ze viech vzort v zobrazeni g vidy téhoz prvku a* € G*. Jednot-
livé prvky systému @ jsou tedy podmnoziny v @, sklddajici se ze viech
prvka, které se v g zobrazi vidy na tyz prvek mnoZiny G*. Protoze
mnozina G* obsahuje alespoii jeden prvek a*, neni systém @ prazdny,
nebot obsahuje mnoZinu a vzord prvku a*. Protoze g je zobrazeni
mnoziny G na G*, mé kazdy prvek a* e G* alespoil jeden vzor, a tedy
mnozina @ vzorit libovolného prvku a* € G* neni prazdni. G je tedy
neprazdny systém neprizdnych podmnozin v G.

Déle je patrné, Ze systém @ je disjunktni, t. j. kazdé jeho dva prvky
jsou disjunktni, a Ze pokryva @, nebot kazdy prvek a e @ mé pravé
- jeden obraz a* e G* a tedy lez{ pravé v jednom prvku @ ¢ G, a to v mno-
#in® vzora prvku a*. Vychdzi tedy, Ze systém G vech podmnoZin v G,
2z nich kaZdd se sklddd ze vSech vzord v zobrazeni g véidy téhof proku v G*,
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je rozklad mmno#iny @. O tomto rozkladu pravime, %e pfislusi nebo patri
k zobrazeni g.

Kdy# ke kazdému prvku @ e @ p¥itadime onen prvek a* e G*, z jeho#
vzori se skldd4, obdr#fme jisté zobrazenf g rozkladu G na mnoginu G*,
a je z¥ejmé, %e g je zobrazeni prosté. Odtud plyne, e rozklad G mnofiny
G, prisludny k zobrazent g, a mnoZina G* jsou ekvivalentnt mnoZiny.

Viimnéme si zejména téchto krajnich pripadi: Kdyz mnoZina G* se
skldda z jediného prvku, pak p¥islusny rozklad @ jest Gmax; kdy? g je
zobrazenf prosté, pak pHsluiny rozklad je Gmm. Na p¥. kdy% jde o zob-
razeni, které jsme vySe popsali v piikladé [2], sklad4 se rozklad p¥i-
slu§ny k tomu zobrazeni z jednotlivych mnozin zaku, kteii patii vidy
do téze t¥idy.

3.6. Zobrazeni mnoziny do sebe a na sebe.

V hofejéich tivahich o zobrazenich nikterak nevyludujeme p¥ipad, Ze
mnozina G* jest identickd s mnoZinou @. Kdyz G* = @, pak mluvime
o zobrazen{ mnoziny G do sebe, po pf¥. na sebe.

Prifadime-li na p¥. ke kazdému piirozenému &islu &slo o jedni¢ku
vétsi, obdriime zobrazeni mnoziny viech pFirozenych &isel do sebe.! «

Nejjednodussi zobrazeni libovolné neprézdné mnoziny G na sebe
obdrzime, kdy% ke kazdému prvku a € @ pFifadime opét prvek a; to je
t. zv. identické zobrazeni mnoZiny G a oznaéujeme je symbolem e.
O prostych zobrazenich koneénych mnoZin na sebe budeme podrobnéji
uvaZovati v nisledujicim odstavci 4.

3.7. Skladani zobrazeni.

3.7.1. Pojem sloZeného zobrazeni. Pro nage ivahy je dulezlty pojem
skldddni zobrazeni.

Nechf G, H, K znadi néjaké neprdzdné mno#iny, necht g znaéf né-
jaké zobrazeni mnoziny G do H a h néjaké zobrazeni mnoziny H do K.
Pak je ke kaZdému prvku a € G v zobrazeni g pfifazen jisty prvek
ga e H a k tomuto prvku ga je v zobrazeni h pfifazen jisty prvek
h(ga) € K. Kdy% ke kazdému prvku a € @ pfifadime prvek h(ga) ¢ K,
méme jisté zobrazeni mnoZiny @G do K. Toto zobrazeni nazyvédme
slo%ené ze zobrazeni g a h (v tomto pofadf) a oznadujeme je symbolem
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hg. Je tedy hg jakozto zobrazeni mnoZiny G do K charakterisovdno
tim, Ze pro a € @ plati rovnost (hg)a = h(ga).

Vsimnéme si nékolika zvlastnich p¥ipadi. Kdyz g zobrazuje mnoZinu
G na H a h mnozinu H na K, pak hg je zfejmé zobrazeni mnoZiny @
na K.

KdyZ g i h jsou zobrazent prostd, pak také zobrazent hg je prosté, nebot
pak dva rtzné prvky v G maji v zobrazeni g dva rtzné obrazy v H
a tyto maji v zobrazeni h opét dva rizné obrazy v K.

Déle je zfejmé, Ze je-li mnozina K identickd s @, takZe h je zobrazent
mnoziny H do @, pak je hg zobrazeni mnoziny G do sebe a v p¥ipads,
%e g zobrazuje mnozinu G na H a h mnoZinu H na G, je hg zobrazeni
mnoziny G na sebe; je-li zejména zobrazeni g prosté a h inversni zobra-
zeni g—1, pak jest hg identické zobrazeni mnoziny G.

Dale si v8imnéme, Ze jsou-li mnoziny H, K obé identické s @, takize
g a h jsou Zobrazeni mnoziny @ do sebe, pak jest i hg zobrazeni mnoziny
G do sebe, a v piipads, Ze g, h zobrazuji mnoZinu @ na sebe, pak také hg
zobrazuje mnozinu @ na sebe.

Koneéné si v8imnéme, %e pro identické zobrazeni e mnoziny @ a pro
libovolné zobrazeni g mnoZiny @ do sebe plati tyto rovnosti: eg =
=ge=g.

Jako priklad sloZeného zobrazeni miZeme uvésti toto: KdyZ g znadi
zobrazeni mnoziny divakd do mnoZiny vstupenek, které jsme popsali
v hofejsim piikladé 3.1. [1], a h znaéi zobrazeni této mnoziny vstupenek
do mnoziny barev, které je ddno tim, Ze ke kazdé vstupence je piifa-
zena jeji barva, pak sloZené zobrazeni hg pfifazuje ke kazdému diviku
jistou barvu, a to barvu jeho vstupenky.

3.7.2. Asociativni zdkon o skldddni zobrazeni. UvaZzujme nyni o tfech
zobrazenich g, h, k, kde k zna¢i libovolné zobrazeni mnoziny K do
néjaké daldf mnoziny L (p¥i éem% opét nevylutujeme pifpad, Ze mnozi-
na L jest identicksd s nékterou mnozinou @, H, K). Dilezita vlastnost
sklddani zobrazeni zdleZi v tom, Ze plati rovnost

k(hg) = (kh)g,

kterou oznadujeme jako asociativni zdkon o skldddni zobrazens.
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Tato rovnost vyjadiuje, Ze kaZdy prvek v G ma v zobrazeni k(hg) ty%
obraz v L, jako v zobrazeni (kh)g. Abychom dokézali, Ze plati, uva-
Zujme o obrazu libovolného prvku a € @G v zobrazeni k(hg).

Podle definice zobrazeni k(hg) jest obraz prvku a v tomto zobrazeni
obrazem prvku (hg)a v zobrazeni k, a tedy jej obdrzime, kdyz k prvku
ga € H prifadime obraz h(ga) € K a k tomuto uréime obraz v k. Aviak
obraz prvku h(ga) v zobrazeni k je podle definice zobrazeni kh tyz, jako
obraz prvku ga v zobrazeni kh a podle definice (kh)g je tento soudasné
obrazem prvku a v zobrazeni (kh)g, takZe skuteéné plati hofejsi rov-
nost. Zobrazeni vyskytujici se na obou stranach hofejii rovnosti ozna-
dujeme strucénéji khg.

3.8. Zobrazeni rozklad.

Necht g znaéi libovolné zobrazeni mnoziny G na néjakou mnozinu
G*. Kaidy prvek a € G je tedy v g zobrazen na jisty prvek a* e G*;
a (a*) je vzor (obraz) prvku a* (a) v zobrazeni g. K zobrazeni g patii
jisty rozklad @ na @, jeho# prvky se sklddajize vSech vzori vzdy téhoz
prvku v G*. Tento rozklad je ekvivalentni s mnoZinu G* (viz odst. 3.5).

3.8.1. Roz&ifené zobrazemi. Zobrazeni g urluje jisté zobrazeni g
systému viech podmno#in v @ do systému viech podmnozin v G*, t. zv.
roz&ifené zobrazeni. Toto zobrazeni g je definovano tim, Ze pro 4 c G je
gA c G* mnozina obrazt v g viech prvki leZicich v 4. Zejména pro
a € G se mno¥ina ga skladé z jediného prvku v G*, a to z onoho, na néjz
se v g zobrazi jednotlivé prvky v G leZici v a.

Kvili zjednoduseni oznadeni uzivame zpravidla pro rozsifené zobra-
zenf g rovnd% oznadeni g. Symbol g tedy aplikujeme na prvky v G,
na pt. a €@, a pak vysledek ga znaéi obraz prvku a v pivodnim zobra-
zeni g, nebo jej aplikujeme na podmnoZiny v @, na pt. 4 c G, a pak vy-
sledek gA oznaluje obraz podmnoZiny A v roziifeném zobrazeni g.

Tohoto pravidla pouZ{vdme i pro systémy podmnozin v G: KdyZ A je
néjaky neprazdny systém podmnozin v @, oznadujeme zpravidla systém
obrazii v g jednotlivych prvki v A symbolem gA.

Na p¥. kdy# 4 je rozklad mnoZiny G, znadf gA systém obrazi v g
jednotlivych prvkii rozkladu 4. Kdy# zejména gA je rozklad na G*,
pak roziffenym zobrazenim g je uréeno asteéné zobrazen{ gz rozkladu
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Ana rozklad_gz , jim# je oviem ke kazdému prvku @ e A p¥itazen jeho
obraz ga € gA.

3.8.2. Necht 4, B znaéi libovolné podmnoziny v G.

Je ziejmé, Ze ze vztahu A c B plyne g4 c gB.

Dokazeme tuto vétu: :

Rovnost gA = gB plati tehdy a jen tehdy, kdy% kaZdy prvek v Q, ktery.
jest incidentnt s jednou podmnoZinou A, B, jest incidentni také s druhou.

Dikaz. a) Necht plati g4 = gB. Kdy# néktery prvek g € G jest inci-
dentni na p¥. s mnoZinou 4, pak existuje prvek a e 4 takovy, Ze g je
mnozinou vSech vzorti v g prvku ga. ProtoZe ga e gA = gB, existuje
prvek b € B takovy, Ze gb = ga, tak¥e b € g, a vidime, %e prvek g jest
incidentni s B. .

b) Necht kazdy prvek v @, ktery jest incidentni{ s jednou mnozinou
A, B, jest incidentni i s druhou. Pak na p¥. pro a* € g4 jest onen prvek
g € G, ktery se sklada ze vdech vzori v g prvku a*, incidentni s 4
a tedy, podle pfedpokladu, i s B. Tedy existuje prvek b € B takovy, Ze
a* = gb € gB a vychazi g4 c gB. Soutasné ovSem plati vztah gB c g4
a mime gA = gB. '

Z¥ejmé muzeme piedchdzejici vétu vyjadiit také tim, Ze rovmost
gA = gB plati tehdy a jen tehdy, kdyf A C G = B L G.

3.8.3. Necht A znaéi systém podmnozin v G.

KdyZ vechny proky systému A maji v rozsifeném zobrazeni g tyz obraz
A* c G*, takfe pro A € Aje gA = A*, pak také mnofina sA md obraz A*,
t. j. g(sA) = A*.

Vskutku, pfedeviim pro kazdy prvek A4 e A plati 4 c sA a odtud
nisleduje A* = gd c g(sA). Dile kazdy prvek a e sA lezi v jisté pod-
mnozing A e A a plati vztahy: ga e g4 = A*; odtud plyne g(sA) c 4*.
Tim je dikaz ukonden.

3.8.4. Necht nyni A znadf libovolny rozklad na G..

Systém g4 podmnozin v G* z¥ejmé pokryvé mnozinu G*. Avsak
tento systém neni nutné rozkladem mnoziny G*, nebot obrazy v g dvou
raznych prvki v A mohou byti incidentni, ani% splyvaji.

Nasledujici véta popisuje nutnou a dostateénou podminku toho, aby
se rozklad A4 zobrazil v g na rozklad mnoziny G*:
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g4 je rozkladem mnofiny G* tehdy a jen tehdy, kdy% rozklady A, G jsou
doplitkové. .

Diikaz. a) Necht g4 je rozkladem na G*. Necht prvky @ e 4, § ¢ G
lezi v témZe prvku %e[A, G]. Mame ukazat, % @ng =+ §. Necht
bed jo libovolny prvek incidentni s g. Pak bcu a tedy existuje
fetézec v {4, G} od @ do b:

@=) @y, ..., % (= D).

Podle definice Fetézce jsou kazdé jeho dva sousedni prvky ag, @pi,
(=1, ..., « — 1) incidentni v#dy s jistym prvkem rozkladu @ a tedy
oba obrazy gags, gas., jsou incidentni. ProtoZe g4 je rozklad na G*, j je
805 = gp4, a tedy také ga = gb. Odtud plyne podle3.8.2: aC G=bCG
Protofe g € b C @, méme tedy g ea C G, tak¥e a n g + 0.

b) Necht rozklady A, G jsou dopliikové. Mame ukdzat, %e pro
a,b e A jsou mnosiny ga, gb bud disjunktni nebo splyvaji. Nejsou-li
mno#iny ga, gb disjunktni, existuji prvky a @, b € b takové, %e ga =
= gb « ga n gb. Prvek g € @, ktery se sklada ze vSech vzori v g prvku
ga, je pak incidentni s obéma prvky a, b a tyto prvky tedy lezi v témze
prvku rozkladu [4, G] ProtoZe rozklady A, G jsou doplitkové, platf
podle 2.9.2.3 rovnost a C G = b C G a odtud podle 3.8.2 plyne ga — gb

3.8.5. Necht rozklady A, @ jsou doplitkové.

Podle p¥edchizejici véty 3.8.4 je g rozklad na G. Roziffenym zobra-
zenim g je urdeno &éstednd zobrazeni rozkladu A na rozklad g4, jimZ
jest oviem ke kazdému prvku @ e 4 ptifazen jeho obraz ga e gA.
V daliim rozumime zobrazenim g rozkladu A na rozklad g4 toto &asted-
né zobrazeni.

K zobrazeni g rozkladu 4 na rozklad g4 p¥sludi oviem jisty rozklad
4 rozkladu 4. Jeho prvky se skladaji vidy ze viech prvki rozkladu 4,
které maji v rozsifeném zobrazeni g tyZ obraz.

3.8.5.1. Ukazeme, Ze zdkryt rozkladu A vynuceny rozkladem 4 je nej-
mendt spoledny zdkryt [A, G] rozklada A, G.

Vskutku, uvaZujme o libovolném prvku @ e A. Madme ukézat, e
mno#ina sa je prvkem rozkladu [4, @]. BudiZ @ € @ libovolny prvek
a budiz % € [4, @] onen prvek rozkladu [4, ], ktery obsahuje @; mdme
tedy @ c sa nu. Kazdy prvek Z e @ ma v roziffeném zobrazeni g tyx
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obraz jako @ a tedy podle véty 3.8.2 jest @ C G = % C G; odtud plyne, %o
se prvek Z d4 spojit s prvkem @ v rozkladu @ a tedy, Ze lef v prvku u.
Tim jsme zpstlh ze plati vztah sacu. Naopa.k kazdy prvek z e 4,
ktery lezf v u, hovi podle véty 2.9.2.3 rovnosti a C G =z £ G; z ni sou-
dime, prihlizejice k vété 3.8.2, Ze prvek & ma v rozsifeném zobrazeni g
ty% obraz jako prvek a, takZe Z € %, a plati vztah z c sa. Tim jsme zjis-
tili, Ze jest  c sa, a diikaz je ukonden.

3.8.6.2. Kdyz ke kazdému prvku u e [4, G] p¥itadime onen prvek
aed, ktery obsahuje prvky rozkladu A v ném leZici, obdrzime prosté
zobrazenf rozkladu [4, G] na rozklad 4 (odst. 3.4.2); kdyZ ke kazdému
prvku a e A prifadime onen prvek a* e g4, jens jest obrazem kazdého
prvku @ e 4 leziciho v @, obdrzime prosté zobrazenf rozkladu A na
rozklad gA (odst. 8.5). SloZenim téchto prostych zobrazeni obdriime
prosté zobrazeni rozkladu [4, @] na rozklad g4 (odst. 3.7.1). V ném je
ke kazdému prvku u e [4, G] pFifazen jisty prvek a* e g4; prvek a* je
obrazem v rozsifeném zobrazeni g kazdého prvku rozkladu A, ktery
lezi v prvku aed, obsahujlcim viechny prvky rozkladu A lezici v u.
ProtoZe je u = sa a pro @ €@ mame ga = a*, soudime, pFihliZejice

'k v&ts 3.8.3, %e prvek % mé v roz$fieném zobrazeni g obraz a*, t. j.
gu = a*.

Tim jsme dosli k tomuto vysledku:

Kdy¥% se néjaky rozklad A na @ zobrazi v zobrazeni g na néjaky rozklad
A* na G*, pak jsou rozklady [;1, (3‘—}, A* ekvivalentni; prosté zobrazent
rozkladu [A, Q] na A* obdr¥ime, kdy? ke kazdému proku proniho rozkladu
prifadime jeho obraz v roz§ifeném zobrazent g.

Dissledkem tohoto poznatku je, %e ka¥dy zdkryt rozkladu @ je ekviva-
letnt se sviym obrazem v g; zobrazent, které ke kaZdému proku zdkrytu pfifa-
zuje jeho obraz, je prosté.

3.9. Zobecndné zobrazeni.
Pojem zobrazeni mnoziny G' do mnoziny G*, o ném% jsme posud uva-
zovali, miiZeme zobecnit touto definici:

Zobecnénym zobrazentm mnoZiny G do G* rozumime néjaky vztah mezi
proky obou mnoZin, jim# je ke katdému proku mnofiny G pfifazen alesport
jeden prvek mnoZiny G*.
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Budiz g libovolné zobecnéné zobrazeni mnoziny @ do G*. Pak mé
kazdy prvek a € @ v tomto zobrazeni alesponi jeden, obecnd ngkolik
a t¥eba i nekoneénd mnoho obrazt v mnoziné G;, tuto mnozinu obrazt
oznadujeme ga. )

Kdyz kazdy prvek a* ¢ @* je v mnoZiné obrazti nékterého prvku
a € G, pravime, Ze g je zobecnéné zobrazeni mnoziny G ne mnozinu G*.

V tomto pfipadé je zobrazenim g urdeno jisté zobecnéné zobrazeni
mnoziny G* na @, které se nazyva tnversnt vzhledem ku g a oznaduje se
g .. Je definovano tim, Ze k libovolnému prvku a* € G* je piifazen
kaZdy prvek a € @, jehoZ mnoZina obrazi v g obsahuje a*. Podle této
definice plati tedy oba vztahy a* e ga, a € g—'a* soudasng, t. j. kdyZ
plati jeden, plati i druhy.

Snadno ukazeme, Ze zobrazemi inversni vzhledem ku g—' je piwodnd
zobrazent g, t. j. (g7')~! = g. Vskutku, ze vztahu a* ¢ ga plyne
a € g~ta* a odtud a* € (g71)"'a, takZe mame ga c (g—)~'a; naopak ze
vztahu a* € (g71)~1a plyne a e g~la* a odtud a* e ga, takie plati
(g~ 1)~'a c ga. Vychdzi tedy (g~1)~la = ga, a tim je dikaz proveden.

Prihlizejice k této vlastnosti inversniho zobrazeni nazyvame obé
zobrazeni g, g~ inversni, nerozliSujice, které je inversni vzhledem ke
kterému.

Omezime se na nékolik poznamek o p¥ipads, Ze mnozina G* je iden-
tickd s mnozinou @, a Ze jde o zobecnéné zobrazeni mnoziny G na sebe.

3.9.1. Kongruence. .

Necht a, b, ¢ € G jsou libovolné prvky. Zobecnéné zobrazeni g mnofiny
@ na sebe se nazyvd kongruence na G, kdyZ ma tyto vlastnosti:

1. Pro a € G jest a € ga.

2. KdyZ b € ga, c € gb, pak c € ga.

Prvni vlastnost vyjadiujeme tim, Ze zobecnéné zobrazeni g je refle-
zivni a druhou, Ze je transitivni.

Kongruence na mnoZiné je tedy zobecnéné zobrazeni mnoZiny na sebe
vyznadujict se tim, Ze je reflexivni a tramsitiond.

Predpokladejme, Ze g je kongruence.

Potom vztah b € ga vyjadiujeme tim, %e prvek b je kongruentnf
8 prvkem a v kongruenci g.
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Snadno zjistime, %e inversni zobecnéné zobrazeni g-! je rovné%
kongruenci. Vskutku, zobrazeni g—1 je zfejmé reflexivni. Dale ze vzta-
kitbeg=la,ceg1 plyne a € gb, b € gc, tedy a € gc, a2 odtud vychazi,
7e ¢ € g~ la, takie zobrazeni g~ jest i transitivni.

Kongruenci g—1 nazyvame ovSem inversni vzhledem ku g. Kongruen-
ce inversni vzhledem ke g—! je kongruence g.

Na p¥. kdyz mame libovolné rozklady A, B na mnoziné @ a kdy# ke
kazdému prvku @ e 4 ptitadime viechny prvky rozkladu A, které se
daji spojit s prvkem @ v rozkladu B, méme kongruenci g na rozkladu 4,
jak plyne z 2.4.2.1a,b. V tomto p¥ipadé je s prvkem a kongruentnfi
kazdy prvek b e 4, ktery se d4 spojit s prvkem @ v rozkladu B. V in-
versni kongruenci g—* jsou ke kazdému prvku a e 4 piitazeny _vBechny
prvky rozkladu A4, s nimi% se prvek @ d4 spojit v rozkladu B; podle
2.4.2.1¢ soudime, Ze jsou to pravé prvky, které se daji spojit s prvkem a
v rozkladu B. Odtud vychézi, #e v tomto zvlastnim p¥ipads inversni
kongruence g—1 je taZ jako g, t. j. g71 =

Jiné piiklady kongruenci jsou tyto: Ke kaidému rozkladu 4 mno-
ziny @ prifadime v8echny jeho zékryty (zjemnéni). Po kazdé méme
kongruenci na mnoziné viech rozkladé mnoziny @, jak plyne z 2.5.3.2
a, b. S rozkladem 4 je kongruentnf kazdy rozklad mnoziny @, ktery je
zékrytem (zjemnénim) rozkladu 4. Obé kongruence jsou vzédjemns in-
versni. Zvlasté dileZité jsou kongruence symetrické a antisymetrické.

3.9.1.1. Kongruence symetrické. Libovolnd kongruence g na mnoziné G
se nazyvd symetrickd, kdyZ md tuto vlastnost:
S. Kdy%b ega, pak a € gb.

Tato vlastnost vyjadfuje symetrii kongruence g v tom smyslu, Ze
z kazdych dvou prvki v G bud Zddny nebo ka%dy je v mnoziné obrazi
druhého. Kdy%z pak plati b e ga, piSeme b = a (g), struénéji: b = a.
Mame pak oviem také a = b a pravime, Ze prvky a, b jsou kongruentni.

Na pi. kongruence na rozkladu 4, o nfz byla ¥ed v prvnim pifklads
pFedchazejiciho odstavee 3.9.1, je symetricka, jak plyne z 2.4.2.1¢.

BudiZ g libovolnd symetrickd kongruence na mno#iné G.

Dilezitd vlastnost kongruence g je ta, %e systém vSech podmnoin v Q,
2 mich’ ka%dd se sklddd ze v¥ech prvkd, které vesmés jsou kongruentni s né-
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kterym prokem mnoZiny G, je rozklad mnoZiny G. O tomto rozkladu pra-
vime, Ze pfisludi nebo patFi ke kongruenci g; jeho prvky se nazyvaji
tfidy kongruence g.

Diikaz tohoto tvrzeni je snadnym zobecnénim dikazu v odst. 2.6.1,
¥e systém A viech podmnoZin v rozkladu A, o némi je tam Yed, je
rozklad na rozkladu A; pfenechivime &tenaii, aby si toto zobecneni
provedl.

Rovnéz snadno vidime, %e kafdé dva proky v G, které leti v téZe tFidé
kongruence g, jsou kongruentni, kdefto ddné dva, které v téke tridé neleti,
nejsou. Libovolny vybér v rozkladu p¥isluSném ke kongruenci g, t. j.
podmnoiina v @, majfci s kazdym prvkem rozkladu spoleény pravé
jeden prvek mnoiny @, je tedy systémem representanti kongruence G
v tom smyslu, %e kazdy prvek v G je kongruentm pravé s jednim : repre-
sentantem.

Naopak, kdy# je ddn na mnofiné @ libovolny rozklad A, existuje kon-
gruence. na mnofiné Q, k nif prislusny rozklad jest A. Tato kongruence
je definovana tim, e s kaZdym prvkem a € G je kongruentni kazdy
prvek v @, ktery le#f v témZe prvku rozkladu A jako prvek a, kde#to
jiné prvky v @ s prvkem a kongruentni nejsou. '

‘Koneénd ukéa¥eme, %e inversni kongruence g-! je t4% jako
g t.j. g7t = g. Vskutku, ze vztahu b e g~la plyne a e gb a tedy,
podle p¥edpokladu 8, je b € ga, takie mame g—la C ga; naopak ze
vztahu b € ga plyne podle predpokladu 8, Ze @ € gb a tedy také b « g='a,
takZe vychazi ga c g—la. Mame tedy g—la = ga, a tim je dukaz pro-
veden,

Mezi studiem symetrickych kongruenci a studlem rozkladd mno-
Zin neni podstatného rozdilu. Co

Podotknéme, ze se symetrické kongruence nazyvaji také ekvivalence.
3.9.1.2. Kongruence antisymetrické. Libovolnd kongruence g na mno-
#Ziné G se nazyvd antisymetrickd, kdyé md tuto viastnost:
AS Ze vztaku bega,aeghplyne a = b.

~ Tato vlastnost vyjadiuje antisymetris kongruence g v tom smyslu, Ze
z kazdych dvou riznych prvka v G bud Zadny nebo pravé jenom jeden
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je kongruentni s druhym. Kdy% pak prvek b je kongruentni s prvkem a,
t. j. kdy% b € ga, piteme a < b (g) nebo b > a (g), struénéji: a < b,
nebo b > a.

KdyZ kongruence g jest antisymetrickd, pak kongruence inversni g je
rovnéZ antisymetrickd. Ze vztahti b e g~'a, a € g~'b nasleduje totiZ
a € gb, b € ga a tedy, podle pfedpokladu 48, je a = b.

Na pf. obé kongruence na systému vSech rozkladi mnoziny @,
o nichZ byla fe¢ na koneci odst. 3.9.1, jsou antisymetrické, jak plyne
z 2.5.3.2¢; Yekli jsme jiZ, #o ka%d4 z nich je inversni vzhledem k druhé.

Podotknéme, Ze se antisymetrické kongruence nazyvaji také Edsteénd
uspofdddni; inversni édsteénd uspordddni se nazyvaji také dudini.

3.9.1.3. Horni a dolni hranice dvow proki. DileZitymi pojmy zaloZze-
nymi na pojmu antisymetrické kongruence jsou pojmy horni a dolnf
hranice dvou prvki.

Necht je na mno%ing G ddna antisymetrickd kongruence g.

Horni hranict uspofddané dvojice proks a, b € G (vzhledem ke kongru-
enct g) rozumime prvek c e Q, ktery se vyznacuje tim, %e jest a < c,
b < ¢ a soulasné pro kaidy prvek x e G vyhovujict vztahim a < z,
b < x plati ¢ < x. Horni hranice uspofddané dvojice prvki muze bytl
nejvyse jedna; nebof znaéi-li ¢, ¢’ horni hranice, mdéme ¢ < ¢’ a sou-
casné ¢’ < ¢, a tedy ¢ = ¢', podle pfedpokladu AS. Horni.hranici
usporadané dvojice prvki a, b oznadujeme symbolem a  b.

Obdobné definujeme dolni hranici uspofddané dvojice prvka a, be G
(vzhledem ke kongruenci g): Dolné hranici rozumime prvek c € Q, ktery
se vyznaluje tim, e jest ¢ < a, ¢ < b a soudasné pro ka¥dy proek x e G,
vyhovujict vatahim x < a, x < b, plati x < ¢. Dolnf hranice uspofddané
dvojice prvki @, b muZe byti nejvys jedna; oznadujeme ji symbolem
a~b.

Porovname-li definice horni a dolni hranice, vidime, Ze horné (dolnt)
hranice kazdyjch dvou proka v G vzhledem ke kongruencs g jest jejich dolni
(hornt) hranict vzhledem k inversni kongruenci g—1.

Pienechavame d&tend¥i, aby si rozmyslil, Zs pro kazdé t¥i prvky
a,b, c e @ plati nasledujici rovnosti, kdykoli existuji p¥islusné horni
a dolni hranice:
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a. a_b=>b_a, a.a ~b=>b ~a,

b. a —a=a, b'. a ~a=a,
c.a—(b_c)=(a-b)_c, ¢.a~(b~c)=(a~b)~c,
d. a— (@ ~b) =a, d.a~(@<b)=a.

Vzhledem k tomu, %e plati rovnosti a, a’, mluvime obvykle o hornf
a doln{ hranici dvou prvki, nerozlifujice jejich usporddéni.
~ Abychom uvedli p¥iklad hornf a dolni hranice, v§imnéme si anti-
symetrické kongruence na systému vSech rozkladi mnoziny @, v ni%
jsou ke kazdému rozkladu mnoziny @ pi¥ifazeny viechny jeho zédkryty,
prip. zjemnénf. Kaz1é dva rozklady 4, B mno#iny @ maji vzhledem
k této kongruenci horni hranici [4, B], p¥ip. (4, B) a dolnf hranici
(4, B), pip. [4, B].

3.10. Cviceni.

3.10.1. Ctena necht si uvédom{ pifklady funkef, s nimi# se setkal na
gymnasiu; na pf. y = ax + b, y = 2?, atp.

3.10.2. Necht 4 c G a necht g[A] znadi zobrazeni mnoziny G do
mnoziny {0, 1}, definované takto: Pro a e @ je g[Ala = 1 nebo0
podle toho, zda a lezi anebo nelezi v 4. Dokaite, Ze plati tyto vztahy:

1. g[4 0 Bla = (g[4]e) . (g[Bla) = nejmensimu z obou ¢isel g[A4]a,
g[Bla;

2. g[A V Bla = nejvét§imu z obou ¢&isel g[d]a, g[Bla;

3. kdyZ A 0 B = @, pak je g[A V Bla = g[Ala + g[B]la.

3.10.3. Dv&é konedéné neprizdné mnoZiny jsou ekvivalentni, kdy%
a jen kdyZ maji tyZz rad.

3.10.4. Necht g znaéi n€jaké zobrazeni mnoZiny ¢ na G* a {a, b,...}
n&jaky rozklad na G. Pak {ga, gb, ...} je rozklad na G*, kdyZ a jen kdyz
{a, b, ...} je zdkryt rozkladu p¥islu§ného ke g.

3.10.5. Necht f[a] znaéi zobrazeni pfimky na sebe, definované tim,
ze ke kazdému bodu na piimce o soufadnici z je pfifazen bod na
pfimce o soufadnici ' = z 4+ a, pii ¢emZ a znadi néjaké redlné &fslo.
Podobné necht gla] znaéi zobrazeni piimky na sebe dané vzorcem
z' = —z 4 a. Vzdalenost libovolnych dvou bodi z,, z, na piimce,
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t. j. ¢fslo™ |z, — 2|, a vzddlenost jejich obrazti v kazdém zobrazent
fla] a gl[a] jsou stejné. V zobrazeni f[a] se nezobrazi Z4dny bod na
pfimce na sebe, le¢ kdyz @ = 0, a v tomto pfipadé mame identické
zobrazeni pfimky na sebe; v zobrazeni g[a] se zobrazi na sebe pravé
jeden bod. Pro sklddéni zobrazeni f[a], g[a] plati tyto vzorce:

fb] fla] = fla + b];  g[b] fla] = g[—a + b];
flb] gla] = gla + 0],  g[b] gla] = f[—a + b].

Pozndmka. Zobrazeni fla] a gla] se nazyvaji euklidovské pohyby na
pFimce.

3.10.6. Necht f[x; a, b] znadi zobrazeni roviny na sebe, definované
tim, Ze ke kazdému bodu v roviné o soufadnicich z, y je pfifazen bod
v roviné o soufadnicich ', y’, pti Cemz

' = x.cosx + y. sinx + a,

y = —a.sinx + y.cosx + b,

kde «, a, b znadi néjaka realna éisla. Podobné, necht glw; a, b] znadi
zobrazeni roviny na sebe dané vzorei:

2’ = x.cosx + y . sinx + a,
y =x.sing —y.cosx 4 b.

Vzdalenost libovolnych dvou bodd z,, y,; ,, ¥, v roving, t. j. &islo
]]/(:c1 — x,)? + (y; — ¥5)¥, & vzdilenost jejich obrazi v kazdém zobra-
zeni f[«; a, b] a gl«; a, b] jsou stejné. V zobrazeni fl«; a, b], kdyz « je
cely ndsobek ¢fsla 27, se na sebe nezobrazi Zadny bod v roving, leé
kdyZ a = b = 0, a v tomto pfipadé mame identické zobrazenf roviny
na sebe. Kdy% « neni cely nasobek ¢isla 2, pak se na sebe zobrazf pravé
jeden bod v roviné. V zobrazeni g[«; a, b] se nezobraz{ na sebe zadny
bod v roving, vyjimajic p¥ipad, ze mezi &isly «, a, b je vztah

a.costx + b .singx = 0.

V tomto piipadé tvori viechny body v roving, které se zobrazi na sebe,
jistou pfimku. Pro skladani zobrazeni f[«; a, b], gl«; a, b] plati tyto
vzorce:

*) Je-li z libovolné realné &islo, pak |x| znadi t. zv. absolutni hodnotu &isla z,
t. j. nezdporné z obou &fsel: z, —x.
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f(B; c, d1f[x; a, b] =
=flx + B;a.cosp + b.sinf + ¢, —a .sinf + b . cosp 4 .d],
8(B; ¢, d] flx; a, b] =
= gl + B;a .cosf + b .sinf + ¢, a .sinf —b . cosf + d],
flB; ¢, d] glx; a, b] =
= gl —p;a.cosf + b.sinf + ¢, —a.sinf + b. cosp | d],
glB; ¢, d] glw; a, b] =
= flo —pB;a.cosp + b.sin + ¢,a.sinf —b . cosf + d].
- Pozndmka. Zobrazeni flu«; a, b] a glx; a, b] se nazyvaji euklidovské
pohyby v roviné.

- 3.10.7. BudiZ n libovolné piirozené éfslo. KdyZ ke kazdému celému
éfslu a pfitadime ka#dé ¢&islo @ 4 vn, kde v = ..., —2,—1,0,1, 2, ...,
obdrZzime symetrickou kongruenci na mnoZiné viech celych &isel.
Piislu$ny rozklad mé » t¥id; ¢isla 0, 1, ..., n —1 tvoii systém represen-
tantd této symetrické kongruence.*)

3.10.8. KdyZ ke kazdému pfirozenému ¢&islu piifadime kazdy jeho
piirozeny nasobek (kazdého jeho kladného délitele), obdrzime anti-
symetrickou kongruenci na mnozing vSech pfirozenych d&isel. Kazda
dvé prirozena ¢fsla maji vzhledem k této kongruenci horni hranici,
kterou jest jejich nejmensf spoleény nasobek (nejvétsi spoleény délitel),
a dolni hranici, kterou jest jejich nejveétsi spoleény délitel (nejmensi
spbleény nasobek). Ob& kongruence jsou vzajemné inversni.

3.10.9. Kdyz ke ka#dé ¢asti mnoziny G prifadime kazdou jeji nad-
mnozinu (podmnoZinu), obdrzime antisymetrickou kongruenci na
mnoziné viech &dsti mnoziny @. KaZdé dvé dasti mnoziny G maji
vzhledem k této kongruenci horni hranici, kterou jest jejich soudet
(prinik), a dolnf hranici, kterou jest jejich prianik (soudet). Obé kon-
gruence jsou vzajemné inversni.

*) Necht n je libovolné ptirozené &islo. Z gymnasia vime, %e ke kaZdému ce-
1ému é&islu @ maZeme jednoznaéné priradit, a to délenim éisla a éislem n, jisté
celé &islo g a déle jisté celé &islo », vyhovujici nerovnostem 0 < r <n — 1, tak,
%e-a = gn + 7; &islo ¢ se nazyva podil a &islo r zbytek d&leni ¢isla a Eislem n.
V dalSich tivahéch pouZijeme Cast&ji této véty: Kdy% se dvé celd ¢isla a, b list
jenom o cely ndsobek éislan, t.j. kdyZa — b = nk, kde k znaét néjaké celé éislo, pak
jejich zbytky délent r, s Eislem n jsou stejné. Z rovnic a — b = nk, a =ng’ + 7,
b =ngqg" -+ s plyne totiz: n(k— ¢’ + ¢”) = r—s, a protoZe plati nerovnosti: 0 <,
8 <n—1, je tato rovnice splnéna, jen kdyz r =s.
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3.10.10. Kdyz g je antisymetricka kongruence na @ a n8které prvky
a, b € @ majf horni hranici a — b, plati tyto vztahy:

1. gla — b) = ga n gb (pravé strana znadi oviem prinik mnoZin
ga, gb),
/‘2. g (@ —b)ogla V g-lb.

4. O PERMUTACICH.
4.1. Definice.

Permutaci mnofiny G rozumime prosté zobrazent mnofiny G na sebe.
V tomto odstavci se omezime na avahy o permutacich koneéné mno-
ziny.

Necht tedy G znaéi libovolnou mnozinu o koneéném poétu » (= 1)
prvki. Z ptedpokladu, Ze mnozina G je koneéna, vyplyva, Ze kazdé prosté
zobrazeni p mnoziny @ do sebe jest jeji permutace. Nebot pak mnozina
G a jeji Cast p@, skladajici se ze vSech obrazi v p jednotlivych prvkia
mnoziny @, jsou ekvivalentni mnozZiny a tedy, protoZe jsou konecné,
maji ty% potet prvkid; odtud plyne G = p@G a tato rovnost vyjadiuje, ze
kazdy prvek mnozZiny G mé v zobrazeni p vzor, takZe p je zobrazeni
mnoziny G na sebe.

Prvky mnoziny @ si myslime oznadeny pismeny a, b, ..., m. Ke kazdé
permutaci p mnoziny G miZeme pak jednozna¢né prifaditi symbol

tvaru
ab ...m
a*b* ... m*)

pti Cemz a*, b*, ..., m* jsou pismena, jimiZ jsou oznadeny prvky pa,
pb, ..., pm; pod kazdym pismenem v prvnim iddku stoji tedy v druhém
¥adku pismeno oznadujic obraz toho prvku v permutaci p. Protoze
PG = @, jsou a*, b*, ..., m* opét pismena a, b, ..., m napsans v jistém
pofadi. Naopak, kazdym symbolem toho tvaru, v némz a*, b*, ...,
m* jsou opét pismena a, b, ..., m napsanid v jistém poiadi, je dina
jistd permutace mnoziny @, kterd kazdy prvek v prvnim fddku zobrazi
na prvek, stojici pod nim v druhém radku. Vsimnéme si, Ze tutéz per-

o

mutaci p miZeme podobné vyjadiiti i jinymi symboly, z nichz kazdy
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