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1.6.2. Maji-li mnofiny A, B spoleéné proky, nazjvaji se incidenini,
kdeZto v opaéném pripadé se nazgvaji disjunkint. Prvni ptipad je charak-
terisovan nerovnosti A n B & @, kdezto druhy rovnosti 4 n B = 0.

Piikladem incidentnich mnoZin je mnoZina skladajici se z jediného
slova a@ a mno#%ina [2], jejichZ prinikem je prvni mnozina. Ptikladem
disjunktnich mno#in je mno#ina vSech kladnych sudych ¢isel a mnozina
viech kladnych lichych éisel; jejich prinik je zfejmé 9.

1.6.3. Pojem priniku dvou mnoZin se dé4 opét rezsiiit na pojem
priiniku systému mnozin: Prinikem libovolného systému mmo¥in A
rozumime mnoinu viech proka, které patri do kazdé z mnoZin, které jsou
proky systému A.

Opét plati, #e systém 4 mé pravé jeden prinik, a %e tento prinik je
podmnozinou v kazdém prvku systému 4. Prinik systému 4 oznatu-
jeme symbolem pA; v pifpads, %e jsme oznadili prvky systému Y
pismeny a,, @,, ..., symbolem @, N @, n ..., struénéji I7a, atp.

1.7. Cvideni.

171, AVO=A4; AVA=A4; Anp=0;, And=A.

1.92. AV(AnB)=A4; An(4 V B) = A.

1.7.3. Kdyz A c B, pak AV B= B, An B = A; naopak, kdyz
plati jedna z téchto rovnosti, pak 4 c B.

1.74. AVB)VC=AVBVC(C); (AnB)nC=A4An(Bn0).

1.76. (AVB)nC=(AnC)V(Bn(C);(AnB)VC=(AVC(C)n
(B VO).

1.7.6. Kdyz mnoZina 4 m4 koneény podet n > 0 prvki, pak mé 2»
podmnozin,

2. O ROZKLADECH V MNOZINACH.

2.1. Rozklad v mno%iné.

Necht @ znadi (viude v této kniZce) libovolnou neprazdnou mnozinu.
Rozkladem v @ rozumime kaZdy neprdzdny systém meprdzdnijch pod-
mnogin v Q, z nichZ kaZdé dvé jsou disjunkini.

vvvvv

vvvvv
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dujeme, aby si jej ¢tenaf dobie osvojil. Podle definice ma tedy kaZdy
rozklad v @ alespoii jeden prvek, kazdy prvek rozkladu je neprazdna
podmnoZina v G a zejména si zapamatujme, Ze prinik kazdych dvou
prvka rozkladu je prazdnd mnoZina. Jednoduchym pifkladem roz-
kladu v mnozing vSech pfirozenych ¢&isel je systém skladajici se z jed-
noho prvku, jim% je mnoZina vSech kladnych sudych éisel. Obecnéji
je prikladem rozkladu v G systém skladajici se z jednoho prvku, jimz
je libovolné neprazdnd podmnozina v G. Systém mnoZin [4] v odst. 1.1
je pfikladem rozkladu v mnoZiné v8ech pfirozenych &éisel > 2.

2.2, Rozklad na mnoziné.

Necht A4 znadi libovolny rozklad v G. Libovolny prvek v @ muize byti
nejvyse v jednom prvku rozkladu A4, protoze kazdé dva prvky v 4
jsou disjunktni; muze se oviem stat, Ze neni viibec v Zadném prvku roz-
kladu 4.

Kdy# viak rozklad A je takovy, %e katdy proek v @ je v nékterém proku
rozkladu A, pak pravime, Ze rozklad A pokryjvd mnofinu @, nebo Ze je na
mnoZing G nebo Ze je rozkladem mnoZiny G.

Je-li tedy A rozklad mnoziny @, existuje ke kazdému prvku a e @
prvek @ € A takovy, %e a € a. Na p¥. v hotejsich p¥ikladech je posledni
piikladem rozkladu me mnoZiné vSech prirozenych &isel > 2, nebot
kaZdé ptirozené éislo > 2 je bud prvoéislo nebo je soudinem nékolika
prvodisel, a tedy se vyskytuje v ndkterém prvku toho rozkladu.

Dulezitymi piiklady rozkladd na mnoziné G jsou oba t. zv. krajni
rozklady mnoZiny @: nejvét§i a nejmensi rozklad mnoziny G. Nejvets
rozklad mnoZiny @, ktery oznadujeme symbolem ‘Gmax, se sklada z jedi-
ného prvku, G. Nejmensi rozklad, Gmin, je systém viech mnozin sklida-
jicich se vidy z jednoho prvku mnoZiny G.

Na pf. mnoZina, jejim% jedinym prvkem je mnozina v§ech p¥iroze-
nych ¢&isel, je nejvétsi rozklad mnoziny vSech pFirozenych d&isel,
a systém vSech mnoZin, z nichz kazd4a se sklada z jednoho p¥irozeného
¢fsla, jest jeji nejmensi rozklad. V&imnéme si, Ze libovolny rozklad y
v mno#ing G je rozkladem na mnozing s4.

2.3. Obal a prisek podmno%iny s rozkladem.

Necht 4 znadi libovolny rozklad a B libovolnou podmnozinu v G.
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2.3.1. Obal podmnoiny v rozkladu.

MnoZina vdech proktt a e A incideninich s B _je jistd podmnozi-
na v A4; nazyvame ji obal podmnoZiny B v rozkladu A a oznadujeme sym-
bolem B L A nebo AJ B. Mnogina B[ A miZe oviem byti prazdna
a tento p¥ipad nastane, kdy% a jen kdy# ka#dy prvek v rozkladu 4
a podmnozina B jsou disjunktni. Ale i jinak se d4 tento y¥pad BL 4 =
= @ charakterisovat. JestliZe kazdy prvek v rozkladu 4 a yodmnoZina
B jsou disjunktni, pak s4 n B = ¢, ponévad# s4 obsahuje jenom
prvky, které jsou v nékterém prvku rozkladu A; jestlize naopak
sA n B = ¢, pak kaidy prvek rozkladu 4a rodmnozna B jsou dis-
junktni, nebot kazdy prvek v A je tisti mnoziny sA. MaZeme tedy Fiei,
%e rovnost BC A = ¢ plati, kdyZ a jen kdyZz sAnB=¢. Jeli
B LA + ¢, pak jest oviem B L A4 rozkladem v Q.

2.3.2. Prasek podmmnofiny s rozkladem.

Prasek rozkladu A s podmmofinou B nebo podmnofiny B s rozkladem
A, je mnofina neprdzdmyjch pramiks jednotlivijch proka v A s podmmoti-
nou B; oznatujeme jej symbolem 4 M B nebo B r 4.

Také prissek 4 [ B miZe byt prazdnd mno# na a je zfejmé, %> tento
pFipad opét nastane, kdyz (a jen kdy#) kazdy prvek v rozkladu A
a podmnoZina B jsou disjunktni nebo, yrodle hofejif tivahy, kdy% (a jen
kdy%) s4 0 B = 9. Jinak je oviem A r B rozklad v @ a dokonce
rozklad v B.

Viimnéme si, #¢ kdy% A4 je rozklad na mno#iné G a B = ¢, pak
BLCA i A B jsou neprazdné systémy mnozin, z nich# prvni je pod-
mnozina v 4 a druhy je rozklad na B. Ke#dy rozklad 4 na G a ne-
prézdnéd podmnozina B v G urtuji tedy jednak jistou neprazdnou

podmnozinu v 4, totiZ obal B L 4, jednak jisty rozklad na B, totiZ
prusek A B.

Piiklady obalu a priiseku rozkladu s rodmnozinou jsou znazornény
na obr. 1 a 2, v nichZ G je mnoZina vSech bodt v ndkresné roviné, B je
mno#ina viech bodit uvnit¥ a na obvodé &tverce a rozklad 4 se skladé
z mno%in bod uvnit¥ a na obvodech jednotlivych obdélnikii. Vyédrko-
vanim jsou vyznadeny v obr. 1 prvky obalu BLC 4 a v obr. 2 prvky
prisseku 4 M B.
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Obr. 1. Obr. 2.

2.4, Retézce v rozkladu.
Necht 4, B jsou libovolné rozklady na G.

2.4.1. Definice. Necht @, p e A jsou libovolné prvky.
Koneénd neprdzdnd podmnofina v rozkladu A, jejis proky lze ozna-
&it symboly majicimi wréité pofadi, na pr.
@y, ooy Ty (06 = 2),
a to tak, Ze a, = a, a, = p, a Ze prvky oznacené vidy dvéma soused-
nimi symboly ag, Gpyy (f=1,..., & — 1) jsou incidentni s nékterym

prokem by € B, nazjvd se reté’zec v rozkladu A od @ do p, uréeny roz-
kladem B. Struéngji mluvime o Fetézei v {4, B} od a do p.
Poznamenejme, %e dva rizné symboly, na p¥. a@,, @, mohou znadit
tyz prvek Fetézce.
Kdy# existuje Yetézec v {4, E} od a do p, pravime, %e se prvek P
dé spojit s prvkem a v rozkladu B, nebo struénéji, %e se prvek p dé

8pojit s prvkem a.
2.4.2. Viastnosti fetézci.
2.4.2.1. O libovolnych prucich @, b, ¢ € A plath tyto vyroky:
a. Prvek a se dd spojit s prokem a.

b. Kdy# se proek b dd spojit s prokem a a proek ¢ sb, pak se prvek ¢ dd
8pojit s prokem a.
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¢. Kdy% se proek b dd spojit s prokem a, pak se @ dd spojit s b.

Platnost téchto vyroku plyne snadno z definice Fetézce a pfenechd-
vame Ctenafi, aby si provedl piisluiné dikazy.

PrihliZejice k platnosti vyroku ¢, mluvime zpravidla o ¥etézci mezi
dvéma prvky nebo o tom, Ze se dva prvky daji spojit, nevyzdvihujice,
ktery z nich se da spojit s kterym.

2.4.2.2. Kdy# se proky a,b € A daji spojit s nékterym prokem ¢ e A,
pak se daji spojit navzdjem.

Vskutku, kdyZ je pfedpoklad splnén, d4 se spojit prvek a s ¢ a podle
2.4.2.1¢ prvek ¢ s b; prihliZejice k vyroku 2.4.2.1b soudime, Ze se prvek @
dé spojit s b.

2.4.2.3. Nechta, ? € 4, b, « B jsou libovolné prvky a piedpokla-
dejme, %e prvky a, b a rovné prvky , ¢ jsou incidentni. Kdy# se dajb
spojit proky @, p v rozkladu B, pak se daji spojit prvky b, v rozkladu A.

Vskutku, kdy# existuje Yetézec v {4, B} od a do P,

ay, ..., @, (@, = @, a5 = p),
jsou ka%dé dva sousednf prvky ap, @, incidentni s jistym prvkem
bs € B, a tedy prvky bp, bp.+1 jsou incidentni s prvkem @g;. Mimo to je
prvek b incidentni s @, a prvek ¢ s @,. Z toho vidime, Ze
Boy ooy b (b =b, by =7)
je Yetdzec v {B, A} od b do g.

2.b. Zikryt a zjemnén{ rozkladu.
Necht 4, B jsou libovolné rozklady na Q.

2.6.1. Definice. Mezirozklady 4, B mige byt takovy vztah, Ze
kaZdy prvek jednoho z nich, na p¥. rozkladu 4, je souttem nékterych
prvki rozkladu B. V tom piipads$ pravime, Ze A je zdkryt rozkladu B
nebo %e B je zjemnéni rozkladu 4 ,a tento vztah vyjadiujeme symbolem
A > Bnebo B < 4. Ziejmé na pt. plati vztahy: Gmax > 4 > Guin.

Predpoklidejme, #e mezi rozklady 4, B plati vztah 4 > B. Pak
je kazdy prvek @ e A soudtem n¥kterych prvki v B a je z¥ejmé, Ze
systém téchto prvki je rozkladem prvku a. Rovné% je ziejmé, Ze

systém vSech podmno#in v rozkladu B, z nich# ka¥d4 se sklddé ze
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viech prvki rozkladu B, které jsou &ésti vidy téhos prvku v 4, je
jisty rozklad B rozkladu B; pravime, %e tento rozklad B wynucuje
zékryt A. Mieme tedy ¥ici, %e rozklad B obdriime z rozkladu 4, kdy#
ka#dy prvek rozkladu 4 nahradime vhodnym jeho rozkladem; a roz-
klad A ziskéme z rozkladu B, kdy# na B zvolime vhodny rozklad B
a utvoiime soucty viech prvki rozkla,du B, které lexi vidy v témze
prvku rozkladu B.

2.6.2. Pfiklad. Na obr. 3 je zndzornén
piklad zdkrytu 4 a zjemnéni B. Qje
mnoZ%ina viech bodd na obvodé a uvnit¥
vétd kruznice. 4 se skladd ze dvou
prvki, totiZ z mnoZiny bodi na obvodé
vétdl kruZnice a uvniti mezikruzi a
z mnoZiny bod@ na obvodé a uvniti
mendi kruZnice a konetnd B se skladé
z mno%in bodd ve vysecich mezikruZi
a ve vysecich mensi kruZnice, pfi ¢emz A
body na hranicich se poditaji vidy Obr. 3.
jenom k jednomu vyseku.

2.5.3. Viastnosti zdkrytu a zjemnéni. Necht 4, B, C jsou libovolné
rozklady na G.

2.5.3.1. Predeviim ukaZeme, e vztah A > B platt tehdy a jen tehdy,
kdyZ pro kaidé dva incidentnt proky a e 4, beB jea>b.

Vskutku, predpoklidejme, e je A > B. Budte @ € 4, b ¢ B libovolné
incidentni prvky, takie @ nb + @. Potom a je soudtem nékterych
podmnozin v G, je% jsou prvky rozkladu B. Jednou z nich je b, nebot
anb =+ 9 a prvky rozkladu B jsou disjunktni. Odtud plyne @ > b. —
Necht naopak pro kazdé dva incidentni prvky @ € 4, b ¢ B platf vatah
@ > b. Potom @ je souttem téch podmnozin v @, které jsou prvky roz-
kladu B a jsou incidentni s a. Z toho vidime, %e plati vatah 4 > B.

2.6.3.2. Ddle plati tyto vyroky:

a. 4> A

b. Ze vataha A

3 plyne 4 >
€. Ze vztah@ A 4=

plyne
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Platnost vyroki a a b je zfejmd. Pokud jde o vyrok ¢ soudime takto:
Predpoklidejme, #e plati vztahy A > B, B > A. Budi% b ¢ B hbovolny
prvek. Potom existuji prvky a,, @, € A takové, Ze jest @, Db > a,.
Vidime, Ze mnoziny a,, @, jsou incidentni a tudfz identické, nebot jsou
prvky téhoi rozkladu. Méme tedy a, =b = a, a vychézi beA.
Tim je zjisténo, Ze rozklad B je dastf rozkladu 4, t. j. B c 4, a podobnd
vidime, %e rozklad A jo &astf rozkladu B, 4 c B. Odtud vychéz
4 =B8.

2.5.4. Spoledny zdkryt a spolené zjemnéni dvou rozkladt. Necht A, B
znadf libovolné rozklady na @.

Spoledngm zdkrytem, struin&ji: zdkrytem rozklads A, B, rozumime
ka#dy rozklad na @, ktery je zdkrytem ka#dého rozkladu A, B.

Podobné rozumime spoleéngm zjemnénim, strutngji zjemnénim roz-
klada A, B, kaZdy rozklad na G, ktery je zjemnénim kaZdého rozkladu
4, B.

Na pr. nejvétsf rozklad Grmax j© spoleénym zékrytem a nejmensf roz-
klad Gmin spoleénym zjemnénim rozklada A B.

Z véty 2.5.3.2b vyplyva, e kady zdkryt kaZdého spoleéného zdkrytu
rozklada A, B je opét jejich zdkry krytem; podobné je kaZdé zjemnéni kaZdého
spoleéného zjemnéni rozklads A, B opét zjemnénim téchto rozkladi.

Vyznamny pokrok ve sméru téchto Gvah, ktery mé odezvu v mnoha
dilczitych vysledeich, o nichZz v dalsim vykladu usly$ime, je dan
pojmem nejmensiho spoletného zikrytu a nejvétdiho spole¢ného
zjemnénf dvou rozkladi. O téchto pojmech pojedndme v odstaveich
2.6, 2.7, 2.8.

2.6. Nejmensispoleény zakryt dvou rozklad.

V odst. 2.5.4 jsme vidéli, Ze ka%zly zdkryt kaZdého spoleéného roz-
kladu dvou rozkladi je opét jejich zdkrytem. DileZity poznatek je ten,
Ze mezi v8emi spoleénymi zékryty dvou rozkladi jest jeden nejmensf;
nejmensi v tom smyslu, Ze kaz 1y spoleény zakryt obou rozkladi jest
jeho zékrytem. Tento vyznalny spoleény zakryt se nazyva mejmendi
spolecny zdkryt, struénéji: nejmensi zdkryt obou rozkladi.

Budte 4, B, C libovolné rozklady na G-
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2.6.1. Konstrukce rozkladu [A4, B]. V tomto odstavci popiSeme kon-
strukei jistého rozkladu na @, ktery znac¢ime 4, E] a o némz v dalsim
zjistime (odst. 2.6.2.3), Ze je nejmensim spoleénym zdkrytem rozklada
4,B. _

Budiz 4 systém vSech podmnoZin v rozkladu A4 vyznadujicich se
touto vlastnosti: Ka%d4d podmnozina @ ¢ 4 se sklad4é ze vech prvkii
rozkladu A, které se vesmés daji spojit v rozkladu B s ndkterym
prvkem @ e 4.

UkéZeme, #e A je rozklad na rozkladu 4.

Predeviim vidime, Ze ka#dy prvek @ ¢ 4 lez{ v ndkteré podmnozing

Ted.To plyne z toho, Ze se prvek a dd spojit s prvkem a, jak jsme zjis-

tili v 2.4.2.1a, a tedy leZi v jisté podmnozing @ e A4, sklddajici se ze
viech prvki rozkladu 4, které se daji spojit s prvkem a.

Déle ukaZeme, %e kazdé dva prvky systému 4 jsou bud disjunktni
nebo identické. Za tim Gdelem uvazujme o libovolnych prveich @, b € 4,
z nich% @ se skldd4 ze viech prvka rozkladu A, které se daji spojit
8 jistym prvkem @ e 4, a b se sklad4 ze viech prvki rozkladu 4, které
se daji spojit s jistym prvkem b e 4. Predpoklédejme, Ze prvky @ a b
jsou incidentnf, takZe maji spole¢ny jisty prvek ¢ e 4. Prvek ¢ lei va
a proto se d4 spojit s prvkem a; leZi v b a tedy se d4 spojit s prvkem b.
Odtud soudime, prihliZejice k vyroku 2.4.2.1e, %e se prvky a, b daji
spojit s prvkem ¢, a dale, piihliZejice k vété 2.4.2.2, Ze se daji spojit
navzéjem. Kazdy prvek Z e @ se dd spojit s prvkem a a ten opdt
s prvkem b, jak jsme pravé vidéli. Z toho plyne podle 2.4.2.1b, Ze se
prvek z d4 spojit s prvkem b, takze vychazi @ c b. Podobns zjistime, Ze
je b c@, a midme @ = b.

Tim jsme zjistili, Ze systém podmnozmA vrozkladu 4 ]e rozkladem
na 4.

Viimnéme si, Ze ka#dé dva prvky v 4, které jsou v tém¥e prvku roz-
kladu 4, se daji navzajem spojit, kdeZto Zddné dva, které v témze
prvku nejsou, se spojit nedaji.

. Rozklad 4 vynucuje jisty zakryt. rozkladu 4, ktery ozna,cime [4, B].
Méme tedy
[4,B] > 4.
PYipomelime, Ze kaZdy prvek u e[4, B] je soudtem viech prvkii
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rozkladu A4, které lezi v nékterém prvku rozkladu 4, takse je souStem
viech prvki rozkladu 4, které se daji spojit v rozkladu B s nékterym
prvkem @ e A, ktery je &asti prvku u.

Na obr. 4 je znizornéna mnozina @, sklddajici se ze vSech bodu leZi-
cich na obvods a uvnit¥ velkého obdélnika, a na ni dva rozklady 4, B.
Prvky rozkladu 4 (B) jsou
mnoziny bod lezicich na ob-
vodech a uvniti svislych (vo-
== dorovnych) obdélniki vy-
znadenych plnymi (¢drkova-
nymi) ¢arami. Body na hra-

Obr. 4. nicich prvki kazdého roz-

kladu se oviem poditaji vidy

jenom k jednomu prvku. Prvky rozkladu [4, B] jsou mnoziny

bodt na obvodech a uvnitf vétdich obdélniki vyznadenych silngjsimi
darami.

T
'
'
]
[ S S S

'
___________ B S Ebus: FSpRgS S vy
i
1]

T

2.6.2. Viastnosti rozkladu [4, B].
2.6.2.1. Rovnost [4, B] = A a vetah A > B platé soudasné.

Diikaz. a) Necht plati hofej’f rovnost. Necht a e A,beBj 3 jsou libo-
volné incidentni prvky. Neplati-li @ > b, existuje prvek p e A, ktery je

incidentnf s b a je rizny od a. Prvky a, p, sefazené v tomto poradi,
tvoif fetézec v {A B} od @ do P, atedy mnoZina @ V pje &asti jistého
prvkuu e [A B]. Prvek uje tedy souttem alespofi dvou riznych prvka
rozkladu 4, a tudf neni prvkem rozkladu A4, co# odporuje piedpo-
kladu. Méame tedy @ > b, a vychézi 4 > B (podle 2.5.3.1).

b) Necht plati vztah 4 > B. Necht % ¢ [4, B] je libovolny prvek.
Z definice rozkladu [4, B] plyne, Ze ex1stu]e prvek a e A, vyznatujicf
se tim, %e u je souttem viech prvki p e 4, k nim# existuje Fetézec
v {4, B} od a do p:

18y, ..., 0 (@, = @, Gy = D).

E’o@_le definice Yetézce existuje ke kazdym dvéma sousednim prvkim
ap, g4, prvek by e B incidentnf s a@g, @p+1. Podle pfedpokladu a podle
véty 2.6.3.1 mame bsC @ @pyy a odtud plyne @ = @py,, takie
a@ = P. Vychézi tedy % = a a tudf¥ [4, B] < 4. Protofe soudasné platf

18



vztah >, jak jsme vidéli v odst. 2.6.1, platf hofejii rovnost (podle
2.6.3.2¢).

2.6.2.2. Platt tyto rovnosti:

a. [4,B]=[B, 4],
b. [4,4]=4;
e. [4,[B,Cll=I[[4, B],C].

Dtkaz. a) Necht u e [4, B], v ¢ [B, A] jsou libovolné incidentni
prvky. ProtoZe % (v) je souttem ]1stych prvki rozkladu 4 (B), existujf
prvky @ € 4, b ¢ B takové, je @ € U, b € v a %e jsou incidentnf. Protoge
rozklad 4 pokryva @, lezi kazdy prvek p e v jistém prvku P e 4.
Podle 2.5.3.1 mame % > P a z toho, #e prvky @, p e 4 le#f v témze
prvku % €[4, B], soudime, %e se prvek p di spojit v rozkladu B
s prvkem @. ProtoZe rozklad B pokryvéa G, le#f p v jistém prvku g € B,
ktery je oviem incidentni s p. P¥ihliZejice k véte .4.2.2,soudime, Ze se
prvek g dé spojit v rozkladu A s prvkem b. Odtud plyne % 54, a tedy také
9> u. Méme tedy [B, 4] >[4, B], podle 2.5.3.1. Soudasné viak
z obdobnych diivodi plati vztah <, a tak vychézi [4, B] = [B, 4],
podle 2.56.3.2¢.

b) Protoze plati 4 > 4, plati také [4, 4] = 4, podle 2.6.2.1.

¢) Kdyz nékteré prvky a,, @, ¢ A jsou incidentnf s nékterym
prvkem Z ¢ [B, C], pak legi v témZe prvku rozkladu [[A B], C]. Nebot
pak existuji prvky b, e B takové, %e b,g C Z, @, a b jsou incidentnf
a TOVDEZ @, a g, a existuje Yetézec v {B, C} od b do g:

by, .0, (by=0,b,=79).
Kazdy prvek bs tohoto fetézce je &4sti jistého prvku % e [B, 4] =

=[4, B] kde 6 = 1, ..., y. Z toho, Ze prvek @, (@,) je incidentni s b,
(5,) a b, (b,) je Sasti prvku U, (%,), plyne, Ze @, (@,) je incidentni s %, (u,),
a odtud soudime, podle 2.6.3.1: a, c u,, @, C u,. Proto¥e kazdé dva
sousednf prvky b, 56+1 jsou incidentni s nékterym prvkem Cs€ 5
plati totéZ o kazdych dvou prvcich us, Usy,, a tedy u,, ..., u, je Fetézec
v{[4, B],C} od %, do %,. Odtud plyne, %2 prvky u,, u,, a tedy i prvky
a,, @y, leZf v témze prvku rozkladu [[A B] C]

NuZe, necht % ¢ [4, [B, C]], v € [[4, B), C] j | jsou libovolné incidentn{
prvky Pak existuje prvek @ e 4,@ C % N ¥ a % je souttem viech prvka
P € A, k nim# existuje Fetézec v {4, [B C]} od @ do p:
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@y, .nny @y (B, = @, Ty = P).
Kazdé dva sousedn! prvky ag, as4+, jsou incidentni s nékterym prvkem
rozkladu [B, C] a tedy le#, jak jsme pravé zjistili, v tém#e prvku roz-
kladu [[4, B], C]. Odtud a ze vztahu » > @, plyne o > G, t. j. ¥ > p.
Vychézi tedy % > % a podle véty 2.5.3.1 soudime, %e je [[4, B], C] >
>[4, [B, C]). Odtud a z hotejiiho vysledku a mame dale:

[4,[B,C]] = [[B,C], A1 = [B, [C, A]] = [[C, 4], B] =

takZe méame, podle 2.5.3.2b, ¢:

[4, [B, 01 = [[4, B, (]
a tim je dukaz ukonden.

2.6.2.3. Rozklad [4, B je nejmendim spoleénym zdkrytem rozklads
4, B.

Vskutku, podle své konstrukee jo rozklad [4, B] zékrytem rozkladu
4 a podle 2.6.2.2a je zakrytem rozkladu B. Je tedy spoleénym zakry-
tem rozklada 4, B. Dale budiz X libovolny spoletny zakryt rozkladd
A, B, takie mame podle 2.6.2.1:

[X,4] =X, [X,B] = X.
Odtud a z 2.6.2.2¢ vychazi:
[X’ [A, B]] = [[X, A]’ B] = [X, B] = X,
a tim je zjisténo, %e X je zdkrytem rozkladu [4, B].
Kazdy spoleény zakryt rozkladi 4, B je tedy zdkrytem jejich spo-

le¢ného zékrytu [4, B]. Tim je ukdzédno, Ze rozklad [4, B]je nejmensim
spoleénym zakrytem rozklada A4, B

2.7. Nejvétsi spoleéné zjemnéni dvou rozkladi.

V odst. 2.5.4 jsme vidgli, Ze ka#dé zjemnéni kazdého spoleéného
zjemnéni dvou rozkladi je opst jejich zjemndnim. Dile%ity poznatek
jo ten, Ze mezi viemi spoleénymi zjemnénimi dvou rozkladu jest jedno
nejvétsi; nejvétdim v tom smyslu, Ze kazdé spoleéné zjemnéni obou roz-
kladu jest jeho zjemn&nim. Toto vyznaéné spoleéné zjemnéni se nazyva
nejvétsi spoletnd zjemnénd, strudndji: nejvétsi zjemnéni, obou rozkladi.

Budte 4, B, C libovolné rozklady na G.
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2.1.1. Konstrukce rozkladu (4, B). V tomto odstavci popifeme kon-
strukei jistého rozkladu na @, ktery oznaéime (4, B) a o ném# v dalsim

zjistime (odst. 2.7.2.3), Ze je nejvétsim spoleénym zjemnénim roz-
kladu 4, B.

Kdy# kazdy prvek @ e 4 nahradime jeho rozkladem @ 1 B, obdrZime
jisty rozklad na G, ktery oznatujeme (4, B).

Rozklad (4, B) je _tedy systém viech neprdzdnych prinikt vidy
n&kterého prvku @ € 4 s nékterym prvkem b « B.

Rozklad (4, B) je z¥ejms zjemnsnim rozkladu 4, t. j.

(4,B) < 4.

Na obr. 5 je znidzornéna mnoZina @, sklddajici se ze viech bodu leZ-
cich na obvod$ a uvnit¥ velkého obdélnfka, a na ni dva rozklady 4, B.
Prvky rozkladu A4 (B) jsou
mnoZiny bodi leZicich na ob-
vodech a uvnit# svislych (vo-
dorovnych) obdélnfkd vy- [Tt
znadenych plnymi (¢arkova- '
nymi) ¢arami. Body na hra-
nicfch prvka kazdého roz- - Obr. 5.
kladu se ovSem poéitaji vidy
jenom k jednomu prvku. Prvky rozkladu (4, B) jsou mnoZiny bodt
na obvodech a uvnit¥ étverch vytvofenych svislymi a vodorovnymi

obdélnfky.

2.1.2. Viastnosti rozkladu (4, B).
2.7.2.1. Rovnost (4, B) = A a vetah A < B plati soudasnd.

Dikaz. a) Necht plati hoteji rovnost. Necht @ € 4, b € B jsou libo-
volné incidentni prvky. Pak plati vztahy: anbear Bc (4, B) =
= A a z nich plyne anb = a. Odtud vychézf acb a dile 4 < B,
podle 2.5.3.1.

b) Necht plati vztah A < B. Pak kazdy prvek @ € 4 je ¢asti jistého
prvku rozkladu B, a tedy @ m B se sklad4 z jediného prvku a. Odtud
plyne (4, B) > 4. Protoze soudasns plati vztah <, jak jsme vidéli
v odst. 2.7.1, plati hofej&i rovnost podle 2.5.3.2¢.
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2.71.2.2. Plati tyto rovnosti:
a. (4,B)= (B,
b. (4, 4)=4;
¢. (4,(B,0) = ((4,B),0).
Diikaz. a) Kazdy prvek o e (4, B) je prvkem rozkladu @ m B, kde
@ znadi n8ktery prvek v 4, takie je » = a n b, kde b € B zna#i vhodny
prvek. Odtud plyne: v eb 1 4 c (B, A). Mame tedy (4, B) c (B, 4)
a z obdobnych divodu plati vztah 2. Tim je zjisténa platnost rovnostia.
b) Proto¥e plati 4 < A, plati také (4, 4) = 4, podle 2.7.2.1.
¢) Necht ve (4, (B, 0)), takie je v_an(bnc), kde @ e 4, b « B,
¢eC jsou vhodné prvky. Protoze plati an (bne) = (@n b) ne
(1.7.4)adale (@ n b) n ¢ ¢ (4, B), C), vidime, %e plati vatah (4, (B, C)) c
c ((4, B), C). Odtud a z ho¥sjsiho vysledku a plyne snadno, Ze soutasns
plati vztah 5. Tim je zjisténa platnost rovnosti e.

)

—

2.7.2.3. Rozklad (4, B) je nejuétsim spoledngm zjemnénim rozkladi
A, B.

Vskutku, podle své konstrukee je rozklad (4, B) zjemnénim roz-
kladu 4 a podle 2.7.2.2a je zjemndnim rozkladu B. Je tedy spoletnym
zjemnénim rozkladd 4, B. Dale budi% Z libovolné spoletné zjemnsni
rozkladi 4, B, takie mame, podle 2.7.2.1:

(Zr A.-—) = Z—; (Z, B—) =
Odtud a z 2.7.2.2¢ vycﬁézi:
(Z,(4,B)) = (%4, A), B) = (Z,B) =%
a tim je zjisténo, %e Z je zjemndnim rozkladu (4, B).

Kaz1é spoleéné zjemnsni rozkladd 4, B je tedy zjemnénim jejich
spole¢nsho zjemnénf (4, B). Tim je ukézéno, %e zjemnéni (4, B) je nej-
vétdim spoleénym zjemnénim rozkladd 4, B.

2.8. Vztahy mezi nejmensim spoleénym zidkrytem a nej-
vét3fm spoleénym zjemnénim dvou rozkladd.

Necht 4, B znagf libovolné rozklady na G.
Plati tyto rovnosti:
[4,(4,B)l=4, (4,[4,B) = 4.
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Vskutku, ze vztahu g = (4, 1__?) z véty 2.6.2.1 plyne prvni rovnost
a podobns ze vztahu [4, B] > 4 a z véty 2.7.2.1 druba.

2.9. Dopliikové rozklady.

Ze vztaht mezi dvéma rozklady na mnozing zasluhuje vedle vztaht
danych pojmem zikrytu a zjemnén{ zvla§tni pozornosti piipad, Ze oba
rozklady jsou dopliikové.

Necht 4, B, C jsou libovolné rozklady na Q.

2.9.1. Definice. Podle definice nejmensiho spoleéného zdkrytu
[4, B] je kazdy prvek u e [4, B] souétem jistych prvki a e 4 a sou-
&asnd soudtem jistych prvkid b € B. Rozklad A nazjvdme dopliikovy
k rozkladu B, kdy% kafdy prvek ae A je incidentni se viemi proky roz-
kladw B, které le#i v tém#e proku % e [4, B] jako prvek a.

Kdy# na pf. rozklad 4 je zékryt rozkladu B, je rozklad 4 dopliiko-
vy k B.

Na p¥. rozklady 4, B znézornéné na obr. 5 majf nejmensf spoleény
zakryt Gax, ktery se skldd4 z jediného prvku u (= @). Vidime, Ze
kazdy prvek @ ¢ 4 je incidentni se viemi i prvky rozkladu B, které leif
v témie prvku u jako prvek a. Rozklad 4 je tedy dopliikovy k B.

2.9.2. Vliastnosti dopliikovyjch rozklada.

2.9.2.1. Plati tyto vyroky:

a. Rozklad A je doplitkovy k A.

b. KdyZ rozklad A je doplitkovy k B, pak rozklad B je dopliikovy k A.

Vskutku, platnost vyroku a je zfejma. Abychom zjistili platnost
vyroku b, pfipustme pfedpoklad a odmitnéme tvrzeni. Pak existuje
prvek b e B, letici v jistém prvku u e [B, 4], ktery neni incidentni se
viemi prvky rozkladu A leZicimi v %. Z toho soudime, #e prvek b nenf
incidentni s jistym prvkem a e A lezicim v w. Odtud plyne, Ze prvek a
neni incidentni se viemi prvky rozkladu B leficimi v %, coi odporuje
predpokladu, %e rozklad 4 je dopliikovy k B. Tim je platnost vyroku b
zjisténa.

PiihliZejice k platnosti vyroku b mluvime obvykle o doplitkovych
rozkladech, aniZ vyzdvihujeme, ktery z nich je doplitkovy ku kterému.
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Na nésledujicim pifklads pozname Ze kdyz jsow dopliikovymi roz-
klady A, B a souéasné rozklady B, C, memusi bytt doplikovymi roz-
Klady A4, C.

Necht @ = {a,, a,, a;, a,, a5, ag} je mnoZina skladajici se ze Zesti
prvki. Oznadéme déle:

a 25“1, @y}, @y = {aa_’_ ay}, @3 = {as, ag};
= {a’b a’a’ (145}, bz = {a’zy a’b a/ﬂ};
¢ = {ay, @y, a3}, ¢ = {ay, as, ag},
takZe na G mame rozklady
4 = {3y, 8y, 8}, B={b,, b}, C = (&, &a}-

Kazdy prvek a, je incidentni s ka?dym prvkem bg a kazdy prvek
bs je incidentni s kazdym prvkem ¢, (x = 1, 2, 3; f, ¥ = 1, 2). Odtud
plyne [4, B] = Gmx, [B, O] = Gmax a vidime, %e rozklady 4, B a sou-
asné rozklady B, C jsou dopliikové. Déle jsou oba prvky ¢,, ¢, inci-

dentn{ s prvkem @,, takie [4, C] = Gmax, aviak na pf. prvky a,, ¢,
incidentni nejsou. Z toho vidime, Ze rozklady 4, C nejsou dopliikové.

2.9.2.2. Kdy? ka#dé dva prokya « A, b € B, lefich v témée proku néja-
kého. spoleéného zdkrytu C rozklada A, B, jsou incidentni, pak C =
= [4, B), a tudi# rozklady A, B jsou doplitkové.

Vskutku, necht C je néjaky spoleény zékryt rozkladt 4, B a necht
¢ eC. Pak C je souttem 1 jistych prvku rozkladu [4, E] Necht u, v
jsou prvky rozkladu [4, B] le#ici v ¢. Kazdy prvek @, e 4 lezici vu je
incidentni s nékterym prvkem b € B, ktery pak nutnd lezi v % a tedy
v ¢. Maji-li rozklady 4, B vyse popsanou vlastnost, pak prvek b je
incidentni s ka¥dym prvkem @, e 4 leZicim v prvku v, a tedy prvky
@y, Gy, sefazené v tomto poradi, tvoii fetdzec v {4, E} od a, do a,.
Odtud plyne v = u a tedy ¢ = w.

2.9.2.3. Rozklady A, B jsou dopliikové tehdy a jen tehdy, kdyZ pro kazdé
dva proky a,, a, € A, letici v tém¥e prku ue[A, B, plati rovnost:
@, CB=a,CB.

Dukaz. a) Necht rozklady 4, B jsou doplitkové. Kdy% ndktery
prvek b € B je incidentni s @, , pak leZf v u, a tedy je incidentnf s a,.
Odtud vychézi @, C B c @, C B a obdobns plyne @, C B c a, C B.
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b) Necht plati hofeji rovnost. Necht prvky @ € 4, b € B le#f v témze
prvku % €[4, B]. Prvek b je incidentni s nékterym prvkem Z e A
a tento prvek lei v u. Tedy mame b ¢ x C B = @ C. B a odtud vychézi,
%e prvky @, b jsou incidentni.

2.10. Cvident.
210.1. sACA=A =sAn 4.
2.10.2. s(cBLLA)C A= BCA4;
s(BrA)md=Bn4,
SBBLA)MA=BCA=s(BnA)CA.
2.10.3. Kdy% BC 4 = B 4, pak pro kaZdy prvek @ € 4 plati bud
a c B nebo a n B = §; a naopak.
2.10.4. Kdy2 B> C, pak (CCA)MB = CLC (4 B);
7 (BCA)MC=4nC.
/" 2.105. Pro kasdé t¥i rozklady A, B, X, p¥ tems X > 4, plati:
1. [X,B] >[4, B], (X, B) > (4, B); 2. (X,[4, B)) >[4, (X, B).

v 2.10.6. Vymyslete piiklad, na némz ukazete, Ze za pfedpokladii uve-

denych v pfedchizejicim cvideni, nemusi ve vzorci2. platit rovnost.

2.1_(_).7_. Kdyz rozklady A,B jsou dopliikové, pak ze vztaht a e A4,
uel[d, B], acu plyne: u = s(a C B).

/" 2.10.8. Kdy# rozklady 4, B jsou doplitkové, pak ka#dy z nich, na

pt. 4, je doplitkovy: 1. k nejvétiimu spoleénému zjemnéni rozkladu B
a libovolného zakrytu rozkladu 4; 2. k nejmeniimu spolednému za-
krytu rozkladu B a libovolného zjemnéni rozkladu 4.

2.10.9. Pro ka#dé t¥i rozklady 4, B, X, p¥i tem# X > 4 a 4, B jsou
doplitkové, plati rovnost: (X, [4, B]) = [4, (X, B)].

 2.10.10. Vymyslete piiklad, na némz ukéazete, Ze plati-li pro néjaké

rozklady 4, B a pro ka#dy zakryt X > 4 rovnost uvedens v predché-

 zejicim cvideni, nemusf byti rozklady 4, B dopliikové.

2.10.11. Ukaite, Ze na mnoZziné o étyfech prveich jsou vedle dvojic,
sklddajicich se vidy ze zdkrytu a zjemnéni, jenom tyto dvojice doplii-
kovych rozkladi: 1. Dvojice, jejichZ kazdy rozklad mé dva prvky,
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z nichz kazdy se sklddé ze dvou prvkd mnoZiny. 2. Dvojice, jejichz
jeden rozklad mé dva a druhy t#i prvky a oba rozklady maji spoleény
prvek, ktery se sklddd z jednoho prvku mnoziny. 3. Dvojice, jejichZ
kazdy rozklad mé t¥i prvky, aviak zadny prvek neni v obou rozkladech.

3. O ZOBRAZENICH.

3.1. Zobrazeni do mnoZiny.

V dennim Zivoté se napofad setkdvime se zjevy, které souvisi
s matematickym pojmem zobrazeni. V nejjednodussim piipadé maji
takové zjevy toto schema: Mame dvé neprazdné mnoZiny G, G* a mezi
prvky obou mnoZzin néjaky vztah, jim% je ke kaZdému prvku mnoZiny
@ piitazen pravé jeden prvek mnozZiny G*.

Na pi.: [1] Mezi divdky pii uréitém divadelnim pfedstaveni a mezi
vstupenkami pro to predstaveni vydanymi je vztah dany tim, Ze
kazdy divak je pfitomen na zakladé pravé jedné vstupenky.

[2] Mezi zéky urcité gkoly a jejimi t¥idami je vztah dany tim, Ze
Kkazdy 4k pat¥ pravé do jedné t¥{dy.

[3] Uréeni poétu n néjakych vécf zalezi v tom, Ze ke kazdé véci pfi-
fadime pravé jedno ptirozené &islo 1, 2, ..., n, a to obvykle tim zpiiso-
bem, Ze vezmeme v%dy jednu z nich do rukou a soudasné ji oznadime
(znakem anebo jenom v mysli) jednim z ¢&isel 1, 2, ..., n.

Necht tedy @, G* znaéi neprazdné mnoziny. Zobrazenim mmno#iny
@ do G* rozumime néjaky vztah mezi proky obow mnofin, jim# je ke ka%-
dému proku mnoZiny G prifazen prdvé jeden prvek mnoZiny G*; jinak
Yeceno, jimZ je kaZdy prvek mnofiny @ zobrazen prdvé na jeden prvek
mnofiny G*.

Zobrazeni mnoZiny @ do Q* se nazyvd také funkce na mnoZiné G do
mnoZiny G*. Zobrazuji-li ngjakd zobrazeni g, h mnoziny @ do G* kazdy
prvek v G vidy na stejny prvek v G*, nazyvame je rovnd a piSeme g =
= h. V opa¢ném piipads je nazyviame riznd a piSeme g + h.

Uvazujme o libovolném zobrazeni g mnoZiny @ do G*. K libovol-
nému prvku a ¢ @ je zobrazenim g p¥ifazen jisty prvek a* ¢ G*. Prvek a
nazyvame vzor proku a* a prvek a* obraz proku a v zobrazeni g, a pi-
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