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15. Linedrna diferencidlna rovnica n-tého rédu

8l. Existen&nd teoréma v pripade
cauchyovseskych pod¢iatodnych pod-
mienok )

UvaZujme o lineérnej d. rovnici n-tého rédu

(n.l) + s00e + Xny = xo. (A)

y(0), X, ¥
a predpokladajme, Ze koeficienty xo, seey xn si spojitymi funkciami nezdvisle
premennej x v nejakom intervale J.

-

Na zaZiatku teorie d. rovnice (A) stoJ{ existenZnd teoréma o inte-
gréloch tejto 4. rovnice, ktord znie takto:

Nech X, € §; ¥o» y;, ...,'ygn'l) si lubovolné &fsla. Existuje pré-
ve jeden integrél y(x) d. rovnice (A), definovany v intervale J, ktory md
v &¢{sle x, hodnotu yé a Jeho derivécia rédu i (=1, ..., n-1) hodnotu
ygi), takZe

y(XO) = yO’ y'(xo) = y‘;’ LN y(n-l)(xo) = yén-].) (1)

D8kaz nebudeme uvédzat. Poznémenajme, Ze obsah tejto existenlnej teo~-
rémy struine vyjadrujeme tym, Ze integrdly d. rovnice (A) sd jednoznaZne ur-
Zené cauchyovskymi poliatoinymi podmienkami (1).

Zddraznime, Ze integrdl y, o ktorom je v uvedeneJ existenZneJ teoré-
me rel, je naj3irsf v tom zmysle, ‘e existuje v celom intervale Jj; niekedy ho

nazyvame udplnyme.

82. V8eobecné podiatod&né podmienky

V dalfom predpokladajme, Ze interval Jj Jje kompaktny, j = [a, b].

PodYa existeninej teorémy Jje ka%dé rieZenie d. rovnice (A) definova-
né v nejakom intervale I C‘[a, b] JednoznaZne ur&ené hednotami svojich de-
rivdcif rddu O aZ n -1 v Yubovolnom &fsle c¢ € I. Budeme sa zaoberat otéz-
kou, &1 moZno jednoznalne ur&it rie3enie d. rovnice (A) aj inak neZ hodnota-
mi jeho derivécie rédu O a%n -1 v danom &fsle cé€ I, napr. hodnotami
niektorych jeho derivécif{ v niekolkych &ifslach intervalu I, &pecidlne hodno-
tami riedenf v rdznych &1slach intervalu I. Touto otézkou sa zaoberali
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We B. F1te (Ann. of Math., 8 (1916)), C. dela Vallée - Pou-
esin (Jour. Math. p. et appl., 8(1926)) a R. Ballieu (1948).
Hlavnym vysledkom tejto teorie je zistenie, Ze riesenia si jednoznalne urlené

n hodnotami niektorych ich derivécii v niekolkych réznych &islach intervalu

I, pokial sd tieto &fsla dost blizko k sebe.

Kv8li atrﬁénejéimu vyjadrovaniu zavedieme najprv pojem poZiatolnych
hodndt pre riedenie d. rovnice (A).

Nech ¢€q, eeey Cp (£31) st Yubovolné rézne Eisla v nejekom interva-
le 1 c'ﬁa, bJ a nech ku kaZdému ¢y 2 nich Je priradeny ur&ity polet (lé)n1
(= n+l) celych nezépornych &isel

< £
= < sese <
0 ki.l ki.ni =n

a ten isty polet dald3ich Yubovolnych &isel

01,1’ LA ] ci’ ni

Systém Zisel
01, LN Y ct H kll’ eoey kt nl;. Cll’ sseey clnl (1)

sa nazyva systém poliato&nych hodndt 4. rovnice A), strudne: systém poliatol-
nych hodnét. Ak vietky Z{sla Cy1s ey Cp ng sa rovnaji nule, potom nazyvame
systém (1) nulovy. Z tychto definfcif{ vidime, Ze ku kaZdépmpu systému poliatod-
nych hodndt (1) mo%no Jjednoznalne priradit isty nulovy systém, ktory dostaneme
ak nahradime v3etky &isla Cy11s. ***» Cg ng nulami:

9
cl. eeey ce ; kll, ooy kt nt; 0, eeey 0 (2)

0 tomto nulovom systéme hovorime, Ze prindleZ{ k systému podiato&nych hodnét
(1). Suikasne je zrejmé, Ze ten isty nulovy systém (2) prindleZf k nekoneZne
mnohym systémom poZiato¥nych podmienok, z ktorych kaZdy dostaneme, ak v nulo=-
vom systéme (2) nahradime poslednych Ny+ see + 0y nil Yubovolnymi &{slami
Cyy1s *vevs CL ng Talg isto o kaZdom takom systéme poliatolnych podmienok hovo-.
rime, Ze prinédleZ%{ k nulovému systému (2).

Ak Jje dany nejaky systém podiatodnych hodnét (1), potom o lubovoInom
rieSen{ y d. rovnice (A) definovanom v intervale I, hovorime, Zfe mé polia-
toZné hodnoty (1), alebo Ze spina poZiato¥né podmienky (1), ak v kaZdom &fsle
ci(i = 1, ...,e) Je ‘

(kiq) (kqny)
y 11 (.ci)gcilo eeey ¥ 171 (ci) = Ci“i
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83. Nech je dany nejaky systém podiatoZnych hodn8t (1) a predpokladaj-
me, Ze existuje rie3enie Yo d. rovnice (A), ktoré Jje definované v intervale
I » splna potiatoiné podmienky (1).

UvaZujme substitdciu
Y=y-yY,

Touto substiticiou sa diferencidlna rovnica (A) transformuje na d. rovnicu
homogénnu

(™ 4y oyl e x Y=0 (B)

a ka!dé'JeJ rieSenie y, definované v intervale I, ktoré splna tie isté
potiatodné podmienky (1), =zobraz{ sa na urdité riesenfe Y d. rovnice (B),
definované v tomZe intervele I a spina prislulné nulové podiatolné podmien-
ky (2).Lahko vidfme, Ze toto zobrazenie jednotlivych riefenf d. rovnice (A),
splhajucich po¥iatodné podmienky (1) na rie¥enia d. rovnice (B) splnajuice
prisludné nulové poXiatolné podmienky (2) je prosté a Ze Bpeciélne riedenie

yo, @. rovnice (A) sa zobrazuje na riedenie O d. rovnice (B), te.j. riesenie,
ktoré md v8ade v intervale I . hodnotu O.

Odtiar vidime, Ze ak je y, Jediné riesenie 4. rovnice (4), defino-
vané v intervale I, ktoré spina polisto¥né podmienky (1), potom O Je Jedi~
né rieSenie 8. rovnice (B), definované v intervale I, ktoré spiha prisludné
nulové podiatoXné podmienky (2). Naopak, ak je O Jjediné rieZenie d. rovni-
ce (B) definované v intervale I, ktoré md nulové poéihtoéné hodnoty (2),
potom Yo je Jediné riedenie d. rovnice (A) definované v intervale I,
ktoré splna podiato®né podmienky (1) a v3eobecnejdie existuje najviac jedno
riedenie d. rovnice (A) definované v intervele I, ktoré spina Iubovolné po-
iatodné podmienky prisludné k nulovému systému (2). Vidime teda, %2e riede-~
nie d. rovnice (A)) definované v intervale I, je jednoznalne ur&ené hodnota-
mi niektorych jeho derivécii v niekolkych r8znych &islach intervelu I, ak 0
Je Jjediné riefenie d. rovnice (B) definované v intervale I, ktorého derivé-
cie tychto prisludnyeh radov maji v tychto &fslach korene. Pripomenme, Ze de-
rivéciou O-tého rddu funkeie rozumieme funkciu samu.

84. UvaZujme teraz lineédrnu d. rovnicu homogénnu

¥ 4 xy D L L exy=o0 (B)

prifom predpokladajme, Ze Xyy eoeey X si spojitymi funkciami nezévisle pre- .
mennej x vV intervale [a, b].

Nech y Jje Yubovolné rieSenie d. rovnice (B), ktoré je definované
v nejakom intervale [+, ﬂ] e {a, b). Ozna¥me najvé&3iu hodnotu funkcie | X,,'
v intervale [o , Pl My (¥=1, ...y n)e Oznalwe h dl%ku intervalu [, ﬂ] y -
takZe je h = f -o . Dalej oznalme uy (A= 0, ¢esy n) maximum funkcie
M) v intervale [, p] a j,\ gislo v intervale [ & p], v ktorom mé funk-
cia [ y¢ (4) )| hodnotu uy , takze je (0 =) u, = lyz {fa)f.
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Z toho, %e funkcia y vVyhovuje d. rovnici (B) vidime, Ze plat{ ne-

rovnost

n
<
u, = Z My u_y (3)
Y =1

Predpokladajme v dal¥om o rieSenf y,. Ze kaZdd z funkcif y, ee.,
y("']‘) mé v intervale [ £, 3] aspon Jjeden korenc®. Nech X . zoalf koren
funkcie y(l"') (= O, eeey, n=1) v intervale (<, ).

Predovietkym ukédZeme, Ze pre (t= 0, ..., n-1 plat{ nerovnost

<
UH = h ué"‘.‘l (4)
a teds tiex pre 0= s = A g
u = ha'F: u ' ' (5)
Vyplyva to z nasledujucich vztahov:
Sue
; <
g = Ly gl -l/ y#* D (x) ax| = s /Iy‘f‘*l)u)l ax
< <
= I}é‘-xé"ut"+l =hué‘+1 (6)

>

- < o
pridom platf znamienko + ( - ) v pripade }44 X4 (. f’_‘_ Xe)

Dalej Yahko zistime, Ze funkcia y Je v intervale [oC ,{JJ identicky
nula vtedy a len vtedy, ked niektoré z ¥fsel wuy Jje nula.

Vskutku, ak je funkcia y v intervale[cc ’ /3] identicky nulou, sa zrej-
re vietky &fsla uj rovnajd nule. Ak naopak je niektoré &fslo u, nu_la,
potom je u, = O, ako vyplyva z nerovnosti (5), a teda funkcia y Je vi<, Al
4denticky hula.

Viimnime si, Ze &fsla u, sa bud v3etky rovnaji nule (ak funkcia
y Je v intervale (o , {JJ jidenticky nula), alebo su vSetky kladné (ak y nie
Je v 1ntervale[cc ,FJ identicky nula).

Ak sa &isla u,y rovnaji nule, potom vo vzorci (4) plat{ vidy rove
nost. Ak si v3ak &fsla u ; kladné, méZe vo vzorci (4) platit rovnost len pre
= n-1 a teda vo vzorci (5) 1len pre i = A alebo g4 =n -1, A = n.

Vgkutku, v tom pripade je predovietkym u, > O. Ak pre niektoré u =
= 0y eeey, N =1 Je Uee = h U potom v prisludnych vzorcoch (6) platfi v3a-

20 Korenom funkcie f(x) rozumieme koren rovnice f(x) =0
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de znamienko =. Odtial najmld vyplyva ij- !,‘,L h, takZe jedno z Z1isel f,y
x4 je oC a druhé A . Dalej usudzujeme, podla (6), Ze funkcia y(/“l) mé

v intervale [oC, A] kon3tantni hodnotu Ugslr teda Je y(‘“"'l) = + “/Hl # v
kon3tanta. . y Jje teda v intervale [of.,/sjpolyném stupna #&+1l. Ak je -
e+ 1< n, potom je polyndm stupna niZieho neZ n a vychddza un = 0, %
odporuje predpokladu. Mdme teda & =n - 1,

Viimnime si niektoré jednoduché pripady, kedy riesenie y sa nutne
rovné nule v intervale [ , ).

Je to predovietkym vtedy, ak sui v3etky koeficienty Xy d. ‘rovnice
(B) identicky O, teda ak sa v3etky &isla My rovnaji nule. Tento vysledok
vyplyva zo vzorca (3). Dalej je tomu tak vidy, ak n =1, &o Yahko zistime in=-
tecrédciou d. rovanice (B) majic na mysli predpoklad, Ze riedenie y md v inter-
vale(« , 3] koren.
' Napokon dostaneme ten vysledok pre n 22 a M2 Z ese = “n = 0, le-
bo potom je funkcia y(n'l)

= 0.

identicky O v intervale [« , 3] a dostévame

Un-1

Vrétme sa teraz k vzorcom (3) a (5). Z druhého vyplyva pre ¥ = ly,.s
eey N3 U _y Sn? u,, kde rovnost mdZe nastat v pr ipade W, > O len prevs= 1
ako sme videli predtym. Odtial a zo vzorca (3) vyplyva °

)

n

un{l- Z Mph°}§o (7)

v=

Ak teda funkcia y nie je v intervale[sC, #] identicky O, je n = 2
e aspon jedno z &fsel M,, «.., M  Je kladné a plati nerovnost

n
1= 3 My n’<o
V=1

ako vidfme zo vzorca (7). V tomto pripade je teda diZka h 1nterva1u[c(. » 3]
vi&5ia neZ (jediny) koren algebraickej rovnice

1-Mt - .. -Mntn=0 (8)

ktory je zrejme kladny.
Tym sme dokézali tito vetu:

Ak sa v intervale[« , 3] vBetky koeficienty X, d. rovnice (B) iden-
ticky rovnajd nule, alebo ak nie je df%ka tohto intervalu v#¥3ia ne? koren al-
gebraickej rovnice (8), potom O Jje jediné riedZenie d. rovnice (B), definova-
né v intervalel[« , /5] , ktorého ka%d4 derivédcia rédu O a% n-1 mé v nom
koren.

Tento vjsledok moZno gzlepiit tym, Ze sa algehraickd rovnica (8)
nahrad{f inou, ktorej jediny koren je¢ pripadne v#&3{ ne% koren rovnice (8).
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D4 sa ukdzat najmd to, %e predchddzajica veta je sprévna v celom rozsahu aj
vtedy, ak nie je diZka intervalu[o , 8] viZ3ia neZ koren algebraickej rovnice

n
1 v
v =2

16. Linedrna diferencidlna rovnica 2. rédu

85, Uwvod

Diferencidlne lineérne rovnice 2. rédu si vyznamné preto, Ze si naj-
jednoduch3{m (netrividlnym) pripadom d. lineérnych rovaic vy83ich rddov a ich
vlastnosti su vzorom pri 8tidiu tychto v3eobecnej3ich d. rovnic. Najmd v3ak
preto, Z%e majui db6le2ité aplikédcie v otédzkach fyzikdlnych a technickych. Od naj-
jednoduch8ich uvah klasickej mechaniky, ako je analyza harmonického pohybu,

k omnoho zlofitej3im otdézkam tykajicim sa napr. vedenia tepla, chvenia tyZ{ a
membrén alebo v problémoch nebeskej mechaniky, stretdvame sa s d. lineédrnymi
rovnicami 2. rddu ako s uUstrednymi miestami obsahujicimi spravidla dplné rie-
3enie predloZenych otézok. K tomu pristupuje, ze teoria d. linedrnych rovnic
2. rddu je ovlddand nevelkym poltom pomerne jednoduchych teorém, takZe je jed-
noduchd a prehladnd a pritom obsahove bohaté.

V daldom kv8li struZnosti obmedzime sa na 3tddium d. linedrnych rovnic
2. rddu homogénnych, t.j. tvaru

y" + p(x)y” + qix)y =0 (a)

prifom koeficienty d. rovnice (a) p, q 84 funkcie definované v nasjakom inter=-
vale Jj. Predpokladéme, Ze sui v intervale J spojité.

86. Elementédrne transformédcie d. ' O V=
nice (a)

K danej d. rovnici (a) m8Zeme priradit daldie d. linedrne rovnice 2.
rédu, ktorych lntegrdly sd integrélmi d. rovnice (a) v zndmych vztahoch. Také
priradenie d. rovnic k d. rovnici (a) sa nazyva transformécis d. rovnice (a).
Stidium tychto transformdcif tvor{ d8leZitd Zast tedrie d. lineérnych rovnic
2. rédu. Je uUlelné viimnit si hned na zaliatku nadej uvahy niektorych elementér-
nych transformécif, pretoZe potom sa mbZeme obmedzit na 3tidium d. rovnic,kto-
ré si v niektorom smere vhodnej3ie, napr. krat3ie a prehladné, bez toho, Ze by
sme poruéili'véeobecnd platnost vysledkov.

Najjednoduch3ie transformdcie d. rovnice (a) 8d zaloZené na ndsobe=-
ni d. rovnice (a) alebo jeJ integrdlov vhodnou funkciou alebo na novej vol-
be nezédvisle premennej. ’
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