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vale j spojité a v nom rastie alebo klesdy jeJ hodnoty teda tvoria interval
J,. v ktorom existuje funkcia inverzné.

Definujeme v intervale J vektor Y takto:

X=¢(x, yx)), ¥X) =¥ (, y(#)) :

Potom obidve krivky (x,y (¥) }x € § u (X, ¥(X), X€éJ et na seba
zobrazené proste transformdciou (1l); siradnice dvoch si odpovedajucich bodov
spolu sivisia podla préve napfsanych vzorcov a samozrejme siZasne splnaji rov-
nice

x =% (x, Y(X)) ¥ = Y (x, x(0)

Vektor Y(X) mé v kaZdom &isle X € J derivéciu, ktord Jje dand vzor=-
com

v (X» y(x)) + '9’ (x, y(x)) f(x, y(x))
(x. y(x)) + P (x () f(x, ¥(x)

T(X) = = F&, 1(X))

v ktorom (}, y(x)), a (X, Y(X)) znalia odpovedajice si body. Z posledného
vzorca vidime, Ze vektor Y(X) Jje v intervale J rieSenfm 4. rovnice

’

Y = F(X, Y)

13. Prehrad o existeninych teorémach a o vetéch

o Jednoznaénoeti rieseni aystemov explicitnych

d. rovnic 1. rédu

7. Existenéné teor énmy

TieZ peanovské existen¥né teorémy t¥ka juce sa d. rovnice (a), ktory-
mi sme sa zaoberali v ods. 27 - 30, aj so svojimi dbkazmi daji sa lahko roz3i-
rit na systémy explicitnyech d. rovnfc 1. réddu. Vynimku tvoria tie doplnky
existen¥nych teorém, v ktorych sa uplatnujd pojmy dolnych a hornych funkcif.
Spokojime sa tu s uvedenim existeninych teorém pre neohranideny a_ kompaktny
(n + 1)- rozmerny interval a pre otvoreni mnoZinu.

Nech je dend d. rovnica

4

y = f(x, y) (A)

Peanovskéd existen¥nd veta pre d. rovnicu (A) v prfpade, Ze jej oborom je

(n + 1)- rozmerny neohranileny interval, znie takto:
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Nech v d. rovnici (A) Je vektor f ohranileny a spojity v (n + 1l)- .
rozmernom neohranilenom intervale

A

x = f+a, - <y <eo (a> 0)

(az) }
Potom kaXdym bodor tohto obord d prechéddza aspon jedno riedenie d.
rovnice (A), defirované v celom intervale [§, §f +a].

V pripede, Ze oborom d. rovnice (A)" Jje kompaktny (n + 1)- rozmerny
interval, plati td4to veta:

Nech v 4, rovnici (A) Jje vektor f spojity v (n + l)-rozmernom
kompaktnom intervale

A

uh

. .
(%) f-aSxZf +a,h-b=y % +b (a>0; b>0)

Potom bodom (§,7) prechédza aspon jedno riesenie d. rovnice (4),
ktoré je definované v istom kompaktnom intervale a mé svoje konce na hranici

oboru d. Tento kompaktny interval je [f - L, f *-aC] alebo je valZs{.

b b
1l n
Pritom znadf{ £ = min (a, = , ceey, =—); by si jednotlivé zloZky vekto-
n
ra b, M Je maximum absoldtnej hodnoty zloZky fi vektora f v obore d
' b
: i
a v pripade, Ze niektoré &islo M; Je nula, neberie sa do uvahy symbol ——.
M
. i

V pripade, Ze oborom d. rovnice (A) je neprdzdna otvorend (n + 1)=-
rozmernd mnoZina, existennéd teoréma znie:

Nech v d. rovnici (A) Je vektor f spojity v nejakej neprézdnej
otvorenej (n + 1)- rozmernej mnoZine @ . Potom kaZdym bodom tohto oboru &
prechédza aspon jedno riedenie d. rovnice (A), ktoré je definované v istom -
otvorenom intervale a mé svoje konce na hranici oboru @ .

7. Vety o Jjednoznadnosti riesenit

UvaZujme opat o d. rovnici
y = fix, y) (4)

a predrokladajme, Ze vektor f Je spojity v (h + l)-rozmernom kompaktnom
intervale

WA

(az) § x f+a,n-b§y§"z,+b (a> 03 b > 0)
' Podla ‘vysledku v predchddzajicom ods. vychédza z bodu (f,%) aspon
jedno rie3enie d. rovnice (A) s koncami na hranici oboru d. Toto riesenie nie

je nutne ani lokdlne; ani absolutne jediné. Naopak, v3eobecne z bodu (f ,Q)
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vychédza nekonedne mnohd riedeni, ktoré vytvérajui isty kuZelovity (peanovsky)
obor. Spojiiosf vektora f teda zarufuje existenciu, nie v3ak jednozna&nost
rieden{ d. rovnice (A). K tomu, aby z bodu (f s ) vychddzalo lokdlne jedi=
né riedenie d. rovnice (A), t.j. aby bod (§,7)bol vzhladom na tito d. rov-
nicu 1og§1ne sprava pravidelny, je nutné, aby vektor f mal nejaké dalSie vlast-
nosti. Situécia je opdt obdobné sko v pripade jednej explicitnej d.rovnice (a)
(ods. 50 = 54). Preto sa tu spokojime len s formuldciou s strudnymi poznémkami

o (postatujicej) podmienke Lipschitzovej a okrem toho uvedieme Rosenblatt - Na=-
gumovu. vetu pre lokdlonu jednoznalnost sprava,

’ Hovorfme, e vektor f sepina v _bode (f ,ﬁ)l Lipschitzovu (L.) pod-
mienku sprava, strudne: L. podmienku sprava, sk (pri pripadne zmen3enych ¥{s-
lech a a zloZkéch vektora b) platd pre ka3dé dva body (x,~y1); (x, y2) € 4
nerovnost

[ £(x, y7) = £(x, y)| L mex | y34 = 7241 2
_i=1,...n

Priﬁom L znaéi>nejakﬁ kon3tantu, tzv. Lipschitzovu konZtantu a dal3f symbol
vpravo znali vektor, ktorého v3etky zloZky su rovnaké a rovnaji sa nejviiSej.
z absolutnych hedndt rozdielov rovnolahlych zloZlek vektorow Yis Yoo

Uvedendi L. podmienku mbéZeme tie vyjadrit tym, e mnoZina vektiorov

1

£(x, y-) - £(x, ¥,) (9 # ¥5)
2ax 17y = v2; | € 1 ) L F Y

le, se 0l
Jje ohranifend.

Rovnako si v3imnime, %e vektor f£ spina v bode (f,%) L. ped-
mienku vtedy, ak v obore 4@ existuje f_, a je v nom ohranidend. Pripomenne,

Y
Ye
21 21
TS— g e vy -
ayl ’ ayn
fy= e b s e e » @
2 ¢, 21,
Ty seey
2 ¥ 2 Y,

priéom fi,,yi znadia zloZky vektora f, ¥, takZe uvedens podmiénke vyja=

druje, %e v ka¥dom bode (x, y) € 4 existuju parcidlne derivécie
2t
i |

L
. a dalej existuje kon3tanta napr. = > O, ktoru absolitne hodnoty tych=-
Yk n-

to derivéeii nikde v obore 4 . neprevydia.

Vyznam L. podmienky sprava pre jednozna&nost riedeni d. rovanice (A)
‘Je dany touto vetou:



Ak vektor f spina v bode (§ ,ﬁd) L. podmienku sprava, potom je
tento bod sprava lokélne pravidelny. -

Pdaobqé Je,tzv. veta Rosenblatt-Npgumova o lok&lnej jednoznalnosti
sprava bodu (§ ,%). :

Znie takto:

Ak ?ektor f Je v obore d spojity a ak (pri pripadne zmenZenych
&f{slackr a a zloZkéch vektora b) platf pre kaZdé dva body (x, y1), (x, ¥,)
€ d nerovnost :

< °
(x"}) l fx, yl) - fix, 32)| = max ' Y11 ~ ygil 1 . .
. i=1,ooon

potom je bod (f,% ) sprava lokélne pravidelny.

14. Systémy lineérnych diferenclélnycn rovnic

72, Z4dkladné pojmy a oznadenia

-V aaléom sa budeme. zaoberat systémemi linedrnych 4. rovnic, t.j.
systémami tvaru

1 =811 Y1 * eere F 8, Iyt B0,
[ ] L d [ ] L ) [ ] [ J -* ® [ J ® L [ [ ® [ ] [ ] ® (A)

Ip = 8p1¥y * eere * 8,5 Yn t 8y

kde n21 a 8119 vy 8.0 si funkciami nezdvisle premennaj x. definova-
nymi v nejakom intervale Jj. :

Miesto nézvu sxstém linesrnych d. rovnic budeme spravidla pouZivat
strulne j8ie pomenovanie linedrny systém. Funkcie 811 eees 8,, S8 nazyvajud
koeficienty liqgégneho systému. Ak sa koeficienty 8190 *°*1 8p4 identicky
rovnaji nule, nazyva sa linedrny systém homogénny; v opa&nom pripade nehomo-
génny, ktory dostaneme,. ak koeficienty 310, *** 8o nahradime nulami; na-
opak existuje nekone&ne mnoho linedrnych systémov, ku ktorym patri ten isty

homogénny, systém.

Ak oznalime pismenom A 8tvorcovi maticu rddu n, ktorej &leny sd
koeficienty systému (A), teda A = (aij) (i,j = 1,06¢y n) a znakom a
stipcovy vektor o zloZfkéch a4, «.., &

o]

no? WmoZeme systém (A) pisat v tvare

L4

y = Ay + a .(A)

(o] -

ktory je vychodiskom dal3ej teorie.
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