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II. DIFSRENCIALNE ROVNICE vy33fcu rApov

63. ObyZajnou d. rovnicou n-tého,rddu (n 2 1) rozumieme vztah me-
dzi hodnotami nezdvisle premennej a prislu3nymi hodnotami nejakej funkcie tej-
to premennej a jej derivdciami rédu n a ni%sich rédov. Také d. rovpica je oby-

%ajne danéd vzorcom tvaru
I d

' F(x, Y y” LR y(n) =0 (1)

(n)

kde F 2zna%{ ur&itd funkciu n + 2 premennych x, ¥y, Yy ses ¥ definovand

v nejakom obore.

Systémom obyZainych d. rovnfc rozumieme urdity polet m ( 2 l) vzta-
hov medzi hodnotami nezévisle premennej a prislusnymi hodnotami m funkeci{
tejto prémennej Y1 Yp9 eeo Y, @ ich derivédciami uré&itych rédov. Taky systém
je spravidla dany vzorcami tvaru:

. (nl) , (nm)
Fl (x, Jis Yy eceey Y3 y ey Ymy Ypr s Ip ) =0
.. ® * [ .. [ [ J * [ ] ® L ] L] L ] L J [ ] ® [ ] L ] [ J [ ] [ ] [ ] [ ] L ® L] L ] L ] [ ] [ ] (2)
(nl), coey ym, y!;’ seey ym(nm)) = 0

Fm (x, Y1» Yi’ XX 31

Rédom systému d. rovnic rozumieme réd najvy33ej derivécie, ktord sa
v systéme vyskytuje. Napr. réddom systému (2) Jje najvii3ie z &isel Nyseecey Ny

Viimnime si, Ze kaZdd d. rovnica n-tého rédu je systémom d. rovnic
n-tého rédu, ktory mé jedinu rovnicu. )

Riefenim alebo integrdlom _ systému m (2 1) 4. rovanic rozumieme m
funkcif nezdvisle premennnej, definovanych v istom intervale, ktoré systému vy-
hovuji, t.j. ktoré sa vyznadujui tym, Ze hodnoty nezédvisle premennej a prislus-
né hodnoty funkcii a derivéci{ si vo vztahoch danych tym systémom. Napr. riele-
nim systému (2).rozumieme ka%dy systém m funkcii{ premennej x, yl(x), coey
%Jx), definovanych v nejakom intervale j, ktoré vyhovujui systému (2), t.je
ktoré sa vyznadujd tym, Ze pre x € J plati

. (nq) s (n_)

Fy [x, ¥y1(x)y ¥1(x)5 ooy ¥y (x)y ooey Yp(x)y yp(x)y oee yo (x)] =0
, (m) , (n_)

pm [x, yl(x), yl(X): ey I (X)) oos, ym(x)s ym(x): eeey Iy (x) =0
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_ Jednotlivé funkcie tvoriace rie¥enie systému d. rovaic nazyvame zloZka-.
mi_ric3enia.

64, Explicitné d. rovnice &a systémy
explicitnych d¢ rovnic

D. rovnica n-tého rddu sa nazyva explicitnou, ak je tvaru

(n) (n-l)J

¥y o= [x, ¥, ¥1 eeen y

kde f 2znadf funkciu premennych X, ¥, ¥, eee y(n-l)

definovani v ne jakom
n + 1~ rozmernom obore . :

_Podobne definujeme systémy explicitnych 4. rovnic.

D6leZité sd najmi systémy explicitngch d. rovnic prvého rédu, ktoré
. maji tvar '

-

Y1 = £1(x, ¥y eeey ¥p)

y;l = fn(x’ yl, .ooo, yn)

kde L1y eeey fn sd funkcie premennych x, Y19 eves Ypo definované v nejakom
n+1- rozmernom obore & . .

65. Ur¥ity usek teorie explicitnych d. rovnic n-tého rédu je zahrnuty
v teorii systémov explicitnych d. rovnic prvého rédu. Vskutku, ku kaZdej ex-
plicitnej d. rovnici n-tého réddu existuje urdity systém explicitnych d. rov=-
nic prvého rédu, ktory sa vyznaluje tym, Ze jedna zloZka kaZdého jeho riedenia
je rieSenim tej d. rovnice.

Nech je dand d. rovnica

(n) (n=1)

Y = f(x, y, y;‘°‘°’ y (3)

v nejakom obore &J

UvaZujme o tomto systéme explicitnych d. rovnic:

Ype2 ¥ Yn-1

yr'l-l = f(x, y, J1» yz’ esse, yn-l)
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Predpokladajme, %e existuje rieSenie tohto systému y(x), ¥1(x)s oee,
Yp-1(x) definované v nejakom intervale J. Potom pre x € § Je

y(x) = ¥1(x)y y*(x) = y,(x), ..o, y("'l)(x) = Y1 (X)

y(n)(x) = f [x, ¥(x), (X)), eoee, y(n'l)(x)]

Z posledného vzorca vidime, Ze prvéd zloZka y(x) néZho riefienia Je
rieSenfim explicitnej 4. rovnice (3), ktoré je definované v intervale j.

Naopak, nech je dany systém explicitnyched. rovnfc prvého rédu

yi = fl(xs Jys e yn)
(4)

L] [ ] .’. [ 4 [ ] [ ] ® [ ] [ 4 [ 4 L

Yo = £,(x, Yps ooy ¥p)

v nejakom obore & . Potom za ur&itych predpokladov o funkcidch £, ..., fn
vyhovuje ka%¥dd zloZka kaZdého jeho rie3enia vZdy ur&itej d. rovnici n-tého
rédu. Vskutku, predpokladajme, Ze -kaZdd funkcia f; mév obore @ vdetky
parcidlne derivédcie a% po rdd n - 1 v&i{tame. Ak ¥1r Yoy eeey ¥p je Tubovol-
né rieSenie systému (4), definované v istom intervale J, potom méme pre x €

¥y = = Z. v Ty
V=1 Y
2 n 2 T 2f
- 2 ° £ 275 1 y
/ . y x
0 X v.=1 p))
n 2
2 0 2 h 2 £y
DY v Tt T crp ]
y.)
H‘sV=1 3y» ?yﬂ' ? v Tu
n-=1
D f
1
(n)
yl = + ceee
] xn-l

. .Vidfme, Ze derivécié rddov 1, e.e., n 2zloZky y; uvaZovaného rie-
Senia systému (4) splnajui v kaZdom &fsle x € j rovnice tvaru

’

y1 = ?1("9 Jis sy yn)
(5)

-V1(n) = @n(x, J1s ecy yn)
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priZom Je samozre jme - 4’1 = fl. Vo zvlé3tnych pripadoch sa mb6Ze stat, Ze

z prvych n-1 rovnic (5) moZno vyJjadrit premenné Yos e+ ¥, Pomocou velidin

Xy Y1 yi, PPN y{n‘l). V tom pripade dosadenim tychto hodn8t do posledného

vzorca (5) dostaneme explicitni d. rovnicu n-tého rédu.
y{n) = F(x, J1s ec°» y{n-l) (6)

Tejto d. rovnici vyhovuje zloZka y, uvaZovaného rieSenia systému d.
rovafe (4). Lahko vidime, %e d. rovnici (6) vyhovuje zlofka 'y, ka%dého rie-
Senia systému d. rovafc (4).

Priklad. UvaZujme o systéme d. rovaic

1
y1=N vy,
. (1)
. _ 2 :

~
L
|

v obore X > 0, =o2<yqy ¥p <°

Z prvej rovnice (1) dostaneme

¥ ='(1 +-x3) yp + (1.+ 2x) Yo

a okrem toho
1l -

1+ - v

1 x 1

Dosadenim tejto hodnbty Yo do predchddzajiceho vzorca dostaneme d
rovnicu 2. réddu

3 1 i,
¥y =(x7=-1- ;) yp + (2 + ;)‘yl

Tejto d. rovnici vyhovuje zloZka y; kaZdého riedenia systému d. rov-
nic (1).

Podobne dostaneme pre zloZku Yo kaZdého riedenia systému d. roviic
(1) 4. rovnicu 2. rédu

y5=(x -] - -x-)y2+2(l+ ;)yz

Vidime, Ze teoria explicitnych d. rovnic .n=-tého rédu Jje v ur&itom
zmysle &astou teorie systémov explicitnych d. rovnic 1. réddu. V mnohom smere
je teoria tychto systémov jednoduchdia ne% teoria explicitnych 4. rovnic vys-

81ich rédov.
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Pravda, naopak, niektoré otdzky tykajuce sa d. rovnic vysdich rddov
moZno riedit jednoduchdie priamo neZ v rdmci tedrie zmienenych systémov.

12, Zékladné vlastnosti systémov explicitnych d. rovnic l. rédu

66. Smerové pole

Budeme‘ga najskdr zaoberat najjednoduchd8imi vlastnostami systémov ex-
plicitnych d. rovnic 1. rédu.
UvaZujme o systéme explicitnych d. rovnic 1. rédu:

yi = fl(x, yl, coey yn)
(4)

4

Ipn = fn(x: Jir ) yn)

kde fy, eso, £, znaia dené funkcie n + 1 premennych ‘X, Y» e+ ¥y de-
finované v nejakom obore &W . «w , je tzv. definilny obor systému (1). O fun-
kcidch £19 eeey fn a ‘0 obore & neurobime zatial Ziadne predpoklady.

Funkcie fy, «eo, £ priraéujﬁ ku kaZdému bodu (x, Yys eces yn) € W
n ¥fsel: (X, Y1y eeey Ypls ooy £,(x, ¥7, eee yn).

Usporiadand skupina 2 n + 1 &fsel (x, Yis coes Ypo £y (x, Yyreeen yn),
cesy Tp(Xy Y1» ooe, yn) sa nazyva linedrny element systému (A) v bode (x,
Yyr oo Yq)3 Jednotlivé isla spomenutej usporiadanej skupiny su siradnice
linedrneho elementu. MnoZins v3etkych lineérnych elementov v jednotlivyeh bo-
doch oboru @ . je tzv. smerové pole systému (A). MnoZina bodov (x, Yys oo
coy ¥) € W , v ktorych kaZidd funkcia fu (£L=1, 46y, n) mi td istd hod=-

notu C, nrazyva sa izoklfna systému (A). Rovnice kaZdej izokliny sa teda
méZu napisat v tvare: .

fl (x’ yl, ®0 0y yn) = Cl’ 0.00, fn(x’ yl’ (L L ] yn) = Cn

kde Cqy oeey, C, znalia nejaké kondtanty. V bodoch tejZe izokliny maju vietky
linedrne elementy tu istd (n + 2), ..., (2n + 1)=-td sdradnicu.

Lubcvorny linedrny element (x, Yis oo Yo fl, coey fn) si mbéZeme

znézornit malou udsedkou v n + 1 - rozmernom priestore vzhladom na pravouhly
sﬁradhicovy systém. Tdto Usedka prechddza bodom (x, Y15 ey yn) . jej prie-
met do roviny [x, Y ]pC= l, ..., n, 2zviera s kladnou polosou x uhol, kto=-
rého tangens je f_ (x, Yys oo yn). Tekd uselku si mdZeme lahko predstavit,
ked n =2, t.j. ked ide o trojrozmerny priestor. Ak n > 2, méme do &inenia
s priestormi o vy33om podte rozmerov a bezprostrednd predstavu o prisluidnych
geometrickych itvaroch neméme; matematik, ktory Jje zbehly vo viacrozmerne]
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