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I I . DIFERENCIÁLNĚ ROVNICE VYŠŠÍCH RÁDOV 

11• Základné pojmy 

63. Obyčejnou d. rovnicou n-tého,rádu (n = 1) rozumieme vzťah me-
dzi hodnotami nezávisle premennej a příslušnými hodnotami nejakej funkcie t e j -
to premennej a j e j deriváciami rádu n a nižších rádov. Taká d. ro v n i c a j e oby-
čajne daná vzorcom t v a r u 

F(x, y, y\ y ( n ) = O (1) 

kče F značí určitú f u n k c i u n + 2 premenných x, y, yí ••• y^ n^ definovánu 
v nejakom obore* 

Systémom obyča.jgých d. r o v n i c rozumieme určitý počet m ( * 1) vzťar 
hov medzi hodnotami nezávisle premennej a příslušnými hodnotami m funkcií 
tejto premennej y^, y2» ••• y m a i c h deriváciami určitých rádov. Taký systém 
je s p r a v i d l a daný vzorcami tvaru: 

^ U t y p i •••> y m i y m» •••» ym = 

(2) 

Fm ( x» yl» y í » y l 
( n i \ . . . . ym, ŷ , . . . . y m

( V ) = o 

Rádom systému d. rov n i c rozumieme rád najvyššej derivécie, ktorá sa 
v systéme vy s k y t u j e , Napr. rádom systému (2). j e najváčšie z čísel n^,..., n m» 

Všimnime s i , že každá d. rovni c a n-tého rádu je systémom d. r o v n i c 
n-tého rádu, ktorý má jedinú r o v n i c u . 

Riešením alebo integrálom systému m (= 1) d. r o v n i c rozumieme m 
funkcií nezávisle premennnej, definovaných v istom i n t e r v a l e , ktoré systému vy-
hovujú, t . j . ktoré sa vyznačujú tým, že hodnoty nezávisle premennej a přísluš­
né hodnoty funkcií a derivácií sú vo vzťahoch daných tým systémom. Napr. rieše­
ním systému (2).rozumierre každý systém m funkcií premennej x, y ^ ( x ) , 
y m(x), definovaných v nejakom i n t e r v a l e j , ktoré vyhovujú systému ( 2 ) , t . j . 
ktoré sa vyznačujú tým, že pre x € j platí 

F l L x» yi(x)» y i ^ x ) , y x ( x ) , y m ( x ) , y m ( x ) , ... y m *" (x)J = 0 

r ' ^ m l ^ ^nm^ "m Lx» y i / x ) . y i ^ x ) , y x ( x ) , y m ( x ) , y m ( x ) , y m (x) = 0 
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Jednotlivé funkcie tvoriace riešenie systému d. rovnic nazýváme zložka- • 
mi rioěenia* 

64. E x p l i c i t n é d. r o v n i c e a s y s t é m y 
e x p l i c i t n í c h d. r o v n i c 

D. rovnica n-tého rádu sa nazývá explicitnou, ak je tvaru 

y ( n ) • t [x, y,' .... y ( n " » J 

kde f značí funkciu premenných x, y, y'í ... y^ n - 1^ definovánu v nejakom 
n + 1 - rozmernom obore u) • 

Podobné definujeme systémy explicitgých d. rovnic. 
Důležité sú najmS systémy explicitních d. rovnic prvého rodu, ktoré 

majů tvar 

y{ = y x yn> 

y^ = f n ( x , y l f y n) 

kde f ^ , f Q sú funkcie premenných x, y^, •••» y n, definované v nejakom 
n + 1 - rozmernom obore CO . 

65* Určitý úsek teorie explicitních d. rovnic n-tého rádu je zahrnutý 
v t e o r i i systémov explicitných d. rovnic prvého rádu. Vskutku, ku každéj ex-
p l i c i t n e j d. r o v n i c i n-tého rádu existuje určitý systém explicitných d. rov­
nic prvého rádu, ktorý sa vyznačuje tým, že jedna zložka každého jeho riešenia 
je rlešením t e j d. rovnice* 

Nech je daná d. rovnica 

y ( n ) = f ( x , y, y,' y ( n - 1 } (3) 

v nejakom obore CJ 
Uvažujme o tomto systéme explicitných d. rovnic: 

y' = y1 

• • • • 

K-2 = y n - i 

y n - i • f ( x > y i y i i yz, ••••» ̂ n - i * 
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Předpokládejme, Se existuje rieSenie tohto'systému y(x), y j / x ) , 
y n - l * x ^ definované v nejakom intervale j v Potom pre x« j je 

y'(x) = y x ( x ) , y«(x) » y 2(x) y ( n " 1 ) ( x ) = y n - 1 ( x ) 

y ( n ) ( x ) » f [x, y(x), y'(x), y ( n - 1 } ( x ) ] 

Z posledného vzorca vidíme, že prvá zložka y(x) néSho rieSenia je 
riešením explicitnej d. rovnice (3), ktoré je definované v intervale j . 

Naopak, nech je daný systém explicitných«d. rovnic prvého rádu 

y£ • y l f y n) 
. . (4) 
^n " fn ( x» yl» yn> 

v nejakom obore CJ . Potom za určitých predpokladov o funkciéch f^ ř 
vyhovuje každá zložka každého jeho riešenia vždy určitéj d. rovnici n-tého 
rádu. Vskutku, předpokládájme, že každá funkcia f^ má v obore cJ všetky 
parciálně derivácie až po rád n - 1 včítame. Ak y^, y 2, ••«, y n je Tubovol­
né rieáenie systému (4), definované v istom intervale j , potom máme pre x čj 

* * i £ 3 f l 
y£ = + 2- Z • f» 

A d x % d yj, 

y l = 
* f i r r a f i 0 1 * *1 
3 * 2 * - l 

Z f 3 f 1 3 f 1 3 fy i  
f y v • — — . fit J 

i 

Vidíme, že derivácie rádov 1, • n zložky y^ uvažovaného rie­
Senia systému (4) spinajú v každom čísle x í j rovnice tvaru 

y{ * í^íx, y l t y n) 
. (5) 
y { n ) = § n(x, y l t y n) 
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pri*om je samozřejmé • $ ̂  = f^. Vo zvláštnych prípadoch sa mčže stať, že 
z prvých n-1 rovnic (5) možno vyjadriť premenné y 2, ••• y Q pomocou veličin 
x» y ^ i y { i •••» y^11""1^ V tom případe dosadením týchto hodnfit do posledného 
vzorca (5) dostaneme explicitnú d. rovnicu n-tého rádu* 

y[n) = F(x, y l f y ^ " 1 * . (6) 

Tejto d. ro v n i c i vyhovuje zložka y^ uvažovaného riešenia systému d. 
rovnic (4)* Lahko vidíme, že d. r o v n i c i (6) vyhovuje zložka y^ každého r i e ­
šenia systému d. rovnic (4)* 

Příklad. Uvažujme o systéme d. rovnic 

(1) 
y x = y x + x y 2 

y2 = x * y l + y 2 

v obore x > 0,-^»<y 1,y 2 

Z prvej rovnice (1) dostaneme 

y£ = (1 -K x 3) y x + (1 + 2x) y 2 

a okrem toho 

* z - - ; ' i • \ *i 

Dosadením t e j t o hodnoty y 2 do predchádzajúceho vzorca dostaneme d 
rovnicu 2. rádu 

1 1 1 , yHT = ( x J - 1 - -) y, + (2 + -) y-, 
X X « 

Tejto d. r o v n i c i vyhovuje zložka y^ každého riešenia systému d. rov­
nic (1). 

Podobné dostaneme pre zložku y 2 každého riešenia systému d. rovuíc 
(1) d« rovnicu 2. rádu 

r2 

t 2 1 
= ( x J - 1 - -) y 2 + 2 (1 + - ) y 2 

Vidíme, že teória explicitních d. rovnic .n-tého rádu je v určitom 
zmysle časťou teorie systémov explicitních d* rovnic 1. rádu* V mnohom směre 
je teória týchto systémov jednoduchšia než teória explicitních d. rovnic vyš­
ších rádov. 
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Pravda, naopak, niektoré otázky týkajúce sa d. r o v n i c vyšších rádov 
možno riešiť jednoducháie priamo než v rámci t e o r i e zmienených systémov; 

12. Základné v l a s t n o s t i systémov explicitních d. r o v n i c 1* rádu 

66. S m ě r o v é p o l e 

Budeme ̂ sa najskfir zaoberať najjednoduchšími vlastnosťami systémov ex­
plicitních d. r o v n i c 1. rádu. 

Uvažujme o systéme explicitných d. r o v n i c 1* rádu: 

yí " f l ( x » yl» ••*» yn) 
(A) 

y n s f n ( x » yl» y n J 

kde f ^ , f n značia dané funkcie n + 1 premenných x, y^, y n , de­
finované v nejakora obore Co . c j , j e t z v . definiční obor systému ( 1 ) . 0 fun-
kciách f ^ , f n a o obore (J neurobíme z a t i a l ' žiadne předpoklady. 

v 

Funkcie f ^ , ..., f n priradujú ku každému bodu (x, y^, • y n ) € co 
n čísel: f^íx, y x , y n ) , f n ( x , y x , . . J , ý n ) . 

Usporiadaná skupina 2 n + 1 čísel (x, y^, ..., y Q , f ^ x , y ^ » » « » i y Q ) , 
f n ( x , y^, y n ) sa nazývá lineárnv element systému (A) v bode (x, 

y
n)» jednotlivé čísla spomenutej usporiadanej skupiny sú súradnice  

lineárneho elementu. Množina všetkých lineárnych elementov v jednotlivých bo-
doch oboru CJ , j e t z v . směrové pole systému (A). Množina bodov (x, y^, ... 
.., y n ) 6. co , v ktorých každá fu n k c i a tjj («C = 1, n) mú tú istú hod­
notu CaC nazývá sa i z o k l i n a systému (A). Rovnice každej izoklíny sa teda 
móžu napísať v tvare: 

f x (x, y l f y n ) = C l f f n ( x , y l t y n ) = C n 

kde C-p C n značia nějaké konstanty. V bodoch tejže izoklíny majů všetky 
lineárně elementy tií istú (n + 2 ) , (2n + l)-tú sdradnicu. 

Lubcvolný l i n e a r n y element (x, y^, y n , f ^ , •••» f n ) s i mfižeme 
znázorniť malou úsečkou v n + 1 - rozmernom p r i e s t o r e vzhl'adom na pravoúhlý 
súradnicový systém. Táto úsečka prechádza bodom (x, y j , y n ) * j e j p r i e -
met do r o v i n y £x, y ^ 1» •••» n» z v i e r a s kladnou polosou x uhol, k t o -
rého tangens j e (x, y^, ..., y n ) • Takú úsečku s i mfižeme 1'ahko predstaviť, 
ked n = 2, t . j . keá ide o trojrozměrný p r i e s t o r . Ak n > 2, máme do činenia 
s p r i e s t o r m i o vyššom počte rozmerov a bezprostrednú představu o příslušných 
geometrických útvaroch nemáme; matematik, ktorý j e zběhlý vo viacrozmernej 
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